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LES PRINCIPES FONDAMENTAUX
DE

LA GÉOMÉTRIE,
PAR M. I). HILBERÏ.

Fe^chrift publiée à l'occasion des fêtes pour l ' inauguration du monument de Gauss-Weber
à Gottingen. -— Publiée par les soins du Comité des fêles. Leipzig, Teubner, 1899.

Traduit par L. LAÏÏGEL.

« Toute science humaine commence par
les intuitions, de là passe aux notions et finit
par les idées. »

KANT, Critique de la raison pure
( Théorie élémentaire^ Partie II,
Section II).

INTRODUCTION.

La Géométrie, de même que l 'Ar i thmét ique , n'exige, pour sa con-
struct ion logique, qu 'un pet i t nombre de principes fondamentaux
simples. Ces principes fondamentaux sont dits les AXIOMES d e l à Géo-
métrie. L'exposition de ces axiomes et leur examen approfondi est on
problème qui , depuis Eucl ide , a fai t l 'objet de nombreux Mémoires
remarquables de la Science mathémat ique ( ^ ) . Ce problème revient à
l'analyse logique de notre i n t u i t i o n de l'espace.

La recherche qui sui t est un nouvel essai dont le but est d 'é tabl i r

( 1 ) Voir les Comptes rendus si complets de G. Veroneso ; Gmndzu.ge der Gcomeine,
traduction de M. A. Schepp, Leipzig, i89( (Supplément); et F. KUÎÏN, Le Pw Loba-
Uchcfskij^. {Math. Ânna^n, t. L), D. HÏLBEÎIT.
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Ja Géométrie sur un système SIMPLE et COMPLET d'axiomes INDÉPENDANTS
et de ' dédu i r e de ceux-ci les pr incipaux théorèmes géométriques, de
tel le sorte que le rôle des divers groupes d'axiomes et la portée des
conclusions que l'on tire des axiomes individuels soient mis en ple ine
lumiè re a u t a n t qu'il est possible»

CIIA PITRE I.
LES CTNQ GROUPES D'AXÎOMBS.

§ 1.

Les éléments de la Géométrie et les cinq groupes cTaxiomeB-

Convention. — Concevons trois d i f fé ren t s systèmes d'êtres : les êtres
d u PREMIER système, nous les nommerons points et nous les dési^neroriH
par A, B, G, ...; les êtres du DEIJXUÏMK système, nous le nommerons
droites et nous les désignerons par a, b, a, ... $ les êtres du TÎIOÏSÏÈMÎ';
système, nous les nommerons plans et nous les désignerons par a, [Ï,
Y, ... ; les points seront aussi nommés éléments de la Géométrie linéain^ ;
les points et les droites, éléments de la Géométrie plane; et ICH points,
les droites et les plans, éléments de la Géométrie de V espace ou éléments
de l'espace.

Concevons que les points, droites et p lan^ a ient entre eux certaines
relations mutuelles et désignons ces relations par des -mots teh que :
« sorr SITUÉS » , « ENTÏIE )> , « PARALLÈLE », « COMHUÎENT » > , <( cowmtî » ;
la description exacte et complète de ce^ relat ions a lieu au .moyen den
axiomes de la Géométrie.

Les axiomes de la Géométrie se partagent en cinq groupes; chacun
de ces groupes, pris ind iv idue l lement^ exprime certaines véritésfon"
^amentales de même catégorie qu i dérivent de nôtres i n t u i t i o n . Nous
désignerons'ces groupes comme il suit ; ! , , !
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I, 1 - 7. Ax i o m e s d ' association.
II , 1-5. Axiomes de distribution,
III . Axiome des parallèles Ç Postulat d'Euclide).
IV, 1-6. Axiomes de congruence.
V. Axiome de la co ntinuiïé (Axiome ^Archimède).

§ 2.

Le groupe d'axiomes I : Axiomes d'association.

Les axiomes de ce groupe établissent une association entre les no-
tions précédemment indiquées, points, droites et plans. Ces axiomes
sont les su ivants :

I, 1. Deux points distincts, A, B, déterminent toujours une droite a;
nous poserons AB == a ou BA == a.

Au lieu de « DÉTERMINENT », nous emploierons aussi d'autres tour-
nures de phrase'; par exemple : A « EST SITUÉ SUR » a; A « EST UN POINT
DE )) a; a « PASSE PAR » A « ET PAR B )) ; « 0 JOINT A ET B )) OU (( JOINT A

A B ». Lorsque A est s i tué sur a et, en outre, sur une autre droite A,
nous emploierons aussi le mode d'expression : <( LES DROITES a ET b ONT
LE POINT A EN COMMUN )) , et ainsi de suite.

I, 2. Deux points distincts quelconques d'une droite déterminent cette
droite, et sur toute droite il y a au moins deux points ; c est-à-dire que,
si Von a AB = a et AC == a et B =^= C, on a aussi BC •=== a.

I, 3. Trois points A, B, G non situés sur une même droite déterminent
toujours un plan a; nous poserons ABC == a.

Nous emploierons aussi les tournures : A, B, G « SONT SITUÉS DANS »
le plan a; a SONT DES POINTS DE » a, et ainsi de suite.

t, 4. Trois points quelconques A, B, G d'un plan a, non situés sur une
même droite, déterminent ce ^plan a.

I, 5. Lorsque deux points A et B d'une droite a sont situés dans un
plan a, il en est de même de tout point de a.

Ânn. de l1 Rc. Normale . 3e Série. Tome XVII. — MARS 1900. l4
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Nous dirons on ce cas : « LA DROITE a EST SITUER DANS LE PIAN a », el
ainsi de suite.

Ï, 6. Lorsque deux plans a, p ont un point, A en commun, ils ont en-
core au moins un autre point B en commun.

I, 7. Sur tout plan il y a au moins trois points non situés sur la même
droite et, dans ^espace, il y a au moins (fuatre points non situés dans le
même plan.

Les axiomes I, i~ 2 ' renferment des énoncés qu i ne sont r e l a t i f s
qu'aux points et aux droites, c'est-à-dire aux é léments de la Géomé-
trie plane, nous pouvons donc, pour abréger, les nommer axiomes
planaires du groupe I , par oppos i t ion aux 'ax iomes I , 3-7 , que l 'on
désignera sous le nom à'1 axiomes spatiaux de ce groupe.

' Des théorèmes qui dér ivent des axiomes I, i-'7, je ne ci terai que
les deux su ivan t s :

THÉORÈME L "— Doux droi tes s i tuées dans le même plan ont un seul
p o i n t en c o m m u n ou. b ien n'en ont a u c u n ; doux plans n 'ont a u c u n
p o i n t en commun ou bien on t une dro i te en c o m m u n ; u n plan et u n e
dro i t e non s i tuée d a n s é e p l a n iront a u c u n p o i n t en c o m m u n ou bien
en ont un seul .

THÉO'RÈME 11. — Par une droi te et un point non s i tué surcet te droite,
e lde même par deux droi tes dis t inctes ayant un point en c o m m u n , i l
passe toujours un plan et un seul .

§ ^

Le groupe d'axiomes IX : Axiomes de distribution ( î ) .

Les axiomes de ce groupe déf in i ssen t l'idée exprimée par le mot
« ENTEE » et permet tent , en se basan t sur cette IdéCy d 'effectuer la dû-
iribulion 'des points sur une droite , dans un p lan et dans Feapace1,

( î ) C'est-M. Pareil qui, dans son Coun de (géométrie moderne, a1 le promior étudié (H!
détail eea axiomes, ï^axionie H, ?> w'ï particulier est, dû à M. Paseh. 1 (D, HÏÏ,BBRT,)
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CONVENTION. — Les points d'une droite ont entre eux une certaine
relat ion qui s'exprime en particulier au moyen du mot « entre ».

II, 1 . — A, B, C désignant trois points en ligne droite, si B est situé
entre A et G i l l'est aussi entre C et A.

A B C

II, 2. — A et C Çfig' ^) désignant deux points d'une droite il y a au
moins un point B situé entre A et C et au moins un point D tel que G soit
situé entre A et D.

F'ig. 3.
A B C D

II, 3. — De trois points d'une droite, il en est toujours un et un seul
situé entre les deux autres.

II, 4. — Quatre points quelconques A, B, C, D d'une droite peuvent
toujours être distribués d'une manière telle que B soit situé entre A et G
et aussi entre A etî), et que C soit situé entre A et D et aussi entre B et D.

DÉFINÏTÎON. — Le système formé par deux points A et B situés sur
une droite est d i t un segment, et nous le désignerons par AB ou BA.
Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou
encore à l'intérieur du segmentAB; tous les autres points de la droite a
sont dits a l'extérieur du segmentAB. Les points A et B sont dits les
extrémités du segment AB.

II, 5. — Soient A, B, C trois points non en ligne droite et a une droite

^

dans le plan ABC qui ne passe par aucun des points A, B, C : si la droite a
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passe par un point du segment ÂB, elle passera toujours ou bien par un
point du segment BC ou bien par un point du segment AC.

Les axiomes I I » 1-4 renferment des énoncés qui ne sont r e l a t i f s
qu'aux points d 'une droite et peuven t donc être nommés axiomes
linéaires du groupe I I ; l'axiome I I , 5 renfe rme un énoncé r e l a t i f a u x
éléments de la Géométrie plane, et sera d i t par conséquent V axiome
planaire du groupe I I ,

§ 4.

Conséquences des axiomes d'association et de distribution.

Des axiomes linéaires I I , 1-4 nous déduisons d'abord sans peine ks
théorèmes suivants ;

THÉORÈME ÎII . — Entre deux points que l conques d ' u n e dro i te i! y a
toujours une i n f i n i t é de points .

THÉOBÉMK IV* — Etant donné , sur u n e dro i te , un nombre f i n i de
points, on peut toujours d i s t r i bue r ces points en une suite A ^ B, C, 1),
E , . . . , K . (fig. 4 ) » telle que B soit s i tué ent re A d 'une part et C,

Fig. 4.

A B C D E K

I), E ,* . , ,K. de 1/âutrey puis que C soit situé entre A, B d 'une par t
et D, E, ... . , K de Fautre, ensuite que D soit situé entre A, B, C d'une
part et E, . * . , K de l 'autre , et a ins i de suite. Outre cette d i s t r ibu t ion
il n^y en a qu 'une autre, la d i s t r i b u t i o n inverse, qui jouisse de la pro-
priété énoncée.

Ti ïÉOHÈMRV. — Toute droi te a située dans un plan a sépare toua les
autres points de ce plan en deux régions qui ont la propriété sui-
vante ;1 tout point A de l ' une , jo in t à tout point B de l^ai i t rey détermine
un segment AB sur lequel est situé un point de la droite 05 au con-
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traire, deux points quelconques A,A" d'une même région déterminent
un segment AA^ qui ne renferme aucun point de a.

CONVENTION. -— Soient A, A\ 0, B quatre points situés sur une
droite a et tels que 0 soit s i tué entre A et B mais non entre A et A';
nous dirons alors : Les points A et A' sont situés sur la droite a du même
côté du point 0, et les points A et B sont situés sur la droite a de côtés
différents du point 0.

Kig. 6.
A A' 0 B

L'ensemble des points d 'une droite a s i tués d'un même côté d 'un
p o i n t 0 est d i t un demi-rayon (demi-droite) issu d e O ; de la sorte tout
p o i n t d 'une droite la partage en deux demi-rayons.

En f a i s a n t usage des notat ions du théorème V, nous d i rons : Les
points A, A' sont si tués dans le plan a du même côté de la droite a, et les
po in t s A, B sont s i tués dans le plan a de côtés différents de la droite a.

DÉFINITION. — Un système de segments AB, BC, CD, . . . , KL qu i relie
les points A et L est dit une ligne brisée. Cette l i g n e brisée sera dési-
gnée aussi pour abréger par A B C D . . . K L . Les points situés sur les
segments AB, BÇ, CD, ..., KL, ainsi que les points A, B, C, D, . . . , K, L,
sont tous dits les points de la ligne brisée. En p a r t i c u l i e r , si le po in t L
coïncide avec le po in t A la l igne brisée sera d i te un polygone et s'ap-
pellera le polygone ABCD ... K. Les segments AB, BC, CD, . . . , KA en
seront dits les côtés, et les points A, B, C, D, . . . , .K les sommets. Les
polygones ayant 3 ,4» 5» . . . , ^ côtés se nomment en part iculier triangles,
quadrilatères, pentagones, ..., n'gones.
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Lorsque les somiïîets d 'un polygone sont tous dis t incts , lorsque

aucun sommet ne tombe sur un côté et enf in lorsque deux côtés que l -
conques n 'ont a u c u n po in t en commun, le polygone est d i t simple.

En s'appuyant sur le théorème V nous obtenons alors sans diff i-
cultés sérieuses les théorèmes su ivants :

THÉORÈME VI . — Tout polygone s imple dont les sommets sont tous
si tués dans un plan a partage les points de ce plan, qui n'appar-
t i e n n e n t pas a la l igne brisée formant ce polygone, en deux régions :
l 'une intérieure, l'autre extérieure, jouissant de la propriété suivante :

Si A est un point de l ' intérieur (poiisî îNTÉïUEim) et B un point de
l'extérieur, (POINT EXTÉBKETO), toute l igne brisée Joignant A et B a au
moins un point en commun avec le polygone; au contraire, si A et A'

Pig. 7.

sont deux poin ts intérieurs et B efcB ' deux points extérieurs, i l y a tou-
jours alors des lignes brisées jo ignan t respectivement A et À', et B
et W et n 'ayant a u c u n poin t en commun avec le polygone. :1) existe
dans le plan a des droites dont tout le cours a l ieu à l 'extér ieur du
polygone; mais il, n'en existe aucune/au contraire, dont tout le cours
a i t l ieu à l ' intérieur du polygone.

THÉORÈME VII. ~ Tout plan rz partage les autres points de l'espace
en deux régions ayant la propriété suivante ; Tout' point A de Fune
dé te rmine par sa jonction avec tout poin t B de1 l 'autre un segment AB
qui renferme lin point de a; aa contraire, deux poin ts quelconques A

^ et A' d'une même région déterminent toujours •w\ segment AA/ qui m
'renferme aucun point de a.

CONTOTÏON. — En faisant usage clés notatîcms de ce théorème VU,



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GÉOMÉTRIE. 1 1 ï

nous dirons : Les points A, A7 sont situés dans l'espace d'un même côté
du plan a, et les points A, B sont si tués dans l'espace de côtés différents
du plan a.

Le théorème VU expr ime les vérités les plus importantes relatives
à la d i s t r ibu t ion des éléments DANS L'ESPACE. Ces vérités sont donc
exclusivement des conséquences des axiomes considérés jusqu ' ic i , et
il n'est donc pas nécessaire d ' in t roduire dans le groupe II aucun
nouvel axiome SPATIAL.

§ 5.

Le groupe d'axiomes III : Axiome des parallèles (Postulat d'Euclide).

L ' i n t r o d u c t i o n de cet axiome SIMPLIFIE les pr incipes f o n d a m e n t a u x
de la Géométrie dont i l FACILITE a insi très considérablement l 'édifica-
t ion. Nous l 'énoncerons ainsi :

III. — Dans un plan a, par un point A prù en dehors d9une droite a,
l'on peut toujours mener une droite et une seule (fui ne coupe pas la
droite a ; cette droite est dite la parallèle à a, menée par le point A*

Cet énoncé de l 'axiome des parallèles renferme deux a f f i rmat ions :
L.V PREMIÈRE énonce que dans le plan a il passe toujours par A une
droite q u i ne rencont re pas a, et LA SECONDE qu ' i l ne peu t en exis ter
q u ^ u n e .

C'est la seconde aff i rmat ion de notre axiome q u i est essentiel le;
l'on peut aussi l u i donne r la tournure su ivan te :

THÉORÈME VII I . — Lorsque dans un plan deux droites a, b ne ren-
contrent pas une troisième droi te c du même plan, elles ne se rencon-
trent pas non plus.

En effet , si a et b avaient un poin t A en commun, il pour ra i t dans
ce plan exister deux droites a^ b, passant par A et qui ne rencontre-
ra ient p o i n t c; mais cela serait en contradiction avec la seconde affir-
mat ion de l 'axiome des parallèles, sous notre énoncé primitif . Récipro-
quement , du théorème VIII résulte également la seconde aff i rmat ion
de l 'axiome des parallèles sous notre énoncé pr imit i f .

L'axiome des parallèles III est un axiome planaire.
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Le groupe d'axiomes IV : Axiomes de congruence.

Les axiomes de ce groupe définissent la not ion de congruence ou de
déplacement.

CONVENTION. — Les segments ont entre eux certaines re la t ions que
le mot a congment » en part icul ier sert à exprimer.

IV, 1. — Sir on désigne par A, B deux points (F une droite a, et par A '
un point de cette même droite ou bien d'une autre droite a\ l'un pourra
/ou/ours, sur la droite a!, d'un côté donné du point AS trouver m POIIST
ET UN SEUL W, tel que le segment AB sou congruent au serment A/BS
ee que l'on écrit

AB^A'ir.

Toul segment esl eongruent à lui-même^ û est-à-dire (fue l'on a toujours

AB^AB.

Le serment AB est lou/ours eon^ruent au seg/nent BA, ee (fue l'on.. dent

ABr- l îA .

Nous d i rons aussi p lus rap idement que tou t segment peut être porté
sur une droite donnée d 'un côté donné d 'un point d o n n é d ^ u u e ma-
nière univoque*

'IV, 2. — Lorsquun segment AB est eongruent au segment A'W et de
même au segment K"W\ alors Â'W est aussi eongruent au segment A^B",
c'est-à-dire que si l'on a ABssA^B' et AB^A^B^ l'on aura aussi
A/B'sÂ^r.

IY, 3. — Sur la droite Oy soient AI'î et BC (/ig' B) deuoc segments

Pig. 8.
A B C n'

A' B' C'

sans points communs^ et soient ensuite îsèwi ^^WH^A/B' et B'C' detw
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serments situés sur /a même droite ou sur une autre droite a\ également
sans points communs; si l'on a AIÎ^^A^W et. BC^^B^CV on aura tou-
jours aussi A G == A'C'.

DÉFINITION. — Soit a un plan quelconque et soient À, k deux demi-
droites quelconques distinctes situées dans ce p lan , issues d 'un
point 0 et appartenant à des droites DISTINCTES. Le système formé par
ces deux demi-droites À, k nous le nommerons un angle et nous le
désignerons par <^ (7z, À') ou <^ (k , À). Des axiomes II, 1-5 on peut
aisément conclure que les deux demi-droites A, k, y compris le point 0,
séparent les points restants du plan a en deux régions jouissant de la
propriété suivante : A désignant un point de l ' une des régions et B un
point de l 'autre, toute l igne brisée qui j o i n t A et B ou bien passe par 0,
ou b ien a au moins un point en commun avec À ou avec /'. Au contraire,
A et A/dés ignan t des points d 'une même région, i l v a toujours une
l igne brisée jo ignant A et A' et qui ne passe n i p a r u ni par aucun
poin t des demi-droites h, /". L'une de ces régions se dis t ingue de
l'autre par cette circonstance que tout segment qui jo in t deux points
de cette région y est situé tout entier. Cette région se nomme Yinié-
rieur de l'angle (À, Â-), par opposit ion avec l 'autre qui se nomme Yea>
térieur de l 'angle (À, A'). Les demi-droites A, /* sont dites les côtés de
l'angle, et le point 0 en est dit le sommet.

IV" ^ 4^ — Sou, clans un p/an a, un angle <^ (h, ^), et soit, dans un
plan a/, une droite a'. Supposons encore que, dans le plan a', un côté dé-
terminé de la droite a' soit assigné. Désignons par Jt' une demi-droite prise
sur la droite a' et issue d'un point (Y de cette droite. Dans le plan a/, i l
existera alors UNE demi-droite 1i et UNE SEULE 9 telle que Vangle (À, A) soit
congruent à rangle (h'', ^/) et quen même temps tous les points à l'inté-
rieur de F angle (/^, J e ' ) soient situés du côté assigné de a'\ ce que nous
exprimerons par la notation

^(^/^^(/^ ^).

Tout angle est congruent à lui-même, c'est-à-dire que F on a toujours

<(//, /•)s=<(^A-).
Ann.de VÈc. Normale. 3° Série. Tome XV II. — MAHS 1900. ï <)
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L'angle ( k , k) est toujours congruent à l^anfffe (/', //), ̂  que l ' o n cent

<(//, Â - ) ^< (^ / / ) .

Nous dirons aussi, en abrégeant, que clans un p l a n donné tou t au^ ' le
peut être, d'une manière un ivoque , porté d 'un côté ass igne d ' u n e
d em i-d roi te donnée,

,1V, 5. — Un cingle (h, /•) étant eon^ruent à l'ange (A', / • ' ) ( ï i n s (
r/uà l'ange (h'', k"}, l'angle {h', k") le sera au^l à Vangle (//-//, k " ),
c es i-à" dire que si F ou a

< {h, k) E= < (Â^ f.1) et. < (// , /t ) ̂  <J: (//% A^),

o/^ aura toujours <mw
<(//^/^-<):(//^ Â-^.

CONVENTION. — Soit ABC un (rianslo assigné; désignons les d e u x
demi-droites issues de A et passaul. par 'B el C, r e s p e c l i v e n ï e n f , j > a r li, h.
f /an^le ('A, /•}es(: d i t l ' ang le d u t r i a n g l e A I ^ C r e n f e r m é par les côl.és A I î
el AC; il esl diî : cncoi-e l ' ang le opposé a u ^'•ôté 1$C du t r i a n g l e , W
an^le renlerrne a son i n t é r i e u r t ous les p o i n t s a l ' i n t é r i e u r du t r i -
angle ABC; et on le désignera par "•••/' BAC ou -j, ("//, ^ ) .

IV, 6. •— Dein^ deiw triangles AW^ et A/B'C^ ^i t^ fio/ê./frue/uw

A B r ^ A ' i r , A C - . A / C ^ . T l î A C ^ ^ - j - ' I ^ A ' C '

sont vêri/lées. les conff menées

< AW:^ <;: A 'B 'C ' el. .)•• ACI1..- • , ) ; • A 'C' ir

le seront toujours également.

Les axiomes IV, 1---3 r en fe rment des énoncés q u i n 'eut t ra i t qu ' aux
con^ruences entre sc^ment^ situés sur des droi tes* Ils seront» par
suite, dits les axiomes linéaires au. groupe IV. Los axiomes IV, -l-11^
ren fe rmen t des énoncés qui ont trai t a u x congriH*nces entre an^leH.
L'axiome IV, 6 rattache la not ion de congryencc de segn'jent^ à cetle
•de congruence d/angles. Ï.es axiomes IV1, 3-6 renferment des énoncés
qui onttrait aux élôrnents1 de la, Géométrie p lane ' (* t seront nommés
par suite les axiomes planaires du groupe IV.
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§ 7.

Conséquences des axiomes de congruence.

CONVENTION. — Soit un segment AB congruent à un segment A'B'.
Puisque, d'après l'axiome IV, 1, le segment AB est également con-
gruent au segment AB de IV, 2, il s 'ensuit queA'B ' est congruent à
AB, ce que nous exprimerons en d isant : les deux segments AB et
A'B' sont congraenis entre eux.

CONVENTION. — Soient A, B, C, D, . . . , K, L etA\l.r, C', IV, . . . , K/, 17
deux séries de poin ts sur les droites respectives a et a\ telles que
les segments correspondants AB et A/B7 , AC et AT/, BC et 'WC\ ..., Kl".
et K'17 so ien t respect ivement congruents ent re eux; on di t que les
deux séries de points sont congruentes entre elles; A et A/, I1} eê: B', C
cl C\ ..., L et l/ sont di ts les points correspondants des deux séries
ponctuel les congruentes.

Des axiomes linéaires IV, 1-3, nous concluons a isément les théo-
rèmes suivants :'

THÉORÈME IX. — De deux séries ponctuelles congruentes, A, B, ...,
K, !.. et A/, B', . . . , K7, 17 si la première est ordonnée de telle sorte
que B soit situé entre A d'une par t et C, D, . . . , K, L de l 'autre, que C
soit situé entre A, B d 'une part et D, .... K, L de l 'autre, et a ins i de
suite, les points Â\ W, C', . . . , K\ 17 seront ordonnés de même, c'est-
à-dire que V sera si tué entre A' d 'une part et C', D\ ..., K^ 17 de
Pautre; que C' sera s i tué entre A', B' d 'une part e t ' IY , . . . , K7, 17 de
l'autre, et ainsi de su i te .

CONVENTION. — Soit un angle (A, A) congruent à un angle (// , /• ') .
Puisque, d'après l 'axiome IV, 4, l ' ang le (A, A)est congruent, à < (h , k ) ,
de l'axiome IV, 5 il s 'ensui t que «À\^1) est congruent à <{ /» , /•) ,
ce que nous exprimerons en d i san t : les deux angles (A, k ) et ( h ' , k ' ' )
sont congruents entre eux.

DÉFINITION. — Deux. angles qui ont rnême sommet et un côté com-
m u n , et dont les côtés non communs sont en ligne droi te , sont dits
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supplémentaires. Deux angles qu i ont le mémo sommet et dont les côtés
sont en ligne droite sont d i t s opposés par le sommeL

Un angle qui est congrueni à son supp lémen ta i r e est d i t un ar/ft/r
droit.

CONVENTION. — Deux triangles ABC, A/m'y sont, d i ts congrwnfs
entre eux lorsque les congruenees

AB-^Vîr, AC-: A ' (7, IU:^ ir<:\
< A^ = <)•: A/, < B ̂  ^: B\ -••1:)11- C :--:-. '.;: i7

sont,toutes vérifiées.
THÉORÈME X. — (PKEMÎEH TïlÉO'RÈME DE CONGHIÎENCE DES T H Ï A N < » Ï . , E S ) . •~"

Dans deux triangles ABC, A'ircy, si les congruenees

A'B ss A / I-r, M: ̂  A, / CV, <)'•• A, ̂ . -r: A /

sont vérifiées, les deux triangles sont congruents entre eux .
DÉMONSTRATION. — D'après l 'axiome IV, 6, les congruenees

< B—1')1:!^ <-l -i {:....:.... z ^

sont vérifiées et, par sui te , i l suiïU de démont re r que les colés |}(: et,
^^ {fie' 9) so^t congruents entre eux. Supposons, au coutruire , que

3<1g. r^.

;̂ '
^̂ :.,..,....,,..«,————,„—,_Ag ^̂ :̂_̂ ,,,,..,,..̂ ,,,,,,_...,,._

BC île soit pas congroent à WC/ ot déterminons sur l'ny le point I:)'
tel queBCE- B ' W ; les deux triangles ABC, A'BTr auront deux côtés
respectivement congruents et l'angle compris entre ces côtés cou-
gruent; en vertu deTaxiorne IV, 6, les deux angles --1):1: BAC et, -X1 irA/C^
seront donc congruents entre eux. M'a in tenant, ' d'après n'morne IV, 5,
les deux angles < B'A'C et < ' W ^ W devraient donc aussi être1 eon-
gruents1 entre eux; or, ceci est impossible, car, d'après l 'axiome IV, 4,
un angle ne peut être porté que (FOTE SEÏILE ET U N I Q U E Tmiîuère à par t i r
d'un point donné d'un côté donné d'unedroit^donnée dans un p lan ,
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La démonstration du théorème X est, de la sorte, complètement
établie.

On démontrerait tout aussi aisément la proposition suivante :
THÉORÈME XI. •— (DEUXIÈME THÉORÈME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES.) —

Dans deux triangles, lorsqu'un côté et les deux angles adjacents sont
respectivement congruents entre eux, les deux triangles sont aussi
congruents entre eux.

Nous sommes en mesure main tenan t de démontrer les importantes
propositions suivantes :

THÉORÈME XII. — Lorsque deux angles <^ ABC et <^ A'B'C' soni con-
gruents entre eux, il en est de même clé leurs supplémentaires <^ CBD et
-^CB'D'.

Démonstration. — Choisissons les points A'C'D' sur les côtés pas-
sant par W en sorte que l 'on ait .

A/B^AB, (71^ CB, IVB^DB.

Dans les deux triangles ABC et A'B'C', les côtés AB, €B et les côtés
A'B', C'B' sont respectivement congruents entre eux, et" comme, en

outre, les angles compris entre ces côtés sont , par hypothèse, égale-
ment congruents entre eux, du théorème X résulte la congruence des
triangles en question, c'est-à-dire que l'on a les congruences

A C =s A / (7 et < BAC =s < ÏV ̂  C7.

D'autre part, puisque, en vertu de l 'axiome IV, 3, les segments AD
et A'iy sont congruents entre eux, du théorème X. résulte encore la
congruence des triangles CAD et C'A'D', c'est-à-dire que l'on a les
congruences

Cl) ss C W el < ADC E= < A/ WC ;

d'où, en considérant les t r iangles BGD et B'C'iy de l 'axiome .IV, 6,
s 'ensuit la congruence des angles < CBD et < CWÏY.
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Une conséquence immédiate (,lu théorème X I I , est h con^ruence des
angles opposés par le sommet.

THÉOBÈME X.IIL — Dans le plan a, soit un angle {h.k) congruent à
l'angle {fi^k!) dans un plan y/; soit ensu i t e / une demi-droi te du plan a
issue du sommet de Pan^le ( l ^ k ) et a v a n t son cours à F in t é r i eu r de

i<i^ . i i .

cet angle : il existera tou jours alors dans le plan a' u n e demi-dro i te /'
issue du sommet de l 'angle (A^, /^) ayant son cours à F in té r ieur de1 cet
angle et telle que l'on ait

< (h, l ) ̂  < ( h 1 , i 1 ) (-1 -r (/•, 0 ;- <r (À', / /).

DÉMONSTHATION. — Désignons les sommets respec t i f s des angles
( li, k ) , ( h ' ' , k ' ) par 0 et 0' et d é t e r m i n o n s sur les côlés //, /" el Â\ k ' (es
points A, B, et A', iY tels que l 'on a i t les cou^ruenœs

OA :̂ ()'/V (M, <) Ï î 1 : . , : o'Ii^

lin vertu de la con^ruenee des irian^les OAIÎ < * 1 O'A'B', on aura

A lï ̂  A/ ir, .'t: OA B :.,;:•• ( î ' -V B\ -} ' OIÎ A ..̂  i V W k'.

La droite AB coupe l en C; dé te rminons alors sur le serment A'W
le poin i (7 f/el que l'on a i t A'C^.1:11;-:}' AC; je dis alors que (nY est hi
'demi-droite /' chercliée. Hn efïet., de Af^L. - ' - .A 'C ' et AIh^VB\ on J N * U ) .
a i sément , a,u, moyen de l^axiome IV, S, déduire la. con^ruence Bt^--1.1:.' B'(7;
on voit clairement a u s s i ' q u e les t r iangles OAC el (VAT/ sont con-
^ruents entre1 eux, et qu/il. en est encore de mâo-ie des t r iangles OB^
et O^i'C'. On conclut de laies aff i rmat ions qu'énonce le théorème X11L

D'une façon pareille nous obtenons la proposition, su ivan te :
THÉOKÈME XIV. — Soient A, / c , / d ' une part, et h\ /c\ // d^utre p a r f ^

'trois demi-droites issues respectivement d 'un même .point et situées
dans.un mêniie^plan.
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Si les con^ruences
^9

.^(A,^^/^), et ^M)-^/^/7)

sont vérifiées, il en sera toujours également de même de

^^^-«/^Â-Q.

En s'appuyant sur les théorèmes XII et X I I I , on démontre le théo-
rème très simple qui suit, théorème qu'Euclide (à tort selon moi) a
mis. au rang des axiomes.

THÉORÈME XV. — Tous les angles droits sont congruents entre eux.

DÉMONSTRATION. "— Soit l 'angle BAD (fig. 12) congruent à son sup-

F^. r.<.
D" D D"' D'

A C B' A' C'

p lémen ta i r e CAD, cl de même soit l 'angle B'A'D'congruent à son sup-
plémenta i re C'A/fy. Alors je dis que les angles

</-BAI), - , r C A I ) , ••^B^Vl)^ • ( y A / ï ^
sont tous des angles droits/'1) ^a ^rv^.ue.wfc.

Supposons, ce qui est le contraire de noire proposition, que 1/angle
droi t B^-Vl'y ne soit pas congruent à l 'angle droi tBAD et portons alors
<ï B'A/D' sur la demi-droi le AB de tel le sorte que le coté AD" prove-
nant de cette opération tombe soit à l ' inlérieur de l'angle BAD, soit à
l ' i n t é r i e u r de l'angle CAD. Supposons, par exemple, que le premier de
ces cas ai t lieu. A cause de la congruence des angles B'A'IV et BAD",
du théorème XI( résultera que l'angle C'A/D' sera aussi congruent a
l 'angle CAD"; puisque les angles B'A/IY et C'A/iy doivent être con"
gruents entre eux, l 'axiome IV, 5 nous enseigne qu'alors l 'angle BA'D"
devra être congruent à l'angle CAD"; or, puisque <^BAD est congruent
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à <$;CA,D, nous pouvons, en vertu (lu théorème X I I I , d é t e r m i n e r à
l ' intérieur de l'angle CAD une demi-droite AD"issue de A et te l le que
< BAIV soit cons'ruent à < CAl)^ en rnêrne temps que <; DAIT le soit
aussi à -^DAD^ M a i n t e n a n t < BAIY é t a i t con^ruent a • X C ^ A D ^ par
suite, il faudrai t aussi, en vertu de l ' ax iome I V , 5, que ' • • ) ' CAD" soit con-
STuent à < CAiV. Or, cela est imposs ib le , car, d 'après l ' a x i o m e IV, 1,
un anqle ne peu t être porté dans un p lan donné d ' u n côté d o n n é d 'une
demi-droite donnée que d 'une SEULE et Ï Î N Î O U E maniè re . Nous avons
donc démontré le théorème XV,

Nous pouvons main tenan t in t rodu i re de la maniè re que l'on sai t les
désignations (Y(( cingle ai^u » et (?<( angle •ohl-as ».

Le théorème relatif à la congruence des angles '^" 'A, et •< B adja-
cents à la base d 'un triangle isoscèle ABC résulte innnédialement de
l'application de l 'axiome I V , 6, au t r i ang le ABC et ail t r i a n g l e BAC,

En ad jo ignan t à ce théorème le théorème X I V , on démont re aisé-
ment de la m a n i è r e c o n n i i e la propos i t ion s u i v a n t e ;

TilEoni^Œ X.VL — (TÎUHSÎ^ME TnÉoïu^n1; DE (.:oN<,n(:i";!\<;K DES T Î Î ÏANOL^S . )
— Dans deux triangles, lorsque les (rois côtés sont respectivement con-
grucnts entre eux, les triangles sont congnumts (^î tre eirx,

CONVENTION — IJn noml)re ()(ielcom|ue tini d(! points est rlit une
figure. Si, tous les points delà figure sont situés dans un plan, elle sera
< l i te u n e fleure p/aw.

Deux f igures sont dîtes congruentefî, lorsque l'on peut en f a i r e cor-
respondre les points deux à d o u x d 'une manière tel le que les ser-
ments et les angles correspondants des deux. figures soient respective"
ment tous con^ruents entre eux.

Les figures congruentes, comme le font voir les théorèmes X I I et I X ,
jouissent des propriétés suivantes ; Trois points ( l 'une f igure qui sont
en ligne droite sont également en l i^ne droi te dans toute figure con-
gruente à la première. Dans les figores congruontes hi db t r ihu t i im
des points dans des plans correspondanis par rapport à des droîtei
correspondantes est toujours la môme. II en est encore de même de
l'ordre de suc-cession des points correspondants sur des droite» corres-
pondantes.
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Le théorème le plus général re la t i f à la congruence pour le plan et
pour l'espace s'exprime comme il suit :

THÉORÈME XVII. — Lorsque (A, B, C, ...) et (A', B', (7, ...) sont des
figures planes congruentes, si l'on désigne par P un poin t dans le plan
de la première figure, on pourra tou jours déterminer dans le plan de la
seconde figure un point P\ tel que (A, B, G, . . . , P) et (A/, B', (7, ..., P ' )
soient également des figures congruentes.

Si la figure (A, B, C, ...) con t i en t au moins trois po in ts qui ne
soient pas en ligne droi te , la dé terminat ion de P^ ne sera possible que
d'une SEULE et UNIQUE maniè re .

THÉORÈME XV.IIL — Lorsque (A, B, G, . . . ) et (A/, B', (7, ...} soni
des figures congruentes , si l 'on désigne parP un point quelconque, on
pourra toujours déterrr» iner un point P\ tel que les figures (A, B, G , . . , , V]
et (A\ B', (7, . . . , P') soient également congruentes.

Si la figure (A, B, G, ...) renferme au moins quatre points qu i no
soient pas situés dans un même plan, la déterminat ion de P' ne sera
possible que d'une SEULE et UNIQUE manière.

Ce théorème renferme un très impor tan t résultat : c'est que toutes
les vérités SPATIALES relatives à la congruence, c'est-à-dire aux déplace-
ments dans L'ESPACE, sont exclusivement des conséquences (adjonct ion
faite des groupes 1 et II d 'axiomes) des six axiomes LINÉAIRES et PLANS
de la congruence précédemment énoncés ; par conséquent , l 'axiome
des parallèles n'est pas nécessaire pour leur établissement.

Si aux axiomes'de la congruence nous adjoignons encore l 'axiome I I I ,
des parallèles, nous arrivons aisément à établir les proposi t ions con-
nues :

THÉORÈME XIX. — Lorsque deux parallèles sont coupées par une
troisième droite, les angles alternes-externes, alternes-internes et cor»
respondants sont respectivement congruents; réciproquement la con~
gruence des angles respectifs por tant les désignat ions ci-dessus a pour
conséquence le parallélisme des deux droites en question.

THÉORÈME XX* —- Les angles d'un triangle forment ensemble deux
angles droits.

Ann, de l'Éc. Normale. 3" Série, Tome XVÏ'L — M.uts ï9ûo. 1 6



123 0. ÎÎILlîEKT.

DÉFINITION. — Lorsque M est un 'point quelconque ( l 'un plan a, l'en-
semble de tous les points A, tels que les segments MA soient tous
congruents entre eux, est d î t une circonférence; le p o i n t M est dit le
centre de la circonférence.

De cette défini t ion et en employant les groupes 111-IV d'axiomes,
l'on déduit aisément les théorèmes connus re la t i fs à la circonférence,
en particulier celui qui énonce la possibil i té de faire passer une cir-
conférence par trois points non en l i^ne droite, ainsi , que celui qu i a
trait a la congrnence des angles inscrite dans le même segment el
encore celui relatif aux angles du quadri la lcrc inscriptible.

§ »•

Le groupe V d'axiomes : Axiome de la continuité (axiome d'Arohïméde).

Cet axiome rend possible l'introduction, dans la Géométrie, de lu
notion de la continuité; poor énoncer cel. axiome nous devons aupara-
vant faire une convention relative a Pé^alilé de deux sep;rnenl.s sur une
droite. Nous pouvons à cel edel ou bien prendre pour fondeirîerst les
axiomes sur la, congruence des serments el dans ce cas désigner comme
(( ^(.AUK 5) les segments cou^ruerils, ou bien, en nous basant sur les
groupes d'axiomes 1 - 1 1 ! , convenir de la manière dont^ ait moyen de
constructions appropriées (voir Cbap» V, ^21.),, un segment doit être
porté sur une droite donnée1 à partir d'un point donné, en sorte quo
l'on obtienne un nouveau segment qui lui soit " ÉGAL ».

Une de ces conventions taitc.^ l'axiome d'A.rcbimede s'énoncera
ainsi :

V. — Soit A^ un point quelconque situe sur une droite entre les poinifî

Fîg. ̂

--..̂ ^^^^^^^ .

quelconques donnée A et B. Construisons alon les points A a, A g, A^ ...
{fie- T3) ̂  <P^ A,, soit situé entre A et A.^ que A a soit situé entre A<
et A 3, que A 3: sou situé entre A a et A^ ,.. el ainsi de '$uiîe, et tek en outre
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que les segments
' AA,i, A lAa , Â 2 À 3 , Â3.A4, ...

soient égaux entre eux; alors dans la série de points A,>, As, A 4, ... //
existera toujours un certain point A^ tel que B soit situé entre A et A//.

L'axiome d'Archimède est un axiome linéaire.

Note (1). •— Remarquons qu'aux cinq précédents groupes d'axiomes
l'on peut encore ajouter l'axiome suivant qui n'est pas d 'une nature
purement géométrique et qui, au point de vue des principes, mérite
une attention particulière.

AXIOME I/SNTÉGIUTÉ ( Vollsiâncîig-keiL) ( a ) .

Au système des points, droites et plans, il est impossible d'adjoindre
d'autres êtres de manière que le système ainsi généralisé forme une nou-
velle géométrie où les axiomes des cinq groupes I-V soient tous vérifiés;
en d'autres termes : les éléments de la Géométrie forment un système
d'êtres qui, si l'on conserve tous les axiomes, n'est susceptible d'aucune
extension.

Cet axiome ne nous dit rien sur l'existence de points l imites ni sur
la notion de convergence; néanmoins l'on peut en l ' invoquant démon-
trer ce théorème deBolzano en vertu duquel , pour tout ensemble de
points situés sur une droite entre deux points de celle-ci, il doit tou-
jours nécessairement exister un point de condensation. La valeur de
cet axiome au point de vue des principes tient donc à ce que l'exis-
tence de tous les points l imites en est une conséquence et que, par

(1 ) AI. Hilbert a bien voulu écrire cette Note inédite pour la traduction de son Mémoire,
ainsi qu'une longue addition à la conclusion. Le traducteur saisit avec empressement cette
occasion pour présenter ici ses très cordiaux remerciements à M. L. Gérard, professeur
au Lycée Charlemagne, et à M. P. Stackel, professeur à l'Université de Kiel, pour leurs
précieux conseils et leur aide dans la correction des épreuves. Il ne saurait oublier non
plus de remercier encore une fois M. Hilbert et M. Teubner d'avoir autorisé la publication
de ce M'éinoire.

( 2 ) Comparer ma Communication à la réunion de savants tenue à Munich en 1899 :
Ueber den Ï.cihibc^riff {Bericlite der Deutsc/ien Xa^/^wza^ycer-^rew^/?,^, 1900)*

D. ÏIiLïîEirr.
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suite, cet axiome rend possible la correspondance univoque et réver-
sible des points d'une droite et de tous les nombres réels. iya.ill.eurs,
dans le cours des présentes recherches, nous ne nous sommes servi
nulle part de cet « axiome d'intégrité ) ) *

CHAPITRE II,
LA. NON-CONTRADICTÎON ET LWDÉPENDANCE DES AXIOMES.

§ 9.

La îloii-contradiction des axiomes.

.Les axiomes des cinq groupes dixièmes d o n t nous avons parlé dans
le Chapitre 1 ne sont pas en c o n t r a d i c t i o n , c'est-à-dire q u ' i l n'est pas
possible d/on dédu i re par u n ra i sonnement logique une proposition qu i
soit en contradict ion avec un de ces axiomes* Pour le prouver i l su f f i l
d'assigner une géométrie où l 'onscmiyie dc^ cinq groupes soit vende.

A. cet eiïet, considérons le domaine il de tous ICH nombres algé-
br iques qu i p rennen t naissancêf lorsque; par tant du nombre l y l'on
cfîectuo un nombre f i n i de fois les quatre opérations» addi t ion, sous-
tract ion, m u l t i p l i c a t i o n , d iv i s ion et une c i n q u i è m e opération : \ / 1 "--h Q.r,
où o.) désigne chaque fo is un nombre ayant déjà pris naissance par le
moyen de ces cinq opérat ions,

Nous regarderons un couple de nombres (^j) du domaine il comitu"
un point et le rapport (a:(OP) de trois nombres quelconques de Û»
pourvu que u^ 9 ne soient pas tous deux nuls, comme une droito; enfin
l 'équat ion

f/.r 4- (? y 4- w-..^ o

exprimera que le point (^y) est situé sur la droite (^:p:4p'). A-lorSy
comme c'est facile à reconnaître, les axiomes I, i-2 et III vérifiés.
Les nombres du domaine iî sont tous réels; ni nous considérons que
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ces nombres peuvent être rangés par ordre de grandeur, nous pouvons
aisément faire par rapport à nos points et droites des conventions telles
que les axiomes de distribution II soient tous vérifiés. En effet, soient
{ x ^ ^ y ^ \ (^a»^)» (^ys)? ••- d^s points quelconques sur une droite,
leur distr ibution sur la droite sera celle de l'ordre écrit ci-dessus, si
les nombres x^ x^ ^3,. . . ou les nombres j^, y ^ y ^ ^ - • • sont ou bien
tous décroissants, ou bien tous croissants dans l'ordre ci-dessus; enfin
pour vérifier la condition de l'axiome II, 5 il suffit de convenir que
tous les points ( x , y), tels que ux -4- vy -+• w^o, soient respectivement
situés ou bien d'un côté ou bien de l 'autre de la droite (u'.ç'.w).

On voit aisément que cette convention s'accorde avec celle qui la
précédait et qui déterminai t déjà l'ordre successif des points sur une
droite.

Les déplacements des segments et des angles se feront suivant les
méthodes connues de la Géométrie analytique. Une transformation
de la forme

x' == x -+- a,

y"=j -i- b
permet d'effectuer la translation des segments et des angles. Enfin, si
l'on désigne le point (o, o) par 0, le point ( t , o ) par E et un point
quelconque (a,&) par C {fig- i 4 )? alors, au moyen d'une rotation

Fig. i4.

Qfo^} E fj.ft)

d'angle <;C COE, 0 étant le centre de rotation, u.û point quel-
conque ( x , y ) se transformera en un point (.^y) où.

, a b
^.^^ .L ^^ .̂̂  y,

, h aj — ̂ ,̂ =p x. - ĵ=^p y •
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Main tenan t , puisque le nombre

^T^=a^

appar t ien t au domaine îi, avec nos conventions, les axiomes de con-
gruence IV sont aussi vérifiés et i l on est évidemment de même de
l'axiome d'A-rchinnede V.

De tout cela on conclut que toute contradiction dans les consé-
quences tirées de nos axiomes devrait aussi apparaî t re dans Pari (.Inné-
tique d u domaine û.

Les considérations analogues relat ives à la (xéoméirie de l'espace ni*
présenteraient aucune difficulté.

Dans les développements qui précèdent, si l'on choisissait, au l i eu
du domaine û, le domaine de TOUS les nombres réels nous obt iendrions
également une géométrie ou. l 'ensemble des axiomes I-V serait aussi
vérif ié; mais pour notre démonstrat ion il s u f f i s a i t d 'employer le do-
maine 0 qui renferme seulement un ENSÎSMÏÎU'; î ^ N O M n H A ï î L ï - : d 'éléments.

§ '10.

Indépendance de l'axiome des parallèles (Géométrie HOB êixclidiemxe)-

Maintenant que l'on a reconnu la mm-contradiction des axiomes, i l
est intéressant de rechercher s^ i l s sont tous indépendants .

Or, nous allons voir, en effet, qu ' aucun des axiomes ne peut être
dédu i l des autres au moyen de ra isonnemenis logiques.

IVahord, en ce qui concerne les divers axiomes des groupes I , I I
et IV, il est facile de démontrer que les axiomes d'un môme groupe
sont tous i ndépendan t s ( î ) .

Ensuite, dans notre mode d'exposition, les axiomes des groupes 1
et II sont le fondeî ï îent de tous les autres axiomes^ en sorte q u ^ i l suf*"
('ira de démontrer que chacun des groupes 111, IV et V e^t indépen-
d a n t des .autres.

( 1 ) Comparor mon Cours sur la Géométrie ouclidiomio (Hon'iOHiro d'hivc'r ïB^B1" 118^9),
autographié pour œos auditeurs, (l'après la rédaction de M. îe ÎP1 von •Schaper.
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La PREMIÈRE affirmation de l'énoncé de l'axiome des parallèles peut
être démontrée au moyen des axiomes des groupes 1, I I , IV. A cet
effet, jo ignons le point A donné à un point quelconque B de la droite a*
Soit ensuite C un autre point quelconque de cette droite. Par le point A
menons dans le plan a et du côté de la droite AB, où n'est pas situé le
point C, une droite formant avec AB un angle congruent à <^ABC. Je
dis que cette ligne passant par A ne coupera pas la droite a. En ef fe t ,
supposons qu'elle coupe cette droite a au point D et supposons que B
soit si tué entre D et C, nous pourrions alors trouver sur a un point ÏV
tel que B fût situé entre D et D' et qu'on eût en outre

AD ss BIV.

De la congruence des triangles ABD et BAIV résu l te ra i t la con-
gruence

<A.BD=s<BAiy,

et comme les angles ABIV et ABD sont supplémentaires, Fon voit, en
se reportant au théorème XII, que les angles BAI), BÂIV devraient
l'être aussi; or en vertu du théorème I il ne peut en être ainsi ,

La deuxième affirmation renfermée dans l'axiome des parallèles I I I
est indépendante des autres axiomes; on le démontre de la manière
connue et le plus simplement comme il suit : On choisira, comme élé-
ments individuels d'une G-éométrie de l'espace, les points , droites et
plans de la Géométrie ordinaire construite au § 9, en ne considérant
que ce qui est renfermé dans une sphère fixe; on définira alors.les
congruences de cette Géométrie au moyen des transformations linéaires
de la Géométrie ordinaire qui transforment en elle-même la sphère
fixe.

En faisant des conventions convenables, on reconnaît q u e , dans
cette « Géométrie non euclidienne )> , tous les axiomes sont vérifiés hormis
l'axiome euclidien III; et comme la possibilité de la Géométrie ordi-
naire a été démontrée au § 9, celle de la Géométrie non eucl idienne
en résulte immédia temen t*
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§ H.
Indépendance des axiomes de congmence.

Nous reconnaîtrons l ' indépendance des axiomes do congruence en
démontrant que l'axiome IV, 6, ou encore» car cela rev ien t au même,
que le premier théorème de congruence des triangles, c'est-à-dire le
théorème X, ne peut être dédu i t des axiomes restant au moyen de rai-
sonnements logiques.

Nous choisirons encore comme éléments de la nouvel le Géométrie
de l'espace les points , droites et plans de la Géométrie o rd ina i re ; nous
définirons aussi le déplacement des angles comme dans la Géométr ie
ordinaire ainsi qu'il a été exposé au § 9, par exemple* Mais au con-
traire, le transport des serments, nous le déf in i rons d ' une autre façon.
Soient deux po in t s A,, , A^ qu i , dans la Géométr ie ordinaire^ ont pour
coordonnées x^ y ^ , ^ o t ^ ^ , , ) ^ » ^ ^ ; nous nommerons alors l ongueur
du segment, ApA^ la. v a l eu r posi t ive de l 'expression

^'i. — ̂  ' l l• l ll l l l l .ri "-"- y^ f-! - 1 ( . » ' i —• y- f " ̂  { 5 1 - 1 1 ' - - " ^s f »

et nous dirons alors que deux segments quelconques A| A ^ e t A ^ A '
sont congroents lorsqu' i ls ont même longueur au sens que l'on vient
de déf inir»

11 est c la i r que dans la Géométrie de l'espace, a insi dé f in i e , les
axiomes î, 11, 111, IV, '1-2, 'i"5, V sont vérifiés.

Pour démontrer qu'il en est de même de l 'axiome I V , 3 prenons une
droite quelconque a et sur cette droite trois points A^ A^ A^ tels
que Ay soit situé entre A.< et A;;* Supposons les' points^, j, s de la
droite a donnés par les équa t ions

..r ;11;1.::•-: lt • } - //,
y^^i -....h^A
S -r:: Vf. -.h y', .

ou À, A', (x, [x^ v, v' désignent certaines constantes et l un paramètre*
Si t^ i^ i^ \i^ <; ̂  ; ^ <; /y J sont les valeurs du paramètre qui corres-
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pondent aux points A^ As, Ag nous aurons pour longueurs des trois
segments A ^ A ^ , A^A^ et A^A^ les expressions respectives

(^-^)]^(X+^+^+^|,
<^-^)l\/a+^)^-^H-^|,
(^~^) l^a^)2-^2-^2),

et par suite la somme des longueurs des segments A,A^ et A^A;, est
égale à la longueur du segment A^A,^ Or ce fait est précisément la
condition pour que l'axiome IV, 3 soit vérifié.

Mais l'axiome IV, 6 ou plutôt le premier théorème de congruence
des triangles n'est pas toujours vérifié dans cette Géométrie.

Considérons, en effet, dans le plan z ==== o les quatre points

0 ayant pour coordonnées... x=~ç>, y===o,
A » )î ... x == i, y ==: o,
B )> » ^ . . . x =:o, y == i,
C ). » . . . ^==|, 7==^

Dans les deux triangles (rectangles) OAC et OBC Çfig. i5) les
angles en C et les côtés BC et AC sont respectivement congruents

QCo.oJ f\(i.o>

puisque le côté OC est commun et que les segments AC et BC ont
pour même longueur ^. Au contraire, les troisièmes côtés OA et OB
ont pour longueurs respectives i et y/2 et, par suite, ne sont pas con-
gruents.

I l ne serait pas difficile d'ailleurs de trouver, dans cette Géométrie,
deux triangles pour lesquels l'axiome IV, 6 lui-même ne serait pas
vérifié.

Âan. de VÉc, Normale. 3e Série. Tome XVï I . — MAiia 1900. î ?
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§ 12.
Indépendance de l'axiome de la continuité V.

(Géométrie non archimédienne.)

Pour démont re r l ' indépendance <le l ' ax iome V d i l d\Archlmè(te, i l
nous faul cons t ru i re une Géométr ie où seront vérif iés tous les ax iomes
à l'exception de cet axiome en ques t ion (1).

A cet effet, construisons le domaine t î ( l ) de toutes les fonc t ions
algébriques de / , q u i proviennent de i au moyen des qua t re opérations :
addi t ion , soustraction, m u l t i p l i c a t i o n , d iv i s ion , et de la c i n q u i è m e
opération \/i -h co2, où û) désigne une fonction que lconque , déjà
obtenue au moyen de ces cinq opérat ions, L'ensemble des éléments de
Q(/) -~ de moine qu ' i l en é ta i t p récédemment de û — est un ensemble
dénombrable . Les cinq opéra t ions p e u v e n t être toutes effectuées d 'une
manière u n i v o q u e et réelle. Le d o m a i n e H ( l ) ne renferme doue que
des fonc t ions de / u n i v o q u e s et réelles.

Soil c u n e fonct ion q u e l c o n q u e d u d o m a i n e i î ( l ) ; In f o n c t i o n r
é t a n t u n e f o n c t i o n a lgébrique de / ne p e u t j a m a i s s ' a n n u l e r que pour
un nombre f i n i de valeurs de /, e t , par s u i t e , la fouc t iou r? sera, pour
des valeurs pos i t ives s u f f i s a m m e n t grandes 'de /, ou b îeu toujours po-
sit ive, ou bien toujours négative.

Nous regarderons m a i n t e n a n t les f b u c t i o n s d u domaine Û(^) comme
une ce r t a ine espèce de nombres complexes; dans le système numé-
r i q u e complexe a i n s i d é f i n i , i l est c la i r que les règles u s u e l l e s de
ca l cu l sont f o u t e s vérifiées. Enfin a, b d é s i g n a n t deux nombres d i f fé -
rents que lconques de ce système, nous dirons que le nombre a est
plus graud ou plus petit que b — ce qu i s'écrira a > ^ ou a<^h —
suivant que la d i f férence a —s a — b, regardée comme f o u c t i o u d e / ,
prend pour des valeurs su f f i samment grandes de l u n e va l eu r /ou b ien
toujours posi t ive ou bien toujours n é g a t i v e - E u adop tan t cette conven-
t i o n , i l est possible de ranger par ordre de grandeur les nombres de

( 1 ; Dans Bon Livre (hmo portée Hi profonde (Grumizu^ (1er Gewu'tru^ l.rmiucibîi
A. Sehepp, Leipzig; î ^o î ) , M, (:L VeroneHe'a n'mm Ml ( ÎCH rechercho» rolalîve^ ù rédHi-
eatîon (Filrio Géométrie indép(*ndoîi te do l'axiome (i 'Arcli î ï ï icdfô* . (D. îîitmwv»)



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GÉOMÉTRIE. l 3 î

notre système numér ique complexe, suivant une distr ibution analogue
à celle que l'on emploie pour les nombres réels; on reconnaî t
aisément aussi que les théorèmes qui consis tent à dire que les inéga-
lités subsistent, lorsque à chacun de leurs membres on ajoute un même
nombre ou lorsqu'on y mult ipl ie chaque membre par un même nombre
^>o, sont également vérifiés dans notre système numérique complexe.

Maintenant , si l'on désigne par n un nombre entier positif ra t ionnel
quelconque, il est clair que pour les deux nombres n et t du domaine
Û(^) l 'inégalité n<^t sera vérifiée, car la différence n—t regardée
comme fonction de t sera toujours négative pour des valeurs positives
de t suff isamment grandes. Nous exprimerons ce fait comme il su i t :
Les deux nombres i et t du domaine û(t), q u i tous deux sont >o,
jouissent de la propriété qu 'un mul t ip le quelconque du premier sera
toujours plus pe t i t que le second de ces nombres.

Ceci posé, au moyen des nombres complexes du domaine û(^) nous
édifierons une Géométrie, absolument comme nous l'avons fait au § 9
où nous avons pris pour base les nombres algébriques du domaine Û.
Nous regarderons un système de trois nombres {x, y, .s) du domaine
û(^) comme un point , et les rapports (u : v : w : r) de quatre nombres
quelconques du domaine û(^), tant que //, p, w, r ne sont pas tous
nuls , comme un plan; enfin l 'équation •

ux •+- ry -h Ï.P-J + r =. o

exprimera que le p o i n t (^, y, z) est s i tué dam le plan (u : ç : (P : r),
et la droite sera l 'ensemble de tous les poin ts situés dans deux p lans
à la fois. Si nous adoptons alors relat ivement à la dis t r ibut ion des élé-
ments ainsi qu'aux déplacements des segments et des angles des con-
ventions tout à fa i t analogues à celles du § 9, nous obtiendrons une
Géométrie non archimédienne, où, comme le font voir les propriétés
que nous venons cPexposer du système n u m é r i q u e complexe û(^),
tous les axiomes sont vérifiés, hormis l 'axiome d'Archimède. En effet ,
sur le segmenta nous pouvons porter le segment i en le faisant glisser
bout à bout un nombre infini de fois sans jamais arriver à a t te indre
l 'extrémité du segmenta ; or, cela est en contradiction avec l'axiome
d'Archimède.
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CHAPITRE IIL
THÉORIE DES PROPORTIONS.

§ 1^

Systèmes numériçnea complexes.

Au début de ce Chapitre, nous allons présenter quelques not ions
préliminaires sur des systèmes numériques complexes, q u i nous
seront plus tard utiles, en particulier, pour faciliter reiposition.

L'ensemble des nombres réels forme un système d'êtres ayani h's
propriétés suivantes :

TnÉOHÈMRS Ï)K Î/ASSOCÎATION (i-12).

'(. Du nombre a et (.lu nombre b provieni par A D Ï H T I O N , un nombre
dé te rminé c, ce qui s'exprime a i n s i :

a -1- b — (; ou <•*1::::-1:; (i ...i.» î ) ,

2. Il y a un nombre dé terminé — on le n o m m e o — tel que pour
tout a l'on, a i t s i m u l t a n é m e n t

a -+ a :::.= a <*(, o .4,» ̂  .:;;;.;: ̂

3. Si l'on désigne par a et b des nombres donnés i l existe toujours
un et un seul nombre x, et de même un et un seul nombre y , tels qiiN*
Pon ait respectivement

a 4" x = h y y "+" a ̂  //.

4.^ Du nombre a et du nombre b provient encore d 'une au t re
manière, par Mtn/npucAîîON, un nombre déterminé e, ce qu i ^exprime
ainsi :

ab ̂  c oit c ":-:: ah,

3.}1 y a un nombre déterminé - on le nomme î - tel que pour
tout a l'on ait s imul tanément

a. ï ̂  a et i ̂  :̂ ; ̂ .
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6. Si l'on désigne par a et b des nombres quelconques donnés,
a n'étant pas n u l , i l existe toujours un et un seul nombre x et de même
un et un seul nombre y, tels que l'on ait respectivement

ax-=.b, ya~=^b.

Si l'on désigne par a, b, c des nombres quelconques, les règles de
calcul suivantes sont toujours vérifiées :

7. a-h Çb -t- c} == {a -+ -&)+<? .
8. a + b == & -4- a.
9. a{bc}= (a&)c.
10. a(& 4- c) === ab -h- ac.
11. (a •+- 6)c == ar -h &c.
12. û6= ̂ .

THÉORÈMES DE LA DISTRIBUTION (13-16).

13. Si l'on désigne par a, b deux nombres quelconques distincts, il
y a toujours un de ces deux nombres (par exemple a) q u i est plus
ff rand (^>) que l 'autre; ce dernier est dit alors le p lus peti t , ce qui
s'exprime ainsi :

a > b et, b < a.

14. Lorsque a > b et b > c on a aussi

a^> c.

15. Lorsque <2 > 6, l'on a tou jours aussi

a -i-"/.1 >-^ 4- c et c 4- ^ > c 4- /A

16. Lorsque a > 6 et c >> o l'on a toujours aussi

ac > ^c et ça > c^<

THÉORÈME D'AnCïlLMiÏDE ( 1 7 ) -

1.7. Si a> o et b > o désignent deux nombres quelconques, il est
toujours possible d'ajouter a à lu i -même un nombre de fois suffisant
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pour que la somme qu i en résulte a i t la propriété

(( 4.,- a .4.,. ( ( ..,„).,. . . ..-\...., a ^> (^

Un système d'êtres qu i no possède q u ' u n e pa r t i e (les proprié tés M7
sera d i t un système nurnérùjue complexe ou (oui s i m p l e m e n t un système
numérique. Un système n u m é r i q u e sera d i l are/liniédien ou bien non
archimédien selon qu ' i l vér if ie ou non la c o n d i t i o n 17.

Parmi les propriétés 1-1.7, exposées ci-dessus, i l y eu a qui sont la
conséquence des autres. Il y a l ien de rechercher la dépendance lo-
gique de ces propriétés. Dans le Chapi t re V f , §32, §33, nous répon-
drons1 a deux questions do celte nature elirraison de leur grande portée
en Géométrie; en a t t endan t , nous nous contenterons d ' a f f i rmer ici que
la dernière condi t ion , 17, n'est a u c u n e m e n t la conséquence logique
des propriétés restantes; en ef fe t , nous avons déjà v u , par exemple ,
que le système numér ique complexe û(<?) considéré au § lî possède
toutes les propriétés 1-16, et cependan t ne v é r i f i e pas la c o n d i t i o n 17.

§ 11.

Démcmstraticm du théorème de Pascal.

Dans ce Chapitre comme dans le s u i v a n t , nous al lons prendre comme
hase de nos recherches les axiomes I^LANAHIES de tous les groupes,
exception f a i t e pour l ' axiome d'Arclumede, c'est-à-dire les axiomes I »
1-2 et H-IV. Dansée Chapitre I I ) , nous nous proposons, au moyen des-
dits axiomes, d 'é tabl i r la théorie eucl id ienne des proport ion^ c'est-à-
d i re que nous al lons l 'établir dans le plan et in'Iéfmiflaynmeni (le
l'axiome d 1 ' Arc/ilméde.

A cet effet, nous démontrerons d'abord une proposition q u i est un
cas par t icul ier du célèbre théorème de Pascal sur les coniques, et que
je désignerai dorénavant , pour abréger, BOUS le nom de théorème de
Pascal, en l ' énonçan t comme i l su i t :

^THÉOBÈMEXXI ÇïwmÈm m ,PA^;AL). — Soient A, B, G (/^ ,î6) et
; A', B', C' 'des poinf$ $Uué$ respectivement imù par tmis sur deux drûùes
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qui se coupent, et distincts du point d'intersection de ces droites. Si CB'
est parallèle à BCY et ÇA7 à AC^j'e dis que BA' sera parallèle à AB' ( i} .

Afin de démontrer ce théorème introduisons d'abord les nota t ions
suivantes :

Dans un triangle rectangle {fig. 17) le côté a de l'angle droi t est

^g- ^

déterminé d 'une manière univoque par l 'hypoténuse c et par l'angle à
la base a compris entre cet a : c'est ce que nous exprimerons en abrégé
au moyen de la nota t ion symbol ique

Ains i le symbole ac désignera toujours un segment bien déterminé,
pourvu que c désigne un segment quelconque donné et a un an^le aigu
que lconque donné .

M a i n t e n a n t soit c un segment quelconque et soient a, [3 deux angles
aigus que l conques , je dis qu'alors la congruence segmentaire

0,6 c ss pa c

a toujours l ieu et que, par suite, les symboles a, p sont échangeables.

( 1 ) M. F. Sohar a publie dans le tome LI des Math. Ânnalen une intéressante dé-
monstration du théorème de Pascal, basée sur tous les axiomes Ï-ÏJ, IV.

( D. HïLBEI tT . )
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Pour le démontrer prenons le segmente == AB (fig^ 'ï3); portons, en

prenant A comme sommet , de pari et d 'autre de ce segment les angles a
et (3; puis , du po in t B, abaissons sur les deux autres côtés de ces

Fig. iH.

angles a et (î les perpendiculaires BC et BD; enf in du po in t A menons
la perpendicula i re A E à CD.

Cela posé, les angles sTACB et <ADB étant , droits, les qua t re
po in t s A, B, C, I) seront s i tués su r u n e c i r confé rence et, par s u i t e ^ les
deux angles ^ACD et <rABD inscr i t s d a n s un segment sous- tcudu par
la même corde AI) seront congrncn t s . Or, - ) : " ACD et ^ C A E f o r m e n t
ensemble un angle d ro i t et i l en est de même de'1^ ABI) cl de ••III'! B A Î ) ;
par su i te , les angles <" CAE et <' BAI) sont congruents» c'est-à-dire
que

< aiîi^ ̂
d'ûH

-.1•III• DAM ̂  a.

De la résul tent immédia tement les congruences segment aires
(3c£sAl),

ap/;^a(AD)^A'E,
aa^: A(;
p^c^(3(AC)rz" AE

ce qu i démontre Inexact i tude de la congruence don t il é ta i t quest ion.
Revenons ma in tenan t à la f igure du li îéoremede Pascal et désignons

par 0 le po in t d^ in te r sec t ion des deux droites et désignons les seg-
ments OA, OB, OC$ OA\ OW, OC' ; CB^ BC'; CA^ AG7 ; BA"^ AB' (fig. •î 9)
respectivement para , b, c; a', b\ < / ; l, f ; m, w*; n, n . Du point 0,
abaissons ensu i te des perpendiculaires à l, m, n. La perpendiculaire à /
formera avec les deux droites OA, OA/ dos angles aigus que nous dési-
gnerons respectivement par V, "X, de môme les perpendiculaires à m
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et à 72 formeront avec les mêmes droites OA, OA' des angles aigus que
nous désignerons respectivement par (J/, ;j, et v", v. Ma in t enan t , si nous
exprimons ces trois perpendiculaires, ainsi qu ' i l a été précédemment
indiqué, au moyen des hypoténuses et des angles adjacents à celles-ci
dans les triangles rectangles qui leur correspondent, ce qu ' i l est

Fig. 19.

o c- à c^

possible de faire de deux manières, nous obtiendrons les trois con-
gruences segmentaires
(i) tb'^Vc,
(a ) ^.a^^c,
(3) va'==v'b.

Main tenan te par hypothèse, devant être parallèle à F, et m devant
l'être de même à m*, les perpendiculaires abaissées du poin t 0 sur F
et m devront respectivement coïncider avec les perpendiculaires
abaissées de ce point sur / e t m'y et l'on aura, par suite,
(4) \c'^Vb,
(5) [ j , c ' ^= [ j Ja .

Cela posé, si nous mul t ip l ions symboliquement chacun des deux
membres de la congruence (3) par le symbole "X^x, en nous souvenant
que, d'après ce qui a été déjà établi, les symboles dont i l s'agit sont
échangeables, nous trouverons

vV[j.a'sv'^Jb.

Dans le premier membre de cette congruence ayons égard à la va-
leur donnée par (2) pour p.a' et dans le second membre à la valeur
donnée par (4) pour Vb; il viendra

v V [ j J c ̂  v'[jA^
^nn. de l ' E c . Normale. 3° Série. Tome X.VII. — MARS 1900. ï 8
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ou encore
v^Vc^^lp.^.

Dans le p remie r membre de celle dernière congruem;^ ayons é^'ard
1} ( ï ), dans le second membre à (5), i l v iendra

ou encore
v^'^b'^^l^a

l^vh'^^'v'a.

De cetle con^ruence, en raison de la s ign i f i ca t i on de nos symboles,
nous co n cl u un s i m m ôd i a le m en t

^^^V^;

d'en, enfin,

(6) Mb'^^'a.

Or, si nous considérons la perpendicu la i re abaissée d u p o i n t 0 s u r / /
et les pe rpend icu la i r e s menées a celle-ci du po in t A et du p o i n t H', la
con^ruence ((,1) nous montrera, que les pieds -de ces deux dernières
p e r p e n d i c u l a i r e s co ïnc ident , c'est-à-dire qnc lu droite / ^ ":;:•:; AB' coupe
a angle d ro i t f a pcu 'pendicnlaire à n et, par su i te , est parallèle à n. Le
théorème de Pascal est donc d é m o n t r é *

Etant donnés une droite (" j i ï e lcon<jue> un point en dehors de cette
droite et un an^le que l conque , l 'on peut év idemment , ou t ranspor tant
c e t a u g l e et en t r a ç a n t une para l lè le» trouver une droi te q u i passe par
le poin t donné et coupe la droi te donnée sous Pan^le d o n n é »

Grâce a cette construct ion, nous pouvons encore employer pour la
démonstrat ion du théorème de Pascal le raisonnement très s imple qu i
sui t et que Je dois à u n e bienveil lante communica t ion ;

Par le po in t B (,/lg. 20) l'on mènera une droite qu i coupe OA' au
point lY, sous un angle DCA/ tel que la congruence

(0 ^rOCA/^^OD'B

soit vérifiée; alors, on vertu d 'un théorème bien connu delà théorie du
cercle, CBD'A' est1 im quadrilatère inscript ible, et par suite, en vertu
du 'théorème relatif à la congraence des angles inscrits dans1 le même
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segment, on a la congruence

(•:^) ^BA^-^OïyC.

Puisque ÇA/ et AC^ sont, par hypothèse, para l lè les , l'on a aussi

(3*) ^OCA'^^OAC/,

et de (i^) et (3^) résulte encore

^.D'BE^rOAcy;

mais le quadr i la tère BAD'C7 est alors aussi un quadr i l a t è re i n s c r i p t i b l e ,

F\g. 20.

,y ĵ.>s^
u C ^ A '

et, en vertu du théorème re la t i f aux angles d'un tel quadri latère, on a
la eongruence

(4*) <OAD /=<x:0(7B.

Or, comme CB' est, par hypothèse, parallèle à BC7, nous aurons
aussi
( y ) ^B'CEE^O^B;
de (4^) et de (5^) l'on tire la congruence

<X:OAD^<OB /G;

cette dernière nous fai t voir que le quadri latère CAD'B est aussi un
quadrilatère inscriptible, et par su i te que l'on a encore

(6*) " ^COAB's^O'DT.
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De (2^) et (6^) Fon lire
<OI^A/^<OAB^

congruence q u i nous apprend enf in que BA' et AW sont para l lè les ,
comme le veut le théorème de Pascal.

Si iy coïncidai t avec un des points A', IV, (7, i l serai t nécessaire de
fa i r e à cette méthode de démons t ra t ion une légère m o d i f i c a t i o n , q u ' i l
est f ac i l e d 'apercevoir,

§ 15.
Un calcul segmentaire basé sur le théorème de Pascal.

Le théorème de Pascal, démontré dans le paragraphe précédent,
nous permet d ' introduire dans la Géométrie un calcul sur les segments
ou. seront vérifiées sans mod i f i ca t i on toutes les opérations de ca lcu l
sur les nombres réels.

Au l ieu du mot con-grueni et du signe :,; ,̂ nous fe rons usage, dans
ce ca lcu l segmentaire , du mot ^//el du signe ^s,

A, .B, C (fig. 20 Ins) é t an t trois points sur u n e droi te , et B é t a n t

Kîg". îlO /À

î^A ________________1^^««^«»^^^^^,0

<̂ »««̂ ,̂*«-»-, ^ M (^ <f ^ »̂ ,».,.<»».,«»««»,̂

si tué entre A, et C, nous désignerons ^ s A G soys le nom de m)mm(^
des deux segments a == AB et b = BC, et nous écrirons

c = a -h h.»

Les segments a et b sont dits plus petits que ^ ce qu i n'écrit
a < c, b < c,

et r? est dit plus grand que a et que b, ce qu i s'écrit
<"> df c > b.

Des axiomes l inéaires de la congruence IV, 1-3, ron conclut aisé-
ment que pour l 'addition des segments, telle que nom venons de h
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déf in i r , la loi ASSOCIATIVE
a -+- ( b -h c) =: ( a -+- b ) 4- c

ainsi que la loi COMMUTAT! VE
a -^r b = b -4- a

sont toutes deux vérifiées,
Pour d é f i n i r géométriquement lo p rodu i t d 'un segment a par un

segment &, nous emploierons la construction suivante : Nous choisi-
rons d'abord un serment quelconque qui restera 1(5 même dans toute
cette théorie, et nous le désignerons par i. Sur le côté d 'un angle
droit nous porterons, à par t i r du sommet 0 {fig. 21), d'abord le ser-

ment i, puis le segment h; sur l 'autre coté de l'angle n o u s porterons,
à partir de 0, le segment a; joignons alors les extrémités des seg-
ments ï. et a par une droite; à celle-ci nous mènerons ensui te une
paral lèle par l 'extrémité de b; cette parallèle déterminera sur l 'autre
côté de l'angle un segment c; ce segment c nous le nommerons le
produit du segment a par le segment b, et nous écrirons

c = ab.

Avant tout, nous allons démontrer que, dans la multiplication des
segments telle que l'on vient de la définir, la loi GOMMUTATIVE

ab == ha

est toujours vérifiée. A cet effet, construisons d'abord de la manière
que l'on vient de décrire le segment ab {/ig. 22). Portons ensui te^ à
partir du point 0 sur le premier côté de l'angle droit , le segment a, et
sur le second le segment b. Joignons alors l'extrémité de î à l'extré-
mité de &, située sur l'autre côté de l'angle droit, par une droite, et
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menons une paral lè le à celle d ro i t e par l ' ex t rémi té de a s i t u é e sur le
premier côté de Fan^le d r o i t . Cette para l lè le dé t e rmine ra , par son in-
tersect ion avec le second côté de l 'angle d ro i t , le segment ha; or,
comme le fait voi r la fig. 22, ce segment ha co ïnc ide , en vér in

Fi g. 22.

CX/y •as ôf-f.^

du pa ra l l é l i sme des l ignes a u x i l i a i r e s ponctuées [ théorème de Pascal
(XXI) [, avec le serinent ah dé j à c o n s t r u i t .

Pour démontrer, dans notre m u l t i p l i c a t i o n des serments, la lo i ASSO"
CtATÎVK

(( (ho) r (^^)^»

construisons d/ahord le segment r/^ h a ( / / ^ . 23), puis da ; e n s u i f e le

Fîg. ^3-

da^i/t^a-

^"^^ 1"•1;":1"-1<^,
^-^ft'J'1^^111----.-.../111'''1»'1^111''''-.

^ "^Ï^
.̂.,,,......,.»....-...-....,-̂ ---.-....-.-.---.̂

segment e == ha, et enfin ce. En vertu du /théorème de Pascal, les ex-
trémités de da et <lc ec co ïnc ident , comme on le voit clairement sur la
/%. 23, et, si l'on applique alors la loi commirtative qui vient d'être
démontrée, on en tire la précédente (ormulcy qu i exprime la loi asso-
ciative de la mul t ip l i ca t ion segmontaire*
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E n f i n , dans not re calcul segmentaire, la loi DisïBïinmvE
a{b + c) == ab 4- <^c

est également vér i f iée .
Pour le démontrer , construisons les segments ab, ac et a(b-+-c)

(Jig. 24), et , par l 'extrémité du segment c (voir h fig\ -24 ci-dessous),

Fig. ^.

& 1 o
a ̂  •/•û/'-ï; (/M ̂  cm

menons une para l lè le à l ' aut re côté de l 'angle droi t . La congruence
des d e u x t r iangles ombrés dans ̂ àfig. 24 et l 'applicat ion du théorème
de la co'agruence des côtés opposés d'un paral lélogramme .fournissent
la < 1 é m o n s ( ra t. i o n d ̂  m a n d é e.

Si l'on désigne par b eic deux segments quelconques, i l existe tou-
jours un segment a tel que l 'on a i t c = = < ^ ; ce segment a est désigné
par la n o t î i i f i o n . et se nomme le quotient de c par b.

§ 16.

Les proportions et les théorèmes de similitude.

A l 'aide du, ca lcul segmentaire précité, on peut établir comme i l
su i t la théorie d 'Eucl ide des proportions sans prêter à aucune objec-
tion et sans faire usage de l 'axiome d'Archimède.

(CONVENTION. — a, 6, a1\ Y désignant quatre segments quelconques,
la proportion

a: b^a1\V

n'exprimera pas aut re chose que l 'équation segmentaire
^ ^ ab'^ba1. 1 '' 1 1 • - ^
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DÉFINÎTIO^. — Deux ( r ian^les sont di ts semblables lorsque leurs
angles homologues sont congruents .

THÉORÈMK XXII, — Si Fou désigne par a, b et a\ b' des côtés homo"
loques dans deux triangles semblables, la proport ion

û : b = a1 : b'
est vériilée.

DÉMONSTRATION- — Considérons d'abord le cas p a r t i c u l i e r on les
angles compris entre a et b et, entre a! et V (Jig. ^5) dans les deu'x

I r i an^ les sont droits, et supposons qne les deux t r i a n g l i ^ s a ien i été
tons deux portes sur un même an^le droi t . Sur l ' un des côtés de Pan^le
droit , portons alors, a partir dn sommet 0, le serment ï , et, par l'ex-
trémité de ce segmenta menons nno parallèle a u x hypoténuses des
deux triangles. Cette parallèle déterminera sur l 'antre côté de r ang le
droit un serment c; or^ en vertu de notre d é f i n i t i o n du p rodu i t de
d e u x segments, on aura

b -=: a a y b1':^. (îa\
u ou

aV'^bû1.

c'est-à-dire
a : b :::.:.: af : h ' .

Passons main tenant au cas général* Dans chacun des deux triangles
semblables déterminons les points d^intersect ion respectifs S et S'
des trois bissectrices, et de ces points abaissons les perpendiculaires
respectives retr" sur les côlés des triangles.

Désignons les segments respectifs ainsi déterminés sur les cotés
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des triangles Çfig. a6) par
ï45

et par
€tf,, a^ b^ ba, c^ Ci,,

a^ ^cf b'^ ^a» c^ c^

Pi g. 26.

le cas particulier du théorème que nous venons de démontrer fourni t
les proportions

a^ : r == a'/, : /'/, bc : r = b\, : r1\
Oc : r =: ̂  : /-/, ^ : /• == /^ : /•/;

de celles-ci, en vertu delà loi distributive, on conclut que

a : /• =": 'a' ; r ' , b : 7" := ^/ : /l/,

d'où, en se reportant à la loi commutative de la multiplication,

a : b = a' : b ' .

Du théorème X X f I ainsi démontré nous tirons aisément le théo-
rème fondamenta l de la théorie des proportions que voici :

THÉORÈME XXIII. — Si l ' o n désigne par a, b et a^, ï/ les segments res-
pectifs découpés par deux parallèles sur les côtés d'un angle quelconque^
la proportion

a : b = a' : b'

est toujours vérifiée.
Réciproquement, lorsque quatre segments a, b, a'\ b' vérifient cette pro-

portion, si l'on porte a, a! et by b1 sur les côtés respectifs d'un angle
quelconque^ les droites qui joignent les extrémités respectives de a, 6 et
a\ V sont parallèles.

Ànn. de l'Ec. Normale. 3e Série. Tome XVII. — AVRIL 1900. IQ
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§ 17.

Les équations des droites et des plans.

Au système de segments p récédemment d é f i n i n o u s en ad jo indrons
un second tout pareil; nous d inerenc iorons les serments (le ce nou-
veau système de ceux du premier en les m a r q u a n t d ' u n signe dis-
tinctif et nous les nommerons « /lé^alife » par oppos i t ion aux ser-
ments « positifs » considérés auparavant . Si nous in t rodu i sons encore
le segment o dé terminé par un p o i n t unique , alors, dans ce ca lcu l
segmentaire généralisé, en adop tan t des conventions convenables,
toutes les règles de calcul relatives aux nombres réels, exposées
au § 13, seront vérifiées. Nous exposerons, par exemple^ les propo-
sitions par t icul ières qu i su iven t ;

On a toujours
a . î :•.:: ï . a '"..':.:' a^

Si ab =•= o, on a toujours

soit, a :".- o, soit b : o,
n * 1 »Si 1 on a

ci >' b ^t c ;> o,

il en résulte toujours
ci.c „:> h(\

Dans un p l a n a, prenons ma in tenan t deux droites se coupant so'us
un angle droit an point 0 pour axes fixes rectangulaires, et portons
alors, à partir du point 0, des segments quelconques ^, y sur ces
deux droites, et cela de l 'un ou de l 'autre côté du poin t 0, 'selon que
les segments ou, y sont respectivement positifs ou négatifs. Élevons
alors des perpendiculaires aux extrémités des segments précités et
déterminons leur point d'intersection P ; les segments a^j goni alors
dits les coordonnées du, po in t P : tout poin t du plan a est déterminé
d'une manière univoqae par ses coordonnées, que cdlos<i soient po-
sitives, négatives oa rmlles1.
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Soit l {^fig9 27) rme dro i t e quelconque du plan a passant par 0 et
par u n poin t C dont les coordonnées sont a et b. Si l 'on désigne alors

Kig. 27.

par 'v el y les coordonnées d'un point quelconque de /, nous tirons
aisément du théorème XXI t

ou
a : h •••:"-::. .r : y

h.r — ffy •";" o

comme équa t ion de la droite /.
Si f est une droi te paral lè le à / e t dé te rminant sur l'axe des x le

segment c, nous obt iendrons Péquat ion de la droi te /' en rempla-
çant, dans l ' équa t ion de la droi te l, le segment x par le s egmen ta—c ,
L'équation de la d ro i t e / / sera doue

bx •"— c/y — bc t:"1;-' <:»*

De ces développements nous concluons a i s é m e n t , et indépendam-
ment de l ' ax iome d'Archimede, que toute droite d'un1 plan est repré-
sentée par une équat ion l inéaire entre les coordonnées r, y; et, réci-
proquement , que toute équa t ion linéaire de ce genre représente une
droite, lorsque les coefficients de cette équat ion sont des segments
appar tenant à la Géométrie en ques t ion*

On démontrerai t tou t aussi a i sément les résultats analogues dans
la Géométrie de l'espace.

A partir de l à^ tout le res te 'de la Géométr ie peut se construire
d'après les méthodes usuelles de la Géométrie ana ly t i que . ,

Dans ce Chapitre III actuel, nous n'avons jusqu ' ic i , nul le part, t a i t
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usage de l'axiome d'Archimède. Si nous le supposons vérifié ici , nous
pouvons alors, aux points d 'une droite quelconque dans l'espace,
faire correspondre des nombres réels, et cela de la manière suivante :

Choisissons sur la droi te deux points quelconques, et a t t r i buons a
ces points les nombres o et r . Partageons ensui te en deux parties
égales le segment 01 qu ' i ls dé t e rminen t et désignons-en le mi l i eu
par -? puis le mi l ieu du segment o- par ji et a insi de su i te ; après
avoir répété n fois cette opération, nous obtiendrons un point auquel
il faudra a t t r ibuer le nombre ^- Sur la droite en question portons
alors successivement, à partir du poin t o et de part et d'autre de ce
point, le segment o—^ m fois par exemple; aux points ainsi obtenusi

^

attr ibuons les nombres respectifs -^ et — ^-m et- w.
^ el ^

De l 'axiome d'Archimède on conclu t alors a i sémen t que, en vertu
de la coordinat ion ainsi opérée, à tout point de la droite on peut faire
correspondre d 'une manière univoquo déterminée un nombre réel, et
cela de te l le sorte que cette coordination jouisse de la propriété sui-
vante : A, B, G dés ignan t trois poin ts quelconques de la droite aux-
quels correspô.ndent les nombres respectifs a, p, y, et B étant situé
entre A et C, ces nombres a, [4, y vérifieront toujours ou bien l'inéga-
l i t é a << ? <; y, ou bien l ' inégal i té a ^> p ^> y.

Des développemenis du Chapitre I I Ï , § 9, résulte clairement qu' ici ,
pour tout nombre appar tenant au corps algébrique û, il d o i t exister
un po in t correspondantsur la droi te ; mais reconnaître si à tout aut re
nombre réel correspond de même un point de la droi te , c'est ce qu 'on
ne peut faire d 'une manière générale, cette question dépendant de la
Géométrie à l aque l l e on a affàire-

Au contraire, i l est toujours possible de généraliser le système pri-
mitif des points , - droites et plans au, moyen d'éléments « IDÉAUX » ou
(t iKRAîîONNELS » d 'une manière telle que, sur une, droite quelconque
de la Géométrie ainsi, construite, à chaque système de trois nombres
réels corresponde sans exception un point . Au moyen d'une conven-
tion convenable, on peut 'également faire que, dans la Géométrie
ainsi généralisée^ les axiomes I-'Y soient Tous1 vérifiés. Cette Géomé-
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trie généralisée (par l 'adjonction des éléments irrationnels) n'est
autre que la Géométrie analyt ique usuelle de l'espace.

CHAPITRE IV.
T H É O R I E DES A I R E S PLANES.

§18( 1 ) .

Égalité par addition, égalité par soustraction des polygones.

Nous prendrons comme base de nos recherches, dans le Chapitre
actuel IV, les mômes axiomes que nous avons employés au Chapitre III ,
a savoir les axiomes planai res de tous les groupes, hormis l 'axiome
d'Archimède, c'est-à-dire les axiomes I, T-^Î, et II-IV.

La théorie des proportions exposée dans le Chapitre HI et le calcul
segmenta i ro q u i y a été i n t r o d u i t nous permettent d 'établir la théorie
d 'Eucl ide dos aires au moyen des axiomes précités, c'est-à-dire dans
le plan el indépendamment, de F axiome d ' Archimècle.

Les développements du Chapitre III faisant essentiellement reposer

( 1 ) En ce qui concerne la théorie dos aires dans le plan, nous appelons avant tout
FaUention sur les Travaux .suivants de M. GKKARI) : Thèse de Doctorat sur la Géométrie
non euclidienne (\^z) et Géométrie plane (Paris, 1898^). N. Gérard a exposé une théorie
tout à fait analogue ù celle du §20 du présent Travail relativement à la mesure des poly-
gones- La différence est que M. Gérard emploie des transversales parallèles, tandis que moi
Je me sers de transversales issues d'un sommet. En outre, le lecteur pourra comparer
les Travaux suivants de F. Saiirn, où l'on trouve aussi une exposition analogue : Sitzun^f;-
horicirte der Dorpater '/Vaturf. Ces., i8(}'2, et Lehrbuch der anulytischen Géométrie,
Leip/J^, ï8<)8, Intrûduction- Enfin, Je renverrai encore à un Travail de 0. STOLZ :
MûfKUK/Kïfle fur Mat/i. und P/ys^ 5° année, 1894. (N'ote clé M. HUbert:)

En outre, M. Gérard a encore traitô la question dos aires, par diverses méthodes.
dans le .Bulletin de Mathématiques spécicdes (mai 1890), dans le Bulletin de la Société
ni€ithématù{ue de France (décembre (895), dans le Bulletin de Mathématiques élémen-
taires (yàïmQr 1896, juin 1897, juin 1898). (N'oie du traducteur.)
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la théorie des proportions sur le théorème de Pascal (théorème XXI) ,
il en sera aussi de même de la théorie des aires. Ce t t e manière d'éta-
b l i r la théorie des aires me semble une des p l u s remarquables appl ica-
t ions du théorème de Pascal dans la G é o m é t r i e é lémenta i re .

(CONVENTION. — Si l'on j o in t deux po in t s d ' u n polygone P par une ligne
brisée que l conque contenue tout e n t i è r e à l ' i n t é r i e u r du polygone,
on ob t ien t deux nouveaux polygones P, et P^ don t les points in té r i eurs
sont tous situés à l ' i n t é r i eu r de P; nous d i rons : P est décomposé en ]\
et Pa, ou bien P^ et Py composent P.

DÉFINITION. — Sont dii^flâc/iengleieh, c'cst-lï'dïreéffau^ paraMùion,
deux polygones qui peuvent être décomposés en un nombre f i n i de
tr iangles respectivement congruen t s deux à deux.

DÉFINITION. — Sont d i t inhalts^leich ou von gleichern ïiihalte, c'cst-
à-dire égaux parsous'traction, deux polygones auxquels on peut ajou Ici*
des polygones égaux, par a d d i t i o n , de manière que les deux polygones
a ins i composés soient eux-mêmes égaux par a d d i t i o n .

De ces déf in i t ions résul te i m m é d i a t e m e n t ceci : en r éun i s san t des
polygones égaux par a d d i t i o n , on o b t i e n t encore des polygones mix-
mêmes É G A U X PAU A D D I T I O N , e t , si l 'on sous t ra i t de polygones égaux par
add i t i on des polygones eux-mêmes égaux par a d d i t i o n , les polygones
q u i restent sont ÉGAUX PAR sousïnACTio-N*

Enfin nous avons les p ropos i t i ons s u i v a n t e s :
THÉORÈME XXIV. — Deux polygones P, et P^ égaux par a d d i t i o n à un

troisième P;, sont égaux entre eux par a d d i t i o n . Deux polygones égaux
par soustract ion à un troisième sont égaux entre eux. par soustraction.

DÉMONSTRATION. — Par hypothèse pour P^ ainsi que pour P^, on peut
assigner u n e décomposition en triangles, telle qu'à chacune de ces
décompositions corresponde une décomposition de V^ en t r iangles
congruents (Jig. 28). Si nous considérons s i m u l t a n é m e n t ces décorn-
positions de P», on voit d 'une manière générale que, chaque t r iangle
de l 'une des décompositions1 est décomposé en polygones par des
segments appartenant à .l'autre décomposition. Nous int roduirons
alors un nombre suffisant de segments pour décomposer chacun de
ces,,polygones eax-ïïïêmes en triangles/et nous . opérerons alors
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s u r P < cl I\ les deux décoinposi l ions en t r iangles cor respondantes ; i l
est évident m a i n t e n a n t que ces deux polygones I\ et ï\ sont décorn-
posés en un nombre égal de tr iangles respect ivement , congruents
deux à d e u x , et qu ' i l s sont , par suite, d'après la d é f i n i t i o n , égaux par
a d d i t i o n .

) /

/6

^

^</;\ ^ j1^
\ / ""s

€^iw.-

V3

NK

'/

La démonstra t ion de la seconde par t ie de l 'énoncé du théorème X X I V
a l ieu m a i n t e n a n t sans aucune diff icul té .

Nous déf in i rons de la manière ordinaire les no t i ons : rectangle, base
et hauteur (Fafi pamUélo^rwt'rne, base et hcuneurd'un iricingle.

§ lî).
Parallélogramixies et triangles qui ont même base et même hauteur.

Le ra i sonnement bien connu d 'Euc l ido , et qu i est i n d i q u é par la
Jig. 29, f o u r n i t la démons t ra t ion de la proposi t ion suivante :

M^. :.̂ .

THÉORÈME XXV- — Deux parallélogrammes qui ont même base et
même hauteur sont égaux entre eux par soustraction.

On a ensuite la proposition connue :
THÉORÈME XXVI- — Un triangle quelconque ABC est toujours égal.

par addition à un certain parallélogramme de même base et: de h a u t e u r
moitié moindre.
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DÉMONSTRATION. — Prenons les m i l i e u x respectifs D et E de AC et de
BC Çfig. 3o) et prolongeons DE de sa propre longueur jusqu'en F; les

triangles DEC et FBE sont alors congruents et, par sui te , le triangle
ABC et le parallélogramme ABF.D sont égaux entre eux par add i t ion .

Des théorèmes XXV et XXVI résulte immédiatement , en ayant ,
égard au théorème XXIV, la proposi t ion s u i v a n t e :

THÉOIVÈME XXVII. — Deux t r iangles ( (ui ont môme base et même
hauteur sont égaux entre eux PAU soijsTnA('rn(:m.

On sait que d ' hab i tude on démontre que deux triangles qui ont
même base et même hau t eu r sont aussi toujours égaux, par addi t ion ;
remarquons,néanmoins que celte démonstration ne peut avoir lieu wi^î
employer V axiome à' Archifnède ; on peut, en effet, dans notre Géomé-
trie non archimédienne (voir Chap. Il, § 12) assigner sans aucune
difficulté deux triangles qui ont même base et même hau teur et qu^
par suite, en vertu du théorème XXVII, sont ÉGAUX PAU SOUSTRACTION,
mais qui cependant ne sont pas ÉGAUX PAB AnmTïON. A i n s i y nous pouvons
prendre pour exemple deux triangles ABC et A.BD ayant AB ̂  r pour
base commune et ayant pour hauteur i , le sommet C du premier
triangle é tant s i tué sur une perpendiculaire à la base AB élevée au
poin t A, tandis q u e , dans le 'second tr iangle, le pied F de la hauteur
abaissée du sommet D est situé do sorte que l'on ait AF == t.

Tous les autres théorèmes de la Géométrie élémentaire qui se rap-
portent à l'égalité par soustraction des polygones, en particulier le
théorème de Pythagore, sont de simples conséquences des théorèmes
que nous venons d'énoncer. Néanmoins en poussant plifô loin la
théorie 'des aires nous rencontrons une difficulté essentielle. En effet,
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les considérations développées jusqu' ici , laissent encore indécise la
ques t ion de savoir si, par hasard tous les polygones1 ne seraient pas
égaux entre eux par soustract ion. S'il en étai t a ins i tous les théorèmes
énoncés précédemment ne nous a p p r e n d r a i e n t ri en et n 'auraient aucun
sens. Ensui te se présente la question p lus générale de savoir si deux
rectangles é^aux par soustract ion et ayant un côté commun ont aussi
leurs a u l r e s côtés con^ruents , c 'est-à-dire, si un rectangle est déter-
m i n é d ' u n e man iè r e imivoque par un de ses côtés et par son aire.

Comme u n e cons idé ra t ion p lus a t t e n t i v e le fai t voi r , pour répondre
a u x ques t ions a i n s i soulevées, l'on a besoin de la réciproque du
théorème XXVLt, q u i s'énonce a ins i :

TnÉouÉME XX VI IL — Lorsque deux triangles égaux par soustraction
ont même base, ils ont aussi nécessairement même hauteur.

Ce théorème fondamental XX.V1I1 se trouve dans les Éléments d'Eu-
clide au premier Livre, sous le numéro 39. Pour le démontrer, Euclide
invoque d'ailleurs cette proposition générale relative aux, grandeurs :
KalTo oAov wD aépouç p=;f(6v ècmv, procédé qui revient à l ' introduction
d'un nouvel axiome relatif aux aires»

1 1 s'agit maintenant d'établir le tiléoreme XX.YIII et, avec ce
théorème, la théorie des aires, de la manière que nous nous sommes
proposé, c'est-Mire uniquement à l'aide des axiomes planaires et
sans employer l'axiome d'Archimede. A cet efïet, il nous faut intro-
duire la notion de mesure des aires.

§ 20.
La mesure des aires des triangles et des polygones.

DÉrmmoN. " Si dans un triangle ABC (fig. 3ï) de côtés-a, &, c
nous menons les deux hauteurs h^ AI), ̂ = BE, de la similitude des
triangles BCE et A.CD, nous tirons, en vertu du théorème XXII, la,
propor t ion

a :/^'= b : l ia . ' ,
c'est-à-dire

ah^^ bhi^

par suite, dans tout triangle: le produit d'une base par la hauteur cor-
Afm. df l'Éc, NwnwU. 3" Sén<î. Tome XVII. — AVIUL 1900. ^0
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respondante est i ndépendan t du côté du tr iangle que l'on prend pour
base. Le demi-produi t de la base par la hauteur d 'un t r iangle A est d i t
la mesure de Faire du triangle A; nous la dés ignerons par F(A) .

CONVENTION. — Un segment q u i jo in t un sommet d 'un t r iangle à un
point du côté opposé s'appelle une transversale. Cette transversale
décompose le triangle en deux autres de h a u t e u r commune et don t
les hases sont situées sur la même droite. Une t e l l e décomposition
s'appellera une décomposition transversale du triangle.

THÉOKÈM'E XXIX. — Un t r i a n g l e A é t a n t décomposé n ' impor te com-
ment , par des droites que lconques , on un cer ta in nombre f i n i de
triangles A/>, la mesure de l 'aire du t r i a n g l e A est égale à la sonnne
des mesures des aires de tous les tr iangles A/,,

DÉMONSTRATION. — De la loi distr ibutive de notre calcul segmentai re
résulte immédiatement que la mesure de Faire d 'un t r iangle quel-
conque est égale à la mesure des aires des deux triangles qui pro-
viennent du premier par une décomposit ion transversale quelconque,

Fii;. 3s.

L'application réitérée de cette proposi t ion nous fai t vo i rque la mesure
de l'aire d'un triangle quelconque est aussi égale a la somme des me-
sures des aires de tous les tr iangles qui proviennent du premier,
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lorsque l'on opère successivement un nombre quelconque de décom-
positions transversales (fig. 32).

Pour arriver a faire la démonstration correspondant à une de-
composition quelconque du triangle A en triangles AA, d 'un som-
met A {fig. 33) du tr iangle A menons par chaque point de d iv i s ion de

[;, décomposition, c'est-à-diro par chaque sommet des triangles A,, une
transversale; ces transversales décomposent le triangle en certains
triangles A,. Chacun de ces triangles A, est décompose par les segments
qui déterminent la décomposition donnée en certains triangles etqua-

' 'KnunTsi dans chaque quadrilatère nous menons une diagonale,
chacun des triangles A/ est décomposé en certains triangles A». Nous
nous proposons maintenant de démontrer que la décomposition en
triangles A«, aussi bien pour les triangles A, que pour les tnang es A/,,
n'est pas autre chose qu'une série de décompositions transversales.

lin effet il est d'abord évident que toute décomposition d'un triangle
en triangles partiels peut être eiïectuôe au moyen d'une série de de-
compositions transversales quand, dans cette décomposition, il n existe
pas de points de division a l'intérieur du triangle et quand, en outre,
un côté au moins du triangle ne porte pas de points de division.

On voit maintenant que ces conditions sont vénhees pour les
triangles A,; en euct, l'intérieur de chacun d'eux, ainsi qu un de leurs
côtés, à savoir les côtés opposés au point A. ne contiennent pas de
points de div is ion ,
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Mais de même pour chaque A^., la décomposi t ion en A^ç est réduc-

tible à des décomposi t ions transversales. En effet, considérons un
triangle A/,; parmi les transversales issues de A du t r i ang le A, i l en est
une qui tombera sur un côté de A/, ou bien partagera ce t r iangle A^ en
deux t r i ang le s . Dans le p remier cas le côté en ques t ion du t r iangle A/,
n'a pas de po in t s de d iv i s ion dans la décompos i t ion en triangles A^y;
dans le second cas, le segment de cet te transversale t raversant l ' i n t é -
r ieur du t r iangle ^ est, pour les deux tr iangles qu i p r e n n e n t a in s i
naissance, un côté qu i dans la décomposit ion en t r iangles A^y n'aura
cer ta inement pas de points de d i v i s i o n .

Or, d'après les cons idéra t ions exposées au commencement de cette
démons t ra t ion , la mesure de l'aire F(A) du t r iangle A est égale à la
somme des mesures des aires F(A^) des tr iangles A^, et cette somme
est elle-même égale à la somme de toutes les mesures des aires F(A/.y).
D'autre part, la somme des mesures des aires F(A/f) de tous les
triangles A^ est égale à la somme de toutes les mesures des aires F(A^),
d'où, résu l te en fin de compte que la mesure de l 'aire F(A) est aussi
égale à la somme des mesures des aires F (A/,.,). Le théorème XXIX est
do n c co m p 1 c te m en t d é m o n t ré.

DÉFINITION. — Si l'on d é f i n i t la mesure de l'aire F(P) (l 'un polygone,
commô la somme des mesures des aires de tous les tr iangles en les-
quels ce polygone est décomposé au moyen d 'une décomposi t ion
déterminée, on reconnait , en s 'appuyant sur le théorème XX.IX et au
moyen d'un ra i sonnement analogue à celui dont i l a été f a i t usage
au.§ 18 dans la démonstra t ion du théorème XXIV, que la mesure de
l'aire d 'un polygone est indépendan te du mode de décomposit ion en
triangles, et par conséquent est dé te rminée d'une manière un ivoquo
uniquement par le polygone. De cette dé f in i t i on , nous concluons, en
vertu du théorème XXIX, la proposition que LES POLYGONES ÉGAÎJX PAH
ÀDMTKm ONT MÊME MESUHE Î/AHIE.

Enfin , si l'on désigne par P et Q d e u x polygones égaux.par soustrac-
tion, il existera, en vertu de l eu r déf in i t ion même, deux polygones
égaux par addi t ion F' et Q\ tels que le polygone composé de P et F'
soit égal par add i t ion au polygone composé de Q et (Y. Des deux
équations , •

^(P^P^^Q+Q'), F ( P / ) : = F ( Q / ) ,
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on conclut a isément
F ( P ) = F ( Q ) ,

c'est-à-dire que : LES POLYGONES ÉGAUX PAR SOUSTRACTION ONT MÊME MESURE
Î Ï 'AÏRE.

De cette dernière proposi t ion l 'on tire évidemment la démonstra-
tion du théorème XXVIII . En effet ' , si Fon désigne la base égale des
deux t r iangles par ^, les hauteurs correspondantes par h et h\ de
l 'égalité par soustraction des deux triangles l'on conclut qu'ils do ivent
nécessairement avoir même mesure d'aire, d'où

1 ^î, —— .1, rrV
2 b '"" — 2 6 l l ?

et après d iv i s ion par ̂
h == /// ;

c'est ce que d i t le théorème XXVÏII .

§ 2L

L'égalité par soustraction et la mesure des aires.

Au, § 20, nous avons trouvé que les polygones égaux par soustrac-
t i o n on t toujours nécessairement même mesure d'aire. La réciproque
est vraie.

Pour démontrer cette réciproque, considérons d'abord deux
t r iangles ABC, et A/BT/ (fi^ 34,), ayant un angle droit commun en A.

Fig. 34.

Les mesures des aires de ces triangles s'expriment parles formules

F(ABC)=: |AB,A,C, F^AWV) ==-|AB\A(7.
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Si nous supposons que ces deux mesures d'aires soient égales

entre elles, on aura
A IL A C== Air. A (Y

ou
Al^AB^AC^AC;

de cette p ropor t ion résulte, d'après ie théorème XXMI, que les deux
droites BCY et B'C sont parallèles, et alors, d'après le théorème X X V I I ,
nous reconnaissons que les deux triangles BC/B' et BCC sont égaux
par soustraction. L 'addi t ion du tr iangle ABC/ fait voir ensuite que
les deux triangles ABC et AWO sont égaux par soustraction. On a donc
ainsi démontré que deux triangles rectangles qui ont même mesure
d'aire sont aussi égaux par soustraction.

Prenons main tenan t un triangle quelconque de'base g et de hau-
teur À; d'après le-ihéoreme XXVII, ce t r iangle sera égal par soustrac-
tion à un triangle rectangle ou les deux côtés de l'angle droit seraient
g- et A, et , comme le t r iangle p r i m i t i f a év idemmen t même mesure
d'aire que le t r iangle rec tangle , il s 'ensui t que, dans nos dernières
conclusions, i l n ' é ta i t pas nécessaire de se borner aux tr iangles rec-
tangles. On a donc a ins i démont ré que DEUX TÎUANGLES QUKI.CONQÎJES QIH
ONT MÊME MESURE I/AUŒ SOINT AUBSÏ ÉGAUX PAR SOUSTliACTîOS.

Soit maintenant un polygone quelconque P ayan t une mesure d 'aire
assignée g.

Supposons que le polygone P puisse être décomposé en n t r iangles
de mesures d'aires respectives g^ ^, . - . , ̂ ; on aura alors

^.-^^4-^^.. .4"^,,.<

Cons t ru i sons ,main tenan t un tr iangle ABC {fig. 35) de hase AB =.= g et
de hauteur h === r et marquons sur la base les points A i , Ay , * . . . A,/_,,
tels que

g^ •== AA i, /^s == A, i A à, . - ., fffi-i= A/î.« ̂  A ̂ ~ i y gn ""•"̂  A ^««1 B *

Comme les triangles qu i composent le polygone P ont respectivement
• mêmes mesures d'aire que les triangles A A ^ C, A^ AaC, ..., A,^A^ ̂
A/^BC, ils leur sont aussi égaux par soustraction, en vertu de ce q u i a
été1 précédemment démontré. Par suite, le polygone P 'est égal par
soustraction à un triangle de base g et de hauteur h ==• i . De là résulte,
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en i n v o q u a n t le théorème XXiV, que deux polygones q u i ont mènie
mesure d 'aire sont toujours égaux par soustraction. Nous r éun i rons les

Fis. 35.

deux propos i t ions trouvées dans ce paragraphe et le précédent en un
théorème u n i q u e ; ainsi. :

TiîEonÈMi^ .X,X.,X. — Deux polygones é^aux par soustraction ont tou-
jours la même mesure (Faire; et réciproqueinent : Deux polygones ayant
la même mesure (F aire sont loi/Jours é^aua) par soustraction.

En particulier deux rectangles qui sont égaux par soustraction et
qui ont un côté en commun doivent nécessairement avoir leurs autres
côtés congruents.

Ti iEonfcMs^ XXXI . — Si l 'on décompose un r ec t ang le par des droites
en p lus ieu r s t r iangles , et si l 'on enlevé un de ces t r iangles , on ne
pourra p lus rempl i r le rectangle avec les tr iangles qu i restent .

Ce théorème a été mis par M. 0. Stoix ( f ) au rang des axiomes.
Dans ce qui précède on a f a i t voir que ce théorème s 'établi t d 'une ma-
nière tout à f a i t indépendante de l 'axiome (fArchimedo. D'ail leurs,
quand on (a i t abstraction de l 'axiome (PArchiinede, le théorème XXXI
ne suffî t , pas à lui seul pour démontrer le théorème d'Euclide de l'éga-
l i t é dos hauteurs dans les triangles égaux par soustraction qui ont
même hase (théorème X.X.VIII).

Dans la démonstrat ion des théorèmes XXVIII , XXIX, XXX, nous
avons essentiellement employé le calcul segmentaire i n t r o d u i t dans
le Chapi t re III, § 15, et comme ce calcul repose essentiellement sur
le théorème de Pascal (théorème XXI ) , ce théorème est 'certaine-
ment la clef de voûte de la théorie des aires. Nous reconnaissons aussi

( t ) Mouatshefte far McUÎî. und JV<r^ Jahrgang 5, iHo.'J.
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sans peine que nous pouvons encore obten i r inversement le théorème
de Pascal,au moyen des théorèmes XXVII et XXV11.L

De deux polygones P et Q nous dirons que P est respectivernent/^v
H'rcmci par soustraction ou plus petit par soustraction que Q, selon que
la mesure de l 'aire F(P) est plus pe t i t e ou p lus grande que F(Q).
D'après ce qu i précède, il est clair que les not ions ; égal par soustrac-
t i o n , plus pet i t par soustraction, p lus grand par soust rac t ion, s'ex-
cluent mu tue l l emen t . Enfin nous voyons sans pe ine q u ' u n polygone
qui est situé tout entier à l ' i n t é r i e u r d 'un aut re polygone est nécessai-
rement toujours plus p e t i t par soustract ion que ce dernier .

Nous avons ainsi établi les théorèmes essentiels de la théorie des

CHAPITRE V,
LE THÉORÈME DE DESARGUES.

§ 22.

Le théorème de Desargues; sa démonstration dans le plan an moyen
des axiomes de la congrnence.

Parmi les axiomes énoncés dans le Chapitre I, ceux des groupes 11-V
sont tous soit l inéaires, soit planaires. Les seuls axiomes spatiaux
sont les axiomes 3-7 du groupe L Pour bien reconnaî t re la portée de
ces axiomes spatiaux, concevons que l'on ait assigné une Géométrie
PLANE quelconque et recherchons, en général, quelles sont/les condi-
tions pour que cette Géométrie plane puisse être présentée comme
une partie d'une Géométrie de l'espace, ou sont au moins vérifiés tous
les axiomes des groupes I-ITI.

L'on sait qifen s'appuyant sur les axiomes des groupes I-III on peut
démontrer facilement le théorème ' d i t de ^Desargues; 'ce théorème est
un théorème d'intersections dans le plan. Nous allons supposer en
particulier que la droite, sur laquelle doivent être s i tués ' les points
d'intersection des côtés homologues des deux triangles, est la droite
que l'on nomme droite de l'infini et nous désignerons le théorème
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qui a lieu dans ce cas, ainsi que sa réciproque, sous le nom de théo-
rème de Desargues. Le théorème aura l 'énoncé suivant :

TÏIÉOBÈME XXXII (Théorème de Desargues). — Deux triangles é tant
situés dans un plan de telle sorte que leurs côtés homologues soient
respectivement parallèles, les droites qui joignent les sommets homo-
logues ou bien passeront par un même point , ou bien seront parallèles.

Réciproquement, deux triangles étant situés dans un plan de telle
sorte que les droites qui jo ignent les sommets homologues ou bien
passent par un même point ou bien soient parallèles {fîg- 35 bis), et

Fi g. 35 bis.

de plus deux paires décotes homologues dans les triangles étant paral-
lèles, les troisièmes côtés des deux triangles seront également paral-
lèles.

Comme on l'a déjà d i t , le théorème XX.X1.I est une conséquence des
axiomes Î-IÏÏ; par conséquent, la vérification du théorème de De-
sargues dans le plan est une condition NÉCESSAIBE pour que la Géomé-
trie de ce plan, puisse être présentée comme une partie d'une Géomé-
trie de l'espace où les axiomes des groupes HII sont tous vérifiés.

Supposons main tenant , comme dans les Chapitres III et IV, que l'on
ait assigné une Géométrie PLANE ou sont vérifiés les axiomes I, 1-2 et
ll-ÎV et que l'on ait i n t rodu i t dans cette Géométrie un calcul segmen"
taire conformément au § 15 : alors, ainsi qu'on l'a exposé au § 17, à
tout point du plan on peut faire correspondre un couple de segments
{ x , y } et à toute droite un rapport de trois segments (u : v : ^), de
telle sorte que l'équation linéaire

ux 4- ^y -4- ^ = o

représente la condition pour qu'un point soit sur une droi te et qu'une
Ànn. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome XVÏL — AVKÏL 1900. ^1
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droite passe par un point. Le système de tous les segments de notre
Géométrie forme, conformément au § 17, un domaine de nombres où
ont lieu les propriétés l~i6 exposées dans le § 13, et nous pouvons alors,
au moyen de ce domaine de nombres, ainsi qu'il a été fait au § 9 ou au
§ 12, au moyen des systèmes numériques respectifs Q et û (/), con-
struire une Géométrie de l'espace: Nous conviendrons à cet effetqu 'un
système de trois segments (^?»,y, ^) représentera un point , le rapport
de quatre segments (u : c : w : r) un p lan , tandis que la droite sera
définie comme intersection de deux plans; alors l 'équation linéaire

UX ~h i'V "+• W-5 -h y ^= 0

exprime que le point (^\y, ^) est situé dans le plan (u : p : w : r).
Enfin, quant à la d i s t r ibu t ion des points sur une droite, ou des

points d'un plan par rapport à une droite de ce plan, ou f ina lement
quant à la distribution des points de l'espace par rapport a un plan,
cela sera déterminé par des inégalités entre segments d'une manière
analogue à ce qui a été exposé pour le plan au § 9.

Puisqu'on prenant la valeur z == o nous retombons sur la Géométrie
plane pr imit ive, nous reconnaissons que notre Géométrie plane peut
être regardée comme une partie de notre G'éométrie de l'espace; or h
condition nécessaire pour qu'i l en soit ainsi c'est, comme on l'a vu
précédemment, que le théorème de Desargues soît vérifié, d'où l'on
conclut que, dans la Géométrie plane assignée,1 ' le théorème de De-
sargues doit être également vérifié.

Observons que ce que nous venons d'affirmer peut aussi se déduire
directement, sans aucune peine, du théorème XXIII de la théorie des
proportions.

§ 23.

Impossibilité de démontrer le théorème de Desargues dans le plan
sans employer les axiomes de la congruxence.

Nous allons maintenant nous proposer cette question : Peut-on,
dans la Géométrie plane, et sans invoquer (es axiomes de la con-
gruence, démontrer le théorème de Desargues? La réponse est la sui-
vante::
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THÉORÈME XXXI.II. — // existe une Géométrie plane où les axiomes
1, :1,~-2 ; II-III; IV, 1-5 ; V, c'est-à-dire tous les axiomes linéaires et pla-
naires^ hormis l'axiome de congruence IY, 6, sont vérifiés, tandis que le
théorème de Desargues (THÉOKÊME XXXII) NE l'est PAS. Le théorème de
Desargues ne peut donc être déduit uniquement des axiomes précités;
pour le démontrer, il est nécessaire d^inçoyuer soit les axiomes spatiaux,
soif tous les axiomes de la congruence.

DÉMONSTRATION. — Nous choisirons, dans laGéométr iep lane usuelle,
dont la poss ib i l i té a été déjà démontrée au Chapitre II, § 9, deux
droites que lconques perpendiculaires entre elles comme axes de coor-
données X» Y, et nous prendrons l 'origine 0 de ce système de coordon-
nées pour centre d 'une ellipse ayant pour demi-axes i et i. Enfin
nous désignerons par "F le point situé sur l'axe X positif à la distancer
de l 'origine 0.

Considérons l 'ensemble de tous les cercles qui coupent l'ellipse en
quatre poin ts réels (dist incts ou coïncidents d'une façon quelconque)
et, parmi tous les points situés sur ces cercles, cherchons à déter-
miner celui qui est si tué sur l'axe X positif et dont la distance à
l'origine est maxima* A. cet effet, partons d 'un cercle quelconque qu i
coupe l 'el t ipso en quatre points et qui rencontre l'axe X. positif en un
point G. Concevons que l'on fasse tourner ce cercle autour du point C
de telle sorte que deux ou plusieurs des quatre points d'intersection
se réunissent en un point unique A, les autres points demeurant réels.
Agrandissons le cercle de contact ainsi obtenu, de telle façon que,
pendant cette opération, le point A reste toujours un point de contact
avec l'ellipse; nous arriverons ainsi nécessairement à un cercle qui ,
ou 'bien a un contact avec l'ellipse en un autre point B, ou bien a avec
elle un contact quadriponctuel en A, et qui, d'autre part, rencontre
l'axe X positif en un point plus éloigné que G. Le point le plus éloigné
que nous cherchons se trouve donc parmi les points d'intersection
avec l'axe X positif des cercles bitângents extérieurs à l'ellipse. Ces
cercles bitângents extérieurs à l'ellipse sont, on le voit aisément,
tous symétriques par rapport à l'axe Y. Soient a, b les coordonnées
d'un. point de l'ellipse; un calcul facile nous apprend que le cercle
symétrique par rapport à l'axe Y et tangent à l'ellipse en ce point
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découpe sur l'axe X positif un segment

x == i v/r^nï"2.
La valeur maxima de cette expression a l ieu pour b = ^ et sera ainsi

égale à - 1 - ! \ /T"J . Le point sur l'axe X que nous avons précédemment

désigné par F ayant pour abscisse ^ > ^ s/7 [. i l s 'ensuit que PAUMÏ LES
CERCLES BENCONTRA'NT L'ELLIPSE EN QUATRE POINTS, ÏL N'EN EST AUCUN QUI PASSE

PAR LE POINT F.
Nous allons maintenant concevoir une nouvelle Géométrie plane

de la manière suivante : Comme points de la nouvelle Géométrie pre-
nons les points du plan XY C/^'^)'5 comme droites de cette nouvelle

Fig. 36.

Géométrie, prenons d'abord, sans y rien changer, les droites du
plan XY qui sonfc tangentes à l'ellipse fixe ou qui ne la rencontrent
pas; mais, au contraire, si g désigne une droite du plan XY, qui ren-
contre l 'ellipse en1 deux points P et Q, nous construirons le cercle
passant par P, Q et par le point fixe F. Ce cercle, d'après ce qui a été
déjà démontré, n'a aucun autre po in t en commun avec l 'ellipse» Sup-
posons maintenant que Ton ait remplacé la portion de la droite g
intérieure à l'ellipse et jo ignant P et Q par l'arc PQ du cercle déjà
construit, intérieur à l'ellipse. Le chemin formé par les deux portions
de la droite g issus de P et Q et s 'étendant i ndé f in imen t , , e t par l'arc
de cercle PQ, nous le prendrons comme droite de la nouvelle Géomé-
trie^ Supposons alors que, pour toutes les droites1 (lu p lanXY, on ait
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construit les chemins correspondants, on sera ainsi en présence d'un
système de chemins qui, regardés comme droites d^ne Géométrie,
vérifient évidemment les axiomes I, 1-2 et III. Si l'on convient d'ob-
server, pour les points et les droites de notre nouvelle Géométrie, la
d i s t r ibu t ion naturel le , on reconnaît immédia tement que les axiomes II
sont également vérifiés.

Nous dirons ensuite que, dans notre nouvelle Géométrie, deux
segments AB et A/B7 sont congruents lorsque le chemin joignant A et
B a la môme longueur naturel le que celui qui joint A' et B'.

Enfin, i l est encore nécessaire de faire une convention relativement
à la congruencc des angles. Tant qu'aucun sommet des angles qu'il
s'agît do comparer n'est situé sur l'ellipse, nous dirons que deux
angles sont congruents lorsqu'ils sont égaux, au sens habituel de ce
mot. Dans l 'autre cas, nous adopterons la convention suivante : Soient
A, B, C t ro is points qui se succèdent dans cet ordre sur une droite de
notre nouvelle Géométrie, et soient A'B'(V trois autres points qui se
succèdent dans cet ordre sur une autre droite de notre nouvelle Géo-
métr ie ; soit î) un point situé en dehors de la droite ABC, et lY un
po in t en dehors de la droite A/BT^ ÇA?- ^?) î "ous conviendrons

Fig. 37.

alors que, dans notre nouvelle Géométrie, les angles entre ces droites
vérifieront les congruences

< A Bl) ̂  < h' WW , et < CB1) s < C W IV

quand les angles naturels entre les chemins correspondants vérifient,
dans la Géométrie ordinaire, la proportion

< ABÎ) : < CBI) s < A'B^i)7 : < cymy.
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Avec ces conventions, les axiomes IV, 1-5 e t V sont également vé-
rifiés.

Pour voir que, dans cette nouvelle Géométrie, le théorème de
Desargues n'est pas vérifié, considérons, dans le plan XY, les trois
droites ordinaires suivantes : l'axe X, l'axe Y et la droite qui jo in t les
deux points de l'ellipse

3 ^ 3 o,
^y 7=5 el ^-^ r=-^.

Comme ces trois droites ordinaires passent par l'origine 0, nous pou-
vons aisément assigner deux triangles dont les sommets soient res-
pectivement situés sur ces trois droites, dont les côtés homologues
soient parallèles, et qui soient tous trois situés à l'extérieur de l'el-
lipse. Les chemins qui dérivent des trois droites en question, ainsi
que le montre la/^. 38, et comme on s'en assure également par un

calcul facile, ne se rencontrant pas en un même point, il s'ensuit que
le théorème de Desargues n'est pas vérifié dans notre nouvelle Géo-
métrie pour les deux triangles que Fon a construits précédemment.

Celte Géométrie plane, queTon vient de construire, peut également
servir d'exemple d'une Géométrie plane où les axiomes I, 1-2"; H; 111 ;
IV, 1-5; V sont tous vérifiés, et qui, cependant, m PEUT PAS être regar-
dée comme faisant partie d'une Géométrie de l'espace*
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§ 24.

Introduction d'un calcul segmentaire indépendant des axiomes
de la congruence et basé sur le théorème de Desargues.

Afin de saisir complètement la portée du théorème de Desargues
(théorème XXXII) , prenons pour base une Géométrie plane où sont
vérifiés les axiomes I, i-2; I M I I , c'est-à-dire tous les axiomes planaires
des trois premiers groupes d'axiomes, et, dans cette Géométrie, intro-
duisons un nouveau calcul segmentaire INDÉPENDANT DES AXIOMES DE LA
CONGHIJENCE, de la manière suivante :

Prenons dans le plan deux droites fixes qui se coupent au point („),
et dans ce qui suit calculons seulement avec des segments dont l'ori-
gine soit le point 0 et dont l'extrémité soit située sur une des deux
droites fixes. Begardons aussi le point 0 seul comme un segment que
nous nommerons le segment o (zéro), ce que nous écrirons

00=ô ou o^oo.

Soient E et W deux points fixes situés respectivement sur les droites
fixes passant par 0; désignons chacun des deux segments OE et OE'
par i ; ce que nous écrirons ainsi

OE :=; O'K1 •=: f ou î = OE = OW.

Quant à la droite EE\ nous la nommerons pour abréger la droite-
unité. Soient ensuile A, A/ des points respectivement situés sur les
droites OE et Olî'; si la droite AA' est parallèle à la droite EE', nous
dirons que les segments OA et OA' sont égaux, ce que l'on écrira
ainsi :

OA==OA/ ou OA^OA.

Maintenant , pour définir d'abord la somme des segments a == OA,
et /; =: OB, construisons AA' parallèle à la droite-unité EEV (fig. 39);
menons alors par A/ une parallèle à OE et par B une parallèle à OE7.
Ces deux droites se couperont en un certain point A". Finalement, par
ce point A^ menons une parallèle à la droite-unité; cette parallèle
coupera les droites fixes OE et OE' en C et (7; l'on dira alors que
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c = OC = OC' est la somme des segments ci == OA et b = OB, ce qui
s'écrira

c == a 4- ^ ou a -+- Z? == c.

Pour définir le produit d 'un segment a == OA par un segment b == OB,
Fig. 3g.

servons-nous exactement de la même construction que celle du § 15,
sauf qu'au lieu des côtés d'un angle droit nous prendrons ici les deux
droites fixes OE et OE^ Nous emploierons donc la construction sui-
vante : L'on déterminera sur OE/ le po in t A/ tel que AA/ soit parallèle à
la droite-unité EE'; l'on jo indra E à A', et par B l'on mènera une parai-

F^. 40.
<A c'

lele à EA' {fig. /i.û); si cette parallèle rencontre la droite OE' au
point C', l'on dira que E^=<)G / est le produit du segment a === OA par
le segment b === OB, ce qui s'écrira

c == ab ou ab = 6\

§ 25.
Les lois commntatives et associatives de l'addition

dans le nouveau calcul segmentaire»

Dans ce paragraphe nous allons rechercher, parmi les règles de
calcul énumérées^au § 13, quelles sont celles qui sont vérifiées dans
notre'nouveau calcul segmcntaire, quand nous1 prenons comme base
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une Géométrie plane où les axiomes I, 1-2; Il-KI sont vérifiés ainsi
que le théorème de Desargues.

Avant tout, nous voulons démontrer que, pour l'addition des seg-
ments définie au § 24, la loi COMMUTATIVE

est vérifiée. Soit
a "+- b= b -+- a

a = OÀ = OAr

b-=:OB==OW:

conformément à nos conventions, AA' et BB' seront alors parallèles
à la droi te-unité; construisons ensuite les points A" et B" en menant
A/A" ainsi que B'B" parallèles à OA, et, pareillement, AB" et BA" pa-
rallèles à OA'. On voit de suite que notre affirmation revient à dire
que la ligne A^B" est parallèle à AA'. Nous en reconnaissons l'exacti-
tude en invoquant comme il suit le théorème de Desargues (théo-
rème XXXII) : !

Désignons le point d ' intersection de AB" et A'A" par F, et celui de
BA" et B^ir par D (fig. 4i); dans les triangles AAT et BB'D les côtés

a -t- b = b 4- a.

homologues sont parallèles. En vertu du théorème de Desargues, nous
en concluons que les trois points 0, F, D sont en ligne droite. Par con-
séquent, les deux triangles OAA' et DB^A" sont placés d 'une manière
telle que les droites qui joignent leurs sommets homologues passent
par le même point F, et comme, en outre, deux couples de côtés homo-
logues, à savoir OA et DB" ainsi que OA" et DA^ sont parallèles, la
deuxième partie du théorème de Desargues (théorème XXXII) nous
dit que les troisièmes côtés AA' et B^A^ sont également parallèles.

Ânn. de VÉc, Normale, 3e Série. Tome XVÏ Ï . — AVRIL 1900. 2'î
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Pour démontrer la loi associative de l 'addition

a 4" {b -\- c) == (a 4- b) -+- c,

nous emploierons lay?^. 4^ suivante. En ayant égard à la loi corn-
mutative que l'on vient de démontrer, aff irmer l 'exactitude de la for-
mule ci-dessus revient à dire que la droite k'W (fig- 4'2) °st para l lè le

0 CL' C- C^tîl îf^Û'

a •+- ( b + c ) —. ( a -1- b ) -h <".

à la droite-unité. Or, ceci est évident, car la partie ombrée de la/^'* 42
est exactement la même que lay?^. 4 ! -

§ 26"

La loi associative de la multiplication et les deux lois distributives
dans notre nouveau calcul segmentaire.

La loi ASSOCIATIVE de la m u l t i p l i c a t i o n

a {bc) ==- (ab ) c

a lieu aussi dans notre nouveau calcul.
Sur la première des deux droites fixes passant par 0, supposons

donnés les segments

i =: OA, b — OC, c ̂  OA/,

et sur la seconde les segments
! ! ! a=.OG et ^:=OB. .

Pour construire, conformément aux indications du §24 et l 'un après
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FcUitre, les segments
bc = OW et bc = OC/,
0^=01), {ab)c=-OW,

menons A/IV parallèle à AB, BT/ parallèle à BC, CD parallèle à AG, et
enfin A/D' parallèle à AD Çfig. 43); l'on reconnaît immédiatement

a{bc) =-: {ab)c.

que ce que nous avons alïîrmé revient à dire que CD doit aussi être
parallèle à C'IY, Désignons le point d'intersection des droites AD et.
BC par'F et le poin t d'intersection des droites A'D' etB'C'par F'; dans
les triangles ABF etA'BT7, les côtés homologues sont parallèles; en
vertu du théorème de Desargues, les trois points 0, F, F' sont donc
alors situés en ligne droite. Grâce à ce f a i t , nous ponvons appliquer
la seconde part ie du, théorème de Desargues aux deux tr iangles CDF
et C'DT', ofc nous en concluons que CD est parallèle à C'D'.

Nous al lons e n f i n ^ on nous appuyant sur le théorème de Desargues,
démontrer que, dans notre nouveau calcul segmentaire, LES DEUX LOIS
DISTlUBUTIVES

a ( & -l- c) ̂  ab "i- ac
et

( a -4- b ) c ::= ac + bc
sont vérifiées.

Pour démontrer la pnEMiÈnE de ces lois, nous emploierons la
y^44( 1 ) -

(r) Lesj%'. 4 ' î î 45 et 47 orït été dessinées par M, le D11 voiï Schaper, qui a également
pris soin dos détails des démonstrations relatives à ces figures*



172 D. HILBERT.

Dans cette figure on a fait
b-^OK' 0=0(7

ab = OB', ab = AO', ac == OC'

et ainsi de suite,
B^ est parallèle à (7Di, parallèle à la droite fixe OA',
Wî)i » » (7.D2, » » » » OA';

a (b 4- c) — a& "h <^c.

entin
A^^ est parallèle à CQ^

et
A^' est parallèle à B^, parallèle à V'D^ parallèle à F^Di,

Ce que nous avons affirmé revient à dire que
F' V" est également parallèle à A1 A." et à C'C^

Construisons les lignes auxiliaires suivantes :
F^Ï parallèle à la droite fixe OA^
F^ » » OA";

les points d'intersection des droites C/î)^ et C'D^ C'T, et FJ, C'Da et
Ï^J, nous les désignerons respectivement par G, 11̂  H ^ ; e n f i n nous
obtiendrons les autres lignes auxiliaires de la figure» tracées en poin-
t i l lé , en jo ignant les points déjà construits,

Dans les deux triangles K'W et ¥Î)^G (Jlg. 44), les lignes qui
joignent les sommets homologues sont parallèles; par conséquent, il
résulte de la seconde partie du théorème de Desargoes, que l'on a
nécessairement

, . AT/ parallèle à F^î. ,
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Dans les deux triangles A'C'T" et F'GHL, les lignes qui joignent les
sommets homologues sont également parallèles; d'après ce qui précède
et en vertu de la seconde partie du théorème de Desargues, l'on doit
avoir

K ' V " parallèle à PÏI^

Dans les deux triangles couverts de hachures horizontales OAT" et
JHaF" les côtés homologues étant parallèles, le théorème de Desargues
fait voir que les trois droites qui joignent les sommets homologues

OJ, AM-ïa, FT

se coupent en un même point : en P, par exemple.
De même, nous trouvons que l'on a nécessairement

AT parallèle à F"!.!,,

et dans les deux triangles couverts de hachures obl iques , OA'T' et
JH^F^, les côtés homologues étant parallèles, les trois droites, qu i
joignent les sommets homologues,

OJ, A^Hi, ¥ ï "

se coupent également en un même point, le p o i n t P.
Main tenant les- l ignes qui joignent les sommets homologues des

triangles OK!' K1' et J H ^ H i passent également par ce po in t P et l'on en
conclut que Pon a nécessairement

l'on a donc aussi
IIiHa parallèle à A^;

H, H, parallèle à (7(7.

Considérons enfin la figure F^Il^C^FF^ Comme, dans cette
figure, on a ! F^ïâ parallèle à C'F^ parallèle à <7Hi,

H, (7 » V ' C ' , » H^,
(7(7 1 » H,H^

nous y reconnaissons Ia^. 4^ qu i ̂  § 25 a servi à démontrer la loi
commutative de l'addition. Des raisonnements analogues à ceux que
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nous avons faits à cet endroi t montrent que l'on doit avoir

FF" parallèle à H,H^

et que, par suite, l'on a nécessairement aussi

FT^ parallèle à A'A^

ce qui fourn i t la démonstration complète de notre aff i rmat ion.
Pour démontrer la SECONDE formule de la loi d i s t r ibu t ive , nous em-

ploierons lay^f. 45 toute différente. Dans cette f igure, on a f a i t
i=:OI), a=:OA,, a=:OB, ^==OG, c=r01)\

ac^OA^ ^^Oir, Z / c — O G ^

et ainsi de suite, et l'on a

GH parallèle à G ' î ï ' y parallèle à la droite (îxo OA,
AU )> A/H', » )> OB,

et enfin
AB parallèle à A/B',
BD » Ï V Î V ,
.DG » W{V,
HJ » II/ J^

Ce que nous avons affirmé revient à dire que l'on doit avoir néces-
sairement

DJ parallèle à W S ' .

Désignons les points respectifs ou BD et GD coupent la droite AH
par C et F, et les points respectifs où B'D' e tG'D' coupent la droite
A4P par C et F'; enfin, menons les l ignes auxil iaires FJ et PJ' qui
sont tracées en pointillé sur lay?^, 45,

Dans les triangles ABC, A'B'C les côtés homologues sont parallèles;
par conséquent, en vertu du théorème de Desargues, les trois poin ts
.0, C, G' sont en ligne .droite. De même, la considération des triangles
CDF et CD'F' fait voir que 0, F, ¥ sont en ligne droite, et celle des
triangles FGH etFG'ir nous fa i t aussi voir queO, H, W sont également
en ligne droite. Maintenant dans les triangles FHJ et F'HT les droites
qui joignent les sommets homologues passent par le même point: 0 et,
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par sui te , en vertu de la seconde partie du théorème de Desargues, les
droites FJ e tFTsont parallèles.

Fig. /p.

( a 4" h ) c —- a c 4- bc.

Finalement la considération des triangles DFJ et l'VFT montre que
les droites 1)J et lyjT sont parallèles; ce qui précisément démontre
complètement notre aff irmation.

§ 27.

Équation de la ligne droite basée sur le nouveau calcul segmentaire.

Dans les §§24-2(> nons avons, au moyen des axiomes ind iqués au
§ 24 et en adoptant l'hypothèse de l 'exact i tude du théorème de
Desargues, i n t rodu i t dans le plan un calcul segmentaire où se vérif ient
la loi commulative de Faddi t ion , les lois associatives de l ' a d d i t i o n et
de la mul t ip l ica t ion et les deux lois dis tr ibut ives de cette dernière. Nous
nous proposons dans le paragraphe actuel de fa i re voir comment, en
s'appuyant sur ce calcul segmenlaire, on peut obtenir une représen-
tation analyt ique des points et des droites dans le plan.

DÉTOTHO^. — Les deux droites fixes passant par le1 point 0 nous les
nommerons les cixes .X. et Y et nous supposerons chaque poin t P du
plan déterminé par les coordonnées x et y que Fon obt ien t sur les
axes X et Y en menant par P des parallèles à ces axes. Ces segments
x ^ y sont dits les coordonnées du point P. En s^appuyanfc sur le.nouveau
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calcul segment'aire et en invoquant le théorème de Desargues l'on
obtient la proposition suivante :

THÉORÈME XXXIV. — Les coordonnées x, y des points d'une droite
quelconque vérifient toujours une équation segmentaire de la/orme

ax 4- by + c == o ;

dans celte équation, les segments a, b sont nécessairement écrits A GAUCHE
des coordonnées oc, y; les segments a, b ne sont jamais nuls tous deux, et
c esl un segment quelconque.

Réciproquement, toute équation segmentaire du type écrit ci-dessus
représente toujours une droite dans la Géométrie plane assignée.

DÉMONSTRATION. — Supposons d'abord que la droite / passe par 0.
Soit ensuite C un po in t déterminé de /, distinct de 0, e tsoi tP un point
quelconque de /. Soient OA, OB les coordonnées de G et oc, y celles
de P. Désignons encore la droite qui j o i n t les extrémités de.y et de y
par^\ Enfin par l 'extrémité du segment i sur l'axe X menons à AB une
parallèle À ; cette parallèle découpera sur l'axe Y un serment e(fig^6).

>"x

De la seconde partie du théorème de Desargues résulte clairement que
la droite g est toujours parallèle à AB, Or, g étant aussi toujours pa-
rallèle à À, il en résulte que pour les coordonnées a?, y du point quel-
conque P de /on a l'équation segmentaire

ea::^y.

Maintenant soit V une droite quelconque de notre plan. Celle-ci
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découpe sur l'axe X un segment c = 00\ Menons ensuite par 0 la,
d ro i te / parallèle à /'; soit P' un po in t que l conque de /'; la parallèle à
Faxe X menée par le po in t P' rencontre la droite / en P et découpe sur
l'axe Y un segment y === OB; enfin les parallèles menées par P et P / à
l'axe Y découpen t sur l'axe X des segments x = OA et x'==:OA
(A?- 47).

^8- 47-

Nous nous proposons alors de démont re r que l'on a l 'équation ser-
mon ta ire

A ce te l l e t , m e n o n s (VC paral lè le à la d ro i te -un i té , pu i s CD paral lèle
a l 'axe X et AD para l lè le à l 'axe Y; alors ce q u e nous avons affirmé
revient a d i r e que l'on a nécessairement

A/l ) para l lè le à O^C.

Construisons encore le po in t D 'd ' in te rsec t ion des droites CD o tA/P '
et menons O'C' parallèle à l 'axe Y.

Dans les t r iangles OCP et (VCT', les droites qui jo ignent les
sommets homolosues é tan t paral lèles , il résulte de la deuxième partie
du théorème de Desargues, que l'on a nécessairement

CP parallèle à C ' P ^ ;

de môme, la. considération des tr iangles ACP et A'C'P' montre que
l'on a

AC parallèle à A^.

Dans les triangles ACD et C'A/CY les côtés homologues étant paral-
lèles, les droites AC'y ÇA', DO' devront se'couperen un, même point,
et la considération des deux t r iangles C'A/D et ACO' f a i t alors voir que
A'D et C(y sont parallèles. , , . -
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^ Des deux équations segmentaires

ex === y, x' == ,z" -I- c

que nous venons de trouver, résulte immédia tement l 'équat ion

ffj/rr: y -4- ce.

Finalement , si nous désignons par n le segment qu i , a jou t é au
segment i , donne le segment o, l'on lire de la dernière équa t ion , a i n s i
qu ' i l est facile de le démontrer , l ' équa t ion

e x' 4- ri y 4- née =r. o

qui est précisément de la forme énoncée par le théorème X X X I V .

Nous reconnaissons ma in tenan t sans aucune peine que la deuxième.
par t ie du théorème XXXÏV est également exacte; en effet, toute équa-
t ion segmentaire assignée

ci a' 4- by -4- c =1: o

peu t é v i d e m m e n t , lorsque l'on m u l t i p l i e son premier membre par un
segment convenablement c h o i s i » se mettre sous la forme

ex 4- ity 4- née = o.

Remarquons enfin expressément, que dans nos hypothèses une
équat ion segmentaire de la forme

xa 4- y b 4~ c == o,

où les segments a, b sont écrits A munrE des coordonnées oc, y, m HEPHÉ"
SENTE PAS, en général, une droite.

Dans le § 30 nous ferons une importante applicat ion du théo-
rème XXXI V.

•§ 28.

L'ensemble des segments regardé comme un système numérique complexe*

!1 (M reconnaît de suite que dans notre nouveau calcul segmentaire
établi an'§24, les théorèmes !-VI du §13 sont vérifiés,
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Nous avons vu aux § 25 et 26, en invoquant le théorème de De-
sargues, que dans ce calcul segmentaire les règles de calcul 7-11 du
§ 13 sout également vérifiées; par s u i t e , toutes les règles de calcul
ont l ieu, abs t rac t ion fai te de la loi commutat ive de la m u l t i p l i c a t i o n .

Enf in , pour rendre possible une d i s t r ibu t ion des segments, nous
adopterons la convent ion su ivan te : Soient A, B deux points quel-
conques non co ïnc iden t s de la droite OE. Supposons que les quatre
points 0, E, A, B se su iven t , conformément à l 'axiome I I , 4» dans un
cer ta in ordre. Si c'est dans l ' u n des six ordres suivants :

ABOêî, AO.BR, AOEB, OABE, OAiSB, OSUB,

nous d i rons que le segment a ==^ OA est plus petit que le segment
h = OB, ce que l'on écr i t a i n s i

a < b.

Si c'est, au con t r a i r e , l ' un des six ordres su ivants ;

BAOIÎ, BOA lî, BOEÂ, OBAE, OBE^ OEBA.

qui a l i e u , nous d i rons q u e le segment a == OA est plus ^rand que le
segment h == OB, ce qu i s 'écrit a i n s i

a > b.

Cette convent ion subsiste lorsque A ou B coïnc ident avec 0 ou E; seu-
l e m e n t l'on d o i t alors regarder les po in t s coïncidents comme un point
u n i q u e , et, par su i t e , i l n'est plus quest ion que de la d i s t r i bu t i on d(î
trois points.

Nous voyons ma in t enan t sans peine que dans notre calcul segrnen-
taire, conformément à l 'axiome II, les règles de calcul 13-16 du § l;î
sont vérifiées; par conséquent, l 'ensemble de tous les différents seg-
ments fo rme un système n u m é r i q u e complexe où SONT V É H I F Î É E S les '
lois Ml, 13-16 du § 13, c'est-à-dire TOUTES LES BÈGLRS USUELLES, HORMIS
LA LOÏ COMMUTATÎVE DE LA, MULTÏPL'ÏCATION ET LE/rHÉOnÈME iï'AaCHïMÈDK. Dans

ce qui suit nous désignerons, pour abréger, un pareil système numé-
rique sous le nom de système nurnéric/ue de Desargues.
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§ 29.

Construction d'une Géométrie de l'espace au moyen d'un système
numérique de Desargues.

Soit assigné m a i n t e n a n t un système n u m é r i q u e que lconque de De-
sargues D; CE SYSTÈME HRNÏ) POSSIBLE LA CONSTiUJr/rïO^ D 'UNE GÉOMIÏTKIE DE

L'ESPACE OU LES AXIOMES I, II, 11.1 SONT TOUS VERIFÎÉS.

Pour le reconnaître, regardons le système de trois nombres que l -
conques (^,y, -s) du système numérique de Desargues D comme u n
point, et celui de quatre nombres quelconques (u : y : (P : r) de D, don i
les trois premiers ne sont pas s i m u l t a n é m e n t nuls , comme un p l a n ;
d'ailleurs les systèmes (u : ç : w : r) et (au : av : cw : ar), a désignant
un nombre quelconque de D différent de %éro, représenteront le même
plan. L'équation

ux -l- cj 4-" wz 4' r r"' 0

exprimera que le poin t (.r, y, z) est s i tué dans le plan (u : y : w : / • ' ) .
Enfin, nous déf in i rons la droite au. moyen d'un système de deux plans
( u ' : v ' : w' : r'), Çu" : 9" : w" : r"}, à cond i t ion que l'on ne puisse dans D
(.rouver deux nombres a', a" d i f Ï e r en t s de zéro, tels que l'on ai t s i m u l -
tanément

a' u ' — a" u\ et' ç' = ci11 v1' ci' w' n: a" w " ,

Un po in t (x, y , z ) est d i t situé sur la droite

[( U': V 1 : t^:^), (a / / :P / / :<^: / • / / ) ]

lorsqu'il est commun aux deux plans (^^^r') et (uf^vf\w\rff).
Deux droites qui renferment les mêmes poin ts sont regardées comme
n'étant pas distinctes.

En appliquant les règles de calcul, 14:1. du § 13 qui sont, par hypo-
thèse, vérifiées pour les nombres de D, nous arrivons sans peine a ce
résultat que, dans la Géométrie de ^espace que nous venons de con-
struire, les axiomes I et III sont tous vérifiés.

Afinque les axiomes II de la d i s t r ibu t ion 1 soient également vérifiés,
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nous adopterons les convent ions suivantes : Soient

(^•l? y\ 9 ^l)? (^'2» j2, -^2)7 (^3? j3? ^s)

tro is points quelconques sur une droite

[(//: (^d/: /1/), (^ / /: ̂ : i^: /• / /)];

nous dirons alors que le point (,r^y,>, ^) est s i tué entre les deux
autres lorsque Fune au moins des six doubles inégal i tés su ivan tes :

( i ) ^i < .̂ 2 < x^ .̂ 1 > x^ > .^3.
( a ) Vi < ya < y.̂  ji > .Va > 73»
(3) Z^<^ Z^ •< 5;^ ^i >• -^2 ^> ^3

est vér i f iée*
Supposons, par exemple, qu ' i l en soi t ainsi de l 'une des doubles

inégali tés ( ï ) , nous en concluons sans peine ou bien que la double
égalité y^ ==ya ^ y ^ , ou bien que l 'une des doubles inégal i tés (2) a
nécessairement l i e u , et de même ou bien que la d o u b l e égal i té
.̂  = z^ == z.^ ou bien que l 'une des doubles inégalités (3) a nécessai-
rement l ieu . En effet, si l'on mul t ip l ie respectivement les premiers
membres des équa t ions

u' X i 4- v 1 j^+ w1 .̂ -h- r' == o,

u " X i ^ ^"yr-^ ^^,4- y'^ o
(^=t ,^ ,3) ,

par des nombres de D convenablement choisis et si Fon add i t ionne
ensuite les équa t ions obtenues, l'on pourra toujours t rouver un sys-
tème d 'équations de la forme

u w . X i + v " ' y i ^ r l " = Q
(^=i,^3).

Ici, le coefficient ̂  est certainement d i f fé ren t de %éro : en e f Ïé t , s'il en
était autrement, les trois nombres x,, oc.^ «r;, seraient, égaux. De

v! > W 2 >W3

on tire
u ^i - u Xy, ̂  u ^ç
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d'où, en vertu de (4).

(,/̂  + r " 1 1 <r2 4- /•/// | ̂ j', +- ̂  ;

(F où
/,w -,. < ,,/// -, S ,,w -, .( } 1 S". p ../SA^ .T'"^

et, comme ^// n'est pas n u l , nous aurons enf in

Jilyâjrs;

dans toutes ces doubles inégali tés, c'est tou jours sans excep t ion , so i t
les signes supérieurs, soit les signes intermédiaires, soit les signes
inférieurs qui ont lieu s i m u l t a n é m e n t .

Les considérations précédentes mon t ren t que dans notre Géométr ie
les axiomes l inéaires II, 1-41 de la d i s t r i b u t i o n sont vérifiés. Il reste
encore à faire voir que l 'axiome planaire II, 5 est également vérifié.

A cet effet , soient donnés un plan Çu : v : w : r) et dans ce plan u n e
droi te [(u : y : w : r), (// : 9 ' : w' : r')]. Convenons que tous les p o i n i s
(,'r,y, z ) si tués dans le plan (u : v : w : r), pour lesquels l 'expression
if\x "+• ^ y -h w ' z + r ' est respect ivement p lus pet i te on p lus grande
que xéro, seront alors respectivement situés d 'un côté ou do l 'autre
côté de la droi te en ques t ion* II nous f a u d r a donc démont re r que celte
convention s'accorde avec celles qui on t été adoptées précédemment ,
ce qu i est f a c i l e à é tabl i r»

Nous reconnaissons ainsi que les axiomes î, I I , I I I sont tous vérifiés
dans cette Géométrie de l'espace qui provient do la manière i n d i q u é e
du système numérique de Desargues I). Si nous réfléchissons que le
théorème de Desargues est une conséquence des axiomes I , I I , 111,
nous voyons que la proposi t ion que nous venons d'énoncer est la réci-
proque exacte du résultat auquel nous sommes arrivés au § 28.

§ 30.

La portée dn théorème de Desargues.

Lorsque, dans une Géométrie plane, les axiomes I, 1-2; H;1 I II sont
vérifiés et lorsque, en outre, i l en est de même du théorème de De-
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sargues, il est toujours possible, conformément aux § 24-28, d'intro-
d u i r e dans cette Géométrie un calcul segmentaire où les règles 1-1.1,
13-16 du § 13 sont applicables. Nous allons m a i n t e n a n t regarder
l 'ensemble de ces segments comme u n système numérique complexe
et au moyen de celui-ci nous édif ierons, conformément aux dévelop-
pements du § 29, une Géométrie de l'espace où les axiomes I, I I , I I f
sont tous valables*

Dans cette Géométr ie de l'espace, si nous considérons exclus ive-
men t les points {oc, y , 0) (^ les droites sur lesquelles i l n'y a pas
d 'autres points que ceux-là, nous serons en présence d 'une Géométrn 1

plane , et si n o u s nous reportons a la propos i t ion établ ie dans le
§ 27, i l est c la i r que cette Géoémtrie plaue do i t coïncider exac tement
avec la Géométr ie plane proposée au d é b u t . Nous arr ivons de la sorte
au Théorème s u i v a n t q u i d o i t être regardé comme le terme f i n a l de
l 'ensemble des développements de ce Chapitre V :

Tiî i ïonÈME XXXV. — Dans une. Géométrie plane) supposons r/ue les
axiomes î, 1-2; .11; I I I soient vérifiés : alors l'exactitude du. théorème de
Desargues est la condition nécessaire et suffisante pour que cette Géo-
métrie plane puwe être regardée comme étant une partie (F une Géométrie
de l'espace où les axiomes 1 , 1 1 , 1 1 1 sont tous wri/iés.

Ainsi le théorème de Desargues peut être caractérisé pour la Géo-
métrie plane comme étant pour a ins i dire le résul ta t de l ' é l i m i n a l i o n
des axiomes spat iaux.

Les résultats obtenus nous permettent de reconnaître que tou te
Géométrie de l'espace, oh les axiomes I, I f , I f ! sont tous vérifiés; peut ,
t ou jours être regardée comme une partie d ' une « Géométrie à un
nombre quelconque de dimensions » . Par Géométrie à un nombre
quelconque de dimensions l'on doi t ici entendre un ensemble de
points, droites, plans et autres éléments l inéaires, pour lesquels les
axiomes correspondants de l 'association et de la d i s t r i b u t i o n , ainsi
que l 'axiome des parallèles, sont vérifiés-
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CHAPITRE VI.
LE T H É O R È M E DE P A S C A L .

§ 31.

Deux théorèmes sur la possibilité de démontrer le théorème de Pascal,

L'on sait que le théorème de Désarmées (théorème X X X I f ) peut être
démontré au moyen des axiomes I, II, III , c'est-à-dire en faisant essen-
t i e l l e m e n t usage des axiomes spatiaux; dans le § 23, j 'ai démontré
qu'i l est impossible de démontrer ce théorème sans invoquer les
axiomes spat iaux du groupe! et sans les axiomes de la congruence IV,
niIAM) f î l E N MÊME L'ON FERAIT USAGE DR Ï/AXÏOME D'AnCÏUM^DE.

Dans le § 1.1i nous avons dédui t le théorème de Pascal (théorème 'XXI)
el par conséquen t aussi , con fo rmémen t au §'22, celui de Desar^ues,
des axiomes 1 ,1 ,2 ; II-IV, c'est-à-dire en e x c l u a n t les axiomes spat iaux
et en s ' appuyan t essent ie l lement sur les axiomes de la congruence» I I
se présente donc la question suivante : LE THEOKÈME DE PASCAL PEUT-IL
AUSSI ÊTRE DÉMONTHÉ SANS INVOQUER LES AXIOMES DE LA (îONGÎUJENCE? Notre

étude va nous montrer qu'à ce point de vue le théorème de Pascal
se comporte d 'une manière t o u t autre que le théorème de Desargues.
En eiïet, L^ADOPTION ou LE REJET DE L'AXIOME D'AncïnMÈDE dans la démons-
tration du théorème de Pascal est la pierre de touche, de l 'exactitude
de cette proposi t ion- Nous réunirons les résultats essentiels de nos
recherches dans les deux théorèmes suivants :

THÉOHÈME XXXVL — Le théorème de. Pascal ( théorème XX,I) peut
être démontré en se basant sur les axiomes I, II, II I, V, c'est-à-dire en
laissant de côté les axiomes de la eongruenee^ et en invoquant l'axiome
d'Arc/"umé de.

TIÏÉOKÈME XXXVII. — Le théorème de Pascal (théorème XXI) est IM-
POSSIBLE à démontrer en se basant sur les axiomes I, II, III, cest-à-dire
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en laissant de côté non seulement les axioïws de la congruence mais
encore celui d9 Archimède.

Dans l 'énoncé de ces deux théorèmes, l'on p e u t , en ver tu du
théorème XXXV, remplacer les axiomes spat iaux I, 3-7 par la condi-
tion planaire que le théorème de Desargues ( théorème XXXII) soit
vérifié*.

§ 32-

La loi commutative de la multiplication dans un système numérique
archimédien.

Les démonstrat ions des théorèmes XXXVI et XXXVII reposent essen-
t i e l l ement sur cer taines r e l a t i ons mutuel les relat ives aux règles de
calcul et aux proposi t ions fondamenta les de l ' A r i t h m é t i q u e et qui
d 'ai l leurs , en elles-mêmes, présentent un grand intérêt . Enonçons
d'abord les deux propositions su ivan t e s :

THÉORÈME XXXVIII. — Dans un système numérù/ue archimédien la loi
commutatiçe de la multiplication est une conséquence nécessaire des
autres règles de calcul; c'est-à-dire (fu'u/t système numérique possédant
les propriétés 1 - 1 1 , 13-17 énumérées au § .13, il s ensuit nécessairement
r/ue ce système vérifie aussi la formule 12,

DÉMONSTnATioN. — "Remarquons d'abord ceci : Si l'on désigne par a
un nombre quelconque du système n u m é r i q u e et par

n == 14-1 -+-.. . -4" i

un nombre ent ier ra t ionnel positif, a et n vérif ieront toujours la lo i
commutat ive de la mul t ip l i ca t ion . En effet

an ==: a ( r -+- î 4- * . . -h î ) == a. î -+" a. ï -h ... 4- ci. i
rr: a -h a 4". . . -î- CL

(it
n a ."== ( r 4- r ""1-.. . 4- ï ) a == î . a -}- î . a -I- .•.. 4- î . a •

= a •+• a -h...+ a.

Supposons maintenant que, contrairement à not re 'a f f i rmat ion , a^ b
soient deux nombres du système mmiérique pour lesquels la loi corn-

AïW. de i'Êc. Normale. 3^ Série. Tome XVIÏ. — AVRIL 1900. %4
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mutative de la mult ipl icat ion ne soit pas vérifiée. Nous pouvons alors,
comme il est facile de le voir, supposer que l'on ait

a ;> o, b >• o, ab — ba ̂ > o.

En vertu de la condi t ion 6 du § 13 il existe un nombre c, (> o), tel
que

(a "4- b •+• î)c = ab — 6â?*

Choisissons enfin un nombre cl qui satisfasse en même temps aux
inégalités

rf>0, <^<Ï, rf<C,

et désignons pa rw et ^ deux nombres entiers rationnels, Qo), tels
que l'on ait respectivement

et
md < a ̂  ( m -h i ) rf

/lu? < 6 ̂  ( /z + i ) d.

L'existence de tels nombres m, n est une conséquence hm'nédiate
du théorème d'Ajchimède ( théorème XVII d u § 13). En si; reportant
à la remarque fa i t e au début de la démonst ra t ion actuel le , nous tirons
des dernières inégal i tés , en les mu l t i p l i an t l 'une par l 'autre,

ah ^ mrui2-^ (m 4- n -+• i)rf2,
ba >• mnct\

et en re t ranchant l 'uoe de l 'autre ces dernières

ab — ba ̂  ( /n 4- rz -4- i ) d^.
OrOr

et, par suite,

C'est-à-dire

ou, puisque d <^c,

mci < a, nd <. b, d < ï,
et, par suite,

( m -+• /X -|- ï ) d < a -+- b + ï .
C'est-à-dire

ab — &a < ( ce 4- 6 -h- ï ) d,

a^ — 6a < ( a "4- &• -{- ï ) c.

Cette inégalité est en contradiction avec la détermination du nombre e
et, par suite, le théorème XXXVIII est démontré*
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§ 33.
La loi commutative de la multiplication dans un système numérique

non archimédien.

THÉORÈME XXX.1.X. — Dans un système numérique non archimédien la
loi commuiatù'e de la multiplication N'EST PAS une conséquence nécessaire
des autres règles de calcul; cest'à-dire quil existe un système de nombres
qui possède les propriétés 1 - 1 1 , 1 3 - 1 6 , énumérées au § 13, système nu-
mêru/ue de Desargues d'après le § 28, où la loi commulaUye de la multi-
plication ( 1.2) N'EST PAS vérifiée,pi

DÉMONSTÎUTÎON. — Soit / un paramètre e f cT une expression que lconque
comprenant un nombre de termes, fini ou i n f i n i , de la forme

T = î\) tn -+- î\ ̂ M + r^ /7^1+2 4- /'a (n^ 4-...,

ou r^Ç^é: o), t\, r ^ , . . . désignent des nombres ra t ionnels quelconques
et où n est un nombre entier ra t ionnel que lconque |o. Soit enfin s un
autre paramètre et S une expression quelconque, comprenant un
nombre de termes f in i ou in f in i , de la forme

S == ^m To -h ,s•w+-^ Ti -h- A1^-2 Ta •+•.-.,

ou To(7^ o), T i . T a , . - . dés ignent des expressions quelconques de la
forme T et où m est un nombre entier ra t ionnel quelconque |o. Nous
regarderoîîs l ' ensemble de toutes les expressions delà forme S comme
"un système n u m é r i q u e complexe £2(.y,^) où nous conviendrons des
règles de calcul suivantes.: .L''on opérera sur.? et ^ comme sur des
paramètres d'après les règles 7-11 du § 13, tandis qu'au lieu de la
règle 12 l'on appl iquera toujours la formule
(ï .) ^ ! l s ^ — s 6 .

Soient m a i n t e n a n t S' et S^ 'deux expressions quelconques de la
forme S :

y = s^ TQ + ,stm/+l T'i + .y^'4-2 T^ 4"...,
S^ = ̂ "T, -h sm"^ r\ + {;tn"^ Tg +.... •

L'on peut év idemment en les réunissant former une nouvelle expres-
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sion S'4- S", ayant aussi la forme S et qui est aussi déterminée crime
manière univoque. Cette expression S'+S" sera d i te la somme des
nombres représentés par S" et S".

En m u l t i p l i a n t terme à terme les deux. expressions S", S''' n o u s
o b t i e n d r o n s en premier l ieu une expression de la forme

S'S' = s^T'.s^'T, 4- (^'To,^-'"1 T, 4- s1"'^ T\ ̂ "T, )
4- (.s^'To .̂ -^T'; 4- s'11'^^ s " 1 " ^ T[ ~i- .s^'-4-2^ ̂ T, )
4-. . ..

Cette expression, en employant la formule (i), devient é v i d e m m e n t
une expression de la f o r m e S, déterminée d'une manière u n i v o q u e ; on
la nommera le produit du nombre représenté par S' par le nombre
représenté par S".

Ces règles de calcul u n e fois posées, l ' exac t i tude des règles 1-5
du § i3 devient évidente . I l n'est pas non p lus di i ï lc i lo de v é r i f i e r
l ' exac t i tude de l 'énoncé 6 d u § 13, A cet e f l e t , soient

S7 =:: s ' 1 1 ' T;, + ̂ n ' { ï T\ -l- < ^ / u ' { £ T^ -h. . .,
S" = ̂ '"T, 4- ̂ l T; 4- ̂ 2 T: -•h. . .,

deux expressions données de la f o r m e S et supposons que, confo rmé-
ment à nos convent ions, le p remier coefficient r\ dans T^ soit ( l inerent
de zéro. En comparant les mêmes puissances d e ^ ^ dans les d e u x
membres d ' u n e équa t i on
(2) S'S^S',

l 'on t rouve d'abord comme exposant un nombre ent ier m" d é t e r m i n é
d 'une man iè r e un ivoque ; puis une succession d'expressions

m/y rm// m//
j ^ y ,» ] , t ^ ,

tel les que l 'expression

s^ ̂ "T'i 4" s^^T, 4- s'^r, 4-...
véri t ie l ' équat ion (2) q u a n d on emploie la for rnule 0); la déinonstra"
tion, demandée est a i n s i e f fec tuée* , 1

F i n a l e m e n t , pour rendre possi l) le la d i s t r i b u t i o n des nombres de
notre, système n u m é r i q u e ^(^, l ) , nous adopterons les conventions sui-
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vaines : Un nombre du système sera di t < ou >o selon que , dans
l 'expression S qu i le représente, le premier coefficient r^ de Ty est <
OU ^> 0.

Si l 'on assigne deux nombres q u e l c o n q u e s a et h du système numé-
r i q u e complexe, l'on dira que a < b ou a > b selon que l'on a respec-
t ivement a — b <^ o ou ^> o.

I l est c la i r qu 'en adoptant ces convent ions les règles '13-16 du § 13
sont vérif iées , c'est-à-dire que Q(s,t) est un système n u m é r i q u e de
Desar^ues (comparer le § 28).

L/énoncé 12 du § 13, comme le m o n t r e l ' é q u a t i o n (i) , N'EST PAS
vér i f i é dans notre système n u m é r i q u e complexe ^( .y, /) , et l 'on vo i t
a i n s i que le théorème X X I X est p a r f a i t e m e n t exact.

Confo rmémen t au théorème X X X V I I I , le t h é o r è m e d ' A r c h i m è d e
( théorème X V I I du § 13) n'est pas vé r i f i é dans le système n u m é r i q u e
i2(^ , / ) que nous venons de const rui re .

Nous devons encore fa i re ressortir ce f a i t que le système n u m é r i q u e
i2( .y, / ) , de môme que les systèmes n u m é r i q u e s ^2 et ^ ( ' l ) employés
au § () et au § 12, r en fe rme seu l emen t un ensemble dénombrab le de
nombres .

§ 3^-

Démonstration des deux théorèmes relatifs an théorème de Pascal
(Géométrie non pascalienne).

Lorsque dans une Géométr ie de l'espace les axiomes I, II, 111
sont tous vérifiés, il en1 est de môme du théorème de Desargues
(théorème XXXII) et, par suite, il est possible, conformément au
Chap i t r e V, § 24- à ,§ 26, d ' i n t r o d u i r e dans cette Géométr ie u n ca lcu l
segmenta ire où les énoncés l-ll, 13-1.6 du § 13 sont également véri-
fiés. M a i n t e n a n t , si nous .admet tons encore dans notre Géométr ie
l 'axiome V d'Archimède, il est évident q u e le théorème d'Archimède
(théorème XVII du § 1.3) aura lieu dans le calcul segmenta i re en
quest ion et que, par suite, la loi commuta t ive de la mul t ip l i ca t ion aura
également l ieu en vertu, du théorème X.XX.VI.IL Mais comme la défini-
tion d u produi t de deux 'segments dont i l estici question et qui a été
introduite au§ 24 (fig. 4°) coïncide avec la déf in i t ion du § 15 [fig. 21),
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la lui commutative de la multiplication de deux segments n'est pas
autre chose que le théorème de Pascal. On reconnaît ainsi l 'exactitude
du théorème XXXVI.

Pour démontrer le théorème XXXVII, considérons le système nu-
mérique de Desargues û(^, t) introduit au §33 et construisons à l 'aide
de ce système, de la manière décrite au § 29, une Géométrie de l'es-
pace, où les axiomes I, II , III sont tous vérifiés. Mais le théorème de
Pascal ne sera pas vérifié dans cette Géométrie, car la loi commutat ive
de la mul t ip l ica t ion n'a pas lieu dans le système numérique de De-
sargues û(.y, l). La Géométrie « non pascalienne » a insi édif iée est
nécessairement, aussi, en vertu du théorème XXXVI démontré à l'ins-
tant, une Géométrie <( non archimédienne ».

.11 est évident qu'en adoptant les hypothèses que nous avons faites,
on ne peut pas non plus démontrer le théorème de Pascal, quand on
regarde la Géométrie de l'espace comme étant une partie d 'une
Géométrie à un nombre que lconque de dimensions, où à côté des
points, droites el p lans se présentent encore d'autres éléments l inéaires
pour lesquels il y a un système correspondant d'axiomes d'association
et de d is t r ibut ion joint à l'axiome des parallèles.

§ ^>-

De la démonstration d'un théorème qnelconqlae relatif à des points
d'intersection an moyen des théorèmes de Pascal et de Besargnes.

Toute proposition relative à des points d ' intersection dans le plan
a nécessairement la forme suivante : On choisit d'abord un système
de points et do droites arbi t raires satisfaisant respectivement à la con-
dition que certains points soient sur certaines droites. Quand on
construit alors de la manière connue les droites de jonction et les
points d'intersection, on. f in i t par obtenir un système de trois droites
dont le théorème nous dit qu'elles se rencontrent en un même
point .

Supposons main tenant qu^on donne une Géométrie plane où les
axiomes I, 1-2, II-V soient tous vérifiés; nous pouvons alorsy d'après
le Chî'ipitre 11,1, § 17, au moyen de deux, axes rectangulaires, faire cor-
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respondre à toul point un couple de nombres (^ j), et à toute
droite un rapport de trois nombres (a:^:^). Ici oc, y, u, ç^, w sont tous
des nombres RÉELS, u et v n 'é tant pas tous deux nuls, et la condi t ion
qui exprime qu'un point est sur une droite

^^+py+w==o

est une équat ion au sens habituel de ce mot. Réciproquement , œ, j,
z, u, 9y w désignant des nombres du domaine algébrique Û cons t ru i t
au §9 et n et 9 n 'é tant pas tous deux nuls , nous pouvons certainement
admettre que le couple de nombres (;x*, y) et le t r ip le de nombres
(u^^-P) fourn i ssen t respectivement un point et une dro i te de la Géo-
métr ie assignée.

Si, pour tous les points et droites q u i se présentent dans un théo-
rème p l ana i r e quelconque relatif à des points d ' intersect ion, on in t ro -
d u i t les couples et les t r ip les d é n o m b r e s en ques t ion , ce théorème
énoncera qu 'une cer ta ine expression A(p^ p ^ , ..,,^,), dépendan t
ra t ionne l lement de certains paramètres /^ 9 /?a, ...,/?,. et don t les coef-
ficients sont réels, s 'évanouira toujours, pourvu qu 'au l ieu. de ces para-
mètres, nous in t roduis ions des nombres quelconques du d o m a i n e 0
considéré au §9. Nous en concluons que Pexpression A(/^, .. . ,/?/.),
en vertu des règles de calcul 7-12 du § 13, doit aussi s 'évanouir iden-
t iquement .

Le théorème de Dcsargues étant, conformément au § 22, vérif ié dans
la (xéométrie assignée, nous pouvons certainement faire usage du
calcul seg'mcntaire i n t rodu i t au § 24, et comme le théorème de Pascal
y est également vérifié, là loi commutative de la mul t ip l i ca t ion l'est
aussi, en sorte que dans ce calcul segmentaire les règles de calcul 7-12
du § 13 sont toutes vérifiées.

Si, nous prenons comme axes dans ce nouveau calcul segmentaire
les axes employés ci-dessus, en choisissant d'une manière convenable
les points uni tés E et £/, nous voyons que le nouveau calcul segmen-
taire n'est autre que le calcul au moyen de coordonnées employé au-
paravant.

Pour démontrer que, dans le nouveau calcul segmentaire, l'ex-
pression

A(/^ ...,7^)
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s'évanouit ident iquement , il suffit d 'appliquer les théoreines de De-
sargues et de Pascal et l'on reconnaît que :

TOUTE PROPOSITION RELATIVE A DES POINTS D'INTERSECTION DANS LA GÉOMÉTRIE

ASSIGNÉE DOIT TOUJOURS NÉCESSAIREMENT SE PRÉSENTER AU MOYEN DE POINTS ET

DROITES AUXILIAIRES COM'ME UNE GOMRÏNATSON DES THÉORÈMES DE DESARGUES ET
DE PASCAL. Par conséquent, pour démontrer l 'exactitude d'un théorème
relatif à des points d'intersection, NOUS N'AVONS PAS BESOIN d^nvoquer
les théorèmes de congruence.

CHAPITRE VU.
LES CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES REPOSANT SUR LES AXIOMES I-V

§ ̂

Les constructions géométriques au moyen de la règle et
du transporteur de segments,

Soit assignée une Géométr ie de l'espace où, les axiomes I-V sont tous
vérif iés; pour p l u s de s impl i c i t é , nous considérerons seulement dans ce
Chapitre une Géométr ie plane fa i san t part ie de cette Géométrie, et nous
é tudierons la quest ion de savoir que l les sont les construct ions géo-
métriques élémentaires que l'on peut effectuer dans une telle Géo-
métrie*

En se basant sur les axiomes ï la résolution du. problème su ivan t est
toujours possible :

PKOBLÈME L — Joindre deux points par une droite et trouver le poin t
d'intersection de deux droites, lorsque ces dernières ne sont pas paral-
lèles.

I/axiome 1.1 rend possible la résolution du problème suivant :

PROBLÈME IL — Par un point donné mener une parallèle à une droite
donnée^

En, ' se 'basant sur les axiomes de la congruence IV le transport dê5
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segments et des angles est possible, c'est-à-dire que l'on peut, dans la
Géométrie assignée, résoudre les problèmes suivants :

PROBLÈME III. — Porter sur un segment donné à partir d'un point
donné un segment donné.

PROBLÊME IV. — Porter un angle donné le long d 'une droite donnée,
c'est-à-dire construire une droite coupant une droite donnée sous un
angle donné.

Il n'est possible de résoudre aucun nouveau problème en se basant
sur les axiomes des groupes II e t V ; et l'on voit ainsi qu'en employant
exclusivement les axiomes I-V on peut résoudre tous les problèmes
de construction qui sont réductibles aux problèmes I-IV, et ceux-là
seuls.

Aux problèmes fondamentaux 1-IV nous adjoindrons encore le
suivant ;

PROBLÈME V. — Elever une perpendiculaire à une droite donnée.
Nous voyons immédiatement que ce problème V peut être résolu de

diverses manières au moyen des problèmes I-IV.
Pour résoudre le problème I, nous avons besoin de la KÈGLE. Un

instrument servant à résoudre le problème III , c'est-à-dire à trans-
porter un segment sur une droite donnée, nous le nommerons un
TRANSPORTEUR Ï)E SEGMENTS, Nous nous proposons main tenan t de démon-
trer que les problèmes II, IV et V peuvent être ramenés à la résolution
des problèmes 1 et III et que les problèmes I-V sont tout résolubles
uniquement au moyen de la règle et du transporteur de segments.
Nous arriverons donc au résultat su ivant :

THÉORÈME XL. — Les problêmes (le constructions géométriques qui sont
résolubles en employant exclusivement les axiomes 1- V sont nécessaire-
ment possibles à résoudre uniquement au moyen de la règle et du trans-
porteur de segments»

DÉMONSTRATION. — Pour ramener le problème II aux problèmes 1 et
III joignons le point donné P Ç/îg- 48) à un point A quelconque de la
droite donnée et prolongeons PA au delà de A d'une longueur AC égale
à PA. Joignons alors C à un point quelconque B de la droite donnée et

Ann, de l ' É c . ,Vorm<ï/e. 3** Série* Tome XVIL — MAI 1900. 25
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prolongeons CB au delà de B d'une longueur BQ égale à CB; la
droite PQ est la parallèle cherchée.

Nous résoudrons .le problème Y de la manière suivante ; Soit A
(fig- 49) un point quelconque de la droite donnée ; portons alors sur

Fi^. 49.

cette droite à partir de A et de chaque côté de ce point deux segments
égaux AB et A.C et déterminons alors sur deux autres droites^ quel-
conques issues de A les points E et I),. tels que les segments AI) e tAE
soient égaux aux segments AB et AC. Les droites BD et CE se coupe-
ront en un certain poin t F et les droites BE et CD en un autre poin t H;
Ftï alors sera la perpendiculaire cherchée. En effet , les angles <^ BDC
et <BEC étant des angles inscrits dans la demi-circonférence de dia-
mètre BC sont- des angles droits, et par suite, en vertu du théorème
sur le point d'intersection des hauteurs d 'un triangle, ici le
triangle BCF» FH sera également perpendiculaire à BC.

Nous pouvons .maintenant résoudre sans peine - l e problème IV,
simplement en menant des droites et en transportant des segments.
Nous emploierons la méthode suivante, où l'on n'a qu'à mener des
parallèles et élever des perpendiculaires : Soit (3 l'angle qu'il s'agit de
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transporter et soit A son sommet Çfig. 5o). Par le point A menons
une droite / parallèle à la droite donnée le long de laquelle nous
devons transporter l'angle (3. D'un point quelconque B de l 'un des
côtés de l 'angle [3 abaissons des perpendiculaires sur l 'autre côté de
l'angle {3 et sur la droite /. . .

Soient D et C les pieds de ces perpendiculaires. La construction de
ces perpendiculaires se f a i t au moyen des problèmes II et V. Menons
ensuite du p o i n t A une perpendicu la i re à CD, et soit E son, pied.
D'après la démonstrat ion du § 14, on aura < C A E = = p ; le pro-
blème IV est donc ramené aux problèmes 1 et III, et, par su i t e , le
théorème XL est pa r f a i t emen t démontré.

§ 37.

Représentation analytique des coordonnées des points
que l'on peut construire.

Outre les problèmes de Géométrie élémentaire traités dans le § 36,
il, y a encore une nombreuse série de problèmes dont la solution re-
pose exclusivement sur.le tracé de droites et le transport de segments.
Afin d'embrasser d 'un coup d'œil le domaine de tous les problèmes
résolubles 'de- cette manière^ prenons comme base des considérations
que nous allons exposer un système de coordonnées rectangulaires,
et supposons que les coordonnées des points soient, comme d'habi-
tude, représentées par des nombres réels ou des fonct ions de certains
paramètres arbitraires. Pour répondre à la question relative à la tota-
lité des points susceptibles d^être construits, nous emploierons les
considérations suivantes : , ! , ' , ;

-Soit donné un système de points déterminés; avec les coordonnées



196 D. HÏLBERT.

de ces points nous composerons un domaine B; ce domaine contient
certains nombres réels et certains paramètres arbitraires p . Considé-
rons alors l'ensemble de tous les points susceptibles d'être construits
en tirant des droites et en transportant des segments déterminés
an moyen du système assigné de points. Le domaine formé par les
coordonnées de ces points sera nommé Û(R); ce domaine renferme
certains nombres réels et certaines fonctions des paramètres arbi-
traires p .

Nos considérations du § 17 montrent que le tracé de droites et de
parallèles revient analytiquement à l 'application de l 'addi t ion, multi-
plication, soustraction ou div is ion de segments. Ensuite la formule
connue relative à une rotation, exposée au § 9, enseigne que le trans-
port de segments sur une droite quelconque ne nécessite aucune
opération analyt ique autre que l'extraction de la racine carrée d'une
somme de deux carrés dont on a déjà construit les bases. Réciproque-
ment, on peut toujours, d'après le théorème de Pythagore et au moyen
d'un triangle rectangle, construire la racine carrée d'une somme de
deux carrés segmentaires en transportant s implement des segments,

De ces considérations résulte que le d o m a i n e >Û(R) renferme les
nombres réels et les fonct ions des paramètres p , et ceux-là seulement
qui proviennent des nombres et paramètres de R au moyen d'un
nombre f ini d'applications des cinq opérations, à savoir les quatre
opérations élémentaires auxquelles nous ajouterons, comme cin-
quième opération, l'extraction de la racine carrée d'une somme de
deux carrés. Nous énoncerons ce résultat ainsi :

THÉOBÈME XLL — Un problème de construction géométrique est
résoluble par le tracé de droites et le transport de segments, c'est-
à-dire au moyen de la règle et du transporteur de segments, au seul et
unique cas où, dans la solution analytique du problème, les points
cherchés sont des fonctions des coordonnées des points donnés dont
l'expression n'exige que des opérations rationnelles et de plus l'opé-
ration de l'extraction de la racine carrée d'une somme de deux carrés.

Ce théorème nous montre immédiatement que tout problème réso-
luble à l'aide du compas ne l'est pas forcément quand on ne se sert que
de la règle et du transporteur de segments- Pour le voir, considérons
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la Géométrie que nous avons édifiée au § 9 à l'aide du domaine numé-
rique algébrique fit; dans cette Géométrie, il n'y a que des segments
susceptibles d'être construits au moyen de la règle et du transporteur
de segments, à savoir les segments déterminés par les nombres du
domaine û.

Soit œ un nombre quelconque de û; la définit ion du domaine Q
nous montre que tout nombre algébrique conjugué de co doit aussi
faire partie de û, et, puisque les nombres du domaine û sont évidem-
ment tous réels, il en résulte que le domaine û ne peut contenir que des
nombres réels algébriques dont les conjugués sont également réels.

Proposons-nous maintenant le problème qui consiste à construire
un triangle rectangle d'hypoténuse égale à r , et dont l 'un des côtés
de l'angle droit soit égal à \/2 — i . Or le nombre algébrique
\/2\\/^ — 2 , qui exprime la valeur numérique de l'autre côté de
l'angle droit, n'est pas contenu dans le domaine numér ique Û, car
son conjugué y — 2\\/2 — 2 se trouve être imaginaire. Le problème
proposé n'est donc pas résoluble dans la Géométrie assignée et ne
peut donc pas être résolu au moyen de la règle et du transporteur de
segments, bien que la construction en soit immédiatement possible
au moyen du compas,

§ 38.

Représentation des nombres algébriques et des fonctions rationnelles
entières comme sommes de carrés.

La question de la possibilité des constructions géométriques à
l'aide de la règle et du transporteur de segments nécessite, pour être
traitée plus complètement, quelques théorèmes d'un caractère arith-
métique et algébrique, qui me semblent présenter, par eux-mêmes,
un grand intérêt*

On sait, depuis Fermât, que tout nombre entier rationnel positif
peut être représenté comme somme de quatre carrés. Ce théorème
de Fermât admet la remarquable généralisation suivante :

DÉFÏNÏTION. — Soit k un corps de nombres quelconques; soit m le
degré de ce corps /c; désignons par V, k\ . .* , ^(m~l) les m—i corps
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conjugués de k. Parmi les /?% corps A-, /'/, ..., ^"-"1}, s'il s'en présente
un ou plusieurs composés de nombres tous réels, nous nommerons
ces corps des corps réels; supposons que ce soient, par exemple, les
corps k, fc\ ..., ^'(tç~'1). Un nombre a du corps k est alors di t totalement
positif clans k, quand les s nombres conjugués à a respectivement con-
tenus dans /c, k1, ..'., /c^-^ sont tous pos i t i f s . Au contraire , s'il se
présente aussi des nombres imaginaires, dans chacun des m corps k,
k\ ..., /c^-^, chaque nombre a dans k sera toujours dit totalement
positif.

THÉOBÈME XLIL ~ Tout nombre totalement positif dans k est repré-
sentable comme somme Je quatre carrés dont les bases sont des nombres
entiers ou fractionnaires du corps k.

La démonstrat ion de ce théorème présente des diff icul tés considé-
rables; elle repose essent ie l lement sur la théorie des corps relat i-
vement quadratiques que j ' a i développée dern iè rement dans plu-
sieurs travaux (1). Je ne citerai ici que le théorème de cet te théorie
qui assigne les condi t ions nécessaires pour qu'on puisse résoudre
l'équation ternaire de Diophante de la forme

. ^+^+^==0,

où les coefficients a, p, y sont des nombres donnés de k et où Ç, T], *(
désignent des nombres cherchés de k. La démonstrat ion du théo-
rème XLIl se fa i t au moyen de l 'application réitérée du théorème
précédent.

Du théorème XL1Ï découle une sui te de proposit ions relatives a
la représentat ion des (onctions rat ionnelles d 'une variable à coeffi-
cients rationnels, qui ne prennent jamais de valeurs négatives. Je ne
citerai, que le théorème suivante qui, nous sera uti le dans les para-
graphes suivants :

THÉORÈME XL1IL — Désignons par f{x) une fonction entière ration-
nelle de où, dont les coefficients sont des nombres rationnels e t 'qui ne

(1 ) Ucber die Théorie der reLcitiv-f^uuircuivchen Zahikôrpcr [/ahreffben.cht d. Deutw/wi
Math. Vereùd^wi^, t. Vï, 1899, ot Math. À/male/if t- LÏ); enfiû : Uebe^ die Théorie der
relati9-abeh'cfienZahlkôrpcr{Nûchr,€l, K. GGS. d. Wifi's. m Côtiw^e/iy •f.Si)S)..

1 (.D. HILBÏSRT.)
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prend jamais des valeurs négatives quand on donne à x des valeurs
réelles quelconques. Cela posé,/(;r) est toujours représentable comme
quotient de deux sommes de carrés don t toutes les bases sont des
fonctions entières ra t ionnel les de x à coefficients rationnels.

DÉMONSTRATION. — Désignons par m le degré de la fonction assignée
/(.r); ce degré doit être évidemment toujours pair.Dans le cas m === o,
c'est-à-dire quand/'(<r) est un nombre ra t ionnel , l 'exactitude du théo-
rème XLIII est une conséquence i m m é d i a t e du théorème de Fermât
sur la représentation d 'un nombre posi t i f comme somme de quatre
carrés. Supposons m a i n t e n a n t que le théorème ait été démontré pour
les fonc t ions de degré 2, 4» 6, • • " » m-~~ 2? et démontrons alors qu' i l
a encore l ieu pour le cas d ' u n e f o n c t i o n de degré m, a ins i qu ' i l su i t :

Considérons d'abord r ap idemen t le cas où /(^) est décomposable
en un p rodu i t de deux ou plusieurs f o n c t i o n s entières de x à coeffi-
cients rationnels. Supposons quep(»r) soit une telle fonction contenue
dans f(x) et qui ne soit pas elle-même décomposable en un produi t
de fonct ions entières à coefficients rationnels; alors, du caractère
défini que nous avons attribué àla fonction f{x) résulte que le fac-
-teur p{oc} se présente dans /(^) élevé à une puissance paire, ou bien
qu'il est lui-rnerne déf in i , c'est-à-dire que c'est une fonct ion qu i , pour
les valeurs réelles de x, ne prend jamais une va leur négative. Dans le
premier cas, le quotj.ent .^^^ dans le second, p{x}, ainsi que

fliEl, go'nt des fonctions déf in ies , et ces fonct ions o n t ' u n d^egré
P ^ ) ^^
pair <w. Par suite de notre hypothèse, j-2^ dans le premier cas,

et p ( x ) ainsi , que ̂ ^ dans le second, sont donc représentables
comme quotients de sommes de carrés de la nature i n d i q u é e dans le
théorème XLIII, et, par conséquent, dans les deux cas, la fonction
f{x) admet aussi h représentation demandée.

Considérons maintenant l 'hypothèse où f(x) ne peut pas être dé-
composé en un produit de deux fonctions entières à coefficients ration-
nels. l /équation/(&)== ô défini t alors un corps de nombres .algé-
briques y&(S-) de degré m qui. est imaginaire, 'ainsi que tous ses corps
conjugués. Puisque, d'après la définition qui précède le théorème XLII ,
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tout nombre situé dans ^(2r) et, par suite aussi, en particulier le
nombre — i est totalement positif dans /c(&), il y aura, d'après le
théorème XL1I, une représentation du nombre — i par une somme de
quatre carrés de certains nombres de A(2r) ; soit, par exemple,

( i ) --J^a2-!-?2-^2^--^,

a, p, -^, S étant des nombres entiers ou fractionnaires de ^(Sr).
Posons

a =z a^-1 -+- a^-2-!-... -4" a,,, =: y (5-),

(3 == ̂ ^+ ̂ ^+. . *4" b^ 4^).
y =.: c^-i -h cft'^ +... -h c^ = ̂ (2r),

à =: ̂  S-/""i 4- ^4 ̂ w""2 •+-... 4- ̂  = p(^ ) î

ici a^ a^ ..., a^ • • . ,^» ^2» • - * » ^m désignent des coefficients numé-
riques rationnels et y (S")» ^(^O» xC^)» P(^) ^es fonctions rationnelles
entières en question de degré (w — î) en S-.

En vertu de ( î ) on a

^^W^l^W+W)?^[pW^o,
et, en ayant égard à l ' i r réduct ibi l i té de Féquation /(^) == o, on voit
que l'expression

F(^) =ï + [:ï(^)]^+ ['H^)]2-^ [x(^)]2+ [p(^)p

représente nécessairement une fonction entière rat ionnelle de oc, d ivi -
sible par/(,r). F(<r) est évidemment une fonction définie de degré
(2m — 2) ou de degré moindre, et par conséquent le quot ient —^ est
une fonction définie de degré ( m — 2) en x ou de degré inoindre,
à coefficients rationnels. Par suite, en ayant égard à notre hypothèse,
—^est représentable comme le quotient de deux sommes de quatre
carrés de la nature ind iquée dans le théorème XLIII et, comme F(.r)
même est une somme de tels carrés, il en résulte que/(<^) aussi est
nécessairement le quotient de deux sommes de carrés de la nature
indiquée dans le théorème XLIIL Nous avons ainsi complètement
démontré le théorème XLIII.

Il serait peut-être très difficile d 'établir et de démontrer les propô-
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sitions analogues pour des fonctions entières rationnelles de deux ou
plusieurs variables; je me bornerai à remarquer que j'ai démontré
d^une manière tout à fait différente la possibilité de représenter une
fonction entière rationnelle définie quelconque de deux variables
comme quotient de sommes de carrés de fonctions entières, en suppo-
sant que les fonctions représentantes puissent avoir des coefficients
non seulement rat ionnels, mais encore réels quelconques ( ^ ) .

§ 39-

Critérium de la possibilité d'effectuer les constructions géométriques
au moyen de la règle et du transporteur de segments.

Etant donné un problème de construction géométrique qui soit réso-
l u b l e au moyen du compas, nous nous proposerons m a i n t e n a n t de
rechercher un cr i té r ium qui nous permettra de décider , au moyen de
la na ture analyt ique du problème et de ses so lu t ions , si la construction
en est possible en se servant u n i q u e m e n t de la règle et du transpor-
teur de segments* Celte recherche nous condu i t au théorème su ivan t :

TIIÉOKÈM:E XL1V. — Étant donné un problême de construction géomé-
trique tel que dans Ici solution analytique de ce problême on puisse
trouver les coordonnées des points cherchés en se servant uniquement
d'opérations rationnelles et d7 extractions de racines carrées^ portant sur
les coordonnées des points donnés, soit n le nombre minimum de racines
carrées qui suffisent à l'évaluation des coordonnées; pour que le problême
de construction proposé puisse être résolu uniquement en tirant des droites
et en transportant des segments, il est nécessaire et suffisant que le pro-
blème géométrique ait exactement ̂  solutions réelles, et cela pour TOUTES
les positions des points donnés 9 c'est-à-dire pour TOUTES les valeurs des pa-
ramètres arbitraires qui se présentent dans les coordonnées des points
donnés.

DÉMONSTRATION. — Nous démontrerons ce théorème XLIV exclusive"

( 1 ) Ucber ternàre definite Formefï {Âcta mathematlea^ t. XVIÏ).
Aiw» de l'Éc^ Normale. 3* Séné, Tome XVIL — MAI 1900. ^Ô
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ment dans le cas où les coordonnées des poin ts donnés sont des
fonctions rat ionnelles à coefficients ra t ionnels d\îN paramètre p.

La nécessité du cr i té r ium énoncé est évidente. Pour démontrer que
le critérium est suff isant , supposons-le vérifié et considérons alors
parmi les n racines carrées celle qui , dans l ' éva lua t ion des coordonnées
du point cherché, doit être extra i te LA PIIEMIÈIŒ. L'expression sous le
radical en ques t ion est une fonct ion rat ionnel le^ (/?) à coef f ic ien t s
rat ionnels du paramétrer ; cette fonc t ion ra t ionnel le ne pourra prendre
de valeurs négatives pour aucune valeur réel le du p a r a m é t r e r ; s inon
le problème pour ra i t , pour certaines valeurs de p , avoir des so lu t ions
imaginaires, ce qu i serait contraire à l 'hypothèse. Il résulte donc alors
du théorème XLIII que/ i( /?) est représentable par un quo t i en t de
sommes de carrés de fonct ions ra t ionnel les entières.

Main tenan t les formules
^^^^^,^ ̂  ̂ ^^^^^."^

V/tô21^-'1^^-!-^2-^111^^ ̂ (^a^^^'î2)' 4- ̂

fon t voir q u e l 'extraction do la racine carrée d 'une somme d ' u n
nombre quelconque de carrés peu t t ou jou r s se ramener à l 'extraction
réitérée de la racine carrée d 'une somme do deux carrés.

En. jo ignant cette observation aux résultats précédents, on recon-
naî t que l'expression \Jj\{p) peut être construite à l 'aide de la règle et
d u Ira n s por te u r d e s egm e n f,,s,

Considérons m a i n t e n a n t , parmi, les n racines carrées, colle q u i
dans l ' éva lua t ion des coordonnées d u p o i n t cherché do i t être extraite
ÏA DEUXIÈME. L'expression sous le radical, dont i t est alors quest ion est
une fonction rat ionnel le /a (/^ \//i ) <lu paramétrer cfc ^ 1^ racine
carrée considérée en premier l i e u ; cette fonct ion/a n'est pour aucune
valeur paramét r ique réelle p , n i pour aucun des deux signes de \/J\
susceptible de valeurs négatives, sinon le problème assigné pourrait ,
pour certaines valeurs ûe p , admettre parmi ses ̂  solut ions des solu-
tions imaginaires, ce qui, serait contraire à l'hypothèse. De là résulte
que/a doit vérifier une équation quadratique de la forme

/^—9i(r)j^+^i(^)=a
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où ç\ (/?) et ^i(/?) sont, nécessairement des fonctions rationnelles de/?,
à coefficients rationnels, qui pour des valeurs réelles de p ne prennent
jamais des valeurs négatives. De la dernière équation quadra t ique on
tire

t^fl±MPl1/2 ?i^)
Or, en vertu du théorème X.LIII, les fonct ions cpi (/?) et '^i (p) doivent

être des quo t i en t s de sommes de carrés de fonctions ra t ionnel les et,
d 'autre part, l 'expression /^ est, d'après ce qui précède, susceptible
d'être c o n s t r u i t e au moyen de la règle et du t ransporteur de segments;
l 'expression trouvée pour/a m o n t r e donc que/a est un quotient de
sommes de carrés de fonct ions que l 'on sait aussi construire . Par con-
séquen t , l 'expression \jf^ est également suscept ib le d'être construite
au moyen de la règle et du t ranspor teur de segments.

De même que l 'expression f^ toute autre f o n c t i o n ra t ionnel le
y^Qo, \1"J\'} <1° p ^ ̂  \/A est également un q u o t i e n t de deux sommes
de carrés de (onct ions que l'on sait construire, pourvu que cette
fonct ion ra t ionne l le ̂  jou isse de la propriété de ne jamais prendre de
valeurs négatives pour des valeurs réelles du paramètre p et pour les
deux dé te rmina t ions de vY'r

Cette remarque permet de réitérer le procédé de déduction employé
jusqu ' ic i , de la manière suivante :

Soit fsÇp, \/TV, S/A) une expression dépendant rationnellement des
trois arguments p, \/"/\, \//2» et d001 ̂  î^cine carrée, dans l 'évaluation
analyt ique des coordonnées des points cherchés, doit être extraite LA
TROISIÈME. Comme précédemment, nous concluons que^ ne prendra de
valeurs négatives pour aucune valeur réelle de /? et pour aucune des
deux déterminat ions de \jJ, et \/A; ce fait montre encore que/a doi t
vérifier une équation quadrat ique de la forme

/i-^(p. ̂ ^f^^p' ̂  v^)^»
où. Ça et ^2 désignent des fonctions rationnelles de p et de \//i et yl/a
qui , pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des deux détermi-
nations de \/7T elt ^e V^ ne Peuvent prendre des valeurs négatives. Or,
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puisque Ça et ^2, d'après une remarque précédente, sont des quo-
tients de deux sommes de carrés d'expressions que l'on sait construire,
il s'ensuit qu'il en est de même de l'expression

r ̂  fl±%(p^^^/A)
^P^fi^fô

et que, par conséquent, \lf^ est également susceptible d'être construit
au moyen de la règle et du transporteur de segments.

L'itération de cette méthode de ra isonnement condui t à la démon-
stration du théorème XLIVdans le cas envisagé d'iiN paramètre.

L'exactitude du théorème XLIV dans le cas général dépend de la
question de savoir si le théorème X.LIII peut être étendu d 'une manière
analogue au cas de plusieurs var iables .

On peut, comme exemple de l 'application du théorème XLIV, con-
sidérer les polygones réguliers qui sont susceptibles d'être construits
à l 'aide du compas. Dans ce cas, i l ne se présente pas de paramètre
arb i t ra i re /? , et les expressions que l 'on doi t cons t ru i r e représentent
s implement toutes des nombres a lgébr iques . On voi t sans peine que
le critérium du théorème XLIV est rempl i et l'on reconnaî t , par su i t e ,
que tous ces polygones réguliers peuvent être cons i ru i l s en se servant,
uniquement de la règle et du t r anspor t eu r de segments, — résultat
que l'on pourrai t d ' a i l l e u r s t irer directement de la Théorie de la dmsion
du cercle ÇKreùtheilungY

En ce qui concerne les autres problèmes de construction connus de
la Géométrie élémentaire, je me honierai, à dire ici que le problème do
Mal fa t t i peut être résolu en ne se servant que de la'règle et du trans-
porteur de segments, t and i s qu' i l n'en est pas de même du problème
de contacts d 'Apollonius.

Conclusion (1) .

Le précédent Travail ne t ra i te essentiel lement que les problèmes de
la Géométrie euclidienne, c'est-à-dire qu ' i l 'n'y est discuté que les
questions qui se, présentent quand on admet l 'exact i tude de l 'axiome

0) A partir (Tici juyqu^u Tableau de la page ^08, le texte est entièrement nouveau
et n existe pas dans rédition allemande. ( Le Traducteur.)
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des parallèles. Il n'en est pas moins important de discuter les prin-
cipes et les théorèmes fondamentaux de la Géométrie quand on fait
abstraction de l'axiome des parallèles. Nous avons aussi exclu de notre
étude la question impor tante de savoir s^il est possible, sans la no t ion
du plan ni de la droite, au seul moyen des points comme éléments et
en employant la not ion des groupes des déplacements, ou à l'aide de
la notion de distance, d'édifier la Géométrie d 'une manière logique.
Cette dernière ques t ion a f a i t récemment des progrès considérables,
grâce aux travaux fondamentaux et féconds de Sophus Lie. Néanmoins ,
pour éclaircir complètement la question, il serait bon de subdiviser en
plusieurs l 'axiome de Lie que l'espace est une m u l t i p l i c i t é n u m é r i q u e ;
et avant tout il me semblerait désirable que l'on fit u n e discussion
appro fond ie de l'hypothèse de Lie que les fonctions q u i donnent les
déplacements sont non seulement cont inues, mais encore susceptibles
de d i f Ïe rer i t ia t ion* Quant à moi, il ne me semble pas probable que les
axiomes géométriques renfermés dans la condit ion de la possibi l i té de
la d i f ïe ren lia l ion soient tous nécessaires.

Dans le trai tement de toutes les questions de ce genre, je crois que
les méthodes et les pr incipes développés dans le précédent Mémoire
seront u t i l es . Comme exemple je renverrai à une é tude entreprise à
mon ins t iga t ion par M* Dehn et qu i vient de paraî tre (1). Dans cette
étude sont discutés les théorèmes connus de Legendre sur la somme
des angles d ' un triangle, que ce géomètre a démontrés au moyen de la
continui té .

Les considérat ions de M. Dehn reposent sur les axiomes de l'asso-
ciation, de la dis tr ibut ion et de la congruence, c'est-à-dire les groupes
d\womes I, II, IV ; au contraire, l'axiome des parallèles et l'axiome
d'Archimède sont exclus. D'autre part, les axiomes de distribution
sont énoncés d 'une manière plus générale que dans le travail actuel,
à peu près comme il suit ; Parmi quatre points A, B, C, D d 'une droite,
il y en a toujours deux, A, C, par exemple, qui sont séparés par les
deux autres B et D, et réciproquement. Cinq points A, B, C, D, E
sur une droite peuvent toujours être distribués de telle sorte que A, C

(1) Math. Annakit, t. LHI (1900).
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soient séparés par B, D et par B, E, ensui te que A, D soient séparés
par B, E et par C, E et ainsi de sui te . De cette façon, ce qui n'a pas l ieu
dans mon présent Mémoire, la Géométrie r iemannienne (el l ipt ique)
n'est pas exclue a priori.

En se basant sur les axiomes d'association, de d i s t r i bu t ion et de
congruence, c'est-à-dire sur les axiomes I, II, IV, on peut in t rodui re
de la manière connue les éléments dits idéaux (points, droites, p lans
idéaux). Cela fait, M. Dehn démontre le théorème suivant :

Si l'on regarde'toutes les droites et tous les points (idéaux et réels) du
plan^ à l'exception d'une droite unique t et des points situés sur £ , comme
éléments d'une nouvelle Géométrie,, on peut pour cette nouvelle Géométrie
définir un nouveau genre de congruence de telle sorte que cette Géométrie
vérifie tous les axiomes d'association, de distribution^ de congruence,
ainsi que l 'axiome d'Euclide, la droite t dans cette Géométrie jouant le
rôle de la droite de l ' i n f i n i .

Cette Géométrie euclidienne imposée pour ainsi dire au plan non
euclidien sera d i t e une pseudo-Géométrie et le nouveau ^'enre de con-
gruence une pseudo-congruence.

En invoquant le théorème qu i précède, on peut alors i n t r o d u i r e un
calcul segmentaire relatif au plan, en s'appuyant sur les développe-
ments du Chap. III, § 15. Ce calcul segmontaire permet de démontrer
l ' important théorème suivant :

Si dans un triangle quelconque la somme des angles est

plus grande que.
é^ale à . . . . . . . . . .
plus petite que . .

2'droits

il en sera de même dans tout triangle.

Le cas ou la somme 'des angles est égale à deux droits donne le
théorème bien connu de Legendre; mais, pour le démontrer, Legendre
s'est servi de la continuité.

M. Dehn discute1 alors là connexion entre les trois différentes hypo-
thèses relatives à la somme des angles et les trois différentes
hypothèses relatives aux parallèles.
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II arrive ainsi , aux remarquables proposi t ions su ivantes :

..De U hypothèse que par un point donné F on peut mener à une droite
une infinité de parallèles il s'ensuit, si l'on exclut l'axiome d'Arc/umède,
NON PAS que la somme des angles d'un triangle est plus petite que deux
droits^ mais au contraire que cette somme peut être

( a ) plus grande que % droils
( b) égale à 2 droils.

Pour démontrer le cas (a) de ce Uléorème, M. Dehn édif ie une
Géométr ie on Von peut mener par un p o i n t une in f in i t é de parallèles
à une droi te et où , d ' a i l l e u r s , sont aussi vé r i f i é s tous les théorèmes de
la Géométrie r i e m a n i e n n e (e l l ip t ique) . A, cet te Géométrie convient le
nom de Géométrie non le^endrienne, car elle est en contradic t ion avec
le théorème de Legendre en vertu duque l la, somme des angles d 'un
tr iangle n'est jamais p lus grande que 2 droi ts . De l 'existence de cette
Géométrie non l e^end r i enne i l résulte immédia t emen t q u ' i l est impos-
sible de démont re r le précédent théorème de Legendre sans employer
l 'axiome d 'Arch imède; et., en eflet, Legendre se sert de la con t inu i t é
pour démont-rer son théorème.

Pour démont re r le cas (h) du théorème précité, o n ' é d i f i e 'une
Géométr ie sanff axiome des paral lè les et où. s o n t ' n é a n m o i n s vérifiés
tous les théorèmes de la Géométrie e u c l i d i e n n e : la somme des angles
d'un tr iangle est égale à deux d r o i t s » il y a des triangles semblables,
les extrémités de perpendicula i res de même longueur menées à une
droite sont toutes si tuées1 sur la môme droi te , etc. De l'existence de
cette Géométr ie s 'ensuit que, si Fon fait. abs t ract ion de l 'axiome d'Ar-
chimède, l 'axiome des parallèles ne1 peut être remplacé par a u c u n e des
propositions que l'on regarde d 'hab i tude comme l u i é tant équivalentes.

Cette nouvel le Géométrie peut être di te une Géométrie semi-eucli-
dienne. De mémo que la Géométrie non legendrienne, il est clair que la
Géométrie semi-euclidienne est en même temps une Géométrie non
archimédiemie,

M. Dehri arrive finalement à ce théorème surprenant :
' De rfyypothêse qu''il n'existe aucune parallèle, il s'f ensuit que la somme
des angles d'un triangle est plus' grande que deux droits.
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Ce théorème montre que les deux hypothèses non euc l id iennes sur
les parallèles se comportent d 'une manière absolument dif férente
vis-à-vis de l 'axiome d'Archimède.

On peut r é u n i r les résultats énoncés par les théorèmes précédents
dans le Tableau su ivant :

La somme
dos angles

d'un triangle
e^fc

Par im point donne l'on pont mener à une droite

aucune parallèle- une iiifinito do parallôles. une parallèle.

> 2 droits
Géométrie

de Biomann
(ôlliptiquo)

Cas impossible Géométrie
non loffondrieluio

< si droits Cas impossible
Géométrie

euclidienne
(parabol îq( io)

Géométrie
seîni-cuclifjicnno

i 2 droits Cas impossible Cas impossible
Géométrie

(le Lobatscbewski
(hyperbolique)

Maintenant mon présent Travail, comme je l'ai déjà dit, est p lu tô t
une recherche cri t ique sur les principes de la Géométrie euclidienne.
Dans cette recherche nous avons eu pour guide ce principe fonda-
mental : faire la discussion de chaque quest ion qui se présente de
manière à examiner en même temps s'il est possible ou non de
répondre à cette question en su ivan t une voie assignée d'avance et en
se servant de certains moyens l imités . Ce principe fondamental me
semble contenir une règle générale et conforme à la nature des choses.
En effet, lorsque dans nos recherches mathématiques nous rencontrons
un problème ou lorsque nous soupçonnons un théorème, notre esprit
n'est satisfait quelorsque nous possédons la solution complète du pro-
blème et la démonstration rigoureuse du théorème, ou l)ien lorsque
nous connaissons bien 'clairement la raison de1 l'impossibilité de la
réussite et, par suite, aussi celle de la nécessité de1 l'insuccès.
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C'est ainsi que, dans les Mathématiques modernes, la question de
l ' impossibilité de certaines solutions ou problèmes joue un rôle pré-
pondérant et que les efforts faits pour répondre à des questions de ce
genre ont été l'occasion de la découverte de domaines de recherche
nouveaux et féconds. Rappelons seulement à ce propos la démonstra-
tion d'AbeI de l ' impossibi l i té de résoudre l'équation du cinquième
degré au moyen de radicaux, puis la découverte de l ' impossibilité de
démontrer l 'axiome des parallèles, enfin les théorèmes de MM. Hermite
e t L i n d e m a n n sur l ' impossibi l i té de const ru i re par la voie algébrique
les nombres e et ir.

Ce pr incipe fondamentol, en vertu duquel on doi t partout discuter
les principes de la possibi l i té des démonstrat ions, est i n t i m e m e n t lié a
la condi t ion de la « pureté » des méthodes de démonstral ion q u i , dans
ces derniers temps, a été considérée comme de la p lus haute impor-
tance par nombre de mathémat ic iens . Au fond, cette condi t ion n'est
pas aut re qu 'une conception subject ive du pr inc ipe fondamenta l suivi
ic i . En ef te t , l 'étude géométr ique précédente cherche, en général,
à expl iquer quels sont les axiomes, hypothèses ou moyens nécessaires
à la démonstrat ion d 'une vérité de Géométr ie élémentaire, et il ne reste
plus alors qi^à juger., d'après le point de vue auque l on s'est placé,
quelles sont les méthodes de démonstrat ion que l'on doit préférer.

Pour le dessin des figures, ainsi que pour la correction des épreuves,
l 'aide de M. le IV Hans von Schaper m'a été d'un grand secours; je lui
en présente ici tous mes remerciements. Je remercie aussi de même
mes amîs MM. Hermann Minkows'ki et Julius Sommer de m'avoir
prêté leur concours pour corriger des épreuves.
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