
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

J. HADAMARD
Sur l’équilibre des plaques élastiques circulaires libres ou
appuyées et celui de la sphère isotrope

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 18 (1901), p. 313-342
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1901_3_18__313_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1901, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1901_3_18__313_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR L'EQUILIBRE
DES

PLAQUES ELASTIQUES CIRCULAIRES
LIBRES OU APPUYÉES

IÎT CELUI

DE LA S P H È R E I S O T R O P E ,

PAR M. HADAMARD.

Les pr incipaux problèmes relatifs à l 'équilibre des plaques circu-
laires ont été résolus par le moyen des séries dans le Mémoire de
M. Mathieu ( ^ ) (cas des plaques encastrées) et dans celui de M. Mau-
rice Lé vy( 2 ) .

M. Almansî e tM. Lauricella (3) ont ensuite exprimé la solution sous
forme (.Fmtégrale définie dans le cas de la plaque encastrée. Je me
propose d 'obtenir le même résul ta t pour le problème de la plaque
s i m p l e m e n t appuyée et pour celui de la plaque libre,

L On sait que les méthodes de MM. Almansi et Lauricella reposent
sur cette remarque que toute solut ion de l 'équation

/ X A A ( àï ^ Y( i ) AA u = -:— + —7 1 u == ov / \()^ à y 1 ]

( 1 ) Sur le mouvement vibratoire des plaques {Journal de LiowillG, 9e série, t. XIV,
p. 2 4 1 ; i8()()).

( 2 ) Mémoire sur la TIléoric def! plaques élastiques planes {Journal de 'Liouvïlle,
3" série, l. JIÏ, p. 219 ; 1877).

( 3 ) ÂLMANSï, SuW integrazione dell' cquaziona âîfferen.zicdG ^•^ === o {Âtti Âc. Se.
Tonno^ t. XXXÏ, p. 88ï ; 1896). — LAUÏUCELLA, [ntegrazione dell' equazione Àâ(A2^) ==o
iiî un camp o d i forma circoUire {Jbid.y ^. 1 0 1 0 ) .

Âwi, dû VÉc. Normale, 38 Série. Tome X V Î Ï Ï . —• SEPTEMBRE 1901. 4û
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peut se mettre sous la forme
( 2 ) u=V{xî^yï—\\ï)+N,

U et Y étant des fonctions harmoniques. Dans le cas de la plaque en-
castrée, les conditions données font connaître les valeurs que prennent
U et V sur la circonférence, de sorte qu'on est ramené au problème
de Dirichlet. Dans le cas de la plaque libre ou simplement appuyée,
les données semblent au premier abord beaucoup plus compliquées.
On va voir cependant que, pour être encore ramené au problème de
Dirichlet et à des quadratures, il suffît d'utiliser ce fait [lequel inter-
vient aussi, comme on sait, dans l 'établissement de la formule (a) |,
que l 'équation A(^) = o admet la transformation inf in i tés imale

au aux — -h r — •
àx J ày^

aut rement di l , que si u est une intégrale de cette équat ion ,

au- au" ^ ^ y - à y
en est une autre.

Considérons d'abord le cas où la plaque est appuyée. Alors on
cherche une fonction ^pour laquel le on donne :

a) A l ' intérieur du cercle donné, soit du cercle

(3) ^^j^—R^o,

les valeurs de AA^; autrement dit l'équation

(4) AA^==/,

/étant une fonction donnée de x et de y ;
6) Sur la circonférence, les valeurs de u;
c) Sur la circonférence également, les valeurs de la quan t i t é

a' ! . , d^ u— 2 ^ ) au -4- 2y. —*"y,

où p- et X — [x sont deux constantes positives* Nous désignerons, pour
abréger, cette quantité parD(M).
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Supposons tout d'abord que la fonction/ qui constitue le second
membre de l'équation (4) soit identiquement nulle. Nous pouvons
alors prendre u sous la forme (2) ; la condition b fait alors connaître
les valeurs de V sur la circonférence et, par conséquent, on a cette
fonction elle-même en résolvant une première fois le problème de
Dirichlet.

L'expression D (u) s'écrit, d'autre part (en tenant compte de ce que
U est une fonction harmonique) ,

(5) l )( .)^4a-.F-)(^^+y^+u)

f , / àU (W\ ^ ^V1^^^^^y^)^^^^^

C'est ici qu'intervient la remarque à laquel le nous faisions allusion
tout à l 'heure : cette remarque nous montre que la fonction

^-^(«S^^")-^^-^)-"1']
=^['l(^+^)^l-'"u]=l•

est une fonction harmonique en même temps que U. Les valeurs de
cette fonction étant connues sur la circonférence, nous aurons [̂  par
une seconde résolution du problème de Dirichlet .

Enfin, U, étant obtenu, et en désignant par p, 0 les coordonnées
polaires, l 'équation

Ui , à\] ,. ...^p^a^u
nous donnera

(6) U=^.Jp-U^p,

en posant
. k^^y.

La seule difficulté qui reste à examiner concerne le choix delà l imite
inférieure d'intégration. Or ce choix est imposé par la condi t ion queU
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soit une fonction régulière à l'origine. C'est ce qu i aura l ieu si l ' inté-
grale est prise entre les l imites o et p, et dans ce cas seulement.

La fonction U ainsi déterminée est, d'ailleurs, harmonique en même
temps que U, : car on a, en général,

, / àU àu\ ( à à \ .A x --—- -+- y — }•==. \x — -h y — 4- a ) A u,\ àx J ày ) \ àx w ày ) y

et, par conséquent,

o=AU^(^+^)+3X-H.]MJ,

de sorte que, si AU n'était pas nul , il devrait être une fonct ion homo-
3 "ï

gène de degré — —^-^ ce qui ne peut être, puisque U est une fonc-
tion régulière.

2. Passons maintenant au cas de la plaque libre, en écrivant les
conditions au contour à la façon de Kirchhofî et de M. Boussinesq.
Ces conditions ne font plus connaître les valeurs de u, mais donnen t :

c) Les valeurs de l'expression î ) (u ) précédemment écrite, et
d) Celles de la nouvelle expression d i f fé ren t ie l le

^ ( u ) = 7 d ^ a ) ^ ^ d ( à î u X
dn ' / * cis \àtàfi/

dans laquelle s désigne l'arc du contour, pendan t que l'expression
^-^ représente une dérivée seconde formée en rapportant la figure a
deux axes auxiliaires, l'un M.i dirigé suivant la tangente au contour
dans le sens des ^croissants, l'autre Mn normal à ce même contour, et
nommant £ et nies coordonnées cartésiennes obtenues dansées condi-
tions. On a, d'ailleurs, aisément

/ ^ v rP u _ d / du\ j du
w/ 1 1 1 \ , àHn ̂  Js\Tn) + îî ̂ 9

R étant le rayon de courbure du contour, compté comme posi t i f ou
comme négatif, suivant qu'il a ou non le même sens que la normale n.
Les données précédentes ne sont d'ailleurs pas compatibles en
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général : il y a trois conciliions de possibilité. Si, d'autre part, ces
conditions sont vérifiées, la solution n'est déterminée qu'à un poly-
nôme linéaire quelconque près.

Reprenons encore la fonction cherchée sous la forme (2) : la quan-
tité D(^) continuera à être donnée par la formule (5), que l'on peut
encore écrire
(5') B.^.p^+a-^+^p^.

Pour (©(^), on aura [en supposant que n soit la direction de la nor-
male extérieure, et u t i l i s a n t la formule (7)]

w^^")^^""^--^
àV SV <^V , ,En remarquant que p^j- ==^^ +y-jy es*' harmonique en même

temps que V, et que, y é tan t une fonct ion quelconque, la quant i té
1. ̂ lî e^t é^ale à A^p — 4r ( p ^ ) o, on peut mettre cette expression de
p'2 ô^ ' " ' & - ' ' T P- \ • àç) * i

a) (a) sous la forme

o'> -^^(^"HK^"^^)]-
Considérons alors la fonction (ô(^) comme définie, non seulement sur
la circonférence, mais dans tout l ' in tér ieur du cercle, par la formule
précédente, nous voyons que cette fonction est harmonique. Connais-
sant (d'après l 'hypothèse) les valeurs de o(^) sur le contour , nous
pourrons calculer cette fonct ion dans tout le cercle, pa r la résolution
du problème do Dirichlet.

Il en sera de même pour la fonction D(^) définie par la formule (5')
et dont la propriété harmonique apparaîtra si l'on tient compte de
l / identité

,àV ( <M2 dV
^^^^àp) v"-p"^•

Les fonctions D(^) et cô(^) étant ainsi connues, il s'agit de re-
monter aux fondions U et V elles-mêmes. A cet effet, on é l iminera V
en différentiant par rapport à p l 'équation (S') et combinant avec (7'),
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ce qui donne, toutes réductions faites,

(8) p^D(^+R®(zz )=(8} . -4^ )p^ (p^+u) -

II vient donc

(8-) pw+U~^^=,————^RC&(^^+const,.s / ' àp 8}.— 4^ 8 À — 4 ^ J o P

Mais p-T- 4-U doi t être une fonction régulière : il est, pour cela,
nécessaire et suff isant que (D(^) soit nul à l 'origine.

Cette condit ion é tant supposée vérifiée, la valeur de p-y- + U fera
connaître celle de U, savoir

(9) u = (si-r^-p^f [I) " + j^ j ̂  ") ̂ ] d? +consl-

le choix de la l i m i t e infér ieure o sous le nouveau signe d'intégration
é tan t imposé par la condi t ion que U soit une fonction régulière, et
la constante arbitraire addi t ive provenant de celle qui figure dans la
formule (8').

U étant ainsi trouvé, la formule (5') fera connaître V, qui sera une
fonction régulièrô si l'expression D( f / ) — (\ Àp~- "+- ('X — p)U
manque : i° de terme constant; 2° de termes du premier degré.

La première de ces deux conditions détermine la constante arbi-
traire que contient la formule (9).Quantà la seconde, si l'on remarque
que les termes du premier degré de p "r- sont identiques à ceux de U,
elle ^e réduit aisément à celle-ci que D ^ — R ( : & ( ^ ) doit également
manquer de termes du premier degré. 'Il est d'ailleurs aisé de voir
que l'ensemble de cette condition et de celle que nous avons précé-
demment trouvée [d'après laquel le c©(^) doit manquer de terme con-
stant] équivaut aux conditions de possibilité qui s'écrivent a priori.

3* Si ma in tenan t on veut passer au cas où la fonction/, second
membre de l'équation (4)» est différente de zéro, on sait que l e moyen
le plus commode consiste à former des expressions analogues à la
fonction de Green pour l'équation de Laplace. I/identité fondanien"
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taie étant

(10) À f f ( a A A ^ — p A A ^ ) do-

=f [^(D(^) -^(D(«) - ̂ D(.) + ^D(^)] ̂

où u et P sont deux fonctions régulières dans l 'aire 2, limitée par le
contour (.?) ( ici l 'aire du cercle donné), on prendra pour v une fonc-
tion qui soit irrégulière, à la façon de r2 logr, au seul point P(.^,jo)
de cette aire. La formule précédente sera alors complétée par le terme
27i;À^(^(pj^) et donnera la valeur de ce terme si tous les autres sont
connus. C'est ce qui arrivera, pour le cas de la plaque appuyée,
si ç satisfait à l ' équat ion A A ( ^ == o et est nul ainsi que D(^) au con-
tour.

4. La fonc t ion 9 a d'ailleurs une interpréta t ion physique simple.
Elle représente la f lexion p rodu i te par l'effet d 'une force normale
unique appl iquée au po in t P. C'est ce que l'on voit immédiatement en
remplaçant, dans l ' équa t ion (10), AA^ par/,/" étant nul dans toute
l 'aire de la plaque, sauf dans une très petite région entourant P, mais
devenant très grande dans cette région, de manière qu'on ne cesse pas
.d'avoir ///"- : i.

5. Pour le cas de la plaque libre, on sait que les choses se pas-
sent d'une façon un peu moins simple. Pour une intégrale v de l 'équa-
tion A A 9 = = o , irrégulière à la façon indiquée au point (^cpjo) ^t
en ce point seul, on ne peut pas avoir, tout le long du contour,
])((;) ==(ô(ç;) = o, la d i s t r ibu t ion des quant i tés D(^) et cù(^) devant
être telle que l 'on ait

/* r dx 'i
/ -r (0 ( tQ — "7- D ( m ds =r % TT À x^

J(.,) L cm J

( i ï ) { ( fJ(ô(^~^D(t ;)|^=^^ro,
1 J^ L wt J

I f (D((Q ds =Î?TT?I.
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La forme la plus simple que puissent prendre D (^) et (D(^) de
manière à vérifier les équat ions (n) est celle où D(^) est nul,
(D((^) é tant égal à une fonction l inéaire de x et de y. Si l 'on désigne
par y la forme quadra t ique définie

(^) <7(^,0== f(^+'v+Ç)2^,
^(.î)

par Q(^,y, l) la forme adjoin te de y, divisée par le d i s c r i m i n a n t (le y,
on pourra prendre

f,^ ^/,,N ") /' ^Q , àQ âQ\ - / ^Q à() c)0\(.3) o,(.)=^^^^j^+^^^^,^

(/ == ^== ï é tant des variables d 'homogénéité) .

6. Dans le cas de la p laque appuyée, comme dan^ le cas de la
plaque encastrée, la fonction a u x i l i a i r e v est symétrique par rapport
aux coordonnées x, y; x^ y^ des d e u x poin ts dont elle dépend, a i n s i
qu'on le montre par un ra isonnement tout semblable à celui qu'on
emploie , dans un but analogue, à propos du problème de Di r i cb leL .

.11 semble, au premier abord, que l'on ne puisse arriver au même
résultat pour le problème de la p laque l ibre , où se présente une diffi-
culté analogue à celle que l'on rencontre à propos du second pro-
blème aux limites de la théorie des fonc t ions harmoniques (problème
hydrodynamique) . Dans ce dernier cas, on sait que, pour obvier a la
d i f f icu l té en question, M. Klein (1 ) a été condu i t à compliquer un peu la
fonction pr imit ivementconsidérée par Fr .Neumann, en y in t rodu i san t
quatre points du plan au lieu, de deux. J'ai montré, dans mon ensei-
gnement de l'année scolaire ï 898-1899, ' au Collège de France, qu 'une
telle complication était inu t i l e et qu ' i l suff isai t , pour arriver à la symé-
trie voulue, de disposer convenablement de l 'arbitraire qui reste
encore dans la fonction de N e u m a n n . '

^ 1 , 1 en est tout à fait de môme ici. Si, dans la formule (10), on rem-
placer par la fonction ̂ ,y; ^o»yo) qui vient d'être considérée, et u
par la fonct ion analogue ^ == ^(^y; ^ i , y < ) fo rmée en remplaçant

( 1 ) lu POCKELS, D((ferenticdglcù'hung' ^a 4- A'3'•il === o* Leipzig, p. '253 ; 1891.
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le point P(^o»Jo) par un autre point quelconque P^(^,y , ) , on con-
state, à la manière ordinaire, que la différence

^(^o, Vo; ̂ i, yi) — ^(^i, ri ; .^o, yo)
s'exprime [D(?) et D(^ ) étant nuls] par l'intégrale

( î 4 ) A pi cî) ( p ) -~ p ̂  ( ̂  )] dî

étendue au contour donné.
Or les propriétés par lesquelles nous avons défini la fonc t ion p ne

déterminent cette fonction qu'à une q u a n t i t é près de la forme
mx+ny+p^m, n, p étant indépendants de x, y , mais pouvant
dépendre d 'une façon tout à fa i t quelconque de oc^y^

Soit alors f{x, y , t) une forme quadrat ique quefconque, l aque l l e
peut d'ailleurs être ident iquement nulle. Déterminons les coefficients
m, n, p de manière que l'on ait

05)

et cela pour
ait aussi

05Q

toute posit

a Xi
u.)I c2 •A.)

ion d

i y2 •A.)
i r2^)
-' fs ̂ i

P

(''

P

u

PI

^i

PI

^̂-K*
àQ
ùy

^Q
^

poi

àQ
àx
àQ
ày
àQ
àt

cù

ci s .

cl s "

nt

€ÎfS

cîs

ds

P,

==

j
2

1

2

l
2

C

1

2

I

2

I

2

àf
àxy '

-^,
<^/0'

àf
<)T«'

le sorte

<y
"à^i;

ŷ'
-̂ z.<)ti '

qu'en particulier on

Les coefficients w, /^, p étant ainsi choisis, on aura bien
P ( P , M ) = P ( M , P ) ;

car, si l'on remplace (D(P) par sa valeur (ï3), et (D (^ ) par une valeur
analogue, l'expression (i4) disparaît.

Aim. de l'Éc. Normale. 3e Série, Tome XVIÏI. ~ SEPTEMBRE 1901. 41
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Quant à la résolution des équations (i5) par rapport aux arbitraires
m, n,p, elle est assurément possible. En effet, dans ces équations, les
termes qui dépendent dew, n, p sont respectivement

i r , . àQ ,^ / (mx-+- ny-rp)-^ ds,
^ '-(.ï)

(16) ^ f {rnx -h ny -+-/?) ~ ̂ ,
2 ^(M *^
i r , . ()Q ,
^ J (w^ + ny + /?) -^- rf.y;

(«y)

., , ,, . . ï ô(} r r)0 i r)f>ils peuvent s écrire respectivement - —? - —y —•» en posant

X == ^ .3? (/7z,r -h ̂ y -1- ^) cis,
^(.yj

V •= f y {mx -h /zj- + ̂ ) A',
^(.v)

Z = ^ (m,:^ -h ny + p) eu'.
w {.f}

Mais, a insi que nous l'avons remarqué p lus haut , X, Y, Z sont res-
peclivement égaux à ; ~^? ^ ^5 ^ ^-/* Donc les quantités (16) ne
sont autres que les coefficients m, n, p eux-môrnes*

Des considérations toutes semblables s^app l iquen t , d'ailleurs, à
l 'équi l ibre du solide élast ique de dimensions finies, en partant, par
exemple, de la solut ion donnée de ce problème par M. 'Fredbolm ( î) .

La fonction p, calculée pour le cas de la plaque libre, représentera
encore l'effet d'une force normale unique appliquée au point x^ j<p
cette force étant contre-balancée par des forces également normales au
plan de la plaque, appliquées aux différents points de son contour et
proportionnelles aux distances de ces points à une droite convenable-
ment choisie.

Il faut toutefois interpréter les équations (ï5), qui achèvent de
déterminer ^. C'est ce que Fon fai t aisément lorsque/est nul. Les
intégrales J v d s , f xv ds, ( y v d s représentent, en effet, la projection

(1) Âcta Mathematica, t. XXIÏÏ.
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sur l'axe des z et les moments par rapport aux axes des x et des y du
système des quantités de mouvement du contour de la plaque, sup-
posé matériel et homogène, lorsqu'on considère les déplacements que
subissent ses différents points comme des vitesses communiquées à
ces points. Les équations (ï5) expriment donc (pour/==o) que si,
les points du contour étant animés des vitesses en quest ion, on rendai t
ce contour rigide, il resterait en repos. 11 devient alors évident qu'on
peut satisfaire à ces équations en disposant convenablement du dépla-
cement infinitésimal arbitraire qu'on peut adjoindre à la déformation
cherchée.

7. Proposons-nous donc d'appliquer la méthode développée tout a
Fheure au calcul de la fonction auxi l ia i re 9, s i ngu l i è r e au poin t P,
pour les deux problèmes dont nous avons eu à nous occuper.

Conformément aux notat ions do M. Lauricel la ( i ) , r représentant
toujours la distance du point P à un point quelconque M du p lan ,
nous désignerons :

Par p', 0' les coordonnées polaires du po in t P, rapportées au centre 0
du cercle;

Par l\ l ' image du point P par rapport au cercle ;
Par ^ la distance OP< = R: et par r, la distance M P < .
Enfin, y = 0 — 0' représentera l'angle des rayons vecteurs OM,

OP, et cl/angle OMP^
La fonction

^==^logr-^rîlog^r^

satisfait à l 'équation AA/^ == o. Elle possède au po in t P la singularité
voulue. Enfin, elle s 'annule sur la circonférence. Il suffira donc, pour
obtenir l 'expression cherchée, d'adjoindre à ^ un produit de la forme
U(p^,-» ' IF\ où U sera une fonction harmonique choisie de façon
à réaliser, sur la circonférence^ {a seconde condition

D^+^p^R2)]^.,

( 1 ) Loc, cit. ^
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On trouve aisément, en un point quelconque du cercle,

^-^^logr-^^Iog^^lj,

et, en un point quelconque de la circonférence,

(̂,̂ ,,'y.
^ Si l'on tient compte de ce que, sur la circonférence, r est ég-al a

•̂  /-,, on voit que la fonction ha rmon ique

^7) (I-K;2)[4^-^+4a-^)log(^r,y]

prend, sur le contour, les mêmes valeurs queD(^). D'après les consi-
dérations précédentes, c'est cette fonc t ion qu'on devra affaler à

[ :)TT -i <D ' ' ' ' i

— 4 ^p^. -)-(^_^u| L'application de la formule (fî) donne
alors

" = (- ̂  [̂  - ̂  jf^-- ̂  fê -,) '/.] (<• - ̂ ).
Il est aisé de mettre en évidence la symétrie du second membre de

la formule précédente (privé du facteur i - Ç\ par rapport aux deux
points M et P. Si l'on tient compte, en effet, de l'équation

pî
OPir=F";=1,

qui donne
p'/-, = ̂ jÊF^py'rrn{ïp7cos7,

il vient

<-8 ' "-(•-ë)[^^»-^(^)].
en posant

y pt _(A _, ^ !

( J 1 8 / ) ^(t,y)^——^ i ^^^^^^^^^^.^
^ï^ 1 1 1 . 1
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La fonction ^(/, 'y) n'est, d'ailleurs, elle-même autre que la partie
réelle de la fonction ç^^), dans laquelle

t _jj,
PCQ^——. f £ ^lo^(i-Q^,(. ? - • • - 0 '

^ >.Jo1—^, J

l ' intégrale étant supposée prise suivant le chemin rectiligne.
La fonction p cherchée se présente bien alors d'une manière symé-

trique par rapport aux deux points dont elle dépend : on a

( 1 9 ) v ̂  r^ogr — (- r^ log \~ /•ij

( pïî _ •[{ 2 ) ( o^ -^ R2 ) r ^ },, _ p ^ _ . / p.y \ -j+ {L——^^ [̂ rz:-̂  + 1^H-+ ̂  ̂  (^ y}]'

^ étant ainsi calculé, une intégrale que lconque u de l 'équation

(4) AA,,=/

sera déterminée, en fonction de ses valeurs et de celles de D(u) sur
la circonférence, par la formule

8 TÔ. tf^ == ( \u (D ( P ) + I) ( u ) €h 1 d.s + ̂  f F vfda,

da désignant l 'élément d'aire du cercle,
v étant nul au contour, on a

»(,,= ,̂̂ )̂.
Nous supposerons que la d is t r ibut ion donnée des valeurs de^ sur le

contour a i t , par rapport à Ô, une dérivée continue et une dérivée
seconde continue, sauf en des points isolés- On peut alors écrire,
moyennant un<3 intégration par parties relat ive à 8,

(.o) S^u^^ff^c/^f À^^(A.)-4-[D(^)+^^]^j^
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ou, toutes réductions faites,

.-) «,̂ //,̂ ^
^^-^-^^•^-y)'^,,)].,..

-?/[^->».B-.^,(^-/)][,>(.)^g^]</..i.

8. Dans le Mémoire cité, M. Lauricelia, après avoir établi la formule
qui fa i t connaître la valeur de uw point P en fonction des valeurs
dey et de , au contour, et que l'on peut écrire

( 2 1 ) 2 n «„ = n^-p^àu ̂  >- r < ï { i - ̂  )2 Ms ? /
J aK2/ '2 àp '^J———^——r uds,

a démontré que la fonction ainsi définie satisfait Lien aux conditions
du problème. Toutefois, en ce qui regarde la condition relative a la
dérivée normale, il n'arrive au résultat qu'en supposant que la série
de valeurs données de u admet, par rapport à 0, une dérivée et une
dénvée seconde. On peut montrer qu'il suffit de supposer à u une dé-
rivée première ̂  (la série des valeurs de ̂  étant, bien entendu,

continuer et qu'on peut même, dans ces conditions, donner à la dé-

monstration une forme plus simple que celle qui a été indiquée par
M. Lauricelia.

Si, en effet, on différentie la formule (21) par rapport à p', il vient

(ai') ^àu^ ^"Â^-P'2)^ , /•„ à (W-p^cosy ,
^' J à? ôp1 aU^-^-J "••^i——^-—^

Si l'on tient compte de ce fait que R - p7 est toujours pins petit
que r et, par conséqaent, r-p^ plus petit que aRr, on voit sans
dithculte que les quantités

A. (g2- P'2)8 J)_ (R'-p'^cosy
àp' aR^ ' f)p> ~"~~j[p73———
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sont respectivement de la forme
(R2-p^ (R2__p-^

K _^__, K —^——,

K et W restant f inis , même lorsque rest inf in iment petit
Supposons alors qu'au point Q, vers lequel nous allons faire tendre

le poini P, la fonction donnée ^(0) soit é^ale à u^ et admette une dé-
rivée u^ pendant que Ç^ est cont inu et prend, au même point , la va-
i fàlt\ r\leur [ . - )(,• On aura

u, == UQ + ( u^ + •n ) sin ( 9 — Q' ),
<){^ ^ f0^ . ^^~-^)^^

y]. Y]' t endant vers zéro avec 0 — ô'.
Si l'on t ient compte des évaluat ions précédemment obtenues et de

l ' inégal i té évidente R s i n ( 0 — O')^ on voit que la formule (21')
s'écrit (Yf tendant encore vers zéro avec 0 -— 0')

au fôft.\ r à ( s r ^—f / 2 ) 2 r à ( i ^ — p ^ ^ ^ c o s y ,
2 ' W ̂  ( ̂ )o J W i^^ ̂  + u() J ¥ — — ^ d s

, r . ,/, ^, <) (îp—r/^^/osy , r / / ( ï p—p ' 2 ) ,+ ̂  J sm(0 - OQ ̂  ^——.y——.̂  ̂  -hj •n" ̂ -^- ̂ .

Le premier terme est égal à ( — ) et le second à zéro, ainsi qu'on
le voit immédia tement en appl iquant la formule ( ^ r ) aux deux fonc-
tionsa === p 2 — R2 et u == ï ; le troisième est aussi nul , puisque la quan-
t i t é sous le si^ne /'est une fonction impaire de 0 — 0'.

La dernière intégrale tendant vers zéro avec R — p', ainsi qu'il est
bien connu, la conclusion demandée est établie.

9. Un traitement tout semblable s'applique à la formule (20'), en
supposant que ^(û) ait une dérivée et une dérivée seconde cont inues .

Il n'y a, tout d'abord, pas lieu d'insister sur le premier terme

ïîff"^-
lequel s'étudie par les méthodes classiques de la théorie du potentiel.
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Soient main tenan t i^o, u^ u[ les valeurs de u^ - ^ y -^ au point Q de
la circonférence; Do(^) la valeur donnée de D(^) au même point,
cette valeur de D(u) étant d'ailleurs supposée fonction con t inue de la
position du point Q.

Le fait que Up tend vers u^ résulte immédia tement de ce que le terme
"m -ip-p^ ç ^^-P'! f^ /.-'E2-^ Ça^ip j ^ ^ "ïï J ]- 2 À7T H27 / /•r '1^ "ÏÏ j K^

est celui même q u i figure dans la solut ion classique du problème de
Dirichlet pour la circonférence et que les autres termes du second
membre de (20') sont i n f i n i m e n t petits par rapport à celui-là, pour r
inf in iment petit.

Désignons, d'autre part , par A7 l 'opération A relative non a u x coor-
données du point M, mais à celles du point P; par IY, 1/opôration

y(À-^A' 4-2^ ^

L'expression D'(^) s^nnule toujours pour p' == !{ [puisque D(^) s'an-
nule pour p,== R] ; i l en est de même des qoanti lés

.^^'^^^te-^-^^'-B^
-}^'^

R 2 _ p < î r 7. , /• l — [ j . , /p ' M à „,/ ,^r-Lr^4-310^-2 -x'^r^J —-^^•..^(i^—p^r 7. , /• À — ^ - . / p ' \'\} àB' j—^-4 - . l ogg- . - - , J^^^ | ^__^

On s'assure aisément que ces dernières sont respectivement de la
forme

(IF^P^) (ip^p^
K-—^—, K.—^——,

K et K^ restant finis, même pour r infiniment petit,
Or, moyennant les notations indiquées ci-dessus, on ^

a(0)=^-H^asm(^—0 /)+<^^^

\ ])(a)==Do(iO+^^1 ^
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et, par conséquent , en négligeant, dans la formule (20'), l'intégrale
doub le ,

ïy(^=^y^AD/(<^+|i^sm(^y)^D^

^ ^ f s m ^ — Ê ^ ^ A i y ^ ) ^
iGTTj ' £?p

+^r[D»(«)-h^^/^D'((^+/YlffRÏ7^^

Le terme en u^ disparaî t é v i d e m m e n t . Il en est de même des termes
en ^o et en u"^ [comme on le voi t en a p p l i q u a n t la formule (20') aux
fonc t ions u == î et u == 1{ — p cos(0 — O')]. Le terme en D()(^) subsiste
donc seul et fou rn i t la conc lus ion demandée.

'10, Pour t rouver la fonct ion p dans le cas de la p l aque libre, nous
prendrons encore cette fonction sous la forme

,.. jo^r « ̂  rX iog (- r,\ + U (p^ - 1P) ̂  V =. % -h l^p6- R2) + V,

U et V é t an t des fondions ha rmon iques . Pour déterminer la fonction U,
il faudra , d'après le n° 2, t rouver tou t d'abord une fonction harmo-
nique p renan t au con tour les mêmes valeurs que D(/J et u n e fonction
h a r m o n i q u e prenant les mômes valeurs que 00(7^).

La. première de ces fonct ions est donnée par la formule (17). La
seconde est, m a n i f e s t e m e n t , la fonct ion

("' ^[-(•+ ̂ ^"^^'^w-
La fonc t ion U sera alors déterminée par la condi t ion que l'expression

^^^^^P0^^^
• K l " dp y (}p )

soit égale, à u n polynôme l inéa i re près, à

'W-^-Ç)-^^^40-^, - ̂ ) -^(i+ ̂ -;]p^los/'i+4^-(i- Ç)-^^
Aim. de l ' É c . Normale. ^ Série. Tome X V Ï l ï . — SEPTEMBRE 1901. 4^
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Comme log7\ est une fonction ha rmonique et que, par conséquent ,

^ , / à\\
w^^-V^) 10^

on voit que l'on aura , à un polynôme l inéa i re près,
ô{] u\/l s / ^u n\a-^p^+u)

o-^-Ç)-^Ç)\^^^

-^'-©K10^?)-^^)]"2^10^?)'
R2

la quan t i t é ç/ == -7 in t rodu i t e dans cette f o r m u l e é t an t la valeur de ^
pour p == o.

Le calcul de U l u i - m ê m e est s impl i f i é par l ' i n t r o d u c t i o n des variables
imaginaires. Soient , comme plus h a u t , s la variable i m a g i n a i r e qu i

R2
est représentée par le po in t M; •;r» celle q u i est représentée par
le po in t l\. La fonclion (J pourra être considérée comme la par t ie
réelle d'une fonction w de la variable imaginaire s; la fonction ?—'•0 ' l ù^
sera alors la par t ie réel le de z ^ ' Comme l o ^ ( ^ ) est la pa r t i e réelle

/ zd \ . " p

de log i — — ) î on voi t que l 'on aura1°
W

(23) (.À-.-^)U=^(i - Ç\ ̂ lo^(:i ~ ̂ )) - ̂  ̂  1 r\^(t - ̂ ) ̂  4" C + l.ï
\ il / \ n / A l ^,/(, \ il /

^^-g^log(.-^)-.^[^,,(^_,,),^-^,,^p,

(.; désignant une constante; P, un p o l y n ô m e homogène du premier
degré par rapport aux coordonnées cartésiennes du po in t M ; <*na, la
par t ie réelle de u.

On devra ensuite déterminer V par la condi t ion que
ap ^2V / I , ^ ,. \,,1^^.^-^^-^4«(^^Uj , 1

soit égal et de signe contraire à la q u a n t i t é (17).
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Soit encore '̂,1 la fonction de la variable i m a g i n a i r e z qui a pour
^Vpartie réelle V, de sorte que p2-, [o-*.-) y -- p — sera la partie

\ l ^n } r f)n l
^ ^p

,d^vréelle de ^ -—y et que Wi sera dé t e rminé par la cond i t i on

^.^J)^^-^)U ^-^-^h-^+^A-^ ^log(l-^)4-lo^R^.n -^^
1P ' ' - "•3" 1__ ^•p ^ \ A'1 / l _ \ /

» ^t^riil^loo/^^^.^^^^^^^^^^ ,-|;),^^i»sl
^^. l > l l o 0 ^ ^ ^^ 2 À - ^ l

P.:11

R^J^ E^ ^ R
- 2 ( 2 / . " - ^ ) ( ï^—lo^ i- —i.r2

2 À — ^ R2 ' .^o

.4a-,)(—^4(^^)(,^y l o ^ R - ^ ^ - ^ ( ^ ^^..P;!^)
2}.--^ H'2

La conslante C et le polynôme P doivent être déterminés par laLa c
condition que le second membre soit divisible par p2. On trouve ainsi

••.=-(.-î;)h«-^.Eï,].
i)-...!»..,,.!̂ !00 ,̂11

"-"" 2!-p. s^

valeurs qu'il faudra substituer dans la formule (23). Puis il vient

,/! R â /. (}. -1" ̂  ) rnïl ̂ iLz.ll̂"'^('^^''r^ "" l
( i \ r , ' •> /

.-.).,0,.-^)[^(.- «n «Y,-.^^J-'-^V v

On en tire, moyennant les formules (23) et (24) et en rendant
symétr ique par l ' addi t ion (permise) d 'un polynôme du premier degré
en p,

-•^H^y10^)^R \ .lï / "V :H2

XPl3"'1112)!"' ^•'IP '"!'""' 1 |^(Â-^: ^-îr^^l^^^0037"2^'1,L ĵ̂ =.-'[̂ ,-̂ i,.(̂ ;
( "•;,^ ,',\w.ii.—u.\ /"'iï'' loef i — i} fit . rî^ii21 .iit^.c/, - ̂  /•-M'.r:̂ ^ + r2^ f. - -4^ + -^ 4^(1 - ̂ yi iogflogi i^r^T-^r^ < L ^ A i^/ a/.-F-K^ -J\ \
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Si l'on tient compte des ident i tés

p'^= 5 n s'1'=--»='<,
^-"'"Vi s«s'\-, --o^/p'ny, ï^A ~^) ~~ v^ ~~ \w-~) '

/-- 'P^Y- _ (p—^Kp^-n2), _ „ - ^- _,

on voit qu'on pourra encore écrire

/ c ^ 0^ y'^ V- i f(-'''\\~\ 2? ,—u ^ '—^^(p ' 2 —H 2 )(25) "=rs L'^IR) + irr^^R-^J+ ï-o^) ^-—-^F—---2

+ 2-7-̂  ̂  ̂ .P24- P'2) cosy - app']

+4^^4^RII^ff(^^
La fonct ion

/ 1 / l o ^ ( î -Q ^ / / ^ ^ x
J, ~ -ï—— ̂  ̂  " ̂  + .- 4" 3- - -f)^0 { t t )

est év idemment analogue à la f o n c t i o n \\{C) considérée p lus haut . De
plus, les dérivées successives de la (onct ion

f^^a^^-^^-.^
Jo '

ne sont in f in ies , au. po in t i'= r . que comme celles de (ï — ^logCr— /),
ainsi qu'on le constate, soit en déve loppan t l'expression précédente en
une série entière don t les coefÏioients d i m i n u e n t comme les valeurs
successives de-p soit en r e m a r q u a n t que la dérivée prcn'mère est

ï logo ̂ t)^ ios( i - t ) ̂  i „ i ̂  i.,.Lr:i)10^^^^^^
" L

Une fois v ob tenu, on a (à un polynôme linéaire ,près)

8 TTÂ u^ = ). ( Ç^fch "h ( \ ̂ 1) ( a ) — ^ ̂  ( u ) \ cis.
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Quan t a ce fait que la formule a i n s i écri te donne bien u n e fonct ion
répondant aux condi t ions du problème, i l résulte de ce que, en raison
des remarques qui v i e n n e n t d 'ê t re faites, les dérivées d'ordre quel-
conque de ^ ne sont j a m a i s i n f i n i e s que comme les dérivées correspon-
dantes de r3 logr ou de rf logr'i,
demment ,
dantes de rMog^ou d e r f l o ^ T i . Si, en effet , on pose, comme précé-

puis

l ) ^ t Q = : ( À - 2 ^ ) A / F 4 - 2 ^ ^ ^

,, , „ à , . , . 2'j. à'1 ( àv\ 9.u. <}2('(D/( .) = 7. ̂  ,A^) + pj, ̂  (^^ - ̂  ̂ ,

on voit que les quan t i t é s IV^), o)^)» j;[I)'(^)L ^[^(^yi» lesquelles
s'annulent avec p' — R, sont toutes de la forme

K ( B 2 — ^ )
~ 1I712"""""

K étant fini. On en d é d u i t , comme t o u t à l 'heure, que si les valeurs
données D(^) et, a)(^) sont cont inues , on a, en dés ignant par Do(^)
et ^o(^) 1°^ va leurs en ques t ion au po in t Q,

1 i m I^ ( //- ) = Al)u ( f^ + B (Do ( ^ )»
p'-H

}im(^(u')^ Ci)o(^)4- I ) tôo(^) .
p-.-.H

en posant
A ̂  lim f-^ t)^^) ̂ , B =- lim firc^) ̂ ,

p'r:-ltj ^P . p'=îîj

C ^ l î m f ^ c ô ^ r ) ^ , B^-lirn (^'^)ds.
p'^Rj ^p • p'=nJ

D'a i l l eurs , il est c la i r que ces l imi te s ex is tent et sont égales, les
unes (A. et D) à î , les autres (B et C) à zéro : i l su f f i t , pour le voir,
de remarquer qu ' i l existe év idemment des fonctions u telles que
Do(^) et (Qy(a)a ien tdes valeurs quelconques données , — pa rexemple
Do0)===: ï , ( ô o ( < / ) = = o ; ou D, (^ )==o , co,(^)==,i , - et d 'appl iquer
à de telles fonctions la formule (2.5). , ^ , ,

11, Apres avoir résolu le problème de la p laque c i rcu la i reencas-
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trée, M. Almansi (1) a app l iqué des considéra t ions toutes semblables
à l 'équil ibre de la sphère isotrope, en se p laçan t successivement dans
le cas où l 'on donne les d é p l a c e m e n t s à la surface et dans ce lui où l'on
d o n n e les tensions à la surface.

Il est un t ro is ième problème que l 'on peut encore se poser relati-
vement à l ' é q u i l i b r e de la sphère i so t rope ; c'est c e l u i où , sans se
donner ni les dép lacemen t s , n i les t ens ions , on a s s u j e t t i t la sphbre
a rester en contact sur t ou te sa surface avec des corps de forme et de
position données , le con tac t a y a n t l i e u sans f ro t tement . Les c o n d i t i o n s
aux. l imi tes sont alors : i° que la pression (de grandeur i n c o n n u e ) soit
n o r m a l e ; 2° que la composante n o r m a l e du dép l acemen t a i t en chaque
p o i n t une va leur donnée . Le problème a i n s i posé se rapproche donc
de ce lu i qui a été t r a i t é par M. Marcolongo ( L > ) et où l 'on se donne
une composante de la tens ion et d e u x du déplacement , ou inverse-
ment; , à ceci près que les données actuel les ont , comme on v i e n t de
le voir , une s i g n i f i c a t i o n phys ique très s imp le .

Soien t (u, v, w ) le dép lacemen t du p o i n t (^»J» z ) ;
Û(f

/^ :-;: /or + 3 [j. ̂  ,

<)^
lyy =/îM- 2^^

(h'
^ -/^+^^. .

fô^ àw\t ^ --. k^ •=: ̂  —.. -.(- — l
^ 'y ( \àz ôy )

àw àu\
1)ï "̂  àz )

f au. â^ \

t^, ":::; i^,^ -::^ y.

( o u . , (k\
^r^^^^^y^^)

les composantes de l'etTort;
À = X ̂ , 4- J1' t^y -h ^ t^

î :::̂  ,T l,yy "{- y lyy + ̂ Isyf

Z =-- x t^ -h y ty.^ -i- -31^ 1 , !

f 1 ) Sullec cîcforiïuizlofta dcllci ,s'farci cUistica ( Memorle Ac. »$'<". Torino, '^ série,
l, XLVU.'p.^o^; iHî);. 1 t 1

( t î ) Aimali ''dl-Mcitclnaticc^- a^^sérîe, t. X^KÏII- 1 1 .
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les composantes de la pression sur u n e d i rec t ion de p lan normale au
rayon vecteur qu i va de l 'origine au points , y, z, m u l t i p l i é e s par la
valeur p ==== \l-x2 -h y2 -+" z1 de ee rayon vecteur. Nous désignerons par A
l 'opération de Laplace considérée, celte fois, dans l'espace à trois
V " •. A ^ àï ^dimensions , soit A = ̂  + , , -+- ^-

La recherche de l ' é q u i l i b r e de la sphère é l a s t i q u e de rayon B, ayant
son centre à l 'or igine, revient à la recherche des fonctions u, v, (F,
connaissant à la surface :

ï° La va leur de la q u a n t i t é ux -+- vy 4- wz;
2° Les cond i t i ons

X Y Z

Désignons par îc la valeur c o m m u n e ( i n c o n n u e ) des trois rapports
précédents; par K, la f o n c t i o n h a r m o n i q u e qui p rend , à la surface de
la sphère, les va l eu r s k. La f o n c t i o n X s a t i s f a i s a n t , a i n s i que le
r emarque M. A l m a n s i ( f ) , à l ' équa t ion
(26) AAV^o ,

i l eïi est de même de la d i f fé rence X — K ^ : celle-ci, s ' a n n u l a n t avec
p2—1P, est dès lors le p rodu i t de p 2 — R 2 par une fonct ion harmo-
n i q u e Q I ; et , de même, on a

y ̂  K,y = (p2 - R2 ) 0, ; 7 - Kz == (p2 - R2) ̂ .

Les équat ions
. „ .. , à f ()a- àa àa \
AX •:-•::; — a (). -h P' ) ~ x — -r- y —- -t- ^ —•" — o"

' * / <Àr ^ àx v ày à^ j

^ \ à ( ôa \
^-^^^^[9^-^

()X àY M^. ^ ^- =r: (3 À 4- a^.) cr,
()x ()f (}^ •

t rai tées comme i l est i n d i q u é dans le Mémoire de M. Almans i ,
montrent :

i° Que 9^ , 0^, 0^ sont les dérivées par t ie l les d ' u n e même (onction

(l) Sulla defarmazionc, etc., p. ï'2ô.
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harmonique 0, de sorte qu'on a

àOx^fp—r)—^,

Y-tp^R^+lv,

àQ

(27)

Z ^(p^îp)^ +K.SÎ

2° Qu'en Ire les fonctions 0, cr, K exis lenî : les re la t ions

/ 00 !.. ^, À + U / ()ff \p 4. „ (0 +. K = — ~—'- o -Y' — ^ ,
1 ^? 2 2 V ^p /

(28)
J à0 âK „,.. ... ,( , p ^^p^+3K=(3À+^ ) ^ .

Enfin, la quantité ux + ̂ y+ (PS sat isfai t , comme les précédentes,
à l'équation (26), et l'on peut écrire

( a9 ) u x -+- ry "h ^ ̂  == ( p2 — 1̂  ) (;1 + 1,1.

où G et H sont deux fonc t i ons harmoniques* L'expression de X cm
fonct ion de u, 9, w s'écrit alors

., /, ()u\ f()u ()^\ fou (h'\
X = ûc ha -h- 2p. — 4-F,/ -T" + "î"" 4' P-5 T" + T-"\ l (Àr/ ' •/ v}/ <Àr/ • \()s à^/

. t au \ à .== À^ 4- ̂  ( p . - u\ 4- ^ ̂  ( u^ + ey + wz )

= 1^^ + ̂  (p ̂  - ̂  + ̂  ̂  [(p2 4-B2) G + H],

de sorte que l'on a

V / î T)%\ f^ . î / - /l r^ / ^ •n^ ^x / <'}^ \ <}1IX = ( p2 — M<i ) — 4- K .r ••= ̂  ( )̂  4- 2 p. G ) 4- ̂  ( p2 — B2 ) •llil. -h ̂  [ p ,- — «. ) 4" ̂  ".-;• ?

y^(p^R.)^+K^^^^^(,)+^(p.^^

Z=(p^R2)^+K^=^(^4-2^G)+^(p â -R â )^4-^ fp^
v*' C/5 \ OÙ y (7-3!

Ajoutons membre à membre ces trois équat ions, .respectivement
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m u l t i p l i é e s par oc, y , z , et tenons compte de l ' i d e n t i t é

au ()^ à\v ( ) ,
D X —— -+- p •)•' ,~ -h p ̂  —— ^ p -.- ( ̂  ̂ '' 4- t' }' -h (V S ) — ( U X 4- C )• -h «'^ ).' ^p ' • ()p • ()p l <9p ' l/ ^ - „ /

II vient une équation dont les deux membres sont de la forme

(p^-R^O-l-^,

t) et ^ é tan t des fonct ions ha rmon iques . Or une expression de celte
forme no peu t être i d e n t i q u e m e n t n u l l e que pou r t) === ^ == o. Nous
avons donc
,., , , /'/-. ()G\ <)0
( , - i ï 1 ) Àcr 4-- ^H <jr + p -• - 1 — û -r- — K -r: o,

• \ ' ôo / ( r^p

(3^ ^(P^ - Iï)4-^+4F(--K.-=o.

Si l'on d o n n e la composante normale d u déplacement à la sur lace ,
la (onc t ion I I est c o n n u e par la réso lu t ion du problème de Di r ich le t .
Les é q u a t i o n s (2ti), ( 3 ï ) , (32), font a lors connaî t re les fonctions cr,
G, 0, K ; après quoi les équa t ions (îo) d o n n e n t u, e, w,

12. Lorsqu 'un corps é las t ique est dé fo rmé par l ' ac t ion de corps
rigides qu i do ivent rester en contact avec l u i , le contact ayant l i e u
sans f ro t t ement , la dé fo rma t ion q u ' i l s ub i t ne peut pas être quel -
conque, que ls que soient les corps d é f o r m a n t s , pu i sque la tens ion à la
surface doi t être no rma le . On peut se proposer de trouver la déforma-
tion la p l u s générale (pli puisse être ob tenue dans ces cond i t i ons .

Pour résoudre cette ques t ion dans le cas de la sphère, nous au rons
a dé te rmine r la forme la plus générale des fonct ions cr, G, 0, K satis-
f a i s a n t aux équations (28) et (3î).

La recherche de la (orme générale de n fonct ions liées en t re el les
par des équa t ions d i f f é r e n t i e l l e s en nombre i n f é r i e u r à /? , se rattache à
une série de ques t ions frai fées par Mon^e.

Dans le cas ou, les équations ,sont l inéaires, cette recherche est
ex t rêmement s imple et le devient encore p lus lorsqu'el les sont à coef-
f icients constants.1

Soient , 'en ofïet, D un symbole de dér iva t ion ; F^, F^» • -.'des opé-
Ànn. df l ' É c . Normale. 3* Série. Ton'ie XVïn .— SEP'IEMBKE 1 9 0 1 . 4^
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rat ions di f férent ie l les de la forme

(33) AJ) v +AJ) v - l -h . . .+Av,

où les A. sont des constantes : de pareils symboles peuven t , on le sait,
se traiter comme si D étai t un nombre. So i en t les n — i équat ions
dif férent ie l les

(34 ) F/i (ji ) -4- F^(ja) -+- . . . -l- F,,, { y , ) == o (f:^. r , 2, . . ., n — i )

aux /z fonct ions inconnues j,^, ..., y^ II est clair que les fonct ions

( 35 )

i7i-<M^
7.=^(0,

.//.--^a),

où <l>i , <I^, .,., e\, sont de nouveaux symboles de la fo rme (33) (it ç
une fonct ion arbi t ra i re , sa t i s fon t à ces équa t ions , si les symboles <P
vér i f ien t les cond i t i ons

( 36 ) F/, <I>t + F/a <!>â + - .. "+" ,F//, <I^ ̂  o ( / -:: i , a, .. ., /, — i ),

ce qui aura l i eu si l'on prend pour les 4> les dé terminants dédu i t s du
Ta I) 1 e a u rectangulaire

II F^ II ( l - ^ i , a, .. ., n ~ i; k = î , î^, . ..,n).

Par contre, il n'est pas. év ident que Fon ob t ienne ainsi la solution
la plus générale du problème. Aussi convient - i l de rechercher celle-ci
par une méthode directe qu i s 'applique également au, cas où, dans les
expressions (33) des F/^, les A sont des fonc t ions quelconques de la
variable indépendante et non p lus des constantes.

Supposons que toutes les expressions différentielles F^ soient du
premier ordre, ce que Fon peut ' toujours fa i re moyennant l ' introduc-
t ion d ' inconnues auxiliaires. Les équations (34) s'écriront

/' ^ ! n . ! • , ! ! !

^ ï [ { ) ^ aiky'k'^ ̂  6^,J/,= o- (/ =:: s , ^2, ..., n — î) .
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Si les polynômes linéaires ^^A-J^ S^O^ •" î ne sont' P^ ^^d^-
/. A-

pendants , on pourra é l iminer tous lesy entre les équa t ions précédentes
et en déduire au moins une relat ion en termes finis entre lesy. Si l'on
se sert de cet te relat ion pour exprimer une de ces inconnues en fonc-
tion des autres, on aura remplacé le système (347) par un autre ana-
logue, mais où le nombre n est d i m i n u é d 'une u n i t é »

Supposons donc les polynômes ̂  (iih-yh i n d é p e n d a n t s les uns des
/!•

autres. On pourra alors prendre ces polynômes pour nouvel les variables
et donner aux. équat ions Ç3^) la forme

n.- 1

W) z', -h ̂  hihZf,~\- hf,^n =o (/ = i, a, .. ., n — i).
h =; 1

En général, tous les b^ ne seront pas nuls . Alors, en é l iminan te ,
on aura un système analogue à (34/), mais où n est d i m i n u é d 'une
u n i t é . Poursu ivan t a ins i , on parviendra à une seule équat ion de la
forme

u\ -h- b^ u^ 4" ̂  ̂ 2 "== o

laquelle fera connaître la . fonct ion u^, une fois u^ choisi arbitraire-
ment. Remontant alors la série des calculs précédemment effectués, on
arrivera à exprimery^, y^ ..., y^ à Paide de la fonction arbitraire î, = u^
et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n — T . Dans le cas où les équations
données sont à coefficients constants, ces expressions ne peuvent
évidemment être autres que les expressions (35) précédemment
obtenues (1).

Seulement, il est un cas où les calculs précédents tombent en dé-
f a u t : c'est celui où, dans le système (34 / /)» ^in est nul pour chaque
valeur de i.

Dans ce cas, le système proposé s'intègre en termes finis, à l 'aide
de constantes arbitraires,

( 1 ) On suppose que la solution du système (36) est unique. Mais il est aisé de voir
que le contraire ne peut so produiro que lorsqu'il existe une relation en termes finis
(sans constantes arbitraires) entre lesy.
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Alors même que cette circonstance ne se présentera i t pas pour le
système (347), e l le pourrai t se présenter pour l 'un des systèmes sui-
vants : c'est ce q u i a u r a i t l i e u si le système donné a d m e t t a i t des inté-
grales premières (en nombre i n f é r i e u r à n — ;i).

En résumé, la solution générale du sj'siéme (34) pe^^ en général.
s exprimer par les formules (35); mais, il y ci un cas d'exception, celui où
les érjfiaUons (34) adinetleni une ou plusieurs irdé^'ralcs premières : dans
ce cas, l ' i n t e rven t i on de cons tan tes arb i t ra i res est nécessaire ( 1 ) .

13. App l iquons les général i tés q u i précèdent a u x é q u a t i o n s (28) et
(3j) . Ces trois é q u a t i o n s a d m e t t e n t u n e combinaison intégrable. Si,
en e(Ïet, on les a jou te après avoir m u l t i p l i é la première é q u a t i o n (a8)
par — 2, il v i e n t

( 37 ) ( p ̂  -M \ [ 'î[i G - a 4- p.) cr ~ o 4" K i - o.

La (onc t ion 2piG — (À "4- (x)a — 0 + K d o i t donc être inversement
p ropor t i onne l l e à p. Cet te f o n c t i o n devant éire régul ière à Por ig iue ,
i l v i e n t nécessairement

( 37 r ) a [i ( < — ( À 4- p. ) o* — 0 4- K =: o.

L'équation (37) est d^a i l l eu r s , a insi qu ' i l est f ac i l e de s^en assurer,
la seule intégrale première admise par le système considéré.

En tenant compte de l 'équat ion (37') et désignant par D l'opéra-
tion p41111- ^ —-—y l ' appl ica t ion de là méthode p r é c é d e m m e n t i n d i q u é e1 àp ^lo^'p i A • l

donnera
/ o - ^ : ( D + i ) ( ^ I ) + 3 ) ^

, ^(^^(•D^.O^^g)^^^
(5ô) < \ 2 /

j K == [ 3 À + 2 ̂  + 2 ( % }. 4- [J. ) D 4- ?. ( 1 -h .̂ ) ÎP ] ̂ ,

I 0=:[^^^^+^)Î)-(^+^)D2]Ç,

où $ est une fonction harmonique arbitraire; et l 'on aura ainsi la 'solu-

( î ) Comparez DAÏUIOUX, Sur la. résolution de l'équation d.'^ •"+- c(r2 ̂ " ̂  ̂  r1^2 6^ c/e
quelques équation1! cinalo^ucs {Jwr/tcd de LiowiUey V série, t, lïî, p, 3 î i ; 1887).
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t ion la plus générale des équat ions (28) et (3s) , puisque celles-ci
n 'on t pas d'autre combinaison intégrable que (37).

H é tan t connu , la fonction $ sera dé te rminée par l 'équat ion (3a),
soit

^(J)-i)II=['(À+^)I)^^.D-^.^ /1 \ ,vn — I n i ^ ,.\ ru i ^ip
Le premier membre manque de termes du premier degré en p, de

sorte q u ' i l en est de même de la fonc t ion £. Nous pourrons donc poser
(39) ^ ( Ï )~ i )Ç ,

*( é l an t dé t e rminé par l 'équat ion

W (}.+^)D^4.,.^l)^^jç=^i.

Les déplacements cherchés u, (?, (P seront donnés par les équa-
t ions (3o), don t la première s'écrira [en ver tu des fo rmules (38),

. (39)^°ïl

. ^(1) - i)u - ^ ̂  [Q ~ ^(i) - x[ïa + ̂  .-.- K ) ^ ^[^G - Q- ̂

^ ̂  ^ | ) [(^ 4- ^) i ) + 3À + 5^]^ + ^J) [ (À + 3^)1) +• ̂ ]i;

4 . H ' ^ ( I ) ^3 ) [ (^^ ) I )2+(3 l4 .5p )D- - [ (À+3^)D+^]Ç .
2l (yt-l'

Si 1/on tient compte des identi tés

p^,|).=(l)^r)p2^,1 ôx * v / i ^

.î-Dsp ;=:(])— i).r(y,

^ ( l ) « 3 ) y : r : ( î ) - l ) ^ ,
,̂̂  • <AX'

il vient, à un polynôme linéaire près,

^/=l-^w^[(l+^I)+3l4-5ri(D-I)Ç+^

,^=.-e!^^[(},4^)i)4»3^+5ri
^(rrr^^ll\^[p^^)D
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Comme les valeurs a in s i écrites sa t isfont à l ' équat ion (^9), elles
donnent bien la so lu t ion du problème, f ê t a n t dé te rminé par réqua"'
tson (4o). Les polynômes l i néa i r e s qu'il y aura l i eu d 'a jouter à u, F, w,
pour avoir la solut ion la plus générale, seront alors les -composantes
d 'une rotation inf in i tés imale .


