A.KORN

Les vibrations universelles de la matiere. Théorie mécanique
de la gravitation, du frottement dans les masses continues
et des phénomenes électriques

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 20 (1903), p. 133-154
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1903_3 20_ 133_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1903, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'ENN.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1903_3_20__133_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LES

VIBRATIONS UNIVERSELLES DE LA MATIERE.

THEORIE MECANIQUE DE LA GRAVITATION,
DU FROTTEMENT
DANS LES MASSES CONTINUES ET DES PHENOMENES ELECTRIQUES,

Parx M. A. KORN.

—— e ——

Les théories mécaniques dont je ticherai ici d’expliquer les prin-
cipes se rattachent aux expériences connues de M. C.-A. Bjerknes, et
ont pour but de remplacer toute action a distance par des actions se
propageant d’une manicre continue dans une matiere trés fine qui
obéit, du moins pour les mouvements tres rapides, aux lois de I'hy-
drodynamique. Supposons que la matiére pondérable se compose de
particules faiblement compressibles, qui nagent dans un éther (théo-
riquement) incompressible et infini; alors ’Analyse mathématique
nous apprend que ce systeme admet un nombre infini de vibrations
dont les durées

Ty, Ty, Ty, ..., Ty
(décroissantes avec j) dépendent du nombre, de la forme ct de la
situation relative des particules compressibles. Ces vibrations peuvent
étre regardées comme la cause des forces apparentes, avec lesquelles
les particules de la matiere pondérable semblent agir les unes sur les
autres. Il y aura ¢videmment superposition des forces correspondant
a des vibrations d’ordres différents, de maniére qu’il suffit d’étudier
chaque vibration séparément. L’étude des vibrations d’ordre zéro
nous donnera une théorie mécanique de la gravitation, une explica-
tion de la lot d’attraction de Newton; 'étude des vibrations du pre-
mier ordre nous donneraune théorie mécanique du frottement dansles
masses continues, une explication de la loi de répulsion de Maxwell.

Aussi longtemps que les particules de la maticre pondérable ‘se

trouvent assez ¢loignées les unes des autres, la gravitation I'emporte



.
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sur toutes les autres forces correspondant aux vibrations d’ordre
supéricur; mais quand les particules se rapprochent, par exemple,
dans un gaz que on cherche & comprimer, la force de répulsion
gagne de P'importance, et Pon arrive aux phénomenes du frottement
que Pon observe dans les gaz.

Nous ne nous occuperons iei que des vibrations d’ordre zéro ef
Qordre un, qui nous fournissent une explication des forees de
Newton et de Maxwell, mais je peux ajouter que les vibrations du
deuxitme ordre ne jouent pas un role moins important : elles sont la
cause des forces capillaires.

Quelgues théorémes geéncrawx sur les vibrations wunierselles

et les actions a distance qi’elles semblent produdre.

Considérons un systeme de particules faiblement compressibles
dans un liquide infini; supposons les vitesses w, ¢, 40 continues dans
toul espace, et posons-nous la question de savoir s'il vy a la possi-
hilit¢ d'une vibration

.l . L , .
(1) w = [l sin T 0T g =2 Vosin T 0T, e Wosin i 4.

T (la durée de la vibration ) étant (rés petite par rapporta unité
de temps, U, Vet W oétant des fonetions inconnues des coordonnées
x, y, 5 et du temps 7, dontles dérivées par rapport & ¢ ne contiennent
pas de termes de Pordre ;;a,

Les équations hydrodynamiques nous donnent aussitot Ia réponse
suivante :

Pour qu'un (el mouvement soit possible, U, V, W doivent étre les
dérivées partielles d'une fonction ®, que nous appelierons le poten-
tiel de la vibration en question, soil

0w 0 b
(2) U= 7 V=g = 2
et @ doit satisfaire & I'équation

(3%) AD == o (a extéricur des particules),
(30) AD - 2P o (& Uintéricur des particules)
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«* étant une constante particuliere & la matiére pondérable. La fone-
ion ¢ doit étre continue avec ses dérivées du premier ordre et s’an-
nuler & U'infini.

On peut démontrer qu’il existe une infinité de nombres

W2 .2 .2
T RS R

(croissant indéfiniment avec j), qui satisfont aux conditions du pro-
bléme énoncé; on voit done la possibilité d'une infinité de vibrations
universelles de la matiere pondérable avec les durées

(D) Tj—_—:').ri (J=o0,1,2,...),
ky

et les potentiels @;. La démonstration analytique complete de ce
résultat peut étre faite en s’inspirant de la méthode imaginée par
M. Poincaré pour le probleéme classique dans lequel on veut avoir

d=o0 (sur une surface §)
et
AP+ 2D =0 (& I'intéricur).

Il peut y avoirsuperposition d’un nombre quelconque de vibrations
d’ordre différent, et aux vitesses (1) correspondantes a ces vibrations
on peut encore ajouter des vitesses ordinaires que nous supposerons
assez petites en comparaison avec les valeurs des U, V, W.

Les forces apparentes qui sembleront agir sur une particule & un
observatcur n’ayant paslessens assez subtils pour discerner les vibra-
tions dans (ous leurs détails, peuvent ¢tre calculées par les relations

! ] JA+T
'\ X = f[;j l[l cos(pa)dsdi, . ®
WER
(6) Y::,Iff /pcos(c’y)dsdl,
‘ $

I ¥
zzﬁ/
J L

sulvantes

4T

/ p cos(vs) dsdt,
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olt ¢ représente la direction de la normale tniérieure et p la pression
hydrodynamique & la surface S de la particule considérée.

Nous savons que

_ —_— (), I _‘23"_ 2+ (_)ff\?_l_ <.{)_? fll (1
(7) P==ty T3\ oz ())’) Jds) | »
ol

(8) o == P sin ,—f; 27,

et olt preprésente la densité du liquide extérienr.

En vertu des qualités (3%) et (3%) de la fonction @ on peut sans dif-
ficulté transformer les équations (6) dans les deux formes sui-
vantes

X = ;; [ A f‘l"‘ cos(va)ds,
' 5

(o) (Y = ;-[J./I’/ P2 cos(sey) ds,
¢ 3 s

10 = — : IJ.A'ﬁf D2 cos(ez) ds,

i g

| .
X B / 5 UlUcos(vax) -+ Veos(ry) -+ Weos(vz)]

. 2 g |

e —l- (U V2 W3 cos (1) : s,

=

.~
©

Y= / ; ViUcos(va)+ Veos(vy) - Weos(vz)]
Vs

(") . |
- (U24- V2 W2y cos(vy) \ s,

N
il
=

zfj : [W(Ucos(va)-+ Veos(ey) -+ Wecos(vs)]
S
!

5' ds.

— % (U2 V2 - W2) cos(v3)

La premitre forme, les équations (9¢) se recommandent par leur
simplicité pour le calcul dans des cas spéciaux, pendant que les ¢qua-
tions (%) se prétent surtout a des conclusions générales. On arrive,

(1) Nous laissons do col6 la constante additive qui n'a aucune influence sur les valeurs
des X, Y, Z.
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par exemple, & I’aide des équations (¢%), facilement & deux théoremes
importants :

I. Le centre de gravite d’un systeme de particules faiblement compres-
sibles se meut en ligne droite avec une vitesse constante.

1. Pour les forces apparentes entre deux particules faitblement com-
pressibles il y a égalite entre I’action et la réaction.

La vibration de [’ordre zéro et la théorie de la gravitation.

On aura le cas le plus simple d’un systeme de particules faiblement
compressibles, si 'on ne considére qu'une seule particule dans un
liquide infini.

En prenantle centre de la sphere comme origine, et en introduisant
les coordonnées polaires 7, ), o par les relations

x =1 cos b,
y =rsinfcoso,

5 = rsinfsino,

nous devons trouver une fonction ® continue avec ses dérivées du
premier ordre et s’annulant & Uinfini qui satisfait & I'équation
1 J oP d /. ,o0d 1 0
a — (r2sinf =— ~— (sinl == —_— 2P =
(10%) r*sinf [()/'< s dr">+()9< 00)+511'1@ ()cp‘lJ +Eb=0
(a l'intérieur de la sphére),

d ., 0D d (. ,0b 1 0*d
/] —_— 22 il —_ H - — J—
(1o0”) ()r(\' sm@dr>+09<st df7>+sin9_h()9? =o
(2 l'extérieur de la sphére).

Les solutions £;, ®; de ce probleme sont données par les équations
(j=o0,1,2,...)

(119 (2j+0F (k;R)+2k,RY , (kR)=o,
jy i+
( Y(07 <P) PR T F N
S (Dj: '*j’-j_l‘T-—' (& 'extériear),
O — e A
(117) L VR Ji+%(/\jl)

D= L Y; (0, 0 i P’intérieur),
e J R/+1 \//cjr JI._*_%(/"_/R) J( ‘) ( )

Ann. Ee. Norm., (3), XX. — AvriL 1903. 18
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oit R représente le rayon de la sphére, J la fonction de Bessel (1),

j+d
0 (/7 +7) AR T
(r2) 1(”"me /)ll,-))(, >(’°‘“‘

etles Y; (0, o) des fonctions sphériques.
Pourj = o, 'équation (11) devient

. . T ’
(/1 —» R

cos(kyR) =0,

et la plus petite valeur de £, est

(13%) fg == TR

A

la fonction @, correspondante

¢ . ..
K O, = = (a lextéricur),
”
(13%) i ¢ ™ot
@, == Zsin|{ - alintéricur
( [} r o “ (' )v

e étant une constante quelconques les formules (134) et (13%) repre-
sentent lavibration de ordre zéro pour une particule dans un liquide
infini.

Considérons maintenant un systeme d’un nombre quelconque de
particules dans le liquide et supposons, pour simplifier les caleuls,
que toutes les particules soien( des sphéres du méme rayon R () ef
que les distances soient tres grandes en comparaison avec R. On peut

(') On a, pourj==o0, 1, 2,

Jy () = ~- 8ina
vt Ay
Y z

. 9 St 3
Jy () = . ("‘“—* --COS.I)
9 (g r

P4

5

. o/, sin
J: (:L‘) = 2 ( 3 —-l~£ 3 (-(-):]—_ —8in :,r)

() Pendant leurs vibrations les particules changent imporeeptibloment lours formes ;
leurs surfaces oscillent autour d'une sphére, dont nous désignons le rayon par R.
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sans difficulté développer les solutions %, et @, en séries procédant
. . R . .
suivant les puissances des — les p; désignant les distances de deux
ik

particules z, £. La méthode pour y arriver consiste & développer le
potentiel @, en séries de polynomes sphériques aux surfaces S; des
particules

(14) Dy =cr—[cr1cos(vx) + crac0S(0y) -+ Ccracos(rs)] +...
(& la surface S;),

a construire, d’apres des méthodes connues, les fonctions @, 4 'inté-
rieur eth I'extérieur des particules et a calculer finalement les valeurs
des ¢y, Ck(y Crar Cryr » - - ¢t £ de maniére que non seulement ®@,, mais
aussi les dérivées du premier ordre de @, soient continues au passage
des surfaces S;. En choisissant parmi les valeurs possibles £, celle

qui ne différe de %— que de termes d’ordre pi_{,—_, on sera sur d’avoir
affaire & la vibration de I'ordre zéro. "

Pour obtenir les forces apparentes qui agissent sur une particule
avec la surface S, on n’a qu’a introduire les valeurs de @ & cette sur-
face dans les équations (9“). On arrivera ainsi & un résultat trés
simple.

1. La vibration de I'ordre séro produit dans un systéme de par-
ticules faiblement compressibles des jforces attractives entre deux parti-
cules t et k

ot py; désigne la distance des particules © et k, ¢* une constante positie,
qui ne dépend nullement des p;; on suppose que les particules sotent des
sphéres du méme rayon R (') et que R souw extrémement petit en compa-
raison avec les distances pj.

On dira que les masses de deux corps pondérables ont le rapport
m; : my, s'il 'y a n; particules dans un corps, 7, dans I'autre, et si

g s Np==Mmy ;. Ny.

(1) Comp. la remarque de la page 138.
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Apres cette remarque, le théoreme I nous méne aussitol a la
théorie de la gravitation, & la loi de Newton.

La vibration du premicr ordre et la théorie du frotiement

dans les masses conlinues.

Considérons de nouveau le cas le plus simple, une seule particule
dans un liquide infini; les solutions £;, ®; du probleme des vibrations
universelles sont données par les ¢quations (11¢) ¢ (11%). Apres
J = o nous nous occuperons maintenantdu cas /== 1. L’¢quation(114)
devient
(15) A sin(kR)

sin (& R) — &y Reos (A R)

-0,

et la plus petite valeur de £, satisfaisant i celle condition est
v K

164 A==

( ) 1 l{’

les valeurs correspondantes de @, (comp. 11%)

(,(()s( )—+—( (0&(1 y) -+ Cy COos(r3z)
o Bt b S

7 T egeos(ra) o e, cos(r ) 1 g cos(rs)
sin (7: R)—-w -ﬁu)s(r ,) l ot R b ) 2 COSLLY) o Gy —( 7

oY
l

O, == (iv Textérieur),
G
(167) ¢ .
(l’, e
T

o

12

(a intéricur),
olt ey, ¢y, ¢y désignent des conslantes quelconques.
Nous posons
cr=ccos(oa),
(17) Cey==ceos(oy),

Cy=zeeos(os),

et nous appellerons o la direction de 'oscillation de la particule en
question; les équations (16°) deviennent

— (a Pextérieur),

¢ r cos
' b, = 7 |_5m (7! li> -7 R cos (71 “)] oo Ig: v) (i Pintéricury,

S D, = cos(ro)
(18)
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r étant la distance et la direction
centre de la sphére — (zyz).

Les formules (16%) et (18) représentent les vibrations possibles du
premier ordre pour une particule dans un liquide infini; la con-
stante ¢ et la direction o sont tout & fait arbitraires.

Passons maintenant au cas général qu’un nombre z quelconque de
particules se trouve dans le liquide, et supposons seulement que toutes
les particules aient le méme rayon R et que leurs distances p; soient
tres grandes en comparaison avec R. Il s’agit de trouver une vibra-
tion &,, @, de telle sorte que
T

hi=g

\ R W T A .
ou ¢ est d’ordre o bar rapport & - Alors nous serons surs d'avoir
ik )
affaire & des vibrations du premier ordre.
La méthode pour obtenir cette solution consiste, comme dans le
probleme précédent (p. 138), a développer le potenticl ®, en séries de
polynomes sphériques aux surfaces S; des particules

(r9) O, =a; — [a; cos(vx) + a;,co8(vy) —+ a;3cos(vs)]
(a1 €082 (¢ 2) 4 )00 OS2 (P y) + @) 33 OS2 (93) (1)
“+2a;,93€08(9y) COS(P5) + 2,5, C0S(P5) COS (V&) + 24,15 COS(rx)COS (v y)]

a construire les fonctions @, & Uintéricur et & 'extérieur des parti-
cules avec ces valeurs limites ct i calculer finalement les a;, @y, ...,
@j iy ey @y - oLk, de maniere que non sculement @, mais aussi
les dérivées du premier ordre de ®, soient continues au passage des
surfaces S;.

Jene donnerai ici que les résultats en négligeant tous les termes
qui sont sans importance pour notre résultat final concernant les

(h 11 = @jaa 4= jg3 =0,

pour que le terme [—] soit un polynome sphérique du second ordre.






