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SUR I’EXISTENCE,

DANS CERTAINS

SYSTEMES DIFFERENTIELS,

DES INTEGRALES
REPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNEES,

Par M. Coarres RIQUIER,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN.

INTRODUCTION.

Les résultats du présent Mémoire, communiqués 4 I'Académie des
Sciences le 12 janvier 1go3, peavent se résumer comme il suit.
Soient
T, Yy e

u, 9,

des notations (en nombre limité) désignant, les premiéres diverses
variables indépendantes, les dernieres diverses fonctions inconnues de
ces variables. A chacune des quantités @, y, ..., u, ¢, ... faisons cor-
respondre un entier, positif, nul, ou négatif, que nous nommerons la
cote de celte quantité; puis, considérant une dérivée d’ordre quel-
conque r del'une des fonctions u, ¢, ..., nommons cote de la dérivée
en question 'entier obtenu en ajoutant a la cote de la fonction celles
des r variables de différentiation. Il est clair que dans le cas ou les
cotes des diverses variables indépendantes sont toutes égales a 1, la
cote d’une dérivée quelconque s’obtient en ajoutant a la cote de la
fonction inconnue I'ordre total de la dérivée.
Ann, Ee, Norm., (3), XXI. — JuLLET 1904. 38
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D’autre part, étant donné un.systeme différentiel résolu par rapport
@ certaines dérivées des fonctions inconnues qui 8y trousvent engagees,
convenons de dire gqu'une dérivée de ces fonctions est principals rela-
tivement au systéme, lorsqu’elle coincide, soit avee quelqu’un des
premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs dérivées; conve-
nons de dire, dans le cas contraire, qu'elle est paramétrique.

Cela posé, considérons un systéme différentiel satisfwisant & la double
condilion ct-apres :

1° Le systéme est résolu par rapport & certaines derivces des fonctions
inconnues qui 8’y lrouvent engagees, el, si ['on partage les équations en
groupes suivant que leurs premiers memdbres apparticnnent a (elle ow telle
inconnue, aucun des groupes ainst obtenus ne contient plus d'une
dquation.

20 Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale,
et, moyennant Ualtribution aux variables indépendantes de cotes respec-
tiges toules égales @ 1, el awx fonctions inconnues de coles respecties
determinces, chacun d’ewx ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (itnconnues ou d(e'r[c’("(:.s") dont la cote ne surpasse pas
celle du premier membre correspondant.

Un systéme de cetle espéce étant donné, pour que les intégrales hypo-
thétiques reépondant @ des conditions initiales donnces existent effective-
ment et sotent uniques, i suffit que certaines fonctions (en nombre limité)
des variables independantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs
dérivées paramélriques, présentent, pour les valears numérigues initiales
de lewrs arguments, des modules satisfaisant & certaines inégalitds.

Gonsidérons, par exemple, le cas tres simple de 'équation aux dé-
rivées partielles

(1) *u )y u du du Pu u

o ozoy I\ dy’ dxt’ Jyt )’

et supposons qu’il s’agisse de déterminer un ensemble de conditions
suflisantes pour Pexistence d'une intégrale (unique) répondant i des
conditions initiales données. Je désignerai par A et B les dérivées
T o1 ) A7 0%u .
particlles du second membre / par rapport a ot ¢t j~— respective-
L Jay"

ment, par A, et By, les valeurs numériques initiales de A et B, ot je
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rappellerai que divers géométres ont successivement assigné comme
condition sulfisante a I'existence de I'intégrale :

1° La nullité¢ identique des deux fonctions A, B; ce résultat a été
formulé pour la premieére fois par M. Picard dans un Mémoire célehre,
paru en 18go ('); il se trouve également contenu, comme cas particu-
lier, dans des recherches publiées la méme année par M. Méray avec
ma collaboration (*).

2¢ La nullité identique de 'une ou l'autre des fonctions A, Bj; ¢’est
[a une application particulitre de mes recherches sur les systemes
orthonomes, don( j’ai commencé la publication en 183 ().

3¢ La nullité numérique de 'une ou Pautre des valeurs initiales A,
B, ce résultat a été indiqué par M. Goursat dans une Note commu-
niquée & PAcadémie des Sciences le 2 novembre 189g7.

Cecei étant rappelé, si Pon applique & Péquation (1) la méthode
exposce dans le présent Mémoire, on (rouve comme condition suffi-
sante la simple inégalité numérique

mod (A, By) < [1
I

(V) Mémoire sur le théorie des équations aux dérivées particlles et sur la méthode des
approximations successives (Journal de mathématiques pures et appliquées, 4° séric,
L. VI).

(2) L’équation

2u —f(r “ duw  du
owdy 7\ AR l)f)

se raméne en cffet au systeme différenticl du premicr ordre

u , ouy

— = u, f(x u, ul, ul)
Jda &£7? oL f( 1)y Uy Uy y)’
ou oduly P

Fri ul, v =f(z,y, u, uy, u}),

lequel est immédiat, semi-régulier et passif. Voir & ce sujet le Mémoirc. de MM. Méra'y
et Riquier ayant pour litre : Sur la convergence des dévcloppements des intégrales ordi-
naires d’un systéme d'équations différenticlles particlles (Annales de I'Ecole Normale,
janvier, février ¢t mars 18go).

(3) Voir dans les Annales de I”Lcole Normale, année 1893, les deux Mémoires inti-
tlés : De Uexistence des intégrales dans un systéme différenticl quelconque; Sur la
réduction d’un systéme différentiel quelconque @ un systéme linéaire ct complétement inté-
grable du premier ordre. :
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CHAPITRE I.

PROPOSITIONS SUR LES COUPURES.

1. Désignant par a,, y,, . . des valeurs particulieres quelconques
des variables indépendantes z, y, ..., j’ai, dans mes travaux anté-
rieurs, nommé fonction schématique de z, y, ... une séric entiére en
T — Ty, ¥ — Yor --- dont tous les coefficients sont arbitraires et sou-
mis, dans leur ensemble, & la seule restriction de la convergence.
Quand le nombre des variables se réduit a zéro, la série se réduit a
une simple constante schématique : ¢’est ce que nous nommerons par-
fois une fonction schématique dégéncree.

Jai ensuite défini le résidu d'une coupure (') effectuée dans une
fonction schématique de @, y, ..., et j’ai montré comment on peut, 2
'aide des caleuls les plus ¢lémentaires, former de ce résidu une
expression simple. Sans revenir ici sur c¢ que j’ai longuement exposé
ailleurs (*), je dois rappeler bricvement en quoi consiste, dans la
théorie générale des systémes dilférentiels, Uutilité de ces considé-
rations.

Supposons que 'on ait un systeme diflérentiel résolu par rapport a
certaines derivées des fonctions inconnues qui 8y trouvent engagees, cl
dont les seconds membres soient, dans un méme domaine, tous dé-
veloppables par la série de Taylor. Des intégrales quelconques (non
singuliéres) d’un pareil systéme ¢étant supposées développées par la
série de Taylor & partir de valeurs initiales queleonques des variables
indépendantes, les portions de ces développements formées par 'en-
semble des termes qui, aux facteurs numériques connus prés, ont

(1) II va sans dire que le sens attribué ici au mol coupure est tout différent de celui
quil a communément dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire.

(2) Sur le calewl inverse des dérivées ( Annales de la Faculté des Sciences de Mear-
seille, 1. X, fase. I, p. g et suiv.). — Sur une question fondamentele du Caleul intésral

(Acta Mathematica, L. XXIII, p. 215 et suiv. ).
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pour coeflicients les valeurs initiales des intégrales dont il s’agit et de
leurs dérivées paramétriques de tous ordres ('), se nommeront les
déterminations initiales de ces intégrales.

Or, la question sc pose & chaque instant, dans la théorie des sys-
temes différentiels, de savoir si un systéme, résolu par rapport a cer-
taines dérivées des inconnues, admet ou non quelque groupe d’inté-.
grales possédant des déterminations initiales données; et il importe,
en conséquence, de formuler cette derniére donnée le plus simple-
ment possible. Supposons, & cet effet, les inconnues développées
partir des valeurs initiales x,, y,, ... des variables indépendantes =,
¥, .-, ctlaissons dans ces développements tous les coefficients indé-
terminés : cela étant, il suffit, pour avoir la_forme dela détermination
initiale d’une inconnue quelconque u, de calculer le résidu d’une cer-
taine coupure pratiquée dans le développement correspondant. On
obtient ainsi une expression de la forme

ne=g
_ﬁ .
(2) D (@ — )y —yo)n ... Fo,
n=
ol a,, b,, ... désignent des entiers positifs ou nuls, 0, un groupe de

variables indépendantes extrait du groupe total =, y, ..., et Fy une
fonction schématique des seules variables 0,. La donnée de I'expres-
sion (2) ¢quivaut d’ailleurs 4 la suivante, par laquelle nous convien-
drons de la remplacer en toutes circonslances.

Désignant par w, le groupe de variables complémentaire du
groupe 0, (2), et faisant successivement n =1, 2, ..., g, nous sup-

poscerons donnée la fonction des variables 0, & laquelle se réduit
%J— par I’attributipn aux variables w, de leurs valeurs ini-
tiales.

Sil'on considére, par exemple, un systéeme différentiel impliquant
deux fonctions inconnues «, ¢ des trois variables «, y, z, et résolu par

(1) Nous avons défini, dans I'Introduclion, le sens des locutions dérivee principale,
dérivée paramétrique.

(2) Qest-a-dire tel que I'ensemble des deux groupes 0,, w, reproduise, une fois et une
scule, chacune des variables indépendantes x, y, . ...
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rapport aux quatre dérivées

_du el pe e
dz dyds’ dx’ dy s dy*

application de notre méthode donnera, pour les déterminations ini-
tiales de «, ¢, les formes respectives

(g’) ( F(y,z)+ (z —a)l(x,5) + (2 —a,) (y =)o) P(x,9),
' ? Q(s) + (¥ —y0) A+ (y —20)*B,

olt A, B désignent deux constantes schématiques et F(y, z), H(z, 3),
P(z,y), Q(z) quatre fonctions schématiques. Ladonnée de ces déter-
minations initiales se formulera d’ailleurs comme il suit :

S'il s’agit de la premiere, on se donnera : 12 La fonction de y et =
laquelle se réduit u pour x — 2, == o; 2 lafonction de @ et s i laquelle

, .oJu . . . .
se rédult == pour y — v, = o; 3° la fonction de x et v i laguelle se
.r . /0 J

Jd*u

réduil = pour s — z, == 0. S'il s’agit de la seconde, on se donnera :
du dy ‘

1° La fonction de z & laquelle se réduit ¢ pour & — &y =y — y, =03
2° les valeurs numériques que prennent respectivement 5= el=-: pour

J; Jdy
x—x, =y —y,=5— 5,==0. Des expressions (3) on déduit done
immédiatement, pour remplacer la considération des déterminations
initiales, la Tableau suivant de formules schématiques :

u=g(y,5)  POUr & -—a,= 0,

(.Z_[_L.:)(.z‘ z) POUr ¥ — ¥4== 0

dx ’ " ,

D%u
Dz iy = plz, ¥)  pour s— 5,7 0;

p=U(z)  pour x—axy==y —y,=o0,

dv

oy = ¢

%9

S POUr & — Zy=== ) — Y, == 5~ 5y == O.

oy =P

D’une maniere générale, si 'on considere un systeme différentiel
résolu par rapport & certaines dérivées des fonctions inconnues qui
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s’y trouvent engagées, les formules schématiques, en nombre essen-
tiellement limité, dont la considération se trouve le plus souvent
substituée a celle des déterminations initiales, ont la structure sui-
vante : les premiers membres, tous distincts entre cux, coincident
chacun avec l'une des inconnues du systéme ou de leurs dérivées;
dans chaque second membre figure une fonction schématique de cer-
taines des variables; ct chaque premier membre est assujetti i se
réduire identiquement au second membre correspondant, lorsqu’on y
remplace par leurs valeurs initiales celles d’entre les variables indé-
pendantes dont ne dépend pas la fonction schématique du second
membre.

Construire les formules schématiques dont il s’agit, ¢’est ce que
nous appellerons désormais fixer {'économie des conditions initiales.

2. 1l nous faut maintenant établir, au sujet des coupures, quelques
propriétés d’olt nous déduirons d’intéressantes conséquences relati-
vement a la forme des conditions initiales dans un systéme diffe-
rentiel. )

Dans toute expression, telle que (2), obtenue & 'aide d’une cou-
pure, les divers monomes

(@ —2y) ' (y — yy)ln ... [n=1,2, ..., 2]
quimultiplientrespectivement les diverses fonctions schématiques Iy,
sappelleront, pour abréger, les monomes extérieurs de Iexpression
dont il s’agit : & chacune des fonctions schématiques Fy (dont
quelques-unes peuvent, bien entendu, se réduire 2 de simples con-
stantes schématiques) correspond ainsiun monome extérieur, ¢l inver-
sement. L'expression (2) contient d’ailleurs nécessairement un mo-
nome extéricur (et un seul) de degré zéro.

Etant donnée, enfin, une fonction schématique de , v, ..., celles
des différences
(4) T — Ty, Y —Dos
dont elle ne dépend pas lui seront dites étrangeres.

Ces définitions posées, nous établirons la proposition suivante :

Le résidu d’une coupure effectuce dans une fonction schématique






