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SUR I/EXISTENCE,

DANS CERTAINS

SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS,
DES INTÉGRALES

RÉPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNÉES,

PAU M. CHARLES RIQUIER,

P R O F E S S E Ï J R A L 'UN Ï V E M S Ï T E DE C A E N .

INTRODUCTION.

Les résultats du présent Mémoire, communiqués à l'Académie des
Sciences le 12 janvier 1903, peuvent se résumer comme il suit.

Soient
^ f y'» ' ' • ">
U, V, . . .

des notations (en nombre limité) désignant, les premières diverses
variables indépendantes, les dernières diverses fonctions inconnuesde
ces variables. A chacune des quantités x , y , ..., u, v , . . . faisons cor-
respondre un entier, positif, nul, ou négatif, que nous nommerons la
coteau cette quanti té; puis, considérant une dérivée d'ordre quel-
conque r de l 'une des fonctions u, 9, . . . » nommons cote de la dérivée
en question rentier obtenu en ajoutant à la cote de la fonction celles
desr variables de differentiation. II est clair que dans le cas où les
cotes des diverses variables indépendantes sont toutes égales à r , la
cote d'une dérivée quelconque s'obtient en ajoutant à la cote de la
fonction inconnue l'ordre total de la dérivée.
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D'autre part, étant donné un-système différent iel résolu par rapport
à certaines dérivées des fonctions inconnues (fui s ' y trouvent engagées,
convenons de dire qu ' une dérivée de ces fonc t ions wi principale rela-
t ivement au système, lorsqu'elle coïncide, soit avec q u e l q u ' u n des
premiers membres, soit avec quelqu 'une de leurs dérivées; conve-
nons de d i re , dans le cas contraire , qu'elle ^paramétrique.

Cela posé, considérons un système différentiel satisfaisant à la double
condition ci-après :

i0 Le système est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions
inconnue!! qui s'y trouvent engagées, et, si l'on partage les équations en
groupes suivant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle
inconnue, aucun des groupes ctinsi obtenus ne contient plus d'une
équation.

2° Les seconds /nombres sont indépendants de toute dérivée principale,
et, moyennant l^Utribiition aux variables indépendantes de cotes respec-
tives toutes égales à \, ci aux fonctions inconnues de cotes respectives
déterminées, cliacun d'eux ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (^inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse pas
celle du premier membre correspondant.

Un système de cette espèce étant donné, pour que les intégrales hypo-
thétiques répondant à des conditions initiales données e'rnslent effective-
ment et soient uniques, il suffit que certaines fonctions {en nombre limité)
des variables indépendantes, des inconnue^ et de quelques-unes de leurs
dérivées paramétriq lies, présentent, pour les valeurs numériques initiales
de leurs arguments, des modules satisfaisant a certaines inégalités.

Considérons, par exemple, le cas très s imple de l 'équat ion aux dé-
rivées part iel les

(i) ^L^f(,. ^ „ à a ou ^u ^u\
' / àxôy-^^^y^^J^ oy ^^Jyî^

et supposons qu'il s'agisse de déterminer un ensemble de cond i t ions
sufï isantes pour l 'existence d'une intégrale (unique) répondant à des
condi t ions in i t ia les données. Je désignerai par A et B les .dérivées
part ie l les du second membre /par rapport à ^ et ̂  respective-
ment , par A, et Bç, les valeurs 'numériques ini t iales d / A et B, et je
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rappellerai que divers géomètres ont successivement assigné comme
c o n d i t i o n suiïisante à l'existence de l ' intégrale :

1° La n u l l i t é i d e n t i q u e des deux fonctions A, B; ce résul ta t a été
formulé pour la première fois par M. Picard dans un Mémoire célèbre,
paru en i8c)o ( ^ ) ; il se trouve également contenu, comme cas particu-
lier, dans des recherches publiées la même année par M. Méray avec
ma collaboration (^).

2° La n u l l i t é i d e n t i q u e de l 'une ou l'autre des fonc t ions A, B; c'est
là une appl ica t ion particulière de mes recherches sur les systèmes
orlhonomes, dont j 'a i commencé la publ ica t ion en i8q3 (3).

3° La n u l l i t é numér ique de l 'une ou l'autre des valeurs in i t i a les Ay,
B(); ce résul ta t a été ind iqué par M. Coursât dans une Note commu-
niquée à l 'Académie des Sciences le 2 novembre 1897.

Ceci é tan t rappelé» si l'on a p p l i q u e à l 'équation (i) la méthode
exposée dans lo présent Mémoire, on trouve comme condition suffi-
sante la simple inégali té numérique

rn od ( A o B o ) < ̂4

( l ) Mémoire sur la tfléorie des équatiomî aux dérivées partielles et ,s'///" la méthode dea
approximations ^ucceswes (Journal de mat/iémaUques pures et appliquées'y 4e série,
t. VI),

( 2 ) L'équation
^u ç f au ()u\j ^ ^ ^ j [ ^ y . ̂  ̂  ̂ )

se ramené en efTel au système difïerenfciel du premier ordre

ou , au y ,./ , , .
———— == U^ ————y- ==./(^7? î^ U^ l l y ) ,

y^ vx

^ u^ •7È? ==::/(^ '̂ u•> u^ ^y^
ou , àu'^
^-^^

lequel est immédiat, Hémi-régulier Qt passif. Voir à ce sujet le Mémoire de MM. Méray
et lUqmer avant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordi-
nairesd* un système d'équations différentielles partielles (^nnaîc.y de l'Ecole Normale,
janvier, février et mars 1890).

( 3 ) "Voir dans les Annales de l'École Normcde, année 1893, les deux Mémoires inti-
tulés : ^c' l'existence des intégrales dans un système différentiel quelconque; Sur la
réduction d'un système différentiel quelconque à un système linéaire et complètement inté-
^'rable du premier ordre.
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CHAPITRE L
PROPOSITIONS SUn LES COUPURES.

I . Désignant para?o,yo, - • • d68 valeurs particulières quelconques
des variables indépendantes x, y, . . . , j 'ai, dans mes travaux anté-
rieurs, nommé fonction schématique de x, y , ... une série entière en
x — x ^ , y — y ^ ... d o n t tous les coefficients sont arbitraires et sou-
mis, dans leur ensemble, à la seule restriction do la convergence.
Quand le nombre des variables se réduit a zéro, la série se rédui t à
une simple constante schématùjae : c'est ce que nous nommerons par-
fois une fonction schématique dégénérée.

J'ai ensuite déf ini le résidu d 'une coupure^ ) effectuée dans une
fonction schématique de x , y , ..., et j'ai montré comment on peut, à
l'aide des calculs les plus élémentaires, former de ce résida une
expression simple. Sans revenir ici sur ce que j'ai l onguemen t exposé
ailleurs (2), je dois rappeler brièvement en quoi consiste, dans la
théorie générale des systèmes différentiels, l 'u t i l i té de ces considé-
rations.

Supposons que l'on a i t un système dif férent ie l résolu par rapport à
certaines dérivées des fonctions inconnues (fid sy trowent engagées, et
dont les seconds membres soient, dans un même domaine , tous dé-
veloppables par la série de Taylor. Des intégrales quelconques (non
singulières) d'un pareil système étant supposées développées par la
série de Taylor à partir de valeurs in i t i a les quelconques des variables
indépendantes , les portions de ces développements formées par l 'en-
semble des termes qui , aux facteurs numériques c o n n u s près, o n t

(1) II va sans dire que lo sons attr ibué ici au mot coupure est tout différent do celui
qu'il a communément dans la théorie des fonctions (Puno variable imaginaire.

( ï ) Sur la calcul Inverse dcfî dérivées ( Annales de la Faculté daa "Sciences de Mar-
fîfsillc, t.X, fasc. î, p. 9 et siliv.). — Sur une question fondamentale du Calcul intégral
(Âcta Malhomatica, t. XXïïï, p. ' Â 1 5 et 8iïh'.)/
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pour coefficients les valeurs initiales des intégrales dont il s'agit et de
leurs dérivées paramétriques de tous ordres (1) , se nommeront les
déterminations initiales de ces intégrales.

Or, la question se pose à chaque instant, dans la théorie des sys-
tèmes différent iels , de savoir si un système, résolu par rapport à cer-
taines dérivées des inconnues, admet ou non quelque groupe d'inté-
grales possédant des déterminations init iales données; et il importe,
en conséquence, de formuler cette dernière donnée le plus simple-
ment possible. Supposons, à cet effet, les inconnues développées à
partir des valeurs in i t i a les ^Vo» • - • des variables indépendantes x,
y, ..., et laissons dans ces développements tous les coefficients indé-
terminés ; cela étant, il suffît , pour avoir la forme delà détermination
i n i t i a l e d 'une i n c o n n u e quelconque u, de calculer le résidu d'une cer-
taine coupure pra t iquée dans le développement correspondant. On
obtient ainsi u n e expression de la forme

n^:^ ' • • i i i i i • • - ' • ' . •
( a ) 2(x - •^"(y-y^'" • • • ¥^ " '

n ^~ i

où a^, b,^ ... désignent des entiers positifs ou mils, 0^ un groupe de
varial:)'les indépendantes extrait du groupe total x, y , ..., et FQ une
fonction schématique des seules variables 0^. La donnée de l'expres-
sion (2) équivaut d'ailleurs à la suivante, par laquelle nous convien-
drons de la remplacer en toutes circonstances.

Désignant par o^ le groupe de variables complémentaire du
groupe 0,^ (2), et faisant successivement n == i, 2, . . . , g, nous sup-
poserons donnée la fonction des variables 0^ à laquelle se rédui t

/^^yi+^ft'l"'"* I I— — — : _ p^y. l 'at tribution aux variables o^ de leurs valeurs ini-
à.^n ôy" ! ! . ... t /'
tiales.

Si l'on considère, par exemple, un système différentiel impliquant
deux fonctions inconnues u, v des trois variables x, y, z , et résolu par

( 1 ) Nous avons défini, dans riniroduôlion, lo sens des locutions dérivée principale,
dérivée paramétrique.

( 2 ) C/esi-à-dire tel que Fensernblo des deux groupes 0^, o^ reproduise, une fois et une
soûle, chacune des variables indépendantes .^,y, ....
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rapport aux quatre dérivées

(yu à^ <)2 î ' ^
d.:y <)/ 6^ <}^ à y àz <)j3

l 'application de notre méthode donnera, pour les d é t e r m i n a t i o n s i n i -
tiales de //, 9, les formes respectives

(3)
F (y^ ^) + (^. _ ^)H(;y, ^) + (.r — ̂ ) (y —yo) P(.'r,y),

q ^ ) ~ \ - ( y - y , ' ) A . ^ ( y ^ y ^ } ï ,

ou A, B désignent deux constantes schématiques et F(y, -s)» I,I(.2?, s),
l^(.r,y), Q(^) quatre ( o n c t i o n s schématiques. La d o n n é e décès déter-
m i n a t i o n s in i t i a l e s se formulera d 'a i l leurs comme il su i t :

S'il s 'agit de la première, on se donnera : ï° La fonct ion dey et z a
l a q u e l l e se rédu i t u p o u r x — w^ == o ; a° la fonc t ion de a.' et -s à l a q u e l l e
se rédu i t y-: pour y — y o = = o ; 3° la fonction de x et y à l aque l le se

rédui t —•— pour ^ — ^o ̂  o. S'il s'agit de la seconde, on se donnera :
1° La fonct ion de z à laquelle se r édu i t y pour x — x^-^y—Vo^ (^
^° les valeurs numériques que prennent respecllveincuit^et^-"^
x — x^ ==y—yo === z — ^o == o. Des expressions (3) on dédui t donc
immédiatement , pour remplacer la considération des dé t e rmina t i ons
in i t i a l es , la Tableau suivant de formules schématiques :

u = y { y ^ z ) pour a; — ^y :;:r o,
on -s / ,•; = À ( x, s ) po il r y — yo == o,àx

yu
^^•(^j) pourôxày wi v ? l / / r " -0——?

t..' = ̂  ( z ) p o t,.i r x — ^o =-= y — y^ =::. o,
^ 1-. »„..„» tAc)y

^^Q
ày^^

pour ^ — ^y "= y — yo = ^ — ^y == o.

D'une manière générale, si l'on considère un système différentiel
résolu par rapport à certaines^ dérivées des fonctions inconnues qui
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s'y trouvent engagées, les formules schématiques, en nombre essen-
t ie l l ement l imi t é , dont la considérat ion se trouve le plus souvent
substituée à celle des dé te rmina t ions ini t ia les , ont la structure sui-
vante : les premiers membres, tous d i s t inc t s entre eux, coïncident
chacun avec l ' une des inconnues du système ou de leurs dérivées;
dans chaque second membre figure une fonct ion schématique de cer-
taines des variables; et chaque premier membre est assujetti à se
réduire ident iquement au second membre correspondant, lorsqu'on y
remplace par leurs valeurs ini t ia les celles d'entre les variables indé-
pendantes dont ne dépend pas la fonction schématique du second
membre.

Cons t ru i r e les formules schématiques dont il s^agit, c'est ce que
nous appellerons désonriais/ww" l'économie des conditions initiales.

2. I l nous faut ma in t enan t établir , au sujet des coupures, quelques
propriétés d'où nous dédu i rons d'intéressantes conséquences relati-
v e m e n t à la fo rme des condi t ions ini t ia les dans un système d i f fé -
rentiel .

Dans toute expression, telle que (2), obtenue à l'aide d'une cou-
pure, lesdivers monômes

( x — .z-o Y: ( y — y<, )/^ .. . [ n =. i , ^, .... g ],

q u i m u l t i p l i e n t respectivement les diverses fonct ions schématiques F()^
s 'appel leront , pour abréger, les monômes extérieurs do l'expression
dont il s 'agit : à chacune des fonctions schématiques Fo^ (don t
quelques-unes peuvent , bien en tendu , se réduire à de simples con-
stantes schématiques) correspond, ainsi un monôme extérieur, et inver-
sement. L'expression (2) contient d'ailleurs nécessairement un mo-
nôme extérieur (et un seul) de degré zéro.

Etant donnée, enfin, une fonction schématique de ocy y, ..., celles
des différences

(4) ^—.ro, j—yo, ...
dont elle ne dépend pas lu i seront dites étrangères.

Ces déf in i t ions posées, nous établ i rons la proposition su ivante :
Le résidu d'une coupure effectuée dans une fonction schématique à
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l'aide d'un ensemble E ne contenant aucun terme superflu peut lou/ourff
être mis sous une forme telle que les 'deux conditions suivantes se trouvent
à la fois satisfaites :

i° Tout monôme extérieur Çsauf celui de degré zéro) s'obtient en mul-
tipliant quelque autre monôme extérieur par quelqu'une des différences
étrangères à la fonction schématique (^dégénérée ou non) qui correspond
à ce dernier.

2° Tout monôme de l'ensemble E s'obtient en multipliant quelque mo-
nôme extérieur du résida par quelquune des différences étrangères à la
fonction schématique {dégénérée ou. non) qui correspond à ce dernier.

I. Notre proposition est exacte si dans l'ensemble E ne figure effective-
ment qu'une seule des différences (4).

Car l'ensemble E, ne contenant , par hypothèse, aucun terme su-
perflu,, se compose nécessairement d'un monôme unique tel que
(x — x^f; le résida de la coupure peut alors s'écrire sous la forme

FoCy, ...)+(^-^)Fi(j. ...)
. .^^-^o)2!^ -.)4-,..+(^-^)^Fa.,.^(j, . . .),

où Pô, F(, F^, ..., Fa^ désignent a fonc t ions schématiques des seules
variablesy, .... et où les monômes extérieurs sont

(x—x^\ (^—^y, (.y—^)2, ..^ (^—.y^--î.

On en dédui t immédiatement le point à démontrer.

Il, Si noire proposition est exacte dans le cas où F ensemble E contient
effectwement moins de h 4-1 différences, elle l'est encore dans le cas où il
en contient k + i.

Supposons, pour fixer les idées, que x — x^ soit une des k +1 dif-
férences dont il s'agît, désignons par a l'exposant maximum dont elle
se trouve affectée dans Fensemble, et partageons ce dernier en plu-
sieurs autres,

E0, ES .... ÏS^-s E%

suivant que, dans les divers termes de E, la différence x — x^ figure


