J. BOUSSINESQ

Propagation des ondes le long d’une colonne liquide compressible
se composant de filets a vitesses inégales et contenue dans un tuyau
élastique horizontal, sans tension longitudinale

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 22 (1905), p. 349-368
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1905_3 22 349 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1905, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'EN.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systéma-
tique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1905_3_22__349_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

PROPAGATION DES ONDES

LE LONG D’UNE COLONNE LIQUIDE COMPRESSIBLE,

SE COMPOSANT DE FILETS A VITESSES INEGALES
ET CONTENUE DANS UN TUYAU ELASTIQUE HORIZONTAL,
SANS TENSION LONGITUDINALE,

Par M. J. BOUSSINESQ.

I. Resal me parait avoir, le premier ou un des premiers, dans
une courte Note du 27 mars 1876 (Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences de Parus, t. LXXXII, p. 698), soumis au calcul les mou-
vements que propage le long d’une colonne liquide I'élasticité du
tuyau qui la contient, comme sont, par exemple, les battements du
pouls dans les artéres, les ondes longitudinales de I'eau remplissant
le tube en caoutchouc de certains appareils de Marey pour I'enre-
gistrement ou I'imitation de phénomenes physiologiques, enfin, les
coups de belier provoqués, dans les tuyaux de conduite, par toute
brusque variation de la vitesse d’écoulement et, par suite, de la pres-
sion. Comme Resal avait spécialement en vue la colonne liquide, sans
¢coulement, contenue dans un mince tube en caoutchouc générale-
ment un peun plus long que la distance de ses deux extrémités, ou
dépourvu de tension longitudinale, ct, d’ailleurs, incomparablement
plus dilatable dans les sens latéraux, par les accroissements de la
pression intérieure, que n’est compressible le liquide inclus, il a pu,
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tout & la fois, négliger les actions mutuelles des anneaux juxtaposés
composant le tube, ou supposer, du moins avec une assez grande
approximation, ces actions insensibles devant la lension des fibres
circulaires des anneaux, et, de plus. admettre, d’'une part, I'incom-
pressibilité du liquide, ou la conservation des volumes fluides, d’autre
part, le parallélisme des tranches, c’est-a-dire I'égalité des vilesses
prises suivant ’axe par tout un troncon élémentaire de la colonne,
sous I'impulsion commune exercée & une extrémité, les frottements,
quitendraient & inégaliser ces vitesses, restant, comme on sait, négli-
geables, dans les mouvements d’un fluide ou brefs, ou périodiques,
d’amplitude modérée. Resal obtient ainsi, pour le carré de la vitesse
de propagation des ondes, le quotient, par la densité g du liquide,
de Iélasticité I de traction du tube, multiplice par le petit rapport
del’épaisseur e de la paroi au diametre intérieur 2R.

Dans un Mémoire intitulé Théorie générale du mouvement vari de
leau dans les tuyaur de conduite (Revue de Mécanique, janvier et
mars r9o’%), Mémoire précédé d’une Note ou M. Rateau en sxgn(nlc aux
savants francais l’importancc pratique, et qui a fait objet, le
13 mars 1904, d’une conférence de Pauteur d notre Societé d’encoura-
gement pour industrie nationale, M. 'ingénicuritalien Alliévia géné-
ralisé tres heureusement, presque sans la compliquer, la formule de
Resal (qui lui était d’ailleurs inconnue), en tenant compte de la com-
pressibilité du liquide, comme il le fallait bien eu égard & la grande
rigidité des tuyaux de conduite, mais en faisant encore lhypothéso
du parallélisme des tranches, peu admissible dans ces tuyaux ol les
filots fluides ont des vitesses assez notablement différentes, et en
continuant enfin & admeltre l’mdvpcnddnce relative des anneaux cir-
culaires contigus du tuyau.

Cette dcrnu;re supposition, quoique moins admissible pour un tel
tuyau que pour un tube liche et mince en caoutchoue, et qui ne
serait pleinement }ustlﬁec que dans le cas d’une paroi & fibves annu-
laires résistantes mais trés extensible et trés compressible suivant sa
longueur, parait inévitable des qu’on veut pouvoir traiter la question;
car, s'il fallait tenir compte des actions mutuelles des anneaux, et, en
conséquence, de celles quexerceraient & distance les uns sur les
autres, par leurintermédiaire, les troncons sous-jacents de la colonne
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liquide, les équations du mouvement de celle-ci ne seraient, sans
doute, généralement plus réductibles a une seule aux dérivées par-
tielles; et le probleme deviendrait, ce semble, inabordable (Y.

Mais 1l y a lieu de ne pas négliger les inégalités de vitesse des filets
fluides; c’est ce que je me propose de faire ici, en développant d’ail-
leurs la théorie compléte.

II. Commengons par supposer en repos, et méme sans pesanteur ni
pression, la colonne liquide, 4 sections circulaires et d’un rayon con-
stant R autour de I'axe horizontal des «. Puis, restituons-lui son
poids, avec une pression constante le long de 1'axe, mais complétée,
partout ailleurs, par une petite partie, qui sera, ici, censée insigni-
fiante, variable hydrostatiquement du haut au bas des sections; et
admettons que la colonne, en revenant alors au repos, ait éprouvé,
a partir de la section 2 = o restée dans son plan primitif, les petites
contractions soit cubique, soit surtout en longueur, nécessaires i
Pexistence de cette pression, vu les légéres dilatations latérales simul-
tanées qui tendront les fibres annulaires du tuyau, d’une maniére
sensiblement uniforme sur toute la circonférence, pour leur permettre
d’équilibrer cette méme pression intérieure. Produisons enfin sur la
pression dont il s’agit, & particr d'un moment donné, une variation
commune a toute la section z = o, en déplacant, par exemple, légére-
ment celle-ci, normalement 4 son plan.

Il en résultera plus ou moins vite, dans toute la colonne, des dépla-
cements presque paralleles a I'axe, ou presque réductibles & leur
composante suivant les x; et, par suite, la pression ne cessera pas,
sur toute I'étendue de chaque section, de varier hydrostatiquement,
d’une maniére, par conséquent, insignifiante : elle sera ainsi réduc-
tible & sa valeur p sur I'axe, fonction seulement de I'abscisse et du
temps. Chaque troncon de la colonne, primitivement compris entre
deux sections voisines d’abscisses z, et z, + dx,, acquerra suivant
les z, par 'effet des chutes de pression qui s’y observeront, des vitesses

(1) Du reste, cette hypothtse de la quasi-indépendance des anneaux successifs sera,
aux n"* III et VI, directement établie dans le cas d’un tube lache et reconnue approchée
méme pour un tuyau de conduite.
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longitudinales z communes, assez lentement variables avec a, en
raison de leur rapide propagation; et les troncons s¢ conserveront
ainsi presque cylindriques (avec leurs bases & peu pris normales i
Paxe) durant des temps notables, & cause de la petitesse qu’ont les
frottements dans les fluides.

Si, & Pépoque ¢, 'on appelle. d’une part, & le déplacement total,
suivant les z, de la premiere base du troncon, feuillet fluide qui avait
eu d’abord I'abscisse x, mais dont 'abscisse actuelle est x = 2, + £,

d

"
et, d'autre parvt, 0 le petit écartement relatif ﬁdos deux bases du
0

troncon, ¢ la dilatation analogue, comparable & o, des rayons R de
celles-ci, 'aceroissement R’ des rayons sera petit & coté du déplace-
ment &5 et, par suite, les vitesses et accélérations tant du troncon
fluide que de la paroi du tuyau, suivant les rayons, seront peu de
chose a coté de celles du mouvement longitudinal du fluide. Cest
dire que les inerties en jeu dans le tuyau, transversales ou méme, par
suite, longitudinales, et aussi celles du fluide suivant les sens nor-
maux & Paxe, seront négligeables comparativement aux inerties du
fluide suivan( axe.

Or celles-ci sont dues évidemment a la différence des deux pres-
sions, presque égales, exercées sur les deux bases du troncon fluide,
et qui seraient encore peu différentes, quand bien méme on donnerait
au tron¢on une longueur comparable au diamétre 2R,

Les inerties longitudinales du fluide se (rouvent, par suite, (rés
faibles, a coté de la pression sur une seule base, ou encore, sur une
section méridienne du troncon menée suivant 'axe, et, aussi, 4 c¢oté
de la tension de 'anneau de paroi, de méme longueur suivant les ,
qui contient le tron¢on fluide el s’oppose & la pression supportée par
la section méridienne. Donc, & bien plus forte raison, les inerties,
normalement & Paxe, de cet anneau de paroi et du tron¢on fluide,
sont négligeables par rapporta la pression dontil s’agit ou i la tension
de I'anneau.

En résumé, les anncaux composant le tuyaw pourront étre, a lowt
instant, suppos?s en équilibre, dans chacun de leurs éléments de volume,
sous la pression actuelle du fluide et Uaction des anncauwr contigus ou
des appuis extérieurs de lewr surface conpexe.
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Enfin, la pression p du fluide variera assez lentement avec = pour
que, sous son action (toutes choses égales d’ailleurs quant aux appuis
du dehors), les sections normales du tuyau soient des plans de symé-
trie pour ces déformations d’équilibre, tout pouvant étre censé pareil
de part et d’autre jusqu’a une petite distance.

Elles resteront donc planes, normales 2 I’axe sensiblement recti-
ligne du tuyau et paralleles entre elles. Par suite, les fibres longitu-
dinales du tuyau, qui leur sont perpendiculaires, éprouveront, toutes,
les mémes dilatations ou contractions, fonctions seulement, comme p,
de Pabscisse et du temps.

III. Cela posé, bornons-nous d’abord au cas d’un tuyau lache, ¢’est-
a-dire assez long et assez flexible pour que, au degré d’approximation
ol sesinerties sont négligeables, la tension totale ou la pression totale
exercée entre deux anneaux contigus reste nulle; et, R, R, désignant
les deux rayons intérieur et extérieur (a I’état naturel) de ce tuyau
supposé de contexture homogéne et isotrope, ou R — R, son épais-
seur ¢, cherchons quelle relation y existera entre I'accroissement R o’
du rayon intérieur et la pression p du fluide.

Appelons, & la distance primitive » de I’axe, 9,, 9,. 0, les trois dila-
tations linéaires principales de la matiere du tuyau, rectangulaires
entre elles et de directions ici évidentes pour des raisons de symétrie,
savoir : 9, la dilatation de la fibre, dr, prise suivant le prolongement
du rayon r émané perpendiculairement de I'axe jusqu’au point maté-
riel considéré du tuyaus; g, celle de la fibre annulaire 277 passant par
ce point; enfin, 9, la dilatation, indépendante de r, de la fibre longi-
tudinale (¢’est-h-dire paralléle aux «) émanée du méme point. Si ,
fonction de r, désigne le petit déplacement de celui-ci dans sa section
droite, allongement élastique éprouvé par le rayon r, 9, en sera la
dérivée par rapport i r, et d,, allongement relatif de la fibre circulaire
awr devenue 2w(r -+ «), vaudra le quotient de o par r. L’on aura
done, en appelant, de plus, 0 la dilatation superficielle 0, + 9, de la
scction normale au point considéré,

(1) 01:%{;: 0= ;; 0:% f%:f, d;= consl.;
Ann Ec. Norm., (3), XXII. — Aour 1905. 45
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et les formules usuelles des pressions élastiques (a deux coefficients
%, 1), dans les solides isotropes, donneront, pour les trois pressions
(ou plutot zractions) principales P, P,, P, exercées sur les éléments
plans normaux aux sens des dilatations 9,, d,, d; : -

(2) Py=2(04+05)+2p0d,, Po=h(+0y)+ 20y Py=20+4(A+2p)d;

Il en résulte, notamment,

d
I R T L ST

dr \r

Or ¢écrivons la condition d’équilibre, suivant le rayon r, d'un
volume élémentaire (auquel nous at(ribuerons la longueur 1 dans le
sens des ) compris entre les deux cylindres de rayons respectifs r,
r—+ dr et deux plans menés suivant I'axe inclinés respectivement de

=+ ;( par rapport aurayon r. Sur ses deux faces courbes yr, v (r =+ dr),

les tractions exercéesseront, suivantlerayonr, —~yrP v (7P, + d.rP,);

et leur résultante algéhrique vy d(rP,), ou yrdP, + yP, dr, se lrouvera

’ 1 ’ . . 7" L} .

¢quilibrée par la projection, sous Pangle = — X, des deux tractions
o e 2

normales P,dr exercées sur les deux faces planes latérales dr. L'on

aura donc
yrdPy+yPidr=yP,dr,

o’est-a-dire, en simplifiant et utilisant finalement les formules (3), (1)
ci-dessus,

dp, P,—P, do d [de AN
—d—r——i——-,,—_o, ou ld——r—rzp.E(‘—l; ;> = 0,
4 .
(4) ’ ou enfin
df
| (7\—[—2{.’.)—3;__0.

La dilatation superficielle 0 des sections normales du tuyau est
donc constante, tout comme la dilatation linéaire 9, des fibres longi-
tudinales; et la formule (2) de P, montre que I'action mutuelle de
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deux anneaux contigus est répartie uniformément sur leur base com-
mune. Son annulation oblige donc & poser P, = o ou

(3) dy=— ——10;
ce qui réduit les formules de P, et de P,, en tenant compte de (1), &

A do IS o
), — — 0 — 1, D — o - - = .
(6) P, 2H<7‘-"‘2P‘j+ dr> p, [.L<l.+2p‘0+r>

D’autre part, 0 étant constant, son expression (1) conduit par une
intégration immédiate, en appelant A une constante arbitraire, i la
formule

] A - 2L 2/
(7) a:arq—%; d’olt I’lzp.(%z—-—*——‘l[i@—;)-

La constante A se détermine par la condition que la force P, s’an-
nule sur la face externe, supposee libre, r = R, du tuyau; ce qui donne

2
A=3rr2e R o vy que le coefficient usuel E de I’élasticité de

h2p 2

. v 3 )‘- -+ 2L - - .
traction d’'une fibre a la valeuri)——_‘_—[f—y., il vient enfin, en fonction
de 0, tant pour la pression p = — P, exercée sur la face concave

. . ., , o a ,
r=R, que pour la dilatation linéaire o'= - = = éprouvée par le

F TR

rayon intérieur r= R :

hobp pRE—RE, e 3hap Rf-—ol{f‘)g.
2 4+ A R?

(8) 1):7\_*_2# e

Si nous introduisons, au lieu du rayon extérieur R,, la somme R + ¢
du rayon intérieur R et de I'épaisseur &, le rapport constant de la
pression p du fluide & la dilatation o' du rayon de sa section normale,
sera done, toutes réductions failes,

) _/._)——4’i U - m







