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RECIIEItCMIÎS SUR LA CONVEÏGEHCE

DÉVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES
injNE CERTAINE CATÉGORIE DE FONCTIONS.

PAK M. HENRI PADE.

INTEODnGTION,

Le présent Mémoire et ce lu i qui paraîtra à sa suite dans ces Annales
ont été écrits pour répondre à la question mise au concours, par
l'Académie des Sciences, pour le ^rmà prix des Sciences mathéma-
tiques, eu ioo4 et 1906 : Perfectionner en que/que point important
f étude de la convergence des fractions continues.

Conformément aux règlements de ces concours, le premier de ces
Mémoires a été envoyé au Secrétariat de l'Académie avant le Ier ju i l -
let i:()o4, le second avant le ï ^ j anv ie r 1906.

Les seules modif ica t ions apportées, pou r la pub l ica t ion , à leur
rédaction p r i m i t i v e consistent en la suppression de la terme anonyme
que j'avais conservée dans le premier d'entre eux, et en l 'addition
d'un pet i t nombre de notes nouvel les , que l'on, reconnaîtra à ce
qu'elles sont placées entre crochets [], et qui ont pr inc ipalement
pour objet de préciser des dates et, par conséquent, de contribuer
à établir les droits de priorité des divers auteurs qui se sont occupés
de la quest ion.

En vue de réserver ces droits, j'ai déposé à l 'Académie, dans les
séances des 2 (evricr et 22 j u i n 1903, deux Notes (voir Comptes rendus,
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17 décembre 1906, p. 1001, Note) où é t a i e n t i n d i q u é s les p r i n c i p e s
fondamentaux q u i f o r m e n t la base du premier des deux Mémoires en
ques t ion . J ' i nd ique ra i plus lo in , exac t emen t , à que l les par t i es de ce
Mémoire se rappor ten t ces Notes. La substance de la p remiè re d'entre
elles, celle du 2 févr ie r :rc)o3, a, d 'ai l leurs , f a i t l 'objet ( l ' u n e Commu-
n ica t ion à l 'Académie, séance du 12 décembre i<)o/g.

I. — Aperçu historique. Objet du présent Mémoire.

1. Euler est le premier qui se soit occupé de la t r ans fo rma t ion en
fract ion cont inue d 'une série ordonnée s u i v a n t les puissances d 'une
variable.

Une telle série ne fu t jamais considérée par l u i que comme le sym-
bole d 'une fonction génératrice^ c'est-à-dire d 'une ( o n c t i o n c o n n u e ou
inconnue, qui, soumise à cer ta ines régies de ca lcu l , deva i t engendrer
la série ou, la sui te de ses coeff ic ients . La sommation d ' u n e série ne fu t
jamais, pour Euler, que la recherche d 'une t e l l e f o n c t i o n génératr ice.
Les grands débats sur les séries divergentes , q u i ag i t è ren t les ana-
lystes du XVIII e siècle, ont eu l eu r o r ig ine dans les c o n t r a d i c t i o n s aux-
quelles condu i sa i t l ' a p p l i c a t i o n , sans j u s t i f i c a t i o n p r é a l a b l e et sur la
seule foi en la généra l i té de l 'analyse, des règles é l émen ta i r e s du
calcul aux séries i n f i n i e s , considérées a i n s i , s i m p l e m e n t , comme sym-
boles de f o n c t i o n s génératrices. Cauchv et A b e l deva ien t , m e t t r e (in
à ces débats par l ' i n t r o d u c t i o n de la no t ion restrictiw de la convergence
qui d o n n a i t , j u s t e m e n t , le moyen de démon t r e r la l é g i m i t é de l ' app l i -
cat ion, aux séries q u i la possédaient , des régies du c a l c u l élémen-
taire.

Telles furent les idées d'Ëuler sur les séries, tel les fu ren t aussi ses
idées sur les f rac t ions con t inues . La valeur d ' une fract ion ( s o n t i n u e
ne fut jamais , pour l u i , que celle de la foncuon génératrice de cette
f r a c t i o n ^ de la f o n c t i o n q u i , traitée s u i v a n t certaines règles, devait
engendrer cette fraction; et, a u j o u r d ' h u i même, la no t ion de la con-
vergence in t e rv i en t - e l l e v ra iment au fond de la méthode classique
par laquel le on développe en fraction c o n t i n u e une série ordonnée
suivant los puissances descendantes de la va r iab le?

Du vivant d'Ëuler, Lambert devait déjà signaler la convergence
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d'une f rac t ion c o n t i n u e provenant d 'une série divergente; il y était
c o n d u i t par l ' i nduc t ion provenant du. calcul nurnêr iqne et obtenait
ainsi , connne i l d i t , « le moyen de calculer la valeur d'une série i n f i n i e
alors même qu'elle est divergente ».

La quest ion de la convergence n'apparaît pas dans les recherches
de Ligrange et de Laplace sur la t ransformat ion en fractions con t inues
de s( ries en t iè res ; non p lus que dans celles de Gauss, à propos de sa
célèbre fract ion c o n t i n u e provenant du développement du quo t i en t de
deux fonc t ions hypergéométriques. On ne trouve r ien, dans l'oeuvre
immense de Cauchy, q u i a i t trait à cette q u e s t i o n ; et, si l 'on peu t
men t ionne r , vers le mi l i eu du. xrx'11 siècle, les recherches, p lus abon-
dantes que fructueuses, de Storu et de Seidel, celles aussi de Heine,
i l f au t arriver au travail posthume de Riemann (î'863) : Sullo svol^i-
/nefUo del yuosle/'Ue di due série ipergeomeiriclie in frazio'f'Ui continuel
infinUa, resté bien i ncomple t , riKilgré la res t i tu t ion de M. Schwarz, et
aux beaux et l u m i n e u x Mémoires de Thomé sur le même sujet et
parus dans les tomes 66 et 67 (i;866, 1867) du Journal de Crelle, pour
rencont rer les premières OEuvres v ra iment iinportantes se rappor tant
à cet objet . Nous on re t iendrons particiilièrement ce résultat que la
f r a c t i o n c o n t i n u e de Gauss pour la fonction F(a, r , y, ^ ) est couver-

, , i <% a ( os 4-" i ) ., , igente et a pour valeur ï^^x+—^——X- "+"•. . et son prolonge-
ment , dans tout le plan coupé s u i v a n t •+" x-——+co.

Depuis lors, se sont succédé les recb.erclies de La^uerre, d'Ilal-
phen, d(ï M.. Pinc'herle, de Markolf; et, depuis dix ans, et à no citer
que les pr incipales , celles de St ie l t jes (1894), de MM. von Koch, van
Vieck et Prin^s ' i ieim; e n f i n , et tout réceînnient, deux Notes aux
(JompUis rendus et deux courts Mémoires parus dans le Bulletin de la
Société matliérnatique de France (ï()02) et dans les Anfudes de la Société
scientificjue de Bruxelles (î()o3), de M. IL de M.ontessus de Ballorc.

2. Les méthodes employées par ces divers auteurs se rattachent
plus ou moins d i rec tement à deux principales.

S'il s'agit d 'étudier la convergence d'une fraction con t inue donnée
aprioriy d 'ont les 'éléments sont regardés comme constants ou fonctions
d 'une ou. p lus ieurs variables, l'on, fait l'étude de la série éqiwalenle
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à cette fraction; c'est la na tu re et les propriétés de cette série qui fon t
alors connaître la nature et les propriétés de la fonction déf in ie par la
fraction considérée. Tel est le po in t de départ des recherches de
Stieltjes dans son Mémoire de 1894" La dif f icul té , dans cet ordre de
recherches, est le choix des éléments de la fraction cont inue. S'ils
demeurent trop généraux, l 'étude de la série équ iva len te à la fraction
devient impossible; et l'on ne saurait les particulariser sans se laisser
guider par l'induction résultant de l'examen de cas part iculiers assez
nombreux, sous peine de créer des êtres analytiques doués, comme

. à plaisir, de bizarreries qui en font de simples objets de curiosité.
Mes recherches (1892) et la n o t i o n que j'ai i n t r o d u i t e de fraction
continue holoïde ont eu pour objet d'apporter que lque l u m i è r e sur ce
point. Comme j 'aurai, dans ce qui suit, à m'appuyer sur cette no t ion ,
je dirai ici quelques mots de ces recherches.

A chaque point ([x, v) du plan, de coordonnées entières posi t ives ou
nulles, je fais correspondre la fraction rat ionnelle dont le d é n o m i n a -
teur est de de^ré y. et le numérateur de degré v, qui , développée en
série de Taylor, reproduit, dans ses ^ -+-v+ ' r premiers termes, les
^ -4-v H-i premiers termes d 'une série entière ascendante donnée f( x\
Le plan ((^, v) cons t i tue alors la table des /raclions mlionnelles appro-
chées ou réduites de f(x).

Deux réduites ([x, v), (^'y v^), dist inctes, sont conti^ueîf et progrès-
santés dès que les différences ^ — ;x, v ' — v sont n u l l e s on égales
à l 'unité.

Des réduites contigués et progressantes choisies1 d 'une manière
quelconque dans la. table sont les réduites d 'une fraction continua
holoïde : les numérateurs partiels d'une (elle traction sont des mo-
nômes où l'exposant de la variable est différent de zéro; les dénomi-
nateurs partiels sont des polynômes où, le terme constant n'est pas nul.

Les successions de réduites portées par les parallèles aux axes ae tv
donnent naissance aux /remuons continues régulières où les numéra-
teurs partiels sont du premier degré a ins i que les dénoininatenrs par-
tiels. Celles portées par les parallèles à la bissectrice de l 'angle des
axes donnent les fractions con t inues régulières où les numéra teurs
partiels sont du second degré, et les d é n o m i n a t e u r s part iels du pre-
mier degré. Enf in , celles qu i dessinent dans la table une sorte1 de
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chemin en xigxag, de telle manière que l'on passe d 'un point au sui-
vant en se déplaçant a l t e rna t ivement parallèlement à l ' un des axes,
puis à l 'autre, donnen t les f ract ions cont inues régulières les plus
simples, où les numérateurs partiels sont du premier degré, et les dé-
nomina teurs partiels des constantes . Ces dernières fract ions cont inues
régulières ne sont que la superposi t ion, chacune, de deux des fractions
continues régulières de la catégorie précédente, donnan t , l ' une les
rédui tes de rang pair, l 'autre les réduites de rang impai r : circon-
stance q u i rend b ien compte de la duali té des propriétés de ces deux
catégories de réduites dans une fraction cont inue telle que celle de
Stieltjes, qu 'un changement de variable ramène immédiatement à une
fraction continue régulière de cette espèce.

En particularisant sa fraction con t inue comme il l'a f a i t , Stieltjes
a donc eu l ' ingéniosité de s'attacher à I€L plus simple des frciciions con-
tinues régulières les plus simple}}, celle ou tous les BU me râleur s par-
t ie ls sont égaux à la var iab le indépendante, et tous les dénoîn ina teurs
partiels des constantes posi t ives . Peut-être, cependant, ressortirait-il
d 'une étude approfondie des éléments des fractions continues régu-
lières correspondantes à une série donnée qae.lconqu.ey que d'autres
choix des éléments de la fraction c on t i nue pourraient être faits, qui
conduiraient aussi à des résultats suff isamment généraux et appli-
cables, cependant, aux fonctions les p lus usuelles de l'analyse.

3. La seconde des deux méthodes principales que l'on peut dis-
cerner, sous des différences accessoires, parmi eelles employées
jusqu'ici pour l 'étude de la convergence des f rac t ions continues, se
rapporte au cas où la fraction cont inue provient du développement
formel d 'une fonction connue d'avance. La méthode consiste alors
à évaluer la différence entre cette fonct ion et la réduite, en l 'obtenant,
le plus souvent, sous forme de série entière ou d'intégrale définie, et
à faire l 'étude de ce reste. Telle est la méthode suivie par Riemann,
par ïhomé et par Laguerre.

Dans tout le cours de ses recherches sur les fractions cont inues ,
Laguerre ne s'est occupé qu 'une seule fois de la question de là conver-
gence, mais pour obtenir un exemple s imple du beau résultat deviné,
un siècle p lus tôt, par Lambert et resté, depuis, sans démonstration.

Ânn. É€. Norrn., (3), XXÏV. — AOUT 1907, ^4
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Cet exemple, comme la p lupar t des roclierclies de Laguerre, se rapporte
au développement classique, un ique et bien d é t e r m i n é , d ' u n e série
descendante en fraction con t inue : ce que nous nommerons le dévelop-
pement canonique de la série. Laguerre s'est part icul ièrement occupé
de l 'étude de ce développement pour u n e fonction satisfaisant à u n e
équation différent iel le l inéaire et du premier ordre à coefficients
ra t ionnels ; et cette étude repose sur la cons idé ra t ion d 'une équa t ion
l inéa i re du second ordre à coefficients r a t ionne l s dont u n e solut ion est
le dénomina teur même de la rédui te ; la méthode, un peu détournée ,
qu'il emploie pour arriver à cette équation ne lui permet cependant
pas de l'expliciter complètement, en ce sens qu'elle demeure embar-
rassée de polynômes inconnus et qui doivent être déterminés, dans
chaque cas particulier, au moyen d'identités obtenues, semble-t-il, un,
peu au hasard, et dont l'introduction est tout étrangère au fond de la
question.

C'est à l'étude de la convergence de certains de ces développements
canoniques de Laguerre que se rapportent les deux Notes parties
récemment aux Comptes rendus et le second des deux Mémoires de
M. de Montessus de Ballore. Bien qu ' i l s'agisse ici de dévelopj)ements
de fondions connues d'avance, cet a u t e u r recourt à la première des
deux méthodes générales que nous venons de décrire, et é t a b l i t la.
convergence, dans le plan convenab lement coupé, de lit série équiva-
lente au développement canonique é tudié . I l s 'ensuit que, si la conver-
gence se t rouve bien établie, on n'aperçoit pas immédia tement que la
valeur du développement soit bien, la fonction d'où on l'a d é d u i t ; et
l'on doit attendre que M. de Montessus ait donné une exposition plus
détaillée de ses résultats pour connaître la démonstration qu ' i l donne
de ce point importante) .

4. Les recherches exposées dans le présent Mémoire consti tuent
une sorte de synthèse et une très large général isat ion des résultats
que nous venons de rappeler de Thomé, Laguerre et M. de Montessus*
Elles sont basées sur la notion de la Table des fract ions rat ionnel les

( l ) [La thèse de Doctorat de M. de Montessas, datée du y.G novembre 1904, a étô sou-
ioauo en Sorbonne, lo 8 mai 1905 ).


