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RECHERCHES SUR LA CONVERGENCE

DES

DEVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES

I’UNE CERTAINE CATEGORIE DE FONCTIONS.

Par M. Hesrr PADE.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire et celul qui paraitra & sa suite dans ces Annales
ont ¢te ecrits pour répondre & la question mise au concours, par
PAcadémic des Seienees, pour le grand prix des Sciences mathéma-
Liques, en 1o et 19oG : Perfectionner en quelque point important
Ucude de la convergence des [ractions continues.

Conformément aux réglements de ces concours, le premier de ces
Mémoires a ¢té envoyé au Secrétariat de U'Académie avant le 1% juil-
let 1goq, le second avant le 1€ janvier 1go6.

Les seales modifications apportées, pour la publication, & leur
rédaction primitive consistent en la suppression de la forme anonyme
que javais conservée dans le premier d’entre cux, et en laddition
d’un petit nombre de notes nouvelles, que P'on reconnaitra & ce
quelles sont placées entre crochets | |, et qui ont principalement
pour objet de préciser des dates et, par conséquent, de contribuer
a ¢tablir les droits de priorité des divers auteurs qui se sont occupés
de la question.

En vue de réserver ces droits, j’ai déposé a 'Acad émie, dans les
séances des 2 [éyrier et 22 juin 1go3, deux Notes (voir Comptes rendus,
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17 décembre 19006, p. 1oor, Note) ot étaient indiqués les principes
fondamentaux qui forment la base du premier des deux Mémoires en
question. Jindiquerai plus loin, exactement, & quelles parties de ce
Mémoire se rapportent ces Notes. La substance de la premicre d'entre
elles, celle du 2 février 1903, a, d’ailleurs, fait Pobjet d’une Commu-
nication & PAcadémie, séance du 12 décembre 190/,

I. — Apercu historique. Objet du présent Mémoire.

1. Euler est le premier qui se soit occupé de la transformation en
fraction continue d’une série ordonnée suivant les puissances d’une
variable.

Une telle série ne fut jamais considérée par lui que comme le sym-
bole d'une fonction géncratrice, ¢’est-i-dire d'une fonction connue ou
inconnue, qui, soumise i certaines regles de caleul, devait engendrer
la série ou la suile de ses coefticients. La sormmation Cune série ne fut
jamais, pour Euler, que la recherche d’une telle fonction génératrice.
Les grands débats sur les séries divergentes, qui agiterent les ana-
lystes du xvin® si¢ele, ont eu leur origine dans les contradictions aux-
quelles conduisait Papplication, sans justiticalion préalable el sur la
seule foi en la géncralite de analyse, des rogles élémentaives du
calcul aux séries infinies, considérees ainsi, simplement, comme sym-
boles de fonctions génératrices. Canchy et Abel devaient mettre fin
a ces débats par Uintroduction de la notion restréctive de la convergence
qui donnait, justement, le moyen de démontrer La légimite de Pappli-
cation, aux séries qui la possédaient, des regles da caleoul ¢lémen-
taire.

Telles furent les idées d’Buler sur les séries, telles furent aussi ses
idées sur les fractions continucs. La valewr 'une fraction continue
ne fut jamais, pour lui, que celle de la fonction génératrice de celte
fraction, de la fonetion qui, traitée suivant certaines regles, devait
engendrer cette fraction; et, aujourd’hui méme, la notion de la con-
vergence intervient-elle vraiment au fond de la méthode elassique
par laquelle on développe en fraction continue une série ordonnée
suivant les puissances descendantes de la variable?

Du vivant ’Euler, Lambert devait déjh signaler la convergence
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d’une fraction continue provenant d’une série divergente; il y était
conduit par P'induction provenant du calcul numérique et obtenait
ainsi, comme il dit, «le moyen de calculer la valeur d’une série infinie
alors méme qu’elle est divergente ».

La question de la convergence n’apparait pas dans les recherches
de Lagrange et de Laplace sur la transformation en fractions continues
de séries entiéres; non plus que dans celles de Gauss, & propos de sa
célebre fraction continue provenant du développement du quotient de
deux fonctions hypergéométriques. On ne trouve rien, dans I'ocuvre
immense de Cauchy, qui ait trait & cette question; et, si 'on peut
mentionner, vers le milicu du xix® si¢ele, les recherches, plus abon-
dantes que fructueuses, de Stern et de Seidel, celles aussi de Heine,
il faut arriver au (ravail posthume de Riemann (1863) : Sullo svolgi-
mento del quosiente di due serie ipergeometriche in frazione continua
infindta, veste bien incomplet, malgré la restitution de M. Schwarz, et
aux beaux et lumineux Mémoires de Thomé sur le méme sujet et
parus dans les tomes 66 ¢t 67 (1866, 18G7) du Journal de Crelle, pour
rencontrer les premicres Oluvres veaiment importantes se rapportant
a cel objet. Nous en retiendrons particulicrement ce résultat que la
fraction continue de Gauss pour la fonetion F(e, 1, v, 2) est conver-

o e 1) .,
gente el a pour valeur 1+ =@+ “lo 1) e L el son prolonge-
' 7 7(7 1) -
ment, dans tout le plan coupé suivant -+ 1 ———=.

Depuis lors, se sont succtéde les recherches de Laguerre, d’Hal-
phen, de M. Pincherle, de Markoff; et, depuis dix ans, et & ne citer
que les principales, celles de Stieltjes (1894 ), de MM. von Koch, van
Vleck et Pringsheim; enfin, et tout récemment, deux Notes aux
Comptes rendus el deux courts Mémoires parus dans le Bulletin de la
Société mathématique de France (1go2) et dans les Annales de la Société
scientifique de Bruxelles (1903), de M. R. de Montessus de Ballore.

2. Les méthodes employées par ces divers auteurs se rattachent
plus ou moins directement & deux principales.

S'il s'agit d’¢tudier la convergence d’une fraction continue donnée
a priord, dont les ¢léments sont regardés comme constants ou fonctions
d’une ou plusicurs variables, 'on fait Pétude de la série dquivalente
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a cette fraction; c'est la nature et les proprictés de cette série quifont
alors connaitre la nature et les proprié¢tés de la fonction définie par la
fraction considérée. Tel est le point de départ des recherches de
Stieltjes dans son Mémoire de 1894. La difficulté, dans cet ordre de
recherches, est le choix des ¢léments de la fraction continue. S’ils
demeurent trop généraux, '¢tude de la série ¢quivalente & la fraction
devient impossible; et 'on ne saurait les particulariser sans se laisser
guider par 'induction résultant de 'examen de cas particuliers assez
nombreux, sous peine de créer des étres analytiques doués, comme
a plaisir, de bizarreries qui en font de simples objets de curiosité.
Mes recherches (1892) et la notion que jai introduite de fraction
continue holoide ont eu pour objet d’apporter quelque lumicre sur ce
point. Comme j’aurai, dans ce qui suit, i m’appuyer sur cette notion,
je dirai ici quelques mots de ces recherches.

A chaque point (@, v) du plan, de coordonnées entiéres positives ou
nulles, je fais correspondre la fraction rationnelle dont le dénomina-
teur est de degré i et le numérateur de degré v, qui, développée en
serie de Taylor, reproduit, dans ses p.—+v -1 premiers termes, les
v -1 premiers termes d’une série enticre ascendante donnée /().
Le plan (p., v) constitue alors la table des fractions rationnelles appro-
chées ou réduites de [(x).

Deux réduites (g, v), (i, v'), distincles, sont contigués et progres-
santes deés que les dilferences
4 l'unite.

Des réduites contigués et progressantes choisies d’une maniére
quelconque dans la table sont les réduites d’une fraction continue
holoide : les numérateurs partiels d’une telle fraction sont des mo-
nomes ot 'exposant de la variable est différent de zéro; les dénomi-
nateurs partiels sont des polynomes oitle terme constant n’est pas nul.

Les successions de réduites portées par les paralléles aux axes pety
donnent naissance aux jfractions continues régulicres o les numdéra-
teurs partiels sont du premicr degré ainsi que les dénominateurs par-
tiels. Celles portées par les paralleles & la bissectrice de angle des
axes donnent les fractions continues régulicres ol les numérateurs
partiels sont du second degré, et les dénominateurs partiels du pre-
mier degré. Enfin, celles qui dessinent dans la table une sorte de

— , v == v sont nulles ou égales
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chemin en zigzag, de telle maniére que 'on passe d’un point au sui-
vant en se déplacant alternativement parallelement & 'un des axes,
puis a P'autre, donnent les fractions continues régulicres les plus
simples, ot les numérateurs partiels sont du premier degré, ct les dé-
nominateurs partiels des constantes. Ces dernitres fractions continues
réguliéres ne sont que la superposition, chacune, de deux des fractions
continues réguliéres de la catégorie précédente, donnant, I'une les
réduites de rang pair, autre les réduites de rang impair : circon-
stance qui rend bien compte de la dualité des propriétés de ces deux
catégories de réduites dans une fraction continue telle que celle de
Stieltjes, qu'un changementde variable raméne immédiatement 4 une
fraction continue régulicre de cette espéce.

En particularisant sa fraction continue comme il Ua fait, Sticltjes
a donc eu I'ingéniosité de s’altacher & la plus simple des fractions con-
tinues régulicres les plus simples, celle olt tous les numérateurs par-
tiels sont égaux a la variable indépendante, et tous les dénominateurs
partiels des constantes positives. Peut-&tre, cependant, ressortirait-il
d'une ¢tude approfondie des ¢léments des [ractions contlinues régu-
licres correspondantes & une série donnée quelconque, que d’autres
choix des ¢léments de la fraction continue pourraient étre faits, qui
conduiraient aussi & des résultats suffisamment généraux et appli-
cables, cependant, aux fonctions les plus usuelles de Panalyse.

3. La scconde des deux méthodes principales que on peut dis-
cerner, sous des différences accessoires, parmi celles employées
jusqu’ici pour P'étude de la convergence des fractions continues, se
rapporte au cas ot la fraction continue provient du développement
formel d’une fonction connue d'avance. La méthode consiste alors
a évaluer la différence entre cette fonction et la réduite, en obtenant,
le plus souvent, sous forme de série enticre ou d’intégrale définie, et
a faire I’étude de ce reste. Telle est la méthode suivie par Riemann,
par Thomé et par Laguerre.

Dans tout le cours de ses recherches sur les fractions continues,
Laguerre ne s’est occupé qu’une scule fois de la question dela conver-
gence, mais pour obtenir un exemple simple du beau résultat deviné,
un siecle plus tot, par Lambert et resté, depuis, sans démonstration.
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