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L A B A S ( Î M I N t M A
P O Î I H t .À TOTAUTIÏ

DES (XHJHBES THAOÎES SUR im SUHFAŒ AiJil^lîSUtHIÎ;

PAU M. hu\NŒsœ SEVIÎIU, ;i Pinloii^.

Je me propose de. poursuivre ici mes recherches sur la base des
courbes algébriques ( racées sur une sur face algébrique. Pour m'expli-
(jiK1!' sur les quest ions doni ] ( * vais Irailer, il f a u l q u e j e rappelle les
résultais de nies t ravaux aulerieurs [)îu'us dans les (Joniples rendus ( { )
et dans les MaUic^uUisclic Annalcii ( 1 2 ) .

.I(1 dis que deux courbes algébriques A, H, ( racées sur une surface
algébrique Is soni al^ébrKfiienicni ^(finmicnUs el j 'écris

A : ! ? ,

lors( ju î(dles sont. renfermées (olalemeni, dans un même système, dont
les é léments (courbes) forment une var iété algébrique irréductible.

Soient C,, (^, ..., C/, // cour ix^s (.rac.ef^s sur F, tel les ((lie l'on ail
entre el les la relal ion

( i ) / ,Ci h /.J:, ( - . . .-\-1.i^t ;^ i i t^ i - i 4 - . . .+^C//,

À, a étant d t ^ s entiers positifs non tous nuls. On dira alors que les À
court) es données sont al^éIn'Kjiu'au'ui (iéjiendantes. La relation (i)

P ) S^îiiicc; <\\i r» f ï îvr icr f ( )o" ) .
( 2 ) î î d . I . X 8 1 , i ()()(>, (» . Kj-i.

A un. /'''.<•. /\'<t/'m., (;;), K X V . - O(;T(»I}I{I^ i;)'^. '̂
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pourra s'écrire pour plus de symétrie sons lîi forme symbolique

t
^C, o,
i~ 1

où ron a pose }^, == — ;ĵ , ..., À/, == — [j^.
Eh. bien, dans mes (nivaux ci tés tout a l'heure, j 'ai démontré qu'il

est lonjol irs possible de f ixer sur la s t i r f ace F i i î i cerlain noml)i'e. (im
p dt.1 coorhes Ci, C^, ..., (^p, al^el)rii(|neirieni i î î i le jx îndan l î^s , (.(^lle.s ( [ ( K *
l.olite- auLi'e courbe tracée sur F dépende al^ehri(|i].ement (les p courhes
f i xées .

On peut dorsc dire (|ue foule courhe (\ (!(* ¥ est donnée par la rela-
tion

( ^ ) 7.C- , } . , ( ^ - i - . . . -4 -^ ( ;p ,

où. les entiers À on( des valeurs convenables.
Le ^'ronpe des courbes ( ^ 5 C.^, .. ., ( 1 </ se nommera, par tan t , une /^/,s'c

d c ^ s courbes tracées sur F, et o sera dit. le nombre hase.
Dans la démonstrat ion de ce théorème joue un rôle (ondamenSa l la

proposition remarquable, établ ie par M. Picard, an su je t des courbes
lo^aridimiques des intégrales simples de troisième, espèce a t tachées a
la surface ( ' ). (Yesl a ins i <|u<i l(i nombre p, envisagé |)arM. I^card sous
le point de vue fonct ionnel, v ient prendre une simple s ign i f ica t ion au
point de vue géométrique.

Mais une question impor tan te se pose d'elle-même au su je t de la re-
lat ion (2) . Les p courbes de la base ne sont pas déterminées d'une
manière unique, maison les peut choisir d'une- infinité de. manières,
pourvu qu'il soit rempli une. cer ta ine condi t ion ar i thmét ique que j 'a i
donnée ai l leurs ( "2 ) .

Cela pose, est-il possible de choisir les p courbes ment ionnées de
je l l e façon que. le coeff icient A résulte é^'al a l 'unité en correspondance
de, toute courbe C tracée sur F? Une base jouissant de cette propriété
sera dite une hase rnùuma.

.le démontre en ce iMémoire que, éfnni donnée âne surface al^eMrif/ffc

P) Pi(;Ani) (;l S IMAKT, 77/ror/c d<'s j ' o / i c f i o n s nl.^rl/r'Kfn.fs, l. U, p. 7 , 4 1 .
(''' ) Math, ^nmil.cn, B(J. LXH, p. 9 , 1 / 1 , n" 10.



S.A HASF. MSM.V1A POÎIH LA TOTAUTK Î)S- ' ,S < : ( ( ( : 81» I;r,S. l':TC. /j ̂  î

€Hielc()n(fU(' F, z7 ^.v/ t o u j o u r s f^ossildr de co f i s t r i r i ? c sur V nne base fnniiina ;
mais il ce but il faut en général augmenter le nombre des courbes nui
donnent la hase.

Si .l'on ne veut pas an^'inelUer le nombre de ces courbes, en géné-
ral isant un procédé que j 'a i employé a is i re fo is [ ) o s i r des e l a s s t ^ s p;)rli-
ei i l ier i^s de si i r lae/es ( i ), 0 1 1 a r r ive a eonsirnire e,e ï j i i e , j ( 1 n o î n i t s e uiie
hase i f i f e / ' /HCf / ia /n 1 , ^^ ( îs l -a -d i re sm ^ronpe de ? eoi i r l (es ( ^ i , (^, ..., C<^
le II es ((n'en correspondance de, (ouïe courbe C ex i s îan l . sur i^, l ' es i i ier 7.
de. la relation ( ' i ' ) res iê l j .e isn d iv iseur des ent iers 7.,, 7_,, .. ., 7^.

On voi t . (jiie c.el.îe [ t a r t ^ i e s s i i e r î ^ l )ase se, réduit a une h;èse ininima
lorsque la re lat ion

À C / . ( ' c ,^ , | - £ , C - 1 - . . .-i- £^:p)
a m e n é

{\ c , ^ i - { - £ ^ ; , . l - . . . - h £ p ^ p ,

c/es(-a-dire lo rs ( jue l ' o p c i ' d l i n n de, ( i i ^ i s î o f i n/f/^u/i/c'c an,ï' courtes ( l ' u n
sysléfn c ( l l ^ ( ' ' l H ' i f / u ( > est n u i \' o ( j n ( k .

Cela arrive, pour des sur laees part icul ières, dont je donne que lques
exemples au 1 1 ° •1 de, ce. Mémoire.

Je denioiih'e eu ^'eneral que, le nombre, des sysienics (hslific.ts (ni o n o l ) -
tienf, e i î d l ^ i s a / i / p^r f/if, /îofnifrc c / f l i c r 'k lin syst^^c al ^.lîfKfnc ( l o i n i e ,
( K i r n c i tin nnixinmfn / i n i n ifidi''pc/n/an/ de. À cl (lu. .vy.v/c///^ ('fH^sd^é.

On (Ui i'iî'r ( j i j e :
f^f. IHISC mi/finia (^l /of•//n;e par u/i ^/'(mpc de p 4- rs \ cof/r/)f's\
Tonte courbe de la su r f ace y donnée s 'ob l ien t pourtant par les opé-

rations d 'addi î ion et de sous( rac( ion app l ique es au ̂  cou ri) ( k s de la hase
{ninima.

^ i. — Construction d'une base intermédiaire.

'I. Soit (C, ( \.,.. . r^ ) une, l)ase, des conrhes ;dî jç ( 'd) r i ( jues ( rac.é t^s sur
la surface V. Si 0 ' '2 , on peut supposer que deux (au mo ins^ des sys-
tèmes l inéaires

|^,|, |C,|, . . . , |CJ

jouissent des propr iétés s u i v a n t e s :

( 1 ) ^ i i ( l , < ' ( ' o r r i s p o i K t c u ^ f ' j i ' < i i f > i i n ( . i (U nuff cn.r\'« nl.^chricfi c sopi^i ccrfe c l ( ( s s t . di
suffo'fi'cic \ Mi'.in.onc ( i t ' l l < i H. / / ( ' < ' . < l < ' l l c SCK'/I^C ( i l 'for/no. ('-^, t. LIV, K)() ' Î | ,



/|5 2 FRANCESCO SFVEHt.

1° L'ordre (le leurs courbes est plus ^'rand que l'ordre (l'une courbe
canonique de F (v compris les courbes excephonnelles).

2° La dimension, v i r t ue l l e attachée a chacun <le ces systèmes est po-
sitive.

3° Leurs multiples d'ordre assez élevé renferment (partiellement^)
tout système donné à l'avance.

Ces conditions sont évidemment sa t i s fa i t es si l'on prend

Ci=:A, C,=- A -+- lî,

A étant un mnlti[)le convenable d'une section plane (ou hyperplanc)
de F, et B une courhe d^('d)riquement indé[)endante dcï A.

Cela posé, rappelons-nous la déf in is ion du déterminant (/c la hase (\).
Etant

iin— 't/d=~\ ^/C/. 1

l< k noml)re des points communs aux courbes C/, C^.(ou \(\ de^ré vir-
tnel de C/, lors(jiie /' =--= t.\ le déterminant <le, la l )as( t est donné par la
matrice

"PP

On sait (jne w (lùenninafii ne peut pas cire rud. C.omnjie sa valeur est
un nombre entier f positif ou lierai il ), on pourni envifidncr une Ixisedoni
le déterminant ( ( i l In 'valeur al)solne /ni/ii/nci. Eli hier/, j e (lis (fil on ol)-
ûent ainsi une l)ase intermédiaire.

Il sufTira de prouver ([n'étant donnée (ine base non intermédiaire
( C i C y . . . C p ^ de déterminant I), on peut toujours construire une
base nouvelle (IVI\...I^J dont le déterminant A ait une valeur
absolue A [ <|D .

En ellet, la base (Ci C ^ . . .Cp) n'étant pas intermédiaire, ou pourra
choisir sur F une courbe algébrique C telle que le coeff icient À de la
relation

;^) Â,CI+M^+-. . .-t-^C,F-P

( l ) Mal/i. Ànnalen, Mornoire cilé, para^ra{)tie VI.
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existant entre C et les courbes delà base, ne divise pas tout coeft ic ient
A^'=- r, 2, ..., p). Supposons, par exemple, que À ne d iv ise pas le
coefficient Ai et, désignons par 0 le [dus ^'rand commun diviseur des
entiers À, A ^ . On |»onrra alors délenniner deux. îmig'es elilit^'s p., u^
safcisfaisani à l'e(iualion

À/J. -+- 7,1^.1 =::: 0.

Cela pose, supposons ( [ (s ' i l ex i s te une courbe I\ repondant au sym-
bole

^Ci + p.iC,

et exprimons cette courbe au moyen des courbes ((^ (^. .. r^). On a
tout d'abord

/ri- 7 ^ ( ^ - 1 - / ^ , ( : ,

et, en comparant avec la (3),

A S 1 ! 0{\ i- ^-i /,(^ 4 " . . . 1 .̂i ApCp.

Considérons maintenant le ^"roupe de p courbes

1 1 , 1 ^ '" Lo, 1 ;( ~ i <;;;, . . . , S- p -̂-;: i--ip.

lîntre le déterminant I) de la base ( C , (^. . . Cp) et le déterminant A
de ce dernier groupe (l\... 1^), on a la rtdat ion ( 1 )

(/,) À ^ A :..-- ^S).

Il s^^nsu i î , ([lie le déterminant A n'est pas nul et, par suite, que le
À'2

groupe ( r, I\... Vr,) forme une f )ase ( 2 ). C.omme ,^ es! (in entier ^> i,

A résultera un div iseur de I), et l'on aura par conséquent

[ A | < |I)|.

Lorsque le symbole [j.C, -4" .̂i C IK^ nipresente pa.s des courbes effec-
tives, on posera

(5 ) 1'! -:: ^Ci-h ̂ ^ -4- ^^2,

( 1 ) Math. .hinnicn, Mônioire cite, foritiule ( i ^ ) ) -
( î ) //H'f/.. tlicoreine Vil.
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/- élaut un entier positif si ^'rand qu'il e x i s t e le système

IpJ^h-^iC-h /'C, (.

Cela est (oujours possible, car, par l'hypothèse 3°, parmi les sys-
tèmes | (^ [, ..., CJ on en t,rou.ve tou jours ( jn (an moins) dont les
multiples d'ordre assez élevé renferment toute eourhe donnée a
l 'avance.

Entre le déterminant A du groupe (]\ î \>. . . I p ) ej, le déterminant I),
on a. encore la relation (^ ), car, dans le de le rminanS. lo rme [)ar lescoef -
l ieienis des équivalences (|ni lieni .1^, I 1^, ..., l'p aux conrhes d î ^ l<i
l)ase ( ( ; i ( ^ . . . ( ^ p ) , on doiî, clian^t^r seulement Pélérneiil (X/À^ en
^, /^ -+- À/".

Hemarane l. — Le procédé de la démonsiralion î 1 0 1 1 s pronve aussi
(JIK* le (lelerminanl. d'une Imsc ifdcrinédiairc est un diviseur commun aux
déterminants des di (Je renies IHISCS.

/îrmarq/fc ! ! . — ( î omme la eon î ' l x 1 1 \ coïnc ide avec (^ e(. 1 \ a cansc
de la r c la î i on ( ^ ) r cn fe rnK* !in î t ê n l { i [ ) l c a rh id 'a i remenj t i x é de (^,, les
deu^ cos i r l )es 1 \ , I\ de la hase (T,l\...r.) v i e n î s e . n î , saî . isfaire. aux
l ivpoê l i és^^s 1 ° , 2°, "5°. Kn |)onrsuivanl, de [u'oclie, en proche, on vo i t
( jue de tel les hypothèses peuvent éire (ai l ,es an moins par rapport a
deux cou rhes d'une hase in te rméd ia i re .

Celle remarque nous sera uhie dans la suite.

2. Envisageons ma ïu lenan t le cas où ,o — r . On peut prendre alors
pour hase (ouïe eourhe C de la s u r f a c e F : le, dé(erminan l re la l i fse ré-
dnil au de^'ré virluel 1 1 d(> (^ ()ui résu l îe ra néc t^ssa i remî^ i j uu (uiSier
> o.

S'il existe sur F une hase intermédiaire fC), comme pour (ouïe
eourhe I) de la sur face- on doit avoir

/J.D |^C,

la eourhe C aura le de^'ré virluel minimum parmi les courhes î racées
sur F. Le de^'ré dt1 î.oiite/ eourhe I) résul îera un mui j ip le de //, ( tl le
nombre JDIKJ des j )oinls ou I) coupe une a n t r e conrhe quelconque K
de la surlace, résultera un mulliple du nombre |CK [ . luî [ )ar t ie^ j l i ( k | ' ,
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en preuaul pour courbe K uue sechoii plane de F, on voit que C a aussi
Fordre miuimum parmi les courbes appar jeuaui a F.

Mais /)efU-o/i affirmer (fa eu prenant sur la sarfae.e F, dont le /lo/n/^'e
base a la valeur p ̂  î , une cou/'hc de de^ré ( ou d ' o r d r e ) fniîlifnuru^ on
oh/ie/U toujours u/ie l)ase intermédiaire?

MalhcnronscmenI nous \\^ sois i i t ics j )as en nscsin'^ dp, r ^ i to ïK i re a
r^tic (.Icinandc ; huitcTois les exemples n î î c Î I O I B S ("on l i a i s s o i s s (le sur-
faces ayaul ? -== î ( l^. j ) l a t î , IP.S sur lacrs l î V | ) ( t r < > l l l l ) i l ( [ l S ( k s ( 1 $ ^ Jacoln ^t dp
I^r.ard, la susTacc la plus i^in'Tale d'ilii ordi^1 doniK'^ ck'.,) ( . ( î i idc i i l , a
la i r<* ix'iiclicr vers raflirmalive.

Mais ( ' ^ ( . î e dilTiciill.e iê'^injx^.di^ pas d^ prouver \\' x i sh1 lier d/iiîi^ l^asc,
l ï tS^ ï r i i s ^d ia i r c sur la snrfar,r V ayan l .p - - - - ï ; il si i t ' f i l , pour ( ' (da (l^'d^vrr
a dt^iK le nnmiHT. des e o î i r l î e - s doîdiai i i la hase.

Si l 'oiî | )ar(, en c H e S , d'inie l îasc, ( C ) < | î i i ne soil pas inttTmediairT,,
on j xx j r ra lodjolirs r.onsid^nT ( Î S K Ï col i r ix^ I) ( (d ie - ([ in1 dans la ridai ion

7. m1 d iviso, [ )as A , . l ^ i ê d i s a n S 0 h" plus ^'raiid ( " o î i î î t î u i i d iv iseur de A, /.i,
on cousins ira, comme dans le ras ^ ^> î , la coin'In1 virhirdic ou (dicc-
Im;

I' :^.(: 1 - ^ . 1 1 ) ,

[j,, [j., e jau l , d c i î x oïli^rs sal . is fa isaî i l , a la rondil.ion À^ -4- Ai[j. i == 0. Oiî
c i s lire,

/r 0{\,

( ' ' (^(.-a-dirc ( I IK* la rouf lu1 I' jx'iij, ^ î r n virl.lirdi^, mais le mu l t ip le /.rrsl,
(.ou jours nue cou rhr (d' Icct . ivc.

(^omm^ 0 csl u s s d i v i s^nr de / , l 'ordre de I' v ien j , eh'e nu d iv iseur
de/ l 'ordre de, C. !^ i î j x u s r s u î v a i s l . de proche en prorhe ^// arrive à inie
denuere conrhe. ( eirinelle ou ef/eruve) douî l ' o r d r e d i v i s e I 1 ordre de /ouïe
(luire e(Hirl)e de V ; e'esf là une l/use nilet med taire.

I.ors()ue la deruiere courl)e esJ, v ir f .ued le,, ou j )o i s r ra loujours la re-
garder comme la di Hereueo A - \\ de deux courhes ef le<(^ , ives A, m1 ) ,
de- sorle (|ue, la Imse i.nteruiédi.au'e sera fo/'fn/'e par ces deux courbes effec-
t i ves ,

( 1 ) f ' o i r Si';vi';(ti, l{cn(ficofin ( ic i . l { . I s i i t i i . l . o lo/nhfu'do, ( ' * ) • , L. X X X V 1 1 1 , i()0'3, p. 85y.
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§ 2. L'opération de division appliquée aux systèmes de courbes
d'une surface algébrique.

3. Lorsque entre deux courbes A, B d ' une surface F existe la rela-
tion

?iA -^ B (À ent ier p o s i t i f ) ,

on dit que le système JAJ est obtenu en divisant par À le système J B [ .
L'opération de division n'est évidemment toujours possible; e( elle

n est pas nécessairement univoque, comme nous le verrons plus tard sur
q LÏ e 1 (i il e s e x e m p 1 e s.

Maintenant nous nous proposons de trouver en général une limite
supérieure, dépendante seulement de la surface, pour le nombre des
systèmes distincts qu'on obtient eu div isant un système continu quel-
conque par un nombre en lier.

Soit m l'ordre de la courbe composée d'une courbe canonique et des
courbes exceptionnelles de F, et soit A, une courbe d'ordre /^>///,
tracée sur la surlace F de genre numérique /^, et donnant lieu a une
dimension virtuelle

n ^ 4.-y^.^. , •^

où n^ TT: sont respect ivement le degré et le ^nre vi r tuels de A, . On
pourra alors parler du système complet bien détermine J A , [ ( 1 ) .

S'il y a sur F des systèmes continus ] A ] distincts de } A , [ , sat is fa i -
sant aux condit ions

/z= [ :A iA i j -= [AAi ]= : : [AAl ,

un multiple convenable de Ai résultera algébriquement équiva lent au
même multiple de A. ( 2 ), cl par suite les systèmes [ A ] aurout, le même
ordre et le même ^eure de S A i ! ; de sorte que tout s y s î è m e [ A ^ sera
déterminé univoquemeut par une quelconque de ses courbes. Le
nombre des systèmes } A [ étant évidemment fini, nons pouvons dé-
signer ces différents systèmes par

i A , j , J A , ; , ..., i A ^ j .

( ' ) SKVI'.HI, . / / / / (Ù'H{. Istftf/lo vcfK'lo, [ . LXV\ î < ) < » f > , {;. G'iH.
(^ ) Matli, Annalcn, Mémoire cito, lliôo renie I.
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Soit } I}, j un système continu satisfaisant aux: mêmes cond i t ions
de [ A . , } (ordre r^>rn, dimension virtuelle non lierai ive). Alors les
courbes, ci priori virtuelles,

.Bi + A, — A,, Bi -4- A i — A,, ..., r>, -+- A i — A^,
auroni l 'ordî^.ï l'^> fn ^i la dlîiK^ision v i r tue l le non négative, di1 sor je,
qu'on pourra envisager l ï ïs syslenies con t inus

; U/\ -- { I^+A,-A, j (<:-^^ . . . ,0) ,

salisfaisant aux condit ions

[B,B, 1 - ^ : 1 l î i l ^ . l - f l î / ! ^ . ] .

On en tire ( j ne [ ( ^ noniln^ï cr' ( [ ( ^ s s y s t è m e s j I^-[ e s t , - ' G ' , l^n | ) ; i r (anî . des
sysî.eines j B, [ on a r r i v t 1 analo^,'neïne,nt a la conc lus ion c r_ , : c r ' , ( ^ t l 'on
déduit, par suite cr — cr'.

/^' fiofnhre ^ f'esic donc ifid^pe/K/dnf (lu sys/(''fne \\\ d o l î t on p a r / ,
[xxirvn <|ne soient r t^nidies l < k s condshons r e l a t i v e s a l 'ordre et, a la
dimension v i r t nel lo dn sys tème.

Cela pose, considérons une courhe quelcon<|ue i\ de la surlac^1 et
supposons qu'il ex is te o conrl)es 1 ) , , 1 ) ^ , ..., I),; t t d i e s qu' i l soit,

/.Di ./I), ... /Do C,

c^îs t -a-d i r^^ ï iu^^n div isant | ) a r À le, sys tème [ C [ , on o!,)(,ietit ?) systèmes
disdn cl s. J ( k d i s ( | ( j e ^ G" .

Envisageons en (diet / les courbes (a p r i o r i v i r tue l les)

Ai+ 1 ) , - • I),, Ai 4- Di— I),, . . ., A, -I- P,— i^.

Comme Perdre de ces courbes est /^>/ / / et la d imens ion virtuel le- en
est . '<), il s'an'ira de courbes el lecl ives et les s y s t è m e s cont inus

SA^^- . : ; Ai - i - l ) , — S ) / ; ( i - : ^3 , ...^},

sat is fa isant aux condi t ions

[ A i A i j — | Ai A ' / l :=: l ' A ^ A y J ,

seront com[)r is entre les systèmes ^ A / j . Il (aadra donc que o^o-. On
a^riv( t, partant, à la conclusion suivante '.

A un. P.c. Norm., ( 3 ) , X X V . OCTOHIŒ H)o8. ^8
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Le nombre des systèmes continus distincts qu'on peut obtenir en diyi-
sant un système quelconque par un nombre entier, ne peut pas surpasser
une certaine limite cr dépendant s ci dément de la surface.

Remarque. — Considérons deux courbes C, I) sat is fa isant aux. con-
ditions

[Œ]==:[CI)] :rr[IH);|,

c'est-à-dire deux sous-multiples d'un même système suivant un certain
nombre entier. On démontre a isemenî que le moindre entier pour lequel
ÀC AI) ne peut pas surpasser la limite '7 dont on parle ci-dessus, lui
effet, les À —• i systèmes dist incts

j , A , H - / C - / I ) j (^r==i , . . . ,À~ i )

sont des systèmes } A / [ et, par suite, A —• i^a — ï .

4. Exemples de sur faces sur les(fuelles la" division est univo(p/e. lin
exemple de surfaces a y a n ê o" == i f a i ns i ( [ ( K » ,o .":...-. i ) (^s l , donise, d 'a[)res
M. .Noetl îer, [»ar ( ( ^s ss i r faces (de l 'espace S^ ) [ ( ^ s pins générales d<k. lenr
ordre; nn deuxième exemple, ON p [)eji(, cire ( jnelcoiHine, (^J, donne
par li^s surfaces des couples de points de deux courbes i r rat ionnel les
(d is t inctes on coïnc identes) ( * , ) .

Un autre exemple très intéressant est donné par la proposit ion sui-
van te :

Sur toute surface, re^idiêre ou, irréel dierc, ayant la courim ccuioni(jue
d'ordre zéro., la division est une opération ii/woque.

On sait, d'après M. Enr i<jues (>J), que le ^enre numérique d'une
surlace F ayant la courbe canonique d'ordre zéro (e t par suite/^ •— i ) ,
peut recevoir seulement les valeurs

/^ ••;:,: i on /^•r=— î ,

c^os î -a-d i re qu'il s'aiçij .ou bien d'une surlace régulière ou bien d'une,
surface byperelliptique de raiiii; i (sur fact* de Jaeol) i ou de Picarde.

( ï ) SEVElii, Snllc c o r r i s / f o i t d c / t z c j r a . < p f i n l i < t i mui cur^a nl^chric.a (cil-é/l. î{(iin<n'(ji i( '!
à la fini (Jn n" 1 1 .

( ï ) ncfidifionti dalla î\. y/ce, ( t i lîo/.o^iia, 9 decctiil)rc KJO^.
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On doit, d^nionJrer que dmx conrin's C, I) (racles sur la snrfaiT V ri
salislaisani aux rond iS ions

[n;| • : ] rj) | | im |,

sont, linrai remenl. ou al^'dH'i f i î i^mcnl ( ^ j u î v a l o i l j o s fsn iv ; t i i ( , qm' V rs(,
l 'c^'îil irrc ois inT^ulirsT ).

( ^ o i î s i d c r o i s s ( l ' î s lHn 'd ! ( * c<is o s s V rs( l•(^•sl l i< '> ! "p. Si l;i roiirh^ (;, d^.
^•csiro, TC, ( ^s l , irr^d net i l ) ! ) 1 p| ( l ^ j X t i i r v i K ^ d î » j ) o i i i < s nnil! ipirs, le sys-
((''inc I) , < ln i t s ^ i î s c in'drr (Ir | C [ , doil, s ' î ^ i l p r i ï K 1 ! ' , (ol.t irêl i^. i i t , , l i*
système \(\ , ( ' < ( i 1 il in1 [ H ^ s t [) ;(s (•oii))^!' siir unn C IIIIP, s^.ric ^^, „ d î 1

( l i î i i ^ t i s i o s i ^>T: -• s .
A. lit m^nn1 r /ondnsiotÊ o s i iu'riK1 «nissi los 's( ) iap, les (;, I) sonê. des

conrh^s ( j iK.dî 'olKlues. l^ i iv is i t^cons ( ^ i s (dl'd, sur I''' l ino coiirix^ II 'UT^-
dllcli l^l(k d^. ^'(^ire p, d o l )s r î lvo l (s < j ( i ' i ! c x i s S ^ \f sysSrmr. l is ica i re

| K | : [ g ! ( - ( ;— g ) | ,

r;ir n Id ( 'o î i r l )^ 1 1 - h {\ I) nsl îd iac l i^c 5 i î î < 1 d i l îK ' î ês i o l i virlunlle [)osi-
ê i v î ^ — p}. l^ii î i [ ) j ) l i ( | î i ; n » S , Ir, s - i î i s o î î n c s s i c i i î , ^ -x i tosc ci-dî^siis, on cou"
cl (il qur,

I! K ( ' î , p ; î i 1 suilc, ( ^ -: 1).

Hxîuninons î i î an i l r j i an î l ' i s y j t o l l t ^ s c /^/ -=-= — i.
Si la siiiTm'^ F ;i l i^ d i v i seu r o =:; s , r/csi-iê-dire s'il s'a^'ii d'une sur-

f a ( ' ( k de .lu col) ! , surl'ar^ d^-s codjdr.s de poinis d'i i t ic (•OIII'IK* I.1 (le^'eîire 2,
la proposit ion nn'on vrnl ^ S a l d i r ( ^ s l con Icn iH 1 , ( J I I O I / I I K ^ sons une forsïie
dill^.rt^ih^ dans mon iM^monT r.ij^'' an ( •ommpncoi ïH'n l dr co nuîncro.
Mais on pcul, ^ (a l ) ! ! ! ' la cl iosc par il in1 voir, ^'('ïomîUrmiie, coîïirne
il suiL

I^nv isa^cons sur F In sysicme <•oIn | ) l^ l l ^, d^, ^(nirr., indice, de^ré,
< l In ! ( > t l s ion , ('^'anx a '2, qni n'nl^nn^ ( o ê . a l c s n ^ n l , li^s ronrhcs (^ répon-
dan! aux poinis d^ 1 !\ Oti d^n ioê î l . r c a îs^ -mcn i , r.oinnn^ rions l'avons fai.1,
M. Knrhjnns cS inoi, dans noir^ Monloirc sur 1 r s snr taccs hyperellip"
IKJ IK 'S , ( in<; (on io conr ix1 I) sah'slaisani aux coïKi i l ions

[ ( ; ( : ! - [ a) | :.-| DDJ ;:̂

apparh^ni. a 1. l^n (dl'ol, s'i l î i ' ^ s i c lai l , pas ainsi , la variélc'x1 , de genre 2,
formre [)ar l i^s ronrhrs de ^ issues [ iarnn po in î d( t D, renfernierait une
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i n v o l u t i o n de genre et ordre égaux à 2, qu i r épondra i t , aux p o i n t s
de 1).

On en tire que deux courbes H, K sat isfaisant aux condit ions ari t l i -
mé t i que s

(6) [HH:]=[:HK:|^| :KK],

appartiennent à un même système continu, car le système continu
bien déterminé ;C + II — Kj, auquel est attachée une dimension vir-
tuelle == o, coïncide avec 2.

Si le diviseur de F a une valeur o> i, c'est-à-dire si F est bira"
tiolmellement identique à une involution ens'^'udrée sur une surlace
de Jacobi <I> par une transformation de deuxième espèce cyclique
d'ordre o, on considérera sur F le système continu ̂  répondant au
système S de <I>. Les couches €5 de 2^ ont le ^enre (électif 2 et possèdent
o ~ i points doubles. Je dis, réciproquement, que toute courbe I),";
douée de o — i points doubles et sat is fa isant , par rapport à €5, aux
conditions arithmétiques habituelles, appartieni a ïg.

Kn ellet, par ce qui précède, à 1)^ doit, répondre sur^ une courbe I)
appartenant an système continu déterminé par une, C et par les o i
courbes (7, (V, ..., (/' 1 1 conjuguées a C, et comme les courbes I),
(; .-̂  (y .^_ .__^ {^ 1 » oj j ( |(. irn'iitie nombre ô(û -- i ) df [ )oints ( loul) les,
en appliquant un principe de continuité dû a M. Knriques, on en tire
que I) ne peut pas contenir une partie irréductible où var ient deux ou
plusieurs points répondant à un même point mobile sur 1 ) ^ ; c'est-
à-dire que I) es t formé par o courbes conjuguées du système/ 1^ et, par
suite, que l)ç appartient à Sg.

Si l'a courbe 1)^, tout en sat is fa isant aux condit ions antbméî iques
bahituelles, n^a pas de points doubles, de sorte que son ^'enre a la
valeur o 4- i, le système linéaire I);:; ] aura la dimension ô i, et l'on
pourra toujours envisager une courbe de ce système douée de o — î
points doubles. Cette courbe, et par conséquent toute courbe I),,,
restera algébriquement équivalente à Cç.

Cela posé, on en déduit tout de suite, comme dans le cas traité ci-
dessus d'une surlace de Jacobi, que^deux courbes II, K sat is fa isant aux
condit ions ( ( ) ) sont aussi équivalentes (algébriquement).

<:. o. F. D.
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I^n part icul ier, comme une surlace hyperel l ipt ique quelconque (le
Heure t ('régulière ou non) a la courir canonique (Fordre zéro, on
pourra énoncer que, .sv//' foule surface / l y p e r e l f i p l i ^ / u e de fleure ^éo/né-
trique s , la division est une opération ufu^^x/ue.

Il s'ensuit uuo sur ces sur/'aces toute hase inlerfnédiaire est inie luisej i/
miniîna.

r). i^xefnpies de sia'faces où la divisiof) n est pas u/u^oqf/e, — Oïl a ( le
(ois exemples en eons idera î i l les surfaces < | î i i î l e | ) ( ) s s e ( l ( > j l t pas de
courhes ( t a l l ( ) ^ t i ( l l l es , S ( » s i l en renfermant des conrhes [ ) l ( i r i cano i» i ( | i i es
d'ordre zéro. S'il s'a^'il, d< t sur laces régulières, on î o i r î l ) e sur les sur-
faces, e î u d i e e s i)ar M. Knriqnes, (jiii s< t ra ts teuen i hiral ionnelicmeni
à iiiie sur lacc d 'ordr(^ G passant doiihlemcnl |)ar les arêtes d'ini
Sel raedr (^ ( { ) \ s'il s'agit de surfaces irre^ulieres, on tombe sur des
surfaces hypere l l ip t iques de ran^ ^> s ('2 ) .

^ 3. Construction d'une base minima.

(>. ( c o n s i d é r o n s lont d'abord le cas ou le nombre base p de la sur-
face F soit >-i : on peut supposer ( 1 1 ° 1 , /{eman/ne / / ) que deux
courbes (l'une base in te rméd ia i re ((;, (^ ... (^ construite sur F, rem-
pl issent les cond i t i ons 1°, '2°, ^> du n" 1 .

Soit (^ s i n e de ces courbes et soit G" le caractère (le la surlace F in-
troduil au n0 ^. Ou aura alors jus tement a- - i: systèmes continus

; ! ) , ! , ! i). i, ..., j l ^ - i i .
tels qu'il soit

|c,^ | - 1 ^ 1 n / | - - [ D / I Ï / I ( < : ' , ̂  . . . , ' 7 — 1 ) .

.I(t dis (IIKÎ le ^/'of//)e des eoarin's

(:,, (:,. . . . , C^ î ) , , I),, . . . , D ^ - i

constitue une base minima, c^-st-a-dire ( ju 'etant donnée une courbe

P) ^'mof'K1 <lrffn SonrI^ n n î ï n n ' t f/r/lr Srh'n-r, ('\ \ \. X!V, \^^ } ) • ^7-
( 2 ) I^Nluotn^s o Si':vi-:Kt, RcmtfcofH,! dclld A\ .•îcc. dcl /Jncei, 5 janvier 1908.
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que lconque C ( le la surface F, on a t o u j o u r s (.me re la t ion de .la fo rme

C - . - - - À I C I -i- L C ^ - f - . . . 4 - À p C p 4 - ^ , i ) i 4 - . . .4- [J-rj i D^ - i ,

les À, a étant, des n ombre s ent iers dé ternîmes par C.
En effet, comme (C, C_.. . .Cp) est, une base intermédiaire, on a

£(^£/ lCi4- £M^-1-. . .4- c/.p^p,

les c, 7^ é t a n t des entiers, (kîla. posé, envisageons 1(^4 deux e-osirhes

C et S ) ^ = À , C , + ^ ( ^ 4 ~ - . . . - 4 - ^ ( ; p

dont la dei.ix.iéîne, tout en étant un sous-nniltiplei d'une conrix» effec-
tive, peul étr<1 une eonrhe virt î lel l^*.

Moyennant: (^ I.) ors peut construire deux courhes

(;,=C4-oCi, l )o -=D+oCi

(où 5 est nn entier assez ^'rand) ayant l 'ordî^» aussi élevé qu'oli v î ^ s t ,
la dimension virtuelle positive et sa t is fa isant en on(re aux re la t ions

(7.) |(^o:l ^- l^oDol - - I D . J î o l ;

de sorte ([ne les symindes

( 8 ) I),,, 1),, -h Ci — Di, Do -h Ci — I),, . . ., î),, -h C, -~ D^.-i

représentent G" coiirl)es e f fec t i ves algébriquement d i s î . i î î c t t ^ s , sa t is fa i -
sant par rapport a C,, aux condit ions ds i type ( ^ ). Il s 'ensu i t , par la
définit ion même du caractère T, que f^ est, algébriquement équiva-
lente à âne courbe de la série ( <S) ; so i t , par exemple^

Co I)., 4-^:1 D,

et, par suite,
C ( / . i - l - i ^ j î - /^^-t-- . . . | - / . ^C , - - I ) | . c. o. i-'. î » .

On ol)( , ie i i ( , do isc p -h cr î c.onrl)e/s donnant la base minima.
(cons idérons maintenant le cas où p - - ! : . (.Comme nn ms j l t i j ) le

convenal)le de la courbe v i r tuel le ou ef fect ive (^ • -^A. - - U, donnant
sur ¥ une base intermédiaire, peut représenter une courbe d'un ordre
arbi t rairement ^'rand et. de dimension v i r tue l le pos i t i ve , en désignant
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par I) nn (e.l muhiple cl par

' 6 1 / i h ' ' 8 1 1
( 8 î i ( » ; p 2 » » • • ^ ; ! ' r y i )

les cr - i sys tèmes conhnus sahs ia isanJ, par rapport. a I) aux condi t ions
ari ibmeliques b a b i S n e l l e s , o is m déduit,, comme dans le cas p ^> î , que
la l îas^, ' îni î i i . ' i ia s m1 F osl doisup.c i^ar les ( •o iêrhcs

< ; , , g ) , , I),, . . . , B)^

do ni la [^" (^n i^ t 'c ppu ( r j î ' ^ 1 vi rî mdl^. Si l ' o i s s H' vdit pas parl<T de cos i r i tos
v i ê ' î ii(d l^s, nu an l'a a rnnssdrnT la l ^ a s î ^ ( t î i i ni BU a ) forin^c, par k's coi j s'I)es
A, B, I),, 1).^ . . ., 1 ) ^ - ,, qui son j an r i o s n l ï s ' c ^ ( l ( k ^ + i f=- p -+- cr).

7. Orï o l ^ t i ^ . t î S . donc le âhrorcHH1 s invîni l :

Sfu' ion le sar/ftcc ( i l ̂ ( ^ l ï t ' K H i c on peu! lonnxa's construire une hd^i9 /ni-
înfUd des ( ' ( ) ( n ' l ) ( ' s ( f u i lm dSïparfK'ff.ficftf. Ce/te, l / ' i s e esf /'ormee ftnr
p .̂_ rj — j ( ' o ï l f ! ) { ' s , o ( ' l ( u i ! - /c noniln'e In? se. de. In. surf/iee et n le i i ( ) / n l ) f ' e
tnd.riîi nsffi ( l e s sys/effH's eo ni i f ms d i s l . u i e l s , (fu'on ohîieni en ( l i v i s i i n t { ) ( î r
i l / / e / i f ie ! ' s i / i s y s { e n i e ro/f/f fin (fneh'onque (race sur la surface.

îhînr o ^----- ï î l o i i s \\^ s o i t i î î t p s pas rn s ï i ^ s s i s ' c d^^xc l i i î ' e ( j is ' i inc des cr
cos i î ' l x ' s de la hase minima devid i i tc v i r l ï K d I t ^ ; îon i , (41 adincUaiil (j(.i(i
( • ( k cas soi t , | )oss i l ) l ( 1 , on | î ( ; ( î ( , S.onict 'o is construire une lîasc i i i i i t i î t ia for-
\\\w. j )ar o' - l i conrhcs (dI'ccJ.ivcs.

8. K.refn.fîle, : La hase sn in ima s s a r s ine surface de Ksinnner a mo-
dules ar ! ) i j r^ires.

i^i. eonsf/'ueiKm ( / . ' (n ie Inise sin' la surface (le Kuinf/ier <ï> (surfaco do
( j i i a S ricHHï ordre [ )ossrda! i ( i ^ l po in t s doubles^) esl singulicreiïient
i î i s i r nc j i vc i , car e l le (loniie l'oconsio/i d' eclairci!\ ai/ p o i / i l de vue inva-
ria/ifi /, le rôle, (nii esl joue, dans la formai ion de. la base, par les poz/tts
//m I f i p i ( 's isoles d'une s(n' /'(ice.

D'après nn (heoreme bien eonnn de M. Hnmherl,, loule conrhr1 al^é"1 0

brique Imeeo sur ^ a l'ordre, pair 'in ej, i x ' î î l cire envisagée conlinc
l ' i î i lersee/h 'o i ] e,oîir i j ) lel.e, de ̂  avec une surTace d'ordr(i n, ï j i j i touche <[>
le lon^' de la eonrl)e donnée.

An premier abord on serai t donc (enl..e de conclure que, si C est une
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sec t ion p l a n e de <I>, toute courbe D de la surface est liée à C [)ar l i n e
re la t ion du type

2:I)EE= / /C

et, par suite, que le nombre base de ̂  a la valeur p = i, ((Y) étant, une
base. Mais, au point de vue des transformations birationnelles, il faut
envisager la chose d'une manière différente. En effet, si 1) est -une co-
nique de la surface, comme le degré virtuel de F) a la valeur — 2, la
courbe 2]) aura le degré — 8 et par conséquent elle ne pourra pas être
équivalente à une section plane de <]>.

Pour obtenir une telle section il faut ajouter à la courbe 9.1) les six
points doubles de. ̂  (fui lui appartiennent, en tant qu'on envisage ces
points ou, si on l'aime mieux, leurs domaines, comme des courbes ra-
tionnelles de degré virtuel —2.

Ce n est pas une convention qu'on établit ainsi; car en transformant
la ̂  en une surface W de l'hyperespace dépourvue de points mult iples
et de courbes excepî ionnel les (moyennant le système linéaire des sur-
faces d'un ordre arbitraire passant par les ï ( ) points doubles ) on ob t ien t
sur W, en correspondance des points doubles, ï ( > courbes rat ionnel les
de degré virtuel — 2 (et r ( ) courbes analogues répondant aux coniques
de <I^. lin faisant abstract ion des points doubles de<l>, on n'aurait donc
pas de propriétés invariantes vis-a-vis des transformations biration-
nelles.

Envisageons le nombre p d'après M. Picard, en considérant les
cou ri) es logarithmiques des intégrales simples de troisième espèce
attachées à <I\ et désignons par x == o Féqualion du plan tangent a <I>
le long de la conique I), et par y ==. o l'éq nation d'un plan arbitraire
de l'espace, coupante suivant la courbe C.

Alors on peut dire que l ' in tégrale de, t ro i s ième espèce l og^ possède
comme uniques lignes logarithmiques les I), C, en tant qu'on ne
regarde pas les points doubles de (.P comme des courbes, c'est-ii-dire
lorsqu'on envisage la question au point de vue projectif f 1 ) ; mais, si
l'on veut énoncer une propriété invariante v is-a-v is des transformations

birationnelles, il faut dire que log — possède, outre les C, I), six

( 1 ; C'esL le point do vue do M. Picard, ^oir P I C A I U ) et S I M A H I ' , l. I I , p. 4S '^«
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courl>es logarithmiques l î i j i n irnent p e l i / e s se recluisnilt clu.v dorndiîfes des
six poi/îUs doubles apparlenant à x ==;<>.

.31 suit de ces remarques qu'a la formahon de la hase do iven t con-
tribuer aussi les po in ts doubles de <1> ; c ' e s î - a - d i r e que, | )o î i i " old^iii i '
isne v^rilahin l)<ls< t ;nî [ ) < ) i i i S de vue ii iva.riaiit il", on doi( ( • o t s s i d e r t 1 ! - \^
û'ronix-' foraïK'* par une ('oin'lhe (| i i e l co în i i se de ̂  [ ) a î ' ( ' X C I S H ) ! ^ j);u' uiK1

conique, eî i)îir î i î i ( • ( ^ • t î H î i nomhrt1 d(^ j ï o i n (s don bips- II (^sl a is^ de voir
qu'il faul prendre toits les î ( > poinis d ( ) s i l ) l es .

( .^onsideroiss, en ell'eî, le. de le r rH inanS A du H'r<)( i j )e forme par isne
coni<)i ie !)i et. par le.s points doubles de ̂  regardes eoninK1 des com'hes
ratiols ^.^(.^s 1 ) ^ , I):.,, ..., i ) t 7 , de deu;re v i r ( ( i ( d — '-2. Si 1 ) . , , I).;, ..., l)^
soni, les p(.)iîils ( l ( ns^d ( k s a|)|);trlei^iiiS. a I),, en posant

/ / , / / , - [ D/l)/,
on au ra

/ / / / - • — — ^ , //i, ^1;; . . . / / i 7 î , / / , y : 0 ( . />7),

/ / / , / - 0 ( /.', / / • • l).

Par des eidnils laei les, on î . î ' onve que le delerminani, de, dix-se|>lieine
ordj't1 A. a la va leur ' 2 1 1 ' . ( ^ e i a s ign i f ie que les a n courhcs envisagées ne
sont |>as d e j x u î d a t s i . e s e(,, j )a r suite, ( ) ^ s \ , d l < k s son(, ( -ouïes essenlielles
dans la (orn iaSion de la hase. On conc lu J , par lau l , que le liomifi'e hase
du//e surface de Kununcr à modules a rh i l r ' a i f es û la valear o == i '7.

Hem<ir(jue. — S. es considéra ( ion s develoi ï ix '^ïs dans lo cas parlicu-
lier d 'une s u r f a c e / de Buimnier, nous monireni ( ju 'en ayani une sur-
lace ^ donnée, de d poinl,s doil l) les coni î |ues iso l i ^s , lors( ju îon veul
r(^'arder ces |>oinls douil les comme des courbes rat ionnelles de
der're ~ '2, <;(.; qui est nécessaire au poin l .de vue, invar ia is l i i ' , on doiê, mo-
d i f ie r la for/unie, de M. Smicard ( 1 ) ii;uil le, nombre base p an nombre po
des inle^rales doul) les de deux ième espère allac.hees a ^y en l/écn.van.l
sous la lonne

(0<, -:. N i - •> d -— ( \ t > — ( ni — i } l- ^ r — ( p •— f ) .

( l ) I 'ICAHI) ol SiMAit ' r , t. ii, ( > . 4<f< j . l^ii ( ic i i i i i l ivc, nous mnpiiiçons par p -i-- cl le
noinbro p ( l ( ï M. Pic;»r(i. il n'y ;i ici .uiciiiio <;()iitr<nliclioii, puisqu'il s'ug-iL de deux points
(1(; vue (iitim-tiiils.

/ • / / / / / . /':<-. /Vurm., ( 3 ) , X X V . ~ O./rolitit.; i<)oS. '^9
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On obt ient tout naturellement cette formule, en la dérivant de la
tonne invariantive

po == 1 4- 4 (/^—— pa ) — p -4- ^ ,

qu'on péril, donnor à la formule de M. Picard, lorsqu'il n'existe pas des
points doubles isolés; /^, p,, désignent ici les genres de <I>, el 1 Finva-
riani relatif de Zeuthen-Segre, at taché à <I> ( 1 ) .

En parlicnlier, pour la surface (le K i i ïsnneron a

\-=.f:\Q, p^ p^:-\, p .--: 17,

el l'on en lire, par conséqueni,

F.,:=5 (^.

(). Revenons mainlenani à la sur face de Knnnner <:I>. \A\. hase
), IL ... D^) qî  ï iOl is avons cons(,rnile n^l ) )as inininiîi, car une

con i ( (U( - 1.1 de <1>, dinerenle dt - [.),, ne peul ()as s 'ex i t r inK-r connn(i une
combinaison linéaire (a coeff icients enliers) des courbes I)/, (andis
qn'nne convenal)Je de lelles coînl) inaisons esl é( [S l iva le .n( ( k au doubla
de 1 1 .

(I).

En vertu de la proposition dé înon î rée au n07!, lïourol^^ulir sur<l> une
base înmuna, il sdf f i ra d'y consh'uire \\\w, l^asiï intennédiairr1.

Comme l.oule courl)e Irac.ée sur <I> s 'expr ime par une combinaison
linéaire des coniques el, des poinis doubles, il s'agira de choisir 1 7 de
ces 32 éléments de [elle façon que le (lelcrmindni relah'f, iout en élani
dînèrent, de zéro, ait la valeur absolue minima (qui sera nécessaire-
menlune puissance posi t ive de 2, car il doit ê t re un diviseur, du menu*
signe, de 21 ' 'L

En désignani les points doubles et, les coniques de <1> au moyen du
symbolisme de M. llumbert (:î), on démontre aisément que le groupe
des six cofU(]U(^s

^. •/•/'. ^\ ^/-aa, pp,

( l ) L;i l'orme invariantive donne toul (JQ siiilo la formo projeclive de la fonnnie (le Pi-
c?u-(l, lorsqil'il y < < aii.<si (!c. j)oinls rnnitiples isoles cl'ordro .y; on trouve qu'il lanL ôcriro ^.v
au liou de a^, la soirirrKî S ér,?mt clondno aux poinis nmllipics isolés de la surface.

C 2 ) P I C A R D el SIMART, t. î ï , i > . 45^,.
( ' • ' ' ) Journal de Mat/i.. i .Sc)3, {). ''><S.
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et des onze poinfs douilles

(w'), (a^), ( y . ' y ) , ( a ' o ) , (ao') , (^ /), (^r j ) ,

((V)» ^7). (y^), ( 7 ' ^ )

donne une base niinirnu sur lu .surface (le Kununer.
On représenle, en ellel, les ;') points doubles res!an( au moyen des

courbes de celle hase, |),u- ( I f ^ s r c i t t j . i o l î s d s i îvpr

(ap') :̂ \>.Y^ - '>.y.y.' -h (y^) .4- ( yo ' ) 4- (/p ) - 1 - (y^) — - ( 9 ' ' ^ ) — ( .y.'o ) - . . . . ( ^ ' y ) ,

( j î l 'on ohimnl (Ui ( ^ x i ) ! ' ! nijani ( j i ê t ^ (( le (louldc ( l ( k ( o u ï e < • ( ) t ^ i ( j ^ l ( k , cn i ^K i f ' r i i p
des (1 po mis < loi il) le, s < [ u i lui <(ppc<rheimenl , es S, e( jn ivalenS, ;i ime sedion
plane de <I) ».

Les K) eom(|nes ( | ( i i s l ' ; ^ j ) | ^ î l r • S i ( t l l l i e J l î , p<is ;i lu I);»se, soul, données p;(r
des i ^da î ions < ju 'on obl ieni en (^x in ' i rnan i q iK1 « les l'.tees d'nii leU'ardre
(le (îopel. ( ^ î ' o u j x ^ d t 1 ,\ |)l;uis singuliers ss'; iy;nil (K)!!!' so is in ie î , ;use,un
poini sin^'nlier^ (.one.lK^il I;» sniTiiee, <I> su ivanS, /j conidtK^s d'une même
(niadrique ( i } ) > .

Le ( t é t e r n i i l K i î i l de la hase fninitna a la valeur i\\. - On arrive ;i e.^iie.
( ' ;oneJsfsion sans dil'Iienhe, e.;ir on eonnail le nombre des poinis eonii-
muns a de.iix e,onrl)es ( j i i e le .o ïK j i i es de, la base.

10. Aperçu sur les varie/es a p l u s i e u r s dif/ie/îsions. — Tandis que la
denionslraS,ion de l ' e x i s t e n c e d'une base sur une sur face presenl.e des
di f f icul tés essenS, ie l les, il n'arrive pas a ins i lorsqu'i l s'agit des var iétés
îj plusieurs dimensions, car on neuf deduii'e aisément l'existence d'une
base noar la. (ofali/é des varioles a l^el) l i a n e s a r — ï ditnensions a.pnar-
lenaul d âne varié/e d / • (< ' î ) dimensions, de. l'existence d'une hase sur
une vas'iele a r — B dimensions.

Ains i , par exemple, on arrive a démontrer rexislence d'une base pour
la lo ja l i lé des surfaces h'acées sur une variélé algébrique V a trois di-
mensions, en remarquant, que deux surlaces algébriques A, B de V,

( 1 ) (^ î l to {)r()j)I'i<' l l6 |)(iiit .s(; ro^ai'dcr comme 1 1 1 1 0 coiis6(}ucnco (le l 'univocité de la divi-
sion sur l;i siirfiico do Kfimincr 'î». I î cireL, la cou rhô A (brmoo I);H'ICS coniques d'un groupe
(le («opcl et pur les 1 - 2 points doubles appurtenant aiix arêtes du tétraèdre a le degré
virtuel 16 , et elle ost coupée eu i (» points p;»r la section lî (le 'î* avec une quadrique quoi-
coinpie, de sorte qu'on ;i | AA j === | A B | == | BB j -=. i ( » et. par suite, A :== B.
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qui coupent une section hyperplane de V suivant deux courbes algé-
briquement équivalentes, sont elles-inémes algébriquement équiva-
lentes, c'est-à-dire qu'elles sont renfermées totalement dans un même
système continu.

Cette proposition nous assure aussi que le nombre des systèmes dis-
tincts, qu'on obtient en appliquant la division par un entier à un sys-
tème continu de surfaces, admet un maximum fini, dépendant seule-
ment de V ; et cela amène à la consirnelion (l'une base minirna pour les
surfaces appartenant à V.

L'existence de la hase sur une variété à plusieurs dimensions pourra
donnerpeut-ètre une solution a la quesl ion, soulevée par M. l\) incaréf1),
relative a la construction des groupes de p points d'une courbe de
genre p

/(.^y)=o,

qui appartiennent au domaine de rationalité des coeff ic ients de f(2 ) .
Il s'agit la de f ixer sur/un sysimie f on lamentai d'un nombre Uni de
ces groupes, de telle façon qu'on en déduise tout aulre groupe ana-
logue, par des opérations rationnelles.

Je cross qu'on ponrra arriver a ce résultat, en partant de la base sur
la variété algébrique engendrée au varier des coeff ic ients de la
courbe/'.

( 1 ) Sur les propriétés aril/nwtuiiw des courba (d^nqucs ( J o i i r i t a L d^. Math..
5'" sci^e, t. VII, K)OI, p. r() i ) ,

( 2 ) Or» venl. diro (lue loulo fonclion symétrique (les coordonnces des poinis d'un loi
groupe apparlioni an domaine (Je raLionalilo des cocITicionIs de /".


