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SUR I’EQUILIBRE

PLAQUES ELASTIQUES ENCASTREES";

Par M. Arrnor KORN.

Dans ce Mémoire nous allons résoudre le probléme proposé d'une
maniére générale pour un contour queleonque, sous la seale supposi-
tion qu’il possede en chacun de ses points une (angente unique et un
rayon de courbure bien déterminé et différent de zéro.

Nous nous servirons de la methode des approximations successives,
et nous résoudrons dabord a Paide de cette méthode le probleme sui-
vanl :

Trouver deux fonctions U et V continues avec leurs premicres dérivees
a Uwniérieur du contour o et satis faisant awx conditions :

; A=t ;)—fjm«r—dr,.
(1) l
( AV —= — — /fl()g—(lm

2T 4)

U —= L -()— /(()V ()U) ]()'f dry
am dy J, \dr  dy r
(2) au contour g,

( V- — ——I—— —j)— (’)V ()U) l()"—-(lr,)

am da J \de

a 'intérieur,

(') Mémoire couronné par I'Académie des Sciences (Prix Vaillant, 1907).
Ann. Feo Norm., (3), XXV. —= Drcempre 1908, 67
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et a la condition que
oV oU

dx Jdy
soit harmonique a l'tntérieur de s.

Ce probleme résolu, on trouvera sans difficulté que les fonctions

1 d [ [0V ouy
= IJ —_ ;7—_[ 0—.}7“ i <()_1, -_ ()T) l()OFf/h),
(3) ‘
v L9 (VUYL
o=V + om 0z.), (__d.z' ‘)}') log— o

sont les dérivées d’une fonction g(x, y) :

= 99
(4) o o= ! (‘_)E IV Jog L e
4 Do S’ ?— o, ; \().’I.' ()_)’) = 0),
g o= Ty
satisfaisant & I’¢quation
. Jd*o Doy Vo N,
(5) I 4- 9 T e 4 ;)—y—: = f, a Pintérienr,

et aux conditions limites

(6) ! g ! au contour a.

Quant & la fonction donnée f(x, y), nous lasupposerons finie et inté-
grable et telle que

(7) Af/m,«;%d(,,:_m/ ).

(1) Cette condition sera remplie, par exemple, si [ est continue (ou continue par inter-
valles), de maniere que. pour deux points 1 el o quelconques du domaine (ou de ses
intervalles) dont nous désignons la distance par rq,

(7) [fo—=/1l7 cnnsr,.fin.r}2 (X>o0).
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Dans les Chapitres I et 11, nous donnerons la solution générale du
probléme et nous demontrerons que cette solution est uniques nous
ajouterons quelques remarques concernant le cas ot le contour n’es
pas de courbure continue, par exemple pour le cas d'un contour rec-
tangulaire.

Dans le Chapitre 111, nous nous occuperons 'un probleme hydro-
dynamique out & fait analogue au probleme propose, du probleme
d’¢quilibre d'un liquide doud de frottement au cas de deux dimen-
sions.

Nous terminerons ce Mémoire par un apercu sur les mémes pro-
blémes dans 'espace & trois dimensions.

CHAPITRE PREMIER.

APPLIGATION DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUGGESSIVES ]
LES INTEGRALES ;.

1. Pour résoudre Ie probleme (1) et (2), nous nous proposons de
trouver deux fonctions U et V continues avee leurs dérivées premicres
a 'intéricur du contour o et satisfaisant aux conditions

I
S AU = — -:—7; Wf_/ l()g—-dﬁ)
(8) a Uintérieur de o,
r__ L
( AV = Py ()) /‘/'Iogzy doy
U — A J oU ()U)lyl(lm/
a2 dy Jdz  dy r
(9) / ) } au contour o,
( Ve 20 (Y _OUN LY \
 amdx ), \dx ()y> cr

en désignant par A un paramétre réel, et i la condition que

oV _ U
dz  dy

soit harmonique 4 Uintérieur de o.
Nous formerons successivem ent les fonctions U;, V; (f=0,1, 2, ...)
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définies par les équations suivantes :

S 1 \
AUO——E}};U[‘}‘JOO;[Z{‘) a
(toa) 9 ! A Uintérieur de o;
AV, = — 2—1;1- o fflog%d(n
(10 b) e=0 au contour
) o;
Vo:O
AUj:O ' . . ..
{ =1,2,... alintérieur de o;
(II a) ; AVJ: s '/
’ 1 9 oV,.  0U;, I
R _—— —_ o — l;
U= am dy J, ( oz Ay log 7w,
(11 0) / _ 10 A __()U,-J o1
’ Vj-—-— '2—71_ 5; i (\ ()x ———-——-()} ) l()h P clrn

(f=1, 2, ... au conlour g).
Il est évident que les séries
{ U=U,+ 20U+ 22Uy+...,
(12) , -
( V=V,+xV,+ 1 Vyt...

seront les solutions du probléme (8) et (), si Pon peuat démontrer la
convergence absolue et uniforme de ces séries el de leurs dérivées
premiéres dans U'intéricur du contour o et la propriété de

A" au
dr dy

d’¢tre harmonique & intérieur de .
Nous démontrerons ces propositions pour le cas o

(13) [2]z1.
Le cas spécial
(14)

nous conduira aux solutions

>
[l
—

U=Uy+ U, +Us+...,

(15)
V=V +V,+V,+4...

du probléme proposé (1) et (2).
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Nous examinerons d'abord les proprietés des fonctions sucees-
sives U, V; et surtout les intégrales

L T/0U, OV (ovj GUNT]
(16) lj-——(/m [‘( e +7.)j) -+ O — ()y> i(/-.)y

pour lesquelles nous démontrerons dans ce Chapitre les inégalités

(17) ;= const. tin, L/,
ou
(18) o L <.

2. Pour examiner les propriciés de continuité des fonetions succes-
SIves U,, Vj ctdeleurs dérivees, rappelons quelques théorémes connus

I("). Les premucres dérivées d’un potentiel

. '
V= / B log — i/,
T m !
dont la densité K est supposce finie et intégrable, sont continues de ma-
nicre que, pour dewr points v el o du plan quelconques dont nous dési-
gnons la distance par r,,,

M)S.S const. fin. max. abs. Erg,,

[

A% V|
Jdh |, an
otk estun nombre posiif quelconque satisfaisant al'ineégalite

01,

et ot la constante finie ne dépend que du contour 5 el du choix de b,
I descgnant une dire tion quelconque; on aura toujours

ﬂ
Jdh

I, const. fin. max. abs. K,

o la constante finie ne depend que du contonr .

(1) Clo A Kous, Untersuchunsen sur allgemeinen Theorie der Potentiale von ['lé-
chen und  Riwmen ( Sitzungsberichie der Bayerischen Akademie der ¥ issenschaften,
t. XXXV 1906, p 25). On trouvera dans ce Mémoire le théoréme analogue pour 'espace
a Lrois dimensions. Foir aussi mon Mémoire Sur les équations de [élasticité (dnn. de
ULc. Norm., 3¢ série, 1. XXIV, 1907).
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II ("). Les secondes dérivées {"un potentiel

' I
V= /Elo:_;‘-(/m,
: S r
“i

dont la densite B est supposée conlinue de manicre que, pour deux points 1
et 2 de w quelconques dont nous désignons la distance par r .,

|E,—E,[ZAr7,, A représentant une constante finie, o <2 <1,
sont continues el a 'intérieur et a ['extéricur de o, de manicre que, pour

deux potnts 1 el 2 quelconques de Uintérieur et deux points i et 2 quel-
conques de Uextérieur de 5 dont nous désignons la distance par r,,,

0*v
dh o'

0tV
dh ol

abs. 5

(

;- = (const. fin. A =+ consl. fin. max. abs. E) 7%,

2 1

ot les deux constantes finies ne deépendent que du contour o el du
nombre h, h et I (/e'.s'igna/ll deux directions quelconques; on aura tou-
jours

)*V . . :
IZ)(/T(}—/t—’ ‘ Zconst. fin, A+ const. fin. max. abs. E,

ot de nouvcaw les deux constantes finies ne dépendent que duw con-
tour 5 et du nombre A.

HI(*). Soit 0 une fonction quelconque continue sur le contour s dont
les dérivées premiéres sont continues sur s de manicére que, pour deux
pornts 1 et 2 de 5 quelconques dont nous désignons la distance par r,,
06

Jz

20
o

|

abs.

l

i:j Ark,, A représentant une constante finie, o <2 A <713
1)

9

alors la fonction harmonique ) de Uintérieur de s possédant les valeurs
bmites ) au contour o aura des dérivées premacres dans o> conlinues de
maniére que, pour deux points v et 2 quelconques de o dont nous dési-

(1) A. Korn, Lhid., p. 22.
(%) Ib., p. 19; la constante )’ figurant dans ce théoréme peut étre posée = k.
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gnrons la distance par r,,,

09

ok

abs. i A

d0 -
— I ' gi(c(>x'|sl,. fin.A + const. fin. max. abs.9) 7%,
2 1

ou les dewr constantes finies ne dépendent que du contour s et du
nombre 1., h designant une direction quelconque.

Les fonctions U, V, délinies parles ¢quations (roa) et (10 b) anront,
en raison des théoremes et 1, des dérivées premicres continues
de manicre que, pour deux points 1 et 2 de o quelconques dont nous
désignons la distance par r,,

e 12U, AU ax. abs. frt
o) S abs. 1‘——’)/’ T ]T/: ils const. fin. max. abs. fr4,,
1
9 ( abs S IV, Vol const. fin. max. abs. /r*
abs 7] | dh |, f o onst n.max. abs. frt,,

ol A est un nombre positif quelconque satisfaisant & linégalité
(20) o< h<1,

et on la constante finie ne depend que du contour 5 et du choix de 2,
A désignant une direction quelconque.

De plus, il est évident, en raison des ¢équations (ro @) et (10 b) qui
définssent U, Vi, que la fonction

oV, dU,

dx dy

est harmonique & Pintéricur de g ef

AS oll,
o dy

(2r1)

~const. fin. max. abs. /,

la constante finie ne dépendant que du contour s.

On deduira maintenant des ¢quations (r1a), (11 b), qui définissent
u, Vv, (f=1,2,...)4 Paide des théorcmes I et 11 successivement,
que pour un / queleconque fini les fonctions U; et V; auront des déri-
vées premicres continues de manicre que, pour deux points 1 et 2 de
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quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

&
w

( abs. ;

ott la constante C; est finie pour un ; fini quelconque etne dépend que
du contour 5, du choix de ket de .
De la méme manicre que U, V; (f =1, 2, ...), les fonclions

abs.

oU; ou;
Ok |, | o
Jv; l v,

g C,; max. abs. fr’, )
)

(22)

2 ()/z ; (; max. ill)s./’,-7l~2 \

1

0 0V, Y, Iy,

Jx dy = oz Jdy

sont harmoniques a Pintériear de o, et 'on a

av;  JU;
(23) !W Ty Z¢; max. abs. f,

ot la constante ¢; est finie pour un 7 lini quelconque et ne dépend que
du contour = ¢l (,h,'/.

3. Formons les intégrales

oty ()V/-‘ 2 oV, ()l .
(24) ([}‘ ()L ‘)J’ > -+ ( I ‘))’ ) } dm;

alors une transformation de Green (') nous donnera

= 0 ()Uj _;_f)ﬁ D (oV; JU;
- ()p ()L 0% 4)) x W

‘*‘V'L‘d‘ /)U'+Q\L L2 oV, U, ! e
"Ly \ oz ()_y> Jdix ()Jﬁ__a?) [

[ 0] (9 2% coso) — (DL — 20 oso
fa( ()14— 7 cos(vax) ay cos(vy)

Jx

N\ -
+V; [(i)li -+ %’-) cos(vy) + (0()‘; (i)[i > cos(var)Jg do;

(1) Pour procéder en toute rigueur, on fera d’abord la transformation pour Uintégrale I/
étendue sur I'intéricur d’un contour ¢ tout intéricur de &, et on laissera o' s’approcher
indéfiniment de o
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done, d'apres (11 a) et (r1 b)),

L oU, VA 0 / OV, ()n,,,> N ‘
I/~ 2T a( (717 + 7/) 3‘ ) m("“"’“ - *h—()y ) IQL: ;l/mu).\(('_z)

I dy dr :
d [ oV, ol 1 o
— dﬁ.lt.[)(A_()}— — Ty—_ lo‘.,—,—.//m cos(e) )—
oV, ou,> 0 [[oV;, U, ' !
— — . : — o — ol s
( Jx Jdy dv /{)( dx Jdy > log r 4o S

en désignant par ¢ la normale intéricare de o, ou,  Paide d’une nou-
velle transformation de Green,

AV JU N\ oV U,
05 - / (i_,{ EAVAY RV k,/;,'> Ion.
(25) N o dy ( Jdx dy o
De cette identité nous conclurons, en nous servant de Pinégalite de
Schwartz,
17 /(f& f")/)k(/r,)/ A ()Uf“'>2(/m,
J, N e ay J,\ o Jdy
A dUj N\
1 /( e T ) e
donc
oYV, U L)
(26) I [)(—-D—;m-« 7}/——— dw.
St nous pouvons démontrer 'incgalite
(27) / (i)—v—jl-—- ')“L ! 1-(/m_ (:/ ( Uy - QYLJ .)‘l/r,n
Jo, N de Jy J, b o Dy

ou la constante finie ¢ ne dépend que du contour =, on aura

( [ [0V, . AU, ‘Adr) Y
(28) J,\ e dy T Y
“L, L,

ol L est un nombre positif satisfaisant a Pinégalité

(29) o<1

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — Dicrvnre 1908, 68
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et ne dépendant que du contour 5. Alors on aura, en raison de (206),

L1,
et

(30) I,21,L/Z const. fin. (inax. abs. /)7,

ou la constante finie ne dépend que du contour =, nullement de /.

Nous n’avons done, pour démontrer 'inégalité importante (30),
qu’a démontrer Uinégalité (27), ce que nous ferons dans le numéro
suivant. ‘

4. Nous démontrerons le lemme suivant :

Lemye. — Sotent U, V deux fonctions harmoniques de !’ intérieur o de c
) 7

dont les derivées premicres soient continues de marnicre que, pour deux

potnts 1 et 2 de o quelconques dont nous deésignons la distance par r,,,

abs s QE — QE | const. fin. 7 )
abs. 7 ) sonsl. fin. 74,
(31) [0 |, oh [S / o,

OV 1OV e ot finr. s
— I “an i const. fin.ry,

h déstgnant une direction quelconque, et supposons

oV U
(82) /“)(JL—.—?)—J;)/[’:)_(),
alors on aura toujours
; */aV ()U)2 _ (7ol AAN
33 T Y anze [ (%2 20 4
(35) t/m dz  Jy o ‘c,/ ((}.‘L‘ " ()yy) do,

ow la constante finie ¢ ne dépend que du contour o.

Voyons d’abord que inégalite (33) est vraie pour un cercle de
rayon Rayant son centre dans Porigine. En raison des suppositions (31),
nous pourrons représenter les fonctions

ﬂ . oU  oU } A%
Jdx dy T Oz -07
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en séries trigonométrigues :

‘ -

oV a9U ~ . A

yrimir Z/ r(Ajcosjo + B;singo).
(34) 0oy .

1 A" Ty .o .

i I— <A ‘\Ln'/ (Ajsinjo —— B, cos/o),

en posant
TS COSD
(35) ‘ "

)
|y —rsing,

ol les A, B;sont des constantes en ayant égard & (32) el aux identités

d (oV oUy d (()U . av
D 4))') T ov \dae o dy

J (oV. oUy a sdU 9V
) + o ( oe ()7)

(36) dang 'intérieur de .

P D i

On conclura de (34)

WEAY AU\ 2 w’. T j 32
/( ﬁ_@/_) oy — Z, — R+ (A2 4 B}),

o \ O 2/ - 2

1
rou 2 c
/ (L Q-Y) oy = Ei-————ﬂ R2/+2( 1\} -+ B}) + mR2A2;

Ja dy 2/ 2
1
done
1oV dUNZ '(()U avV\?
(37) ]“)(\7)7 —_ ;)7) (lf;)'»\/(u ;)—:;‘- -+ ;}7) dﬁ),

la constante ¢ est pour le cercle égale a Punité.

Procédons maintenant & un contour & quelconque, sous la seule
supposition qu’il possiéde en chacun de ses points une tangente unique
et un rayon de courbure biendéterming et différent de zéro. 11 est tou-
jours possible de trouver une transformation (*) par laquelle inté-

(1) M. Poincaré s'est servi de parcilles transformations dans son Mémoire : La méthode
de Newnann et le probleme de Dirichlet ( Acta mathematica, 1. XX, 1895 ). On ne saurait
pas toujours trouver ces transformations dans Uespace a trois dimensions, mais ces diffi~
cultés n’existent pas dans le plan; existence de ces transformations dans le plan peut
étre rigourcusement démontrée (A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, 11, 6° Partie;
Ferd. Dimmler’s Verlagshuchhandlung, Berlin, 1gor).
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rieur de 5 est transformé dans I'intérieur d’un cerele X de rayon fini R
dont le centre est situé dans U'intéricur de o, une transformation

3 { X X
(38) Y =Y, y),

jouissant des propriétés suivantes :

X et Y sont des fonctions de o, y contlinues avec leurs premieres
dérivées a Uintérieur de o, et les premicéres dérivées sont continues de
maniere que, pour deux points 1 ¢t 2 de  quelconques dont nous dési-
gnons la distance par r,,,

s const. fin. rk,,

s abs. l
AR
(39) s
, abs.z } “const. fin. r%,,

|
L B

ou A est un nombre positif quelconque satisfaisant a 'inégalite
(4o) o< h<1,

et ott la constante finie ne dépend que du contour o ¢t du choix de A,
A désignant une direction quelconque.

2 et ysont des fonctions de X, Y continues avec leurs premiéres
dérivées, ct les premicres dérivées sont continues de maniére que,
pour deux points 1 et 2 de Q quelconques dont nous désignons la dis-
tance par r,.,,
abs. glo—xl —

JH |,

dy
oH |,

= . 3 S
| (Zconst. fin.rh,,
1

(41)

abs.ﬁ

!

[
J

Zr )3corxst. fin.rk,,
),

H désignant une direction quelconque.

JX 90X 0Y oY ) R

9z’ 3y’ ax’ gy " peuvent sannuler en méme temps dans aucun
point de o.

dx dx dy dy

X’ dY’ 9X’ 9Y
temps.

ne peavent s’annuler en aucun point de Q en méme






