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SUR FÉOUILIBRE
DES

PLAQUES ENCASTRÉKS'^:

PAÏI M. Aimnm KORN..

Dans ce Mémoire nous al lons résoudre le problème propose (l'une
manière générale pour un couleur quelconque, soos la seule snpposi.-
(.ion (jiul (ïoss^lc îui e i s î i c i i î î de. ses poinis iiiK1 l.aîi^'enl,e unique cl un
rayon (le cou rhsa re bien (lel^rrnirie cl (lificri^nl., ( 1 ( 1 zéro.

Nous nous servirons de la. ntélhode des approximations successives,
ei nous résoudrons d'abord a raidc de celle niélhode le problème sui-
vani :

Trouver deux f onctions U cl V continues avec leurs premières dérivées
à ^intérieur (lu contour G" et satisfaisant aux conditions :

(0)

Q <

^ J ^ r
1 ) - - ' ^ T y j ,

i ô rV -= ~ — — /
'Â'K OX jt/ t

AIJ^:--^
•27r

AV-.-—
•^71

^f/^>
— 1 /IO^-A).̂y J, /'
/^V ^ U \ , f ,— lo^- d(,)
\()^ ()y ) ^ r

/ôV ()U\. ï ,
-r- ~ —— ) log-aci\<Àr ^y/ " r

à l'mlôneur,

au contour a,

( ï ) Mémoire couronné par l'Académie (les Sciences (Prix Vaillant, 1907).
A nu. /'.c, /\orm., ( .^) , X X V . -~ I)(-;(.i';Mi!rti-; 1908. G'J
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ei à la condition que

A. K O R N .

ô\ àU
Ôx ôy

soit harmonique à l'intérieur de o\

Ce problème résolu, on trouvera sans diff iculté que les fonctions

:3 )

TT ' ô r (à^ ( ) u \ , 1 /u ^= U — — — 1 —— — — lo^- d(,},
27r ôy J . \()-L- ôy f ° /•

v x ^ /7(}v à{]\ , ! /^ =: V -+- —— —— / „ Jog-f/G)
îîTr y^,y. \ (}-y à y J r

sont les dérivées d'une fonction 'p(»T, y ) :

<?9 )

w ôx

ÔQ

^y

i r / à i ] ()v\. i ,, cp -=:—- —— 1 ———-{- -— lo^-^/r,),•27r,7 \6>.z- ^^y 0 /•

satisfaisant ti l 'équation

/^ ^9(5) ^+^6^9 ^^-P ^'"Ç—^ 4, a --~~J-~ 4» -—L —. f ^ i inlérieni,
Ô.jc* ()x~ ( ) y 1 ( } y 1 v 9

et aux conditions limites

(6)
o =:o

<)o
^=0 au contonr o-.

Quant a la fonction donnée f(x, y), nous la supposerons f i n i e et in té -
grable et telle que

(7) A^/j(^r7^:~::—^/ ( 1 ) .

( 1 ) Cette condition sera rernpiio, par exemple, si/ 'est continue (on continue par inter-
valles), de manière que. pour deux points f el, 'A quelconques (lu domaine fou d o s e s
nUei'valles) (loni nous désignons la distance prir /'la,

( 7 ' ) 1/2 —/i I = consL f in . /•^ ( À > o).



SlIK S. EOUILU!!^ DES PLAQUES ELASTIOÎT.S K.NCASTKr.ES. ^1
Dans les Chapitres 1 et II, nous donnerons la solution générale du

problème et nous démontrerons que ce t t e so lu t ion est unique ; nous
ajouterons qudques remarques e,oncern;iiî( le cas où. le conloiir n'est
pas de courbure continue, par exemple pour le, cas d'un contour rec-
tangulaire.

Dans le Chapitre III, nous nous occuperons d'un problème hydro-
dynaîinque tout à fait analogue au problème propose, du problème
d'équilibre d/un liquide doué de frot tement au cas de deux dimen-
sions.

Nous terminerons ce Mémoire, par un aperçu, sur les mêmes pro-
blèmes dans l'espace à trois dimensions.

CHAPITRE PREMIER.

APPLICATION DR Ï.A MÉTHODE DES APPIWXÎMATIONS SUCCESSIVES ;

.LES IINTEGHALES ly.

1. Pour résoudre le problème (i) et (2), nous nous proposons de
trouver deux fonctions U et V cont inues avec leurs dérivées premières
à l'intérieur du contour o- et sat isfaisant aux condi t ions

(8)

(9)

h F intérieur de a,

au contour o-,

en désignant par A un paramètre réel, et à la condition que

ày__àU
àx à y

soit harmonique à l'intérieur de a.
Nous formerons successivement les fonctions U/ ,Vy (/===o^ ï, 2y ..,)
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définies par les équations suivantes :

i ... î <^ r / . , ï
( i o a )

(10 ^)

(n a)

\
(n 6)

^=-^^.[flo8L•dw

A V - I <) r^^---iï^j/
A(J,=:o
AVy=0

rv.v ^ — —

Uo == o
Vo=o

1

2

* " ^27T àxj.^

- i

r —

à r
^ à . y J ,

< )g" — du

au contour a

== j , 2, ... à l ' intérieur de cr;

Y^v^.. du^,
\ ^^ 6?y

Y^V^ ^[J,,..,
\ ^^ ^/

a rinié r ieur ck

5

) 'og^^

) lo^'-;^)

^ \

j 7 27T: Ô^J^ \ ÔX

i ( /==i, 2, ... au contour o").

Il est évident que les séries

U=r:[Jo+ÀUi4~P[J2-4-.. . ,

V=:Vo+XV,4-PV,4- . . .
( 1 2 )

seront les solut ions du problème (8) et (9), si 1/on [Huit d é t n o n t r o r I;
convergence absolue et u n i f o r m e de ces séries et de leurs dérivées
premières dans l ' in tér ieur du contour o- et la propriélé de

^v _ (W_
()^ ôy

d'être l i a r m o n i t j u e à r in imeur d t * cr.
Nous démontrerons ces proposi t ions pour le cas où

(13) | À =;l.

Le cas spécial

(14) À=:i
nous conduira aux solutions

U=Uo4--Ui+U, •+-...,
V- :Vo- i -V,+V,+. . .

du problème proposé (i) et (2).
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l'OINous examinerons d'abord les propriétés des fond ions succes-
sives Uy, V j et surtout, les inlé^-rales

( -6) i^nY^^^j^-^^-^y'^JJA ̂  .̂r 7 \, à^ ày ]

pour lesquelles nous dYmsontrerons dans ce, Chapitre, les isse^al i tés

(17 ) ly^ consl. fin. L7,

OÙ

( 1 8 ) o - : L< ï .

2. Pour examiner les propriétés de, conî imi i le des ronchons succes-
sives [L, V, et de leurs dér ivées, rappelons (Hieinue.s théorèmes connus '.

1 ( 1 ). Les premières dérivées d'un pôle ni ici

- /•i
V -= E lop; ~ </^),

^/c^// /a (lensifd li ^.v/ supposée, //f/i'c et i i i l é ^ r a l î l e ^ son.l confi/iftes de ma-
méf'e (lue, pour f/ei/.î' poi/ds i ei '2 du pldfi ffucico/ulues do/il nous dési-
gnons (a distance /w r,^

^v
J7/' , . . co i i sS . lin. lïidi x. ;(hs. E/^,,,,< ) / { i \

ou À esl un nonil/re posuif (/ueleofKpie s a l i s / d i s a n t à Finén'dUté

<-> -C ^ -< i ,

é'/ ou la e o n ^ l c i / i l e finie ne ( l é i ) e n d fine du f'offtof/.r cr el du e/ioix de / ,
A dé^iiï.ncinl (ine dire 'lion (fueleofffnic ; on (Mirci tou/ofif's

()\
'(Th.
—,- ,.. ( 'ortsi. î in. inax. ai) s. fi^,
()h

où la eonslarUe flide ne dépend nu.e du contour cr»

( ï ) ( J f . A . K,<)I(N, ( f l i . f . < î i ' su ( ; l i i i / i ^< ' n . zu.r ull^'ni.eisuîu 'ff'/Kîoi'ia (/ee Pote/i lUt-Uî voit BLà-
cficfi (uni fïànitK'n ( SUzn.n^sfn'rn'./il.c f/<'r l ' i ayc r i sc lu i l i . /(kndeime <lcr iViafîerischûften.,
t. XX.XVÎ , 1 <)()(>, () '-»/')). On tronvof 'a dinis co Moinoiro lo llicorèrno analo^iie pour l'espace
à Lrois ditiKiiisiolis. ^ oir aussi moit Ml'îlnoiro Stir les équations de i'élastloité {Ânn. de
L'Éc. Worm., 3e série, t. XXIV, 1907).



^^4 A . K O R N .

II ( ^ ). Les secondes dérivées d'un potentiel

•y =-- ^Elo^/r,),

rfo/<?/ /a densité E es/ supposée continue de manière que, pour deux points \
et 2 de a» quelconques dont nous désignons la dislance par /•,,»,

1 E..!—EI | ^Ar^ , A représentant u n e constante f i n i e , o < ?. < i,

.w^ continues et à ^intérieur et à l'extérieur de c^ de manière que, pour
deux points \ ci 2 quelconques de l'intérieur et deux points î et 2 quel-
conques de l'extérieur de G- dont nous désignons la distance par r,^

\\ 6^V ^V
àh~ô1t'

= (const. ( i n . A + const. f in. m;<x . abs .E) / -^ ,à h ôh1

ou les deux constantes Jimes ne dépendent que du contour rj a du
nombre^, h et h' désignant deux directions quelconques; on aura tou-
jours

r
^ ..̂  const. f in.A4- const. fin. m;»\. ahs.E,

(PV
ôTTôTi'

où de nouveau les deux constantes finies ne dépendent que du con-
tour <j et du nombre À.

III ('). SoU 0 une fonction quelconque continue sur le contour rj dont
les dérivées premières sont continues sur Œ de manière que, pour deux
points î et 2 de cr quelconques dont nous désignons la distance par r,,,

abs. àQ_
ôa

à6 I ^
— — > ^ Ar71.àa ^ - 1 - A représentant une constanle finie, o < ?, < i;

alors la fonction harmonique 0 de l'intérieur de rj possédant /^ valeurs
Imutes 0 au contour a aura des dérivées premières dans o. continues de
manière que, pour deux points î et 2 quelconques de œ dont nous dèd-

( 1 ) A . KOHN, Ibid., p. '2-2.
( 2 ) Ib., p. 19; la constante V f igurant dans co tticorème peuL être posco = À.
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gnons la distance y/ar r^,

ô0_
àh

ÔO
Wiaê)s. ;: (consl. fin.A. 4- consl. fin. in;»x. abs.ë)/*'^,

où les deu.v consldu tes /mies rie dépendent nue (lu contour cr et (lu
nombre À, // dessinant a ne direction (me /connue..

Les fonctions Uo, Vy déf in ies par les équations ( 10 a) et. f io />) auront ,
en raison des théorèmes 1 et, 1 1 1 , des dérivées premières eonhimes
de manière ( jue, pour deux, points i et '2 de (o quelconques dont noiss
désignons la distance par /'^,

( 1 9 )
ai)S.

;« i ) s .

<V/
^Vo
^//

<^
<)//

<)v"
( î h

consl. (in. max. at)s.y/'^.^,

consl. fin. ni înx. abs.y/'^ ,

où A est nn noinln'e j)osit i f quelconque satisfaisant a riné^alhè

( 20) o -< ^ <; ï ,

et où la constante finie ne dépend que du contour rj et du choix de À,
h désignant une. direction quelconque.

Déplus, il est év ident , en raison des équations (10 a) e t ( ï o A ) qui,
définissent D(,, V<», que la fonction

^o_^,
àx à 'y

e s t ,11 a r r n o n i ( j ( s e à 1 ' i n t ('' r i (k 11 r de cr ( k

^Vo <)Uo •onsS. fin. max. ahs./,( 2 1 <)y

la constant<1 f in ie ne dépendant que du contour G".
On déduira mainlenant des équations ( 1 1 a), (n A L qui définissent

Uy, Vy ( j -= i, -2, . ..) \\ l'aide d f ^s j l iéoréines 1.1 et III successivement,
que pour un j quelconque fini les fonctions U / et Vy auront des déri-
vét^s premières continues de manière, que, pour deux points ï et 2 de oo
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que lconques dont nous désignons la distance parr^?

(^)
a h s.

l ̂
ï , ôh

^
ôh

(XI,
'̂

^
6^

^ C / rnax . abs./r^ s
>

^Cy rnax. abs./r^ |

où la constante Cy est f in ie pour un j f i n i quelconque e tnedépend que
du contour cr, du choix de X et dey.

De la ineine manière que Vjy Vy (y == i, 2, ...), les fonctions

^ _ ÔV^ ^Vy (MJy
^^. ^y ^ .̂ ^y

sont harmoniques à l ' i n t é r i e u r de G", et l'on a

(23)
(JVy <)[Jy

àx (}y-
J- ^c/ max. abs.y,

où la consl'anle <"/• esl, finie pour uny'fini <{uelconque et ne dépend, que
du conlour T e( dey'.

3. Fonn o n s i (^s i n terrai es

w ^^n(^^W^?--(^\\^
./„ LV àx ()f ) \ (),v <)y 1 \

alors une transformation de Grecn ( ' ) nous donnera

i._ r\ n l ' ^ (^j àv/ à (<)\j ^u,\-|
/ '" "^ ( J 1 ̂  \'^ "^^ "' ̂ ' \^ ~ ^7yfJ

-.v.f-L^+^U^f^-^li^
L^7 \ àx ôy ) <).r \ ()x ày ) \\

r „ \ ( ^ j àv/\ , (< ) \ j ()V.\ , ,1
• » • u/ —— -t- ~T' cos((^a;) — -—/. — —— 1 cos(cy)Jo L\ {)x ^ ) ' \<)œ ày ) ' J 'J

„ [' fàVj àVf\ , , fôNj à\Sj\ , ~\} ,
-1- ̂  L(^ ̂  -ày-) ctis{vy) + (-^ - -ô7) cos("a•)Ji rf^

( î ) Pour procéckir en loule r i gueu r , on fera d 'dhor f ] la t ra i i s formaLian pour rintogralely
étendufâ sur l ' in iér ieur d ' un contour ^ lout intér ieur de o-, et on laissera ff' s'approcher
indéf iniment de T.
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donc, d'après (i i <i '} et (i t ^),

i r( /rfL), à\,\\ ^. r/ '^_l_^^A_l^lo^-'^c<>s(<^r)
^•^"^..^t \ r f^ ''7/r\'| <).r.l,,\ àx ày ) • '•

t ) r / ' ^ ,^ . <)U,-ï

en (Icsisiiant |m' v l;i iioriii;<lc inlcr'K'urc de v, on, î» l ';ii<l«- <l'"ix1 nou-
vellR (ra<islorm;t( i (»r> de (jirecii,

(9,5)
••/,)V, ^U, \ / ' ^V,l .-ff^/

' . L \ à.vô.r <)y f ' ()•'••
^\ ̂ .

<>.r 1

De œllc idciilil.c noils coridiirons, < - ) i nous servant, de l'inc^dil.c de
Schwarix,

c / <w, <) (iy \î ̂ , r ( <^^ _ <^_i \ " ̂ ,
<)r î ' .L\ <)•'; '^ '( ' ( < ) v j

J \7Tr

•/"y^ - •w'•\',l„„'d <)v 1

donc

(a6)

Si nous [ X H I V O I I S d e i n o n i r o i ' l ' i i ie^ 'a l i tc

r ( . ) \ ,̂ _^-.)\/.,^(^+---,̂̂  ^y / ' J,,' '^ ^y(27 )
1 - ̂ Y/A,,,

où la constant,»' f inie c ne dépend que du contour T, on aura

(•28)
( ^L.l,-,,

où L est. un nombre positil" sal.isl'aisaiit, îi l'ine^alilé

(29) o-Lo
^n«, /;•(.•. A'."™., ('',), K X V . - l)ii<-KMi"n. ri""-

68
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et ne dépendant que du contour Œ. Alors on aura, en raison de (26),

Î^L.I/.-i
et

(3o) L^loly:; consL f in . ( m a x . abs./)2!^,

où la constante f in ie ne dépend, que du contour cr, n u l l e m e n t de y.
Nous n'avons donc, pour d é m o n t r e r l ' i n éga l i t é impor tan te (3o),

qu'à démont re r l ' inégalité ("27), ce que. nous ferons dans le numéro
suivant.

4. Nous démontrerons l e l e m m c suivant :

LEMME. — Soient U, Vdeux fonctions harrnomques de l' intérieur co dea~
dont les dérivées premières soient continues de manière que, pour deux
points î et 2 de co quelconques dont nous désignons la distance par /"^,

0 < À < ! ,

,„„. \
„„.,.;

ai]j/r
()V
àk

,-
.."

ai]
ôh
âV
ôh '

» co î i s t . fin. /'^

^ consl. îin./'^
(3 i )

( al)s- i | ̂ , |, | àh |i <

h désignant une direction c/uelconqua, cl, supposons

.{(^)"-1-
alors on aura toujours

'àV àUYf(. , „ ( ' ( ( ) { } ()VY. dw^c 1 — -h — dw,àx àv ! ' / \ cÀr ^î '(33)

où la constante finie e ne dépend que du contour Œ.

Voyons d'abord que l ' inégalité (33) est vraie pour un cercle de
rayon B a y a n t sors centre dans l'origine. En raison des supposi t ions (31),
nous pourrons représenter les fonctions

<)V ai] 6>U ON
ûx à y ôx à y



SUR L EQniLITînE DES P L A Q U E S E L A S T I Q U E S E N C A S T R E E S . : ) , ) < )

en séries iTi^onométriques :

àV àU ^ . . , . .-, . .
~ôx ~ <h~ ~ ^ / r / (A/ cos/? ^ B/ sm^*

(34)

en posant,

(35)

__ -^ -— - /\^.4,_ \ / / • • / ( A . y s in /<o — 1^- c o s / c p ) ,

( ,r' "~~- /' cosa),

( y --: /• s i î i cp,

où les A.y, Bysoni (les eonsiantes en ayais i e^'ard a ('k> ) e( aux identiiés

^
j^

f)

Th^

leinra (\c

L
L

f()V
\^
f()V
[^

(<)\
\~àl-
(< ) { }
\<).ï

(R}

'\r
fW

~"ùy,

W)

(W\

< > y ^
<)V

<>y i

\- <)
) "~~^

)-.+^/ - <),,•

^^-.j^
N 2 , y) dw - 2<

(
(
/

/

()\\̂+

(){]
</r "h

TT

9. /' -1- ^

TT

9. / "1- '--S

^v\.^J
^")^r y

H 2y-4

HV-* -2

;• (lans l'i

(Aj+!{j),

(AJ+I^)+

iil^l'iciir

TTR 'AS;

donc

(37)
r f ô N ()VY -,/Y^17 f}v\<^

la constante c est pour le cercle es'ale à l 'unité.
I^rocedons m a i n t e n a n t a un conto'sir cr quelconque, sous la seule

s u p p o s i t i o n qu ' i l possède ( in c h a c u n de ses points une tangente unique
et ( î i s rayon de courbure b i en d é t e r m i n é et d i f F é r e n t de zéro. I l est tou-
jours possible de t rouver une t rans fonna t ion ( ^ p a r laquel le l'inté-

( l ) M. S^incdrc s'est servi do pi»roilles transforma! ions (hms son Mémoire : La méthode
de Neu.rnann cf. le probU'mc de f î i r i c / l i c t , ( /ïcta rnalfiefn.ntfca, t. XX, ifS'gî). On ne saurait
()as tonjours l.ronver cns Irsinsforinniions (liins l'csimco d trois dimensions, niais eôs difiï-
eu \\('w n'existent pas dnns le pl;ui ; l'oxislonce de ces transformations dans k1 plan peut
être ri^ourensomont (iémontrc^* (A. KOHN, fx/irbach dcr PotefUiaUheorie, II, 6** l^artie ;
Ferd. Dummier's Verl<i^sbuchhandliing, Berlin, 1 9 0 1 ) .
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rieur de o" est transformé dans l ' i n t é r i eu r d 'un cercle 2 de rayon fini R
dont le centre est situé dans l ' in té r ieur de a-, une t rans format ion

(38)
X=:X(.:r,j),
Y=Y(.^y),

jouissant des propriétés suivantes :
X et Y sont des fonctions de -r, y con t inues avec leurs premières

dérivées à l 'intérieur de G", et les premières dérivées sont con t in nés de
manière que, pour deux points i et 2 de co quelconques dont nous dési-
gnons la distance par r^,

àX
àh
àY
ôh

o\
ôh.
(H.
1)h

^ con st. fin. r^,abs.

abs. j
(3g)

^const. fin. /'^,

où X est un nombre positif quelconque sat is fa isant à l ' inégai i té

(4.0) 0 < À < [ ,

et où la constante .finie ne dépend que du. contour o- et du choix de À,
h désignant u n e direction quelconque.

oc et y sont des fonctions de X, Y contimies avec leurs prennéres
dérivées, et les premières dérivées sonl. c o n t i n u e s de manière, que,
pour deux points i et 2 de û quelconques dont nous désignons la dis-
tance par r^,

(4i)

àx
àïi
à^
dH

ôx
"(M,
à^
<m.

abs. ^ con s t. f in . /"^,

abs. - ^const. f in . r^,

H désignant une direction quelconque,
àX àX (H àY . ,
J x ' J y ' à x ' 'ûy ne .Peuvent s annuler en même temps dans aucun

point de œ.
àx àx ôy ày , ,
JX' à y ' jx' 'àY no P^^^'11 s a n n u l e r en aucun point de û en même

temps.
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Chaque fonction harmonique de co esl transtormée en une l'onction
harmonique de, 0, et, r/rc rcrw.

La transformajion sal is fa isanî a toutes ces conditions esl h transfor-
mation conforme

(^ a} X- ! -<Y=- / (^+<fy) ,

OÙ

— F lijo^l,»-- ^ - ( - / i .v - r j i ) ^7
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a, & représf^nlani les coordonssces dîs. centre do S, ci $, "/[ les coor-
d o n n é (k s ( 1 e 1 ' ('t 1 c r si (ï î \ \ . r/o", 1 1 ^ 1 a d \\ \\ s i i ('î ( ,1 (..ï G r c e rs ( 1 ) d u c o î s i o 1.1 r o
corres|)ondant an {)oiiH, a, h (2).

On sai j , (ji ie œllo. (,raiisforni;iliori sal.islail a tontes les conditions
citées ci-d.essus, si nons siii)()osons, une s[i[)posi.l,iors Ots'on lail, dii
reste, [)onr toutes les investigations < le la j.licorie dsi potentiel,
qn^aiioune droi(,e- ne peut couper a dans un nombre indeiini de points.

Soient maintenant U et V deux, ionc l ios is harmoniques déco qui sont
transformées en deux (onctions 1 1 et V également harmoniques de û ;
supposons que 0 et, V satisfont a u x condi t ions ( ' i r); alors 0 et, V sa-
tisferont a de pareil les condit ions il rinte.rieur du cercle H; supposons
encore Pénalité C'i^); nods ne pourrons pas conclure qu'on aura aussi

( <)\' <n} \ —
^Ijx-^^--0'L

pan^e < j u e r e l emen t (lw t r ans fo r î ï i e d ' u n é lérnenfc dw de l'intérieur

( 1 ) L?» (lonsilé do Groon Hc est définie par l'équaLioo

/ !!,. lo^ -t d<j === \o^ —
Jn " /' w

poiir chaque ()oinl $, r; dn (T. si nous dési^rnjns p;<r îl la distance

(a, h ) — (^ '(^ ) .

(2 ) Cf. A. KOHN, Lchrhucit de r Poi.cntla.lth cor u^ II, p. 'J .̂


