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R ECU ERCH ES NOUVELLES

SUR LES

SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES,
PAU PAUL ET VALÉRIE DIENES.

Introduction.

Le problème gênerai don t nous nous occuperons dans la suite de ces
recherches est de trouver des relations aussi générales que possible
entre les propriétés des coefficients tayloriens et celles de la fonction

«,. A, J

complètement définie par ces coefficients numériques. Comme par les
recherches de MM. Hadamard, Borel, Mittag-Leffler etPainlevé, pour
ne men t ionne r ici que les chercheurs pr incipaux, la représentation de
la va leur de la fond ion dans ses points réguliers, en partant de la
série de Taylor, est en général effectuée et ainsi le problème général
des points régul iers pour ainsi dire épuisé : le chemin à parcourir
encore, ouvert jus tement par ces recherches, nous conduit à l'étude
systématique et générale des s ingular i tés des fonctions analytiques.

Nous avons déjà commencé cette étude dans les deux derniers Cha-
pitres de notre Essai sur les singularités des/onctions analytiques (paru
dans le Journal clé Mathématiques^ 1909), et, pour rendre la lecture de
ce qui va suivre indépendante de celle du premier essai, nous avons
complété le texte par quelques redites insignifiantes.

Dans le premier Chapitre nous donnerons, sur les points critiques
algébrico-logarithmiques situés au cercle de convergence, quelques
théorèmes qui, ensemble, nous fourniront une vue assez complète sur
la relation des coeffïcients tayloriens à la singularité étudiée; et
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remarquons dès le présent que nos résultats déf in i t i fs se rapporteront
au cas le plus général où l'on ne fait aucune hypothèse sur la structure
des coefficients.

Au deuxième Chapitre, à l'aide d 'une représentation donnée par
M. Mittag-Leffler, nous nous occuperons des points critiques algôbrico-
logarithmiques situés au sommet de rétoile principale. Nous croyons
que notre méthode, basée sur des recherches spéciales sur la croissance
des fonctions entières, aura un intérêt plus large et ne s'épuisera pas
à fourn i r les résultats généraux de ce Chapitre.

Enfin, les théorèmes généraux établis dans le troisième Chapitre
feront voir quelles sent ies relations précises qui subsistent entre u n e
classe de représentations formée par M. Mitlag-Lefder et par M. Pain-
levé et l'allure de la fonction dans un sommet de l'étoile. En parti-
culier, le premier théorème donnera la solut ion complète d 'un célèbre
problème d'Abel, posé il y a presque un siècle et résolu partiellement
par MM. Mittag-Leffler et Phragmèn*

Remarquons encore que les principaux résultats contenus dans ce
Mémoire ont été communiqués a l'Académie des Sciences de Paris
Çvoir les Comptes rendus des séances des 2(S a v r i l , 29 novembre 1909,
2$ ju i l l e t 1910 et ï3 février K)"!:!).

CHAPITRE L
DES POINTS CHITÏÇIJES AI-GÉB'nîCO-LOCîA^tl.TM'fQUE.S SITUÉS SlUl, LE ŒUCLE

DE CONVÏ3ROJ3NCK ET SUÏl LE I»OX;YGONE I)K SÔMMAïîlLITÉ»

1.

1, Tout d'abord nous a l lons développer un calcul f o n d a m e n t a l pour
la suite, qui, d 'une manière précise^ nous donnera l'ordre de la crois-
sance des ̂  et de leurs moyennes arithmétiques formés pour la fonction,

lOÛ
i 1^

[ i — ^)P
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Les .9̂  de la fonction
00

, ï ^ X^ï ï ^log—— = y .
I —— X ^À

sont
1 ï

S,, -=. ï + - -+". . . -h- - ;2 n'

or, d'après l'égalité établie par Euler

( ï ) Inn ( i+ - I-4-. . .+ ^ — Io^ =c,
n =: oo \ 2 H j

c'est-à-dire
(a) i|m~^-^ï.

n=» iogn

Cherchons m a i n t e n a n t les ̂  de la fonction
r ? ï('hï̂ .J •

On peut écrire que
! ^T—^ : : = • r +^+•••+^+R.^) ;

d'où, en développant le b inôme

r, ï ï7 / •^2 .^vlog——— ==: ,y +^ + . . .+_ )
L ^^J \ 2 ri )

^ C j i x ^ - ^:+...+Ç)7 'R^^)^..^^^^)]^
\ , 2 /î y

Les termes de la forme Cœ^, k^n, se trouvent sans exception dans la
première parenthèse; donc, les coefficients étant positifs, on a pour x
positif et inférieur ou égal à ï

d'où en particulier

et d'après (ï)

ou enfin

..;?'(«)i(»+î--+...+Ï')',

^ -Ï +••-;'•

^(lôg^-t-^ (c'>c)

oW
" /A(3) i imsup———<i.

n=» [logn]'/-
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Cherchons main tenant la l imi te inférieure. On peut écrire
//

i .r2 Xe! ,- , ,
^-r^ï== x + T + • ' •4" ~n ^ ÏL('l'lr)î

<7

où, à la rigueur, au lieu de n il faut prendre sa partie entière. On
en conclut comme auparavant que

( 2\ ^
/v.2 y.// \

^^)= a:-^+•••+^)'
y /

car il y a des termes de degré inférieur à n, qui sont négligés. En par-
ticulier

•Ï'<-S--^V'
\ ^

ou encore
^HÎO^ +c'J = ( l o ^ ^ — lo^q -+-c /)<7,

d'où l'on conclut que
^y)

l im înf,-~^—7>ï.n=oo [Jo^p-

Donc, d'après (3), on à pour la linute cherchée
cW(4) lim ,, " , . ^ i .

n——UO^J^

2. Regardons les ̂  de la fonction

log
Ï — X

——rZTa;J~9

que nous désignerons par ̂ p. Nous avons vu que d'après (4)
ç(y)

l i rn -^J.-'L^^. _ ï1 I 1 1 J •, ;l ————«-I l ,UJ,»-«*——.««» ^_^, j

n^^ [ lOgnJ^

et l'on sait que pour les ^ de la fonction ":—ï—— on a^ l ( i — . r ) p -
Jp5 ,

(5) lirn^, x

^=<. ^ ' " r ( p - + - ï )
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A l'aide de ces deux l imi tes nous allons calc-uler la croissance de ̂ p.
Tout d'abord

(6) ^^r.
En effet, on peut écrire

[^T-Zr^]^^)?^ [ao4-^^...+a^-hlU^):l
X[po+P^+...4-P/,^+R;,(^)],

où les a et les ? sont positifs. On en conclut à (6), et, grâce à (4) et
à (5), nous avons

^/•P y

(7) '••l^.ïïi^gTrF^îT^^

3. Pour trouver la limite inférieure soit k un nombre plus grand
que i, £(») la partie entière de n, et enfin soient

/Â- - I \
^-T-")^''

//i'\
^T}^

nous allons démontrer que

(8) ^P:^^.

La fonction envisagée peut s'écrire

[^^T^l^d^?^ [^+^+...+a,^+R/.(^]
x [po-+- Pi^ -^... + (3.^+ R.(^)].

La plus grande puissance de x qui se trouve dans le produit

[a^a^x--^-.. .+a,.^^][(3u-^-(3l^-^-. . .4-(3,^']
est

, h — i n
r ^~ s^ —-,— /A -4- -, = /i.

D'où il ressort en particulier pour x == i que

' <?^P *•> .Ç^75 ^P)"/A '-̂  "/• ".y •
^///n. /'<". Aorw., ( 3 ) , X X V 1 1 Î . — SEPTEMBHE 1911. ^
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Mais, pour é l iminer r, on peut écrire

r^j^r^

où y; tend vers Funité quand n devient inf in i , donc,

se—
et, pour éliminer s, écrivons

où Y] est inférieur à l 'unité, d'où

(10) l i in — "rr -.
// ;S 00 ^ /»

Les égalités, identiques d'ailleurs à (4.) et à (/*)),

et

^l i rn --—--—- —:î
,.=^ [lo^-p

,. .̂ ) ^1 1 tYt —i— —— ____«———«-«J 1 i 1 J """ "•«—• ,,~'^«~-~"""1~~—~« ,,̂ , .yp ,r(p+i)

se ' transforment donc, ^'râce à (9) et(;io), en

et

MI)i * . '- /'J 11 Ï l —*"——-»—.».- •̂ •"̂  c
«=^[ logn]^

y(p)
l im '^=<,o ^P "" /cp ' r (p+1)

Si l'on divise l ' inégalité (8) par^ogny^, on obtient
^/'p . i

(n) liin Ïn!———'T > ~?—r^———:•' / n^» ^^[log^jy - /rP r(p 4 -1 )

Cette inégalité, combinée avec (7), nous montre que, pour n assez
grand, le rapport

//•P
^^P^^TIpTI^^

est en t re— et i. Mais À est aussi près de l 'unité qu'on veut, d'où il
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est évident enfin que

(I2) ^.pnliTïF-rZp^

4. On peut généraliser ce résultat pour les moyennes arithmétiques
o-^, définies par les équations

00

2anx]t .n:=o —v s^'^1
(l_.y)a-n —^ ̂  •x' ^

/;=:<)
et

^)=r(a4-l)^.

En effet, par définition, les S^ de la fonction

(I-.Z-)P

sont précisément les ̂  de la fonction

r, y r7
lo^.
( ï — ^ ) P » - a

donc, d'après (12),
lirn

et enfin

S'/?' i
/^c. ̂  ̂ [lo^/i]^ "" r(p -+-04-1)

crw _ r(a+i)
(I3) ^ ̂ P[log^ ~" r(p+ a -4- I)

formule générale que nous avons cherchée.

II.

5. Prenons maintenant la fonction
aa

/(.r)==^a^
n = o

dont le rayon de convergence soit l 'unité. Supposons qu'au point i la
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fonction puisse s'écrire

(A) /(^)=A,[io8•^]^^A^[log^]'~l-^...
•o

+Ai log'-^+y^^, . ^ '
| ———. ,̂ <«W

n=-0

OÙ

f,{x)=^bn:V11

n, ssO

est d'ordre négatif (ou régulier) au po in t i. Nous d i rons que le
point ï est un poini logar i thmique d'ordre y de la fonction y(;r).

Supposons pour un moment que

îimi, a,t=û.
/iis= su

On peut voir faci lement que les b^ sa t i s fon t à la me nie cond i t ion . En
effet, la fonction

A.[bs^ ]'+.. .+A, los ̂  -=1; ̂ ^'t

//.=()

est d'ordre zéro ( ) ) d o n C y d'aigres un théorème f o n d a m e n t a l de
M. Hadamard ('),

1 Cn | < /r"114"2,

£ étant a rb i t ra i rement petit, c'est-à-dire

lirn c^=: ô,

d'où l'on conclut que réellement

lirn b^ i^ I i rn [ a ^ — c^] == o»
/». ;;•-; w n .".ï i»

Mais nous avons démontré (3) q u e , , si, les coefficients tenaient vers

( 1 ) J. H.VDAMAlU), Efisai ,vur l'étud/î dôa fonctions données pur leur dwGloppdïïient de
Tay'loï\ Journal de Mathématiques, 4*" série, t» VUÏy 189%.

(2)^, p. 71 . „
(3) Voir notre Essaie déjà cité, Journal de Mathématiques^ ô^séno, fc- V, i<)09, p. 362.
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zéro, la série de Taylor converge en chaque point d'ordre négatif du
cercle, ce qui revient à dire que la limite

( i 4 ) l im^= î i in [^4-^ iH- . . . -h /^]=/ i ( i )
fï. == oo /î =: oo

existe.
Nous savons d'autre part que les .^^ de la fonction

croissent exactement comme [log^p et que les s^ de/*(^) sont donnés
par l'équation

^= A.y.9;^ + A^ ̂  +... -4- Ap^^ -^ ̂ .

En divisant par (log/i)^ on obtient

( I5) inn————^A,.-^
^ ̂ ^î7

Inversement , si la l imite ( ï5) existe, la fonction

/(.rï-A.^log^^]7^/^^)

ne devient pas inf inie d'ordre q, c'est-à-dire

]Hn-__Ai£L_^o,-[.»^]-"•'los • T

si, à l ' intérieur du cercle, sans toucher la circonférence, on s'approche
du point i.

En effet, les s'^ de /i(^") sont égaux, quant à leur croissance, à
celle de

^——Ay[l0g^p,

par suite
l im —-l—— ==: o,^^ [{ogn^
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donc, d'après un théorème de Cesàro(1),

f^ W

! -
i
- x

ce qu'il fallait démontrer.
La relation (i5) montredoncque, dansie cas où les coefficients tendent

vers o, les s ̂ décèlent déjà les points critiques logarithmiques d'ordre quel-
concfue et permettent de déterminer la partie dominante de la singuktrUé.

6. Si les coefficients, au lieu de tendre vers o, satisfont à la con-
dition

( 1 6 ) ijrn^=:o,
n ;::,:-: so n h

ce sont les moyennes arithjnétiques d'ordre /' ( k é l an t n n n o m b r e
positif quelconqne), qui ont une re la t ion très s imple à la s ingu la r i t é
étudiée.

En elÏet, on voit, comme a u p a r a v a n t , que les h^ s a t i s fon t aussi a la
condi t ion (iG), et uous avons d é m o n t r é ( 2 ) que, dans ce cas, les
moyennes aritlunétiques d'ordre k ont déjà une l i m i t e p o u r / % = = ^ en
chaque point d'ordre négatif du cercle de convergence. Donc les
moyennes ar i thmetiqnes cr^ formées pour la fonction f^ {x) au point i
donnen t pour l imi t e zéro, si on les d iv ise par | lo^n [ / .

D'autre part, les moyennes ari thmétiques d'ordre /c, a^ de la
fonction

fio—^TL ^-^J
ont, diaprés (i3), pour ordre de croissance le nombre i, et les moyennes
ari thmétiques d^ordre /r, cr^\ de la fonct ion f^) se f o r m e n t des
moyennes cr^, o"'1^ d 'une manière l inéa i re . En cllet, la. formation des
moyennes ar i thmétiques est une opération distr ibutive (c'est-à-dire

( 1 ) Vûlr par exemple BOBEL/ Série h termes positif s ̂  p. 66, Paris, Gauthiôr-Viliars, 190%.
(2) Loc. cit^ p. 364.
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l inéaire dans les coefficients), d'oùw ^1^=^
Inversement, si cette l imite existe, les moyennes arithmétiques

d'ordre k de la fonction

/i(^)=/(^)~Ajlog———17

L l — -^J

divisées par [log^]7 tendent vers zéro. Ceci montre que

Ilm, f'^ --..

"•[•»^J'

Donc, ^ /^ coefficients satisfont à la condition (16), les moyennes
arithmétiques (tordre k décèlent les points critiques logarithmiques d'ordre
quelconque et permettent de déterminer la partie dominante de la sin-
gularité.

7. Soit ma in t enan t le point ï un point cr i t ique algébrico-logarith-
mique de la fo ne l ion

/(.y;) ̂  a^\
/?==;(>

c^est-à-dire supposons qu^on puisse écrire

^[^-rr-ïl •^r^T^I ^
(B) ^)- \.-^^ {.-:). ̂ •••^^

/î==0

où P / f ^ j est un polynôme de degré i en -s, Ay étant le coefficient de .s7;
p, p t sont des nombres positifs en nombre fini (p<<p^) et la fonction

/,(.z-)=^^^
ras=0

est déjà d'ordre négatif au point i.
Supposons de nouveau pour un moment que

liiïi a^== o,
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ce qui entraîne p <^ i. On a

(18) ^==4-P+ 4-P-+...-+- s-,,

et, d'après (12),
( ig) lirn s'^ _ A,,

-«nP[logrt]y~r(p+i)

"^TIp^p-0
('/"pi

(ao) lim————ï- == o
' „ = » / ^ L i o g " ] 7

et

^^ ^^-ToiTT^0-

En effet, on peut considérer les termes du polynôme Py séparément
et appliquer ainsi la relation fondamentale (xa) . On trouve tout de
suite que la croissance des ̂  du premier terme surpasse celle de tous
les autres, ce qui nous donne (19); de même que la môme remarque
appliquée aux autres polynômes démontre immédia tement l'équa-
tion (20); enfin;, notre théorème déjà cité sur les singularités d'ordre
négatif nous assure que lim^ existe et, a fortiori^ la l imi t e (21).

Inégalité (18) jointe aux dernières donne vis iblement
,ç A

(22) ^^[log/^^p^i)'

Inversement, il est facile à voir que, si cette limite existe, il en
résulte que

r \"^_A,_K^I
( î — ^ ) Flim ———-;———\— /—— = o,

log-
(i-,r)P

Donc, la partie dominante de la fonction est bien
f" i T/

M ÎEEl
(X-^)P

Si les coefficients tendent vers o, les 5"̂  nous décèlent déjà les points
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critiques algébrico-logarùhmiques et permettent de déterminer la partie
dominante de la singularité.

8. Supposons, cette fois, que les coefficients, au lieu de tendre
vers o, satisfassent à la condit ion (16). Pour ne pas allonger outre ,
mesure la démonstration, nous n'allons examiner que le cas où p est A?^ '
entier, c'est-à-dire où le point i est un pôle logarithmique de la fonc- \$:
tion envisagée; d 'autant plus que, dans la suite, nous établirons une
proposition générale sur les points critiques algébrico-logarithmiques, ' ."^> r; ,
où p pourra être quelconque et où nous ne ferons aucune hypothèse
sur les a^.

Sous les condi t ions indiquées les moyennes arithmétiques d'ordre k,
o-^\ formées pour la fonction J\{x) au point i tendent déjà vers une
l imite bien déterminée. Mais, par défini t ion,

^k} _ •*• ( / r - t -1 ) ° fi
^ - ^ '

où, en général, les S^ des constantes a^ sont déterminées par l'équa-
tion

2.a/,.z'"
n=:0 -^s^(,«^)^1 -^^ t" ^

rt=0
de sorte q u e

s^= s^- l )^ s^1^-,..+ s^-15.
Il en résulte que

§(/.•-/)
Ijm -JL̂ . ̂ o (( enlicr),

c'est-à-dire que
^/.-<•)

l i i n —— = o,

dès que la l imite de cr^ existe pour n == ̂ .
On voit donc en particulier que

(/(A-pï
l im —- =0
n.=^ i^ . •

et a fortiori
-/(/f-p)

(a3) lim——?——^ = o.v / ^»»^P[log/i]^W

Ann. Kc. jNûrni., (3), XXVIIÏ. — SEPTEMBRE 1 9 1 1 . 5l


