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RECHERCHES NOUVELLES

SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES,

Par Pavr er Varirie DIENES.

Introduction.

Le probleme général dont nous nous occuperons dans lasuite de ces
recherches est de trouver des relations aussi générales que possible
entre les propriétés des coellicients tayloriens et celles de la fonction
completement délinie par ces coefficients numériques. Comme par les
recherches de MM. Hadamard, Borel, Mittag-Leffler et Painlevé, pour
ne mentionner ici que les chercheurs principaux, lareprésentation de
la valeur de la fonction dans ses points réguliers, en partant de la
stric de Taylor, est en général effectuée et ainsi le probléme général
des points réguliers pour ainsi dire épuisé : le chemin a parcourir
encore, ouvert justement par ces recherches, nous conduit a I'étude
systématique et générale des singularités des fonctions analytiques.

Nous avons déja commencé cette étude dans les deux derniers Cha-
pitres de notre Essa sur les singularités des fonctions analytiques (paru
dans le Journal de Mathématiques, 190g), et, pour rendre la lecture de
ce qui va suivre indépendante de celle du premier essai, nous avons
complété le texte par quelques redites insignifiantes.

Dans le premier Chapitre nous donnerons, sur les points critiques
algébrico-logarithmiques situés au cercle de convergence, quelques
théorémes qui, ensemble, nous fourniront une vue assez compléte sur
la relation des coefficients tayloriens 4 la singularité étudiée; et
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remarquons des le présent que nos résultats définitifs se rapporteront
au cas le plus général ou 'on ne fait aucune hypothése surla structure
des coeflicients.

Au deuxieme Chapitre, a 'aide d’une représentation donnée par
M. Mittag-Leffler, nous nous occuperons des points critiques algébrico-
logarithmiques situés au sommet de I'étoile principale. Nous croyons
que notre méthode, basée sur des recherches spéciales surla croissance
des fonctions entiéres, aura un intérét plus large et ne s’épuisera pas
a fournir les résultats généraux de ce Chapitre.

Enfin, les théorémes généraux établis dans le troisieme Chapitre
feront voir quelles sont les relations précises qui subsistent entre une
classe de représentations formée par M. Mittag-Lelller et par M. Pain-
levé et lallure de la fonction dans un sommet de I'¢toile. En parti-
culier, le premier théoréme donnera la solution compléte d’un célebre
probleme d’Abel, posé il y a presque un sicele et résolu partiellement
par MM. Mittag-Leffler et Phragmaén.

Remarquons encore que les principaux résultats contenus dans ce
Mémoire ont été communiqués i 'Académic des Sciences de Paris
(voir les Comptes rendus des séances des 26 avril, 29 novembre 1¢og,
25 juillet 1910 et 13 féyrier 1g171).

Al
CHAPITRE 1.
DES POINTS CRITIQUES ALGEBRICO-LOGARITMIQUES SITUELS SUR LE CERCLE
DE CONVERGENCE ET SUR LE POLYGONE DI SOMMABILITE.

1. Tout d’abord nous allons développer un caleul fondamental pour
la suite, qui, d’'une maniere précise, nous donnera I'ordre de la crois-
sance dess, et de Jeurs moyennes arithmétiques formés pour lafonetion

3 "1
llog ! T]

(1-- )P
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Les s, de la fonction

sont

or, d’apres I'égalité établie par Euler

. I 1
(1) Jlim (I—i————l—...—f———]ogn):c,
2 n

n=ow

c’est-a-dire

} s
(2) lim —2— =
n=wlogn

Cherchons maintenant les s, de la fonction

q
lor ! .
S Pi—z

xz? an
= -+ -T): o I TL— +I‘/z($)7

On peut écrire que

log
oy —a

d’olt, en développant le binome

I Ta xr? P\ 49
log =&+ —+...+ —
I—x j 2 7

a2 .Z"L\ q-—1 ‘
+q<x+—2~+...+ R, () +. ..+ [Ra(2)]".

n

Les termes de la forme Ca*, £ < n, se trouvent sans exception dans la
premiére parenthése; done, les coefficients étant positifs, on a pour «

positif et inférieur ou égal a 1

) 22 r\17
sP(x)Sle+ ——4+...+— ) >
" 2 n

d’out en particulier
1 1\7
s‘,{l’§<1+—2- 4+t -—> 3

n
et d’aprés (1)
. S0 (logn + ¢')7 (&> )
ou enfin
3 j S0
msup ———— S,
( ) hn:mp[lOgn]‘l-
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Cherchons maintenant la limite inférieure. On peut écrire

n
9

x? a9
=z+ — +...+ — +R.(x),
X 2 E ;/-

q

. . . n . . .y
ou, 4 la rigueur, au lieu de 7 il faut prendre sa partie entiére. On
en conclut comme auparavant que

N\ 7
x? a4
) () > 3
N z)z| &+ ——+...+ — >
() - -
7

car il y a des termes de degré inférieur & n, qui sont négligés. En par-

ticulier
N> I T\
SPZ 14 =
2 n

7
ou encore

S n K
sz (log(—l ~+ a') = (logn —logg +¢')7;

d’ott 'on conclut que
()
lim inf —=

n=w |logn]? t

v

Donc, d’aprés (3), on a pour la limite cherchée
i li s

I} emrmemeene— T8 {
) n=w [lOgn |7

2. Regardons les s, de la fonction

log —— "
Ofy'
P l—x

(L —a2)f

>

que nous désignerons par s7,f. Nous avons vu que d’apres (4)

I sty
1M ————— ==
n=w LIOgILJ" ’
. ) . 1
et 'on sait que pour les s, de la fonction =T on a
—_2)0
(p)
. $
(5) Jimi — __ 1

ne=w NF - P(p—i—l).
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Al'aide de ces deux limites nous allons calculer la croissance de s7,°.

Tout d’abord
(6) sReSsil s,

En effet, on peut écrire

1 —2x (1——:1:)P:

q
[log ! ] ! [og +ot1+ ...+ o2+ R, ()]
X [Bo+Bix +...+ Bpx"+ R, (2)],

ou les « et les B sont positifs. On en conclut A (6), et, grace a (4) et
a (5), nous avons
7P I

n <

(7) l”:]:S:pnP[logn]'lé1‘(p+x)'

3. Pour trouver la limite inférieure soit £ un nombre plus grand
que 1, e(n) la partie entiére de », et enfin soient

£ /C—l’l =r
)=

n
E<7;> =S,

(8) TP > s 5P,

nous allons démontrer que

La fonction envisagée peut s’écrire

[lOgI lx]q(l_:x)P: [oro o, 4. . .4 op 2"+ R (2)]
X [Bo+ iz +. ..+ Bsz*+ Rs(x)].

La plus grande puissance de & qui se trouve dans le produit

[ow+oayz—+. . .+o,z2" [By+ B +... .+ Pszf]

est

k=1
r+ sz

+n'_ll
7 I i .

D’ou il ressort en particulier pour x =1 que

$7P > s s'P),

Ann, Fe. Norm., (3), XX VIII. = SEPTEMBRE 1917. 20
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Mais, pour éliminer 7, on peul écrire

/‘.
k—1

r—=mn n,

ol v tend vers l'unité quand » devient infini, donc,

. Jogr
(9) ,l,l__?.], logn —

7

et, pour ¢liminer s, écrivons
n
§=— +mn,

ol 7 est inférieur 4 I'unité, d’ou

.S [
10 lim — = —-
(10) newn Kk

Les égalités, identiques d’ailleurs & (4) et 4 (5),

s
lim —— =1
o Tlogr |7

et

() |
s=m 8¢ T(p-+ n’

se (ransforment donc, grace 4 (9) et (10), en

] S,u/)
im —t— o=
n=w lOgn ]’I
et
s'P I
1im s

,Luw—/;z_r‘- /rPl‘(p—i—l).
SiTon divise 'inégalité (8) par (logn)7n®, on obtient

. . 'IIP > 1
(”) h::_l::]r P[]orru,_]’/“/xpl(p—*-'l)

Cette inégalité, combinée avee (7), nous montre que, pour n assez

grand, le rapport
Sl/F

L(p 1) nellogn|?

est entre - et 1. Mais £ est aussi prés de I'unité qu’on veut, d’ou il
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est évident enfin que

7P
(12) lim Su = ! .
n=wnPllogn]? — I'(p+1)

4. On peut généraliser ce résultat pour les moyennes arithmétiques
¢'%, définies par les équations

E a,z"

o0
n=0 — N Qo
oy =2 S
n=0
et
S(O’.)
¥ =T(a+1) T’;

En effet, par définition, les S'%' de la fonction

1 q
[log x——x]

(1— )P

sont précisément les s, de la fonction

loe !
o1 —ux

[

done, d’apres (12),

li St _ 1
0 nlzn}o nereflogn]t ™ L(p+ o —+1)
et enfin
(13) lim or . _Tlae+n

new nf[logn]? ~ T(p+ a+1)

formule générale que nous avons cherchée.

II.

5. Prenons maintenant la fonction
ul

J(x) :2‘ a,z"
n=0

dont le rayon de convergence soit 'unité. Supposons qu'au point 1 la
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fonction puisse s’écrire

. Y 9 B 1 q—1
(A) /(-Z'):A,,l:logl__w} '*’Aq—itlogx___x] “+...

L]
I ~
-+-A, |0g -+ 2 b,l.’L"L,
| — X
n==~0

-
Silw) = byt
n=0
est d’ordre négatif (ou régulier) au point 1. Nous dirons que le
point 1 est un point logarithmique d’ordre ¢ de la fonction f(x).
Supposons pour un moment que

lim @, =o.

n=—ow

On peut voir facilement que les b, satisfont 4 la méme condition. En
P | n
effet, la fonction

~ ~ o
I 4 1 Y
Al log ——— | ... A, low 'f“:> c,x’
TP —x PP e e
n=0

est d'ordre zéro (') done, dapres un (héoréme fondamental de
M. Hadamard (*),

[en|<n b,
e ¢tant arbitrairement petit, ¢’est-a-dire

lim ¢, == 0,

n=w
d’ott 'on conclut que réellement

limb,=Ilim[a,—¢,] =o.

n==w nezw

Mais nous avons démontré (*) que, si les coelficients tendent vers

(') J. Havamann, Essal sur U'étude des fonctions donndes par leur développement de
Taylor, Journal de Mathématiques, 4° série, t. VIII, 1892.

(%) Id., p. 71. .

(%) ¥oir notre Essai, déja cité, Journal de Mathématiques, 6° série, t. V, 1909, p. 362.
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zéro, la série de Taylor converge en chaque point d’ordre négatif du
cercle, ce qui revient a dire que la limite

(14) lim s, = 1im [y + by, +. . .~ b, ] = £, (1)

n=uw n=ow

existe.
Nous savons d’autre part que les s2’ de la fonction

n

1 i
[log - x]

croissent exactement comme [logn ] et que les s, de f(x) sont donnés
par I'équation

—_— r (q— ) /
Sn=AgS) = Ag STV 4L Ayl 8

En divisant par (logn)? on obtient

S
15 lim —2%— = A,.
(19) r-w Llogn]? Aa

Inversement, si la limite (15) existe, la fonction

I

s = A, log == | "= i)

X
ne devient pas inflinie d’ordre ¢, c'est-a-dire
lim —J1(%)

. I a
x=t [log ]
1 —x

si, & intéricur du cercle, sans toucherla circonférence, on s’approche
du point 1.

En effet, les s, de /,(x) sont égaux, quant a leur croissance, &
celle de

=0,

sn— Ag[lognr]?,
par suite

!

. S
lim L

————— T O
n=w | lOgn]? ’
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done, d’apreés un théoreme de Cesaro ('),

li | — X
T T
~ |log
— l —_x.
—x

ce qu’il fallait démontrer.

Larelation (15) montre donc que, dans le cas ow les coefficients tendent
vers o, les s, décélent deéja les points critiques logarithmiques d’ordre quel-
conque et permetient de déterminer la partic dominante de la singularité.

6. Si les coelficients, au licu de tendre vers o, satisfont & la con-

dition

. a
(16) ,llml —’:’/i = 0,
ce sont les moyennes arithmétiques dordre £ (£ ¢tant un nombre
positif quelconque), qui ont une relation trés simple & la singularité
étudice.

En effet, on voit, comme anparavant, que les b, satisfont aussi i la
condition (16), el nous avons démontré (*) que, dans ce cas, les
moyennes arithmétiques Cordre £ onl déja une limite pour 2= = en
chaque point d’ordre négatif du cercle de convergence. Donc les
moyennes arithmétiques o formées pour lafonetion f, () au point t
donnent pour limite zéro, si on les divise par [logn |7.

D’autre part, les moyennes arithmétiques d’ordre £, o9F de la
fonction

. Y.
log ——

_—

ont,d’apres (13), pour ordre de croissance le nombred, et les moyennes
arithmétiques d’ordre &, 9%, de la fonction f() sc forment des

; k . . . » . . " .
moyennes o, &' C'une manicre linéaire. Bn effet, la formation des

moycnnes arithmétiques est une opération distributive (¢’est-a-dire

(Y) Poir par exemple Borer, Séric & termes positifs, p. 66, Paris, Gauthier-Villars, 19o2.
(%) Loc. cit., p. 364.
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linéaire dans les coeflicients), d’ou
(k)

(17) lim 2 — A,

n=w L lOogn]? T

Inversement, si cette limile existe, les moyennes arithmétiques
d’ordre £ de la fonction

Sul) = () — &, [log = |

divisées par [log ~]7 tendent vers zéro. Ceci montre que

. I q
.1~1[]0g I ]
|\ —x

Donc, si les coefficients satisfont a la condition (16), les moyennes
arithmétiques d’ordre k décélent les points critiques logarithmiques d’ordre
quelconque et permeltent de déterminer la partie dominante de la sin-
gularite.

= 0.

7. Soit maintenant le point 1 un point critique algébrico-logarith-
mique de la fonction

o0
g
S(@) =Y a,z",

n=0

¢’est-a-dire supposons qu’on puisse écrire

r, {log — ] P, [log _i ] °
(B)  f(@)= e + T Y baan,

(r—ax)f (1— )P

n=0

ot P;[ =] est un polynome de degré ¢ en 5, A, étant le coefficient de s7;
o, p; sont des nombres positifs en nombre fini (p << p;) et la fonction

ul
filz) =) bua
n=»_0
est déja d’ordre négatif au point 1.
Supposons de nouveau pour un moment que

lima,=o,

n=——o
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ce qui entraine p <1. On a
(18) Sa=shF 4+ PPt 45,

et, d’aprés (12),

! lim s7¢ .Y
( 9) n=ew ILP[IOgIL]‘I_I’(P+1)’
I shppi
(20) nl.—.nl llP[lOgli]q =0
et
(2') lim S —_

n=w nPLlogn |7 °

En effet, on peut considérer les termes du polynome P, s¢parément
et appliquer ainsi la relation fondamentale (x2). On trouve tout de
suite que la croissance des s, du premier terme surpasse celle de tous
les autres, ce qui nous donne (19); de méme que la méme remarque
appliquée aux autres polynomes démontre immédiatement. '¢équa-
tion (20); enfin, notre théoréme déja cité sur les singularités d’ordre
négatif nous assure que lims, existe et, @ fortiors, la limite (21).

n=mw

L’égalité (18) jointe aux dernieres donne visiblement

. Sn A,
(22) ,I,Tl ntllognl? — 1‘(p+1).

Inversement, il est facile & voir que, si cette limite existe, il en

résulte que
q
A,,[log : 1
fl@) — e

lim = (r _a.f)P = 0.
=1 o 1

log :»—-J;J

(G —=x)

Donc, la partie dominante de la fonction est bien

. 1 ’
Al log
v| 108 P

] —
(1—a)f

St les coefficients tendent vers o, les s, nous décélent déja les pornts






