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RECHERCHES

SUR LES RESIDUS QUADRATIQUES

ET

SUR LES QUOTIENTS DE FERMAT,

Par M. NieLs NIELSEN,
a Copenhague,

PREMIERE PARTIE.

FORMULES AUXILIAIRES.

I. — Séries arithmétiques d’ordre supérieur.

Dans les recherches qui nous occupent ici des sommes de la forme
br+(b+a)yr+ (b+2a)*+...+ (b + qa)r,

ol a, b, g et n désignent des positifs enticrs, jouent un role fonda-
mental; c¢’est pourquoi nous avons 4 donner, avant tout, quelques
propriétés des sommes susdites.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les fonctions de
Bernoulli, savoir :

Bo(z) =1, B‘(x):-x-i—-—l—:

(1) ; x"— z (— 1)s—1 B zn—2

o(n (25)1(n—28)1’

B,(#) =—

ou les B, sont les nombres de Bernoulli; ces fonctions sont parfaite-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXI. — AvriL 1914. 21
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ment définics a 'aide des deux équations fonctionnelles

(2) B (z) =B,-1(x),
- i , -1

(3) Bn(x)_’Bn(m_l):(ll—-——m’

ot il faut supposer n 2 1.
Désignons en premier lieu par ¢ un positif entier, lcquatlon aux
dxﬁ'erences finies (3) donnera

S:(/

(4) Buas(@ 4+ ) =Buy (@ —1) + =5 X (24 5)"

Soit particuliérement # = o, nous aurons par conséquent pour a
somme de puissances

(5) Sn(a):1"'—1—2”-{-3"+...+a”,
ou a désigne un positif entier, I’expression suivante :
(6) Sp(a)=n![B,ri(a) — B,ri(0)] (nz1),

ce qui donnera, en vertu de (1), la formule classique

-z
aht+1 a _ (___ 1).9——1 n )
S a — E._._______ ]; at=2s+1
(7) 2(a) = s T T oot Las ) Be ’
s=1

indiquée par Jacques Bernoulli ().
Quant a I’équation fonctionnelle (2), nous aurons le développement
de Taylor,

S=n-41
(.’IZ’ -+ a’)n—.s—H

(8) Byt (2) = (n—s )]

S=

By (— ).

ou @ et a sont des nombres complexes quelconques.
Cela posé, introduisons dans (8)

puis posons

(9) ag+r=p,

- (*) Ars conjectandi, p. 95-97; Béle, 1713,
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nous aurons, en vertu de (6),

s=n--1

nl P" —s41

N A r
(r0) Su(a) == nlBu(0)+ § (n——s—i—l)!q’L_‘J"'I}S(—a).

-~ Posons ensuite, dans (8),  + ¢ au lieu de z, introduisons

b c
I—E’ Ot:;t-i
puis posons
(tr) - o ag+b-+c=p,

nous aurons de méme, en vertu de (4),

s=q

]
(r2) /tla"z

=0

(b + sa)r=— B, <_ = ”)

@

Seen--1

. pn—--s-m c
$:=0

Quant aux deux formules (10) et (12) qui sont essentielles dans
nos recherches suivantes, nous avons a appliquer le théoréme de
v. Staudt (*) et de Th. Clausen (*) relatif aux nombres de Bernoulli.

A ceteffet, nous dirons pour abréger que le nombre premier impair p
est du rang z, pourvu que 27 soit divisible par p — 1. Désignons
ensulte par

(13) PR VR VR

I'ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons pour le niéme
nombre de Bernoulli ’expression suivante :

I

1
(14) (—1) Bn::An'*';‘i‘;\l

1 I

ou A, est un nombre entier.
Soit maintenant dans (10) p un nombre premier impair, tandis
que ¢ et r désignent des entiers non négatifs, nous aurons la

(1) Journal de Crelle,t. 24, 1840, p. 372-374.
« (%) dstronomische Nachrichten, t. XVII, 1840, col. 351-352.
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congruence

(15) S, (@)= n! [B,,_H <_ IZ> —B,., (o)] (mod p),

ou il faut supposer 1Sn<p — 3.

Soit également dans (12) p un nombre premier impair, @ un positif
entier, tandis que b et ¢ désignent des entiers non négatifs, nous
aurons de méme

$'=I]

(16) 2(b—i-sa)"sn!a"[R,H_1<—%)—BnH(—a_a—b>] (modp),

s=0

ot il faut supposer, comme dans (15), 1ZnSp —3.

Quant a laformule classique (7), désignons par p unnombre premier
plus grand que 3, par m un entier plus grand que 2, tandis que s est
un positif entier quelconque, je dis que nous aurons toujours

B_,,U""
m

=0 (mod p?).

(x7)

Il est évident que le cas le plus désavantageux est celui olt p est
du rang s et ou m est en méme temps divisible par p. Soit p* la
puissance la plus élevée qui divise m, nous avons par conséquent

a démontrer que
m—32o.

Or, nous aurons évidemment

mZp*=[1+(p—1]%,
ce qui donnera

mZi+o(p—1), m—3Zha—222a>oa.

Cela posé, la formule

n-1 n " s—1 n
Sulp—n = zf—i- ' %— - n(-— 2?74— 1 <2s> B, prset,
1

A
b

=
I

tirée directement de (7), donnera, en vertu de (17), ces deux
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congruences, ot il faut supposer n 21 :
(18) Son(p—1)=(—0)""'B,p (mod p?),
(19) Sonsr(p—1)=(— I)""(” + ';—> B, p? (mod p?).
Supposons maintenant que le nombre premier p ne soit .pas du
rang n, NOUS aurons par conséquent pour 221

(20) Sen(p—1)=0 (modp),
(21) Senvi(p—1)=o0 (mod p?),

soit, au contraire, p du rang n, nous aurons toujours
(22) San(p—1)=—1  (modp)

et pour 22 +1>p

(23) Senti(p—1)=o0  (modp),

tandis que I’hypothése p = 27 -+ 1 donnera, a cause du facteur n -+ é
qui figure au second membre de (19),

(24) S,(p—1)=o  (modp?).

II. — Formules relatives aux nombres de Bernoulli.

Soit p=2m +1 un nombre premier qui n’est pas du rang n,
Kummer (') a démontré la congruence remarquable

s=r

\ Batsm
0 S (D) o (modp),
sS=0
ou il faut supposer
(2) nZ=(r+1).

Désignons maintenant pour abréger par o, 'expression qui figure

(1) Journal de Crelle, t. 41, 1851, p. 368-372.
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au premier membre de (1), 'identité évidente
r\ n-+rm r—i\ mr ) ?
s) n+sm s )n—i—sm_ s _

donnera immédiatement

s=r .
. o r
(n+rm)o,— mro,_, :Z (— 1)s+sm < s> Brysm;
§=0
c¢’est-a-dire que nous aurons aussi

s=r

(3) 3 =0 (D) Buvan=o  (mod ).

§=0
: L)
Cette derniére congruence, nouvelle peut-étre, est analogue aux
deux autres connues pour les nombres d’Euler et pour les coefficients

des tangentes, savoir :

s=r
r N
(4) Z (— I)s+"n<s>Ezz-|—s/;zE o (modp”), nz 37
s=0 .
s=r
-1

(5) 2 (— I)S+Ml<:>Tn+.y,n:—E o ([r'IOdPr); ' nZ ——

s=0

ou le nombre premier impair p peut étre du rang » aussi.

La premiére de ces deux congruences est due 4 Kummer ( )y
la seconde & Stern (*). .

Or, il est tres facile de généraliser beaucoup les trms'“derniéres
congruences. En effet, posons pour abréger

(

<o n+sm E o
A",‘I—Z (— 1)s+sm( ) ( q > ALptsmy
$=0 ¢

I’identité évidente
i

n—kr'm—q(r) (n—i—-sm>_ ﬁn <r':—1 n~4sm\ _ [(r\ /n-sm
g+ s q q+1\ s q "7<S><f1+l-)

(1) Loc. cit., p. 372.
(2) Journal de Crelle, t. 88, 1889, p- or.
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donnera immédiatement

. n+rm-—gq, rm°

g+ e (_]: r1,0= Argrgs

Cela posé, les trois formules (3), (4) et (5) donnent ces trois autres
congruences, ou il faut supposerp >g¢ :

=r

(6) Z (____ l)S-‘}-Sl{L(:) </l —;sm) B,H_s,,lE-O ‘ (lnodp,._q_1 )’ n— r - I"
§=0

‘ 5 s+sm (T n—+sm — r— ' r
(7) Z(_I)'-ﬂ (S) ( q >En+snz=0 (mOd[) 7), n— E,
s§=0

(8) Z (— ,)s-;-m,(r> (n —+ sm) Tprer =0 (mod pr=7), 3 r—+ 1,

s q
=0

qui semblent étre nouvelles.
Il est évident du reste que l'on puisse, dans les trois derniéres
congruences, remplacer les coefficients binomiaux

(n -+ sm>
q

par le polynome quelconque du degré ¢

ag(n + sm)7+4a;(n+sm)?' ...+ a,,(n+sm)+a,,

{

dont les coefficients
: Ay Qyy Aoy ooy Ay

sont des nombres entiers, ou, plus généralement, des nombres
rationnels, dont Ies dénominateurs ne sont pas divisibles par p

Dans les congruences (1), (3) et (6), nous avons supposé que le
nombre premier impair ne soit pas du rang 7n, condition qui ne
semble pas étre nécessaire. Nous nous bornerons 2 démontrer ici
seulement des formules particulitres qui sont indispensables dans nos
recherches suivantes.
" A cet effet, nous prenons pour point de départ les sommes de puis-
sances S,(a) définies dans la formule (5) du paragraphe I.

Désignons par m et r des positifs entiers, par « un entier non négatif,
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nous aurons

q:l‘ (/ =a
D=y ( q):mm,(a) =2 (1= g*")";
q=0 q=2
soit maintenant p=2m 1 un nombre premier, et soit aZp —1,
nous aurons, en vertu du théoreme de Fermat,

e
(9) E(— m(Z) Ssanagm(a) =0 (modp").

Soit particuliérement « = p — 1, la formule (18) du paragraphe I
donnera pour «21 et rZ2

(10) 2 (=070 (1) Busgumo  (modp),

méme dans le cas ott le nombre premier p est du rang .
Supposons maintenant « = o, nous avons, dans (9), a poser
Se(p—1)=p—1,

ce qui donnera
g=r

(11) —i=3 (——1)7*‘7’”( )B,,,” (mod p).
q=1
1l est évident que les termes qui contiennent le diviseur p disparai-
tront dans la-formule (11), et ¢’est la méme chose pour la formule (10)
dans le cas ou p est du rang o.
Dans les recherches qui nous occupent ici, nous avons i appliquer
les cas particuliers de (ro) et (11) qui correspondent & r = 2, savoir :

(12) B.’H—ImE (——-'I)"’ZBO(.,_,,,—— th (mOdp)a

(x3) Bzm-——("'l)’"zBm'*‘l —‘;)‘ (mO.d[J),

et le cas particulier » =1 de la congruence de Kummer, savoir :
7 (\m — m-—+n — 2n —1

(14) (=0"Bpin=——B,=———B, (modp).

"Posons dans (14) 2m +1 au lieu de m, savoir p=4m + 3, puis
remplagons n par m —+ 1, nous aurons

(15) ‘ Bimsa= B (mod p). -
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Enmeréservantderevenir,dans uneautreoccasion, aux congruences
que nous venons d’étudier, je remarque expressément que les objec-
tions que I'on a faites contre la démonstration de Kummer pour sa
congruence (1) ne sont pas correctes, parce que la fonction

(ecx.'x:_ eﬁx)n,

ol n désigne un positif entier, a dans @ = o un zéro du ni™e ordre;
c’est-a-dire que les séries qui figurentdans ladémonstration de I'illustre
géomeétre allemand sont toutes finies.

III. — Table des formules auxiliajres.

Pour ne pas interrompre le développement suivant, il nous semble
utile d’énumérer ici une suite de formules particuliéres qui sont indis-
pensables pour nos recherches sur les résidus quadratiques.

Soit »Z1, nous aurons ()

— 1\n—1 2n ___ B”
() Bulo)—Ba(— 1) =0T

0 () - St
(3) B, (0) —-B.,,(.._ "Z) _ (—:>"—1Ezz’:)_'2,)2:,::1+ )8,

(4) By, (0) — BM(— (’—5) = '>"“<6"(‘:n Tf’:;:if’"— DB,
(5) B (— .2‘.> —B,, (_~ %> _ (=" (emzzz);,zgz:ij_ 2B,

(__,)n.(zzn___ I)(.Zzn—x_')B
(2nr)l2.4271

(____ l)"(z’""‘-—[) (32!1._ I)B
(2nr)! 2.62n!

)=Bn(~3)
) =pa(=3)
1) = (— 1) = (SR Gt s s
) =Pu(~5)=
)

(2n)l 2. 122!
(__l)n(gln——I_l)(gzrz__[)B
(2n)! 2,621
(___x)n(zzu— _x)(ﬁzn-—l+32n-—-1___22n—1)Bn
= (2n)! 2,122 ’

(1) Quant aux démonstrations, voir par exemple mon Mémoire : Recherches sur les
Ann. Ec. Norm., (3), XXXI. — AvRiL 1914. 22
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Soit encore 21, nous aurons de méme

(11) an+1<—- %) = Bapi(0)=0o0,

ou E, désigne le ni*m¢ nombre d’Euler.
Soit @ un nombre complexe quelconque, nous aurons généra-
lement

(13) B,(—x—1)=(—1)"B,(z).

Il n’est pas possible de déterminer sous forme simple les valeurs
numériques

() (1)

ou n désigne un positif entier quelconque.

DEUXIEME PARTIE.

LES QUOTIENTS DE FERMAT.

IV. — Les quotients de Fermat, d'Euler et de Sylvester.

Soit p=2m + 1 un nombre premier impair quelconque, et soit @
un positif entier non divisible par p, le théoréme de Fermat s’écrira
sous la forme suivante :

(1) ar—t=1+ pg(a),

ou g(a), le quotient de Fermat, est pour @ >1 un positif entier,

nombres de Bernoulli (Mémoires de U’Académie royale de Danemark, 7¢ série, t. X,
1913, p. 302).
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~J

tandis que nous aurons
(2) q(1) =o.

Il est bien connu que les quotients de Fermat posseédent des pro-
priétés analogues 4 celles des indices ou méme des logarithmes ().

En effet, remplacons dans (1) a par le positif entier b non divisible
par p, puis multiplions les deux ¢quations ainsi obtenues, nous aurons
immédiatement

(3) q(ab)=g(a)+q(b)  (modp).
Soient ensuite dans la congruence

ax=0b .(modp),
a et b premiers & p; nous écrivons aussi
b
x=_ (modp),
ce qui donnera, en vertu de (3),
b
(4) 7(3) =1)—q@  (moip).

Disons pour abréger que la fraction

(S N

Py

est premiére a p, pourvu que ni @ ni b ne soient divisibles par p;
nous aurons le théoréme suivant : -

I. Soient a,, a,, ..., a, des nombres rationnels premiers a p, tels que

(5) Ay ayay. .. ap=1=t1 (mod p),
puts posons
(6) a;d,az... a,==x=(1—pA),

(1) Poir par exemple le beau Livre de M. BAcuMANN, Niedere Zahlentheorie, t. 1,
Leipzig, 1902, p. 160.
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nous aurons tOLLjOlU‘.)'

(7) AEZq(as) (mod )

En effet, la formule (6) donnera

(araya;s...a. ) '=1—(p —1)pA+ p*K,

ce qui nous conduira immédiatement a la congruence (7).
Choisissons par exemple de I'ensemble

1, 2, 3, ..., p—I,
27 nombres différents
a, a, Ay ... Qp
8
(8) b, b, by ... b

de sorte que nous aurons pour 1SsSr

(9) as—+ bs'—“—"P?
I'identité évidente
(10) ayas@y...a,==(p—0b)(p—2>0)...(p—0,)
donnera
Aiay...Ap L !
([I) m'-__( l) (mO(]p).

Posons ensuite
a1 a, ...

(12) I = (- (1=pA),

nous aurons en vertu de (10)

AP (mod p),

(13) A= 7 5

~ +
b,

tandis que le théoréme I donnera de méme .

(14) A= g(a)~Xq(b)  (modp).

Ces remarques faites, nous avons & mentionner quelques relations






