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RECHERCHES

SUR LES RÉSIDUS QUADRATIQUES
ET

SUR LES QUOTIENTS DE FERMÂT,

PAK M. NIELS N1ELSEN,
à Copenhague.

PREMIERE PARTIE.
FORMULES AUXILIAIRES.

I. — Séries arithmétiques d'ordre supérieur.

Dans les recherches qui nous occupent ici des sommes de la forme
^+(^•+-^)?•+-(&+2^)"-^--<4-(6+<7^) /^

où a, by q et n désignent des positifs entiers, jouent un rôle fonda-
mental; c'est pourquoi nous avons à donner, avant tout, quelques
propriétés des sommes susdites.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les fonctions de
Bernoulli, savoir :

B o ( ^ ) = = î , B i ( ^ ) = = ^ + ^

0) <2^i"

n {^\ - ̂ ^ T x^ ^ (-O^B^^^W-^T+^ (Tr^^Tyî'^ ( 2 ^ 1 ( ^ — 2 ^ ) ! '
,y=s.l

où les B^ sont les nombres de Bernôulli; ces fonctions sont parfaite-
Ann. Êc. Norm^ (3), XXXÏ» — AVRIL 1914. 2ï
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ment définies à l'aide des deux équa t ions fonctionnelles
( 2 ) B,(^)=rB,^(.r),

(3) B,(^)-B,(^->)=:~^—,

où il faut supposer/^i.
Désignons en premier lieu par q un positif entier, l 'équation aux

différences finies (3) donnera
S=.ff

(4) , B^(^4- r / )=B^(^—i)+—^(^+,ç ) /^

S = 0

Soit particulièrement x=o, nous aurons par conséquent pour a
somme de puissances

(5) S^âOrr^+a^+â^-l-.. .+<^,

où a désigne un positif entier, l'expression su ivan te :

(6 ) S^)^^[B/^i(a)-B,^i(o)] ( /^ i ) ,

ce qui donnera, en vertu de (i), la formule classique
< n

(7) s,(.) -= ̂ - ^ -1 +v Jr^r_ f / À ^ B,̂ - H .
n-4-i 2 ^ù ^—2.y4 - i ^^,/ " ?

A- == 1

indiquée par Jacques Bernoulli ( < ) .
Quant à l'équation fonctionnelle (2), nous aurons le développement

de Taylor,

< 8 ' ' "".(»'=î1^^ "•<-").
.¥=0 , ^ /1 1 ' 1 ' ' ' '

où x et a sont des nombres complexes quelconques.
Cela posé, introduisons dans (8)

' , x-=.a, a=:^, ^
puis posons q

^ aq^r r.^=p^

. . < 1 ) Ars conjectandi, p. 95-97; Baie, 1713,
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noos aurons, en vertu de (6),
^==/l4-l

(,o) S.(^^-,IB..,(.)^ 2 ̂ ^.-^.(-^-
,y ss 0

Posons ensuite, dans (8), x -\- q au lieu de x, introduisons

" "! • ' . - . — È — c

a? a '
puis posons
(ï 0 . • / , ; ' ' cuf +• b -{- c = p ,

nous aurons de môme, en vertu de C4),

<'2) ^2/(6-h^'t==-B»-(-^)
^•sï0 /

.y — n + ï
^ y ^^1 / ^
r ^ (^—.y+ï)!^/1-^"^ a/

A' î= 0

Quant aux deux formules (10) et (12) qui sont essentielles dans
nos recherches suivantes, nous avons à appliquer le théorème de
v.8 Staudt(1) et de ïh, Clausen (2) relatif aux nombres de Bernoalli.

A cet effet, nous dirons pour abréger que le nombre premier impair p
est du rang n, pourvu que 2n soit divisible par p — i . Désignons
ensuite par
(13 ) ?4, Àâ, Âg, ..., 7.v

I^ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons pour len^"^
nombre de Bernoulli l'expression suivante :

( 1 4 ) l(-i^B^=A,^^-^- ̂ ^^-..+-.
2 A^ A g A^

où A^ est un nombre entier.
Soit maintenant dans (xo) p un nombre premier impair, tandis

que q et r désignent des entiers non négatifs, nous aurons la

{^Journal de C'reUc, t. 21, i84o, p, 372-374.
"• (2) Àstronomiscîte Nachric/iten^ t. XYH, x84o, coL 35i-352.
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congruence

(15) s„(^)^/^!^B^( /~-^—B,^(o)1 (mod/^),

où il faut supposer i^n^p — 3.
Soit également dans (12)^ un nombre premier impair, a un positif

entier, tandis que b et c désignent des entiers non négatifs, nous
aurons de même

A'===//

(16) ^(&+^)»=«la"^B^,('-^-B^,(-a^&)1 (mod/>),
S S.Q

où il faut supposer, comme dans (i5), ï^n^p "—3.
Quant à la formule classique (7), désignons parp un nombre premier

plus grand que 3, parw un entier plus grand que ^, tandis que s est
un positif entier quelconque, je dis que nous aurons toujours

fï /y m
(x7) -^^o (mod^2).

Il est évident que le cas le plus désavantageux est celui où p est
du rang s et où m est en même temps divisible par p. Soit p^ la
puissance la plus élevée qui divise m, nous avons par conséquent
à démontrer que

m "— 3 ï a.

Or, nous aurons évidemment

^^[ï+Cp-i)]01,
ce qui donnera

mïi •4-.a(/?—-i), w — S S ^ o c — 2?2a>a. . •

Cela posé, la formule
^

r^~("l ^n ^. (_•»V-1 / n \s,,(7? -i) == -£— - •£^ +y -Lî — ( n }îi,p^^,
" / n-h i 2 ^ n—2s~v-t\^s} ï y

^=1 . 1 . , ,

tirée directement de (7), donnera, en vertu de (17), ces deux
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congruences, où il faut supposer n ^ i :
(18 ) S^Oo—x)^--!)"-"^^ (mod^2),

(19) S^i^-O^—i^^+^B^ (modp2).
\ J /

Supposons maintenant que le nombre premier p ne soit pas du
rang n, nous aurons par conséquent pour n ̂  i
(20) S^(J )—Ï)SE=O (modj9),

(21 ) 6în.+i(p—ï)=^o (mod^2),

soit, au contraire, p du rang /i, nous aurons toujours
(22) S^(^-- i)s=—i (ïnod/^)

et pour in + i >JD
(28) S a ^ i ( ^ — i ) ^ o (mod/?),

tandis que rhypothèse p = ̂ n -h i donnera, à cause du facteur n + -
qui figure au second membre de (19)?
(24) S^p—1)^0 (mod^2).

II. •— Formules relatives aux nombres de Bernoulli.

Soit p = 2m 4- i un nombre premier qui n^est pas du rang /z,
Kummer ( () a démontré la congruence remarquable

<1) ï^-^-e')2^-0 (^^
S-ssO • ' • ! .. ;

où il faut supposer
(2) nS^(r+i).

Désignons maintenant pour abréger par a,, l'expression qui figure

(i) tournai de Crelle, t. 41, x85i, p. 368-37%,
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au premier membre de (i), l'identité évidente

/r\ n-^rm (r - i\ mr ^/ \ -
\ s ) n -t- sm \ s ) n 4- sm \s )

donnera immédiatement

(n + rm)^- mr^ =V (— i)^^^) B^n;
.̂ 0 v'v

c'est-à-dire que nous aurons aussi
s == /•

<3) ^(-I)•w"•(/^B„^.„„=o (mod/?7-1), , .
•s'==0

Cette dernière congruence, nouvelle peut-être, est analogue aux
deux autres connues pour les nombres d'Euler et pour les coefficients
des tangentes, savoir :

W ^(-I)^w(^E^„^o (mod^), ^^.i : i;

.y==o , , ^ ! , ' , : , . ^ ' , ' , . - - ,, , "

(5) ^("^^"(^T^^^o (mod^), ^Ï;^t^, i
—— V/ 2
A'==0

où le nombre premier impair p peut être du rang n aussi.
La première de ces deux congruences est due à Kumrner (1),

la seconde àStern (2)-
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les troié5 dernières

congruences. En effet, posons pour abréger

A,,.='f (-,)".(;) (-+"»)̂ ..,
S^=0 \ / \ .X / , „

l'identité évidente

n+rm—q(r\ / n + sm\ _ rm fr-i\/n-^sm\ ( r \ /n ̂  sm\
, , ' î4-1 W\ q ) q ^ \ s ) \ q J ̂  ̂ A y + ïj

(1) Loc. cit., p. 37'2*
(2) Journal de Creîle, t. 88, 1889, p. 91.
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donnera immédiatement
, n -+- rm — q . rm . _

: - . —————^^—————A/;,y—— ^-^A,^,y- A,.,y-M."

Cela posé, les trois formules (3), (4) et (5) donnent ces trois autres
congruences, où il faut supposer/? > q :

(6) ^(-z)——^) (^^B.̂ .o . (mod^'-.-«), n= ̂ ,,
'""" \ " / \ Y / -"
;y==0

s^=r , • . „ . ,

(7) ^(-•^""(^("V^)^-"^0 (œod/3^). "=^
^=0

(8) ^(- ,).——(/;) (" ̂ ^yi^^o (mody.'-.), . 1 w
'^^ \s / \ 7 / 2

.v=:0

qui semblent être nouvelles.
It est évident du reste que l'on puisse, dans les trois dernières

congruences, remplacer les coefficients Jbinomiaux

( n + s m \

-7 /

par le polynôme quelconque du degré q
Oo(/î -+- .çm^-t- a^n +^w)^•~"l-l-.. .4- <2y-i (^ 4~ sm) -4" ^y,

dont les coefficients
Oo, ai, 02, ..., a^

sont des nombres entiers, ou, "plus généralement, des nombres
rationnels, dont les dénominateurs ne sont pas divisibles par/?.

Dans les congruences (ï), (3) et (6), nous avons supposé que le
nombre premier impair ne soit pas du .rang n, condition qui ne
semble pas être nécessaire. Nous nous bornerons à démontrer ici
seulement des formules particulières qui sont indispensables dans nos
recherches suivantes.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les sommes de puis-
sances S,^(a) définies dans la formule (3) du paragraphe I,

Désignons par m et r^des positifs entiers, par a un entier non négatif,
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nous aurons
<7=/- ff=zn

2 (- ̂  ̂ )s^^(a) =^ ̂ (i - y^T;
<7=o <7==2

soit maintenant / ? = = 2 m + i un nombre premier, et soit a^p — i ,
nous aurons, en vertu du théorème de Fermât,

<7==/-

(9) ^(-~I^(r)s2a-^-2^(^)-o (mod/^).
<7==o

Soit particulièrement a==p — i ^ la formule (18) du paragraphe 1
donnera pour a rîi etr^2

<7==r

(10) ^(-i^^f^Ba^.^o (modjo),
(7=0

même dans le cas où le nombre premier p est du rang a.
Supposons maintenant a == o, nous avonSy dans (9)., à poser

. , S o ( / ? — ! ) = = / ? — I ,
ce qui donnera

//==/•
(i0 i-,^ s^ (^)W^B^ (mod^).

<7==i

11 est évident que les termes qui contiennent le diviseur p disparaî-
tront dans la formule (11), et c'est la même chose pour la formule (10)
dans le cas oùp est du rang a.

Dans les recherches qui nous occupent ici, nous avons à appliquer
les cas particuliers de (10) e f c ( i x ) qui correspondent à r== 2, savoir :
(1 2) Ba^^=(—i)^2Ba4-w—Ba (mod/?),
(13) B ^ s ^ x ^ a B ^ + i — ^ (mad/?),

et le cas particulier r == i de la congruence de Kummer^ savoir ;

(14 ) (-^B^s^^B^i^ (modp).

Posons dans (i4) 2m ' + 1 au lieu de m, savoir p == l\m 4- 3, puis
remplaçons n par m +1, nous aurons
<( Ï5) B3^2sB^i (modp).
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En me réservant de revenir, dans une autre occasion, aux congruences
que nous venons d'étudier, je remarque expressément que les objec-
tions que l'on a faites contre la démonstration de Kummer pour sa
congruence (i) ne sont pas correctes, parce que la fonction

(ea-c— eP-c)",

où n désigne un positif entier, a dans a? = o un zéro du n16"" ordre;
c'est-à-dire que les séries qui fîgurentdansladémonstration de l'illustre
géomètre allemand sont toutes finies.

III, — Table des formules auxiliaires.

Pour ne pas interrompre le développement suivant, il nous semble
utile d'énumérer ici une suite de formules particulières qui sont indis-
pensables pour nos recherches sur les résidus quadratiques.

Soit n^ï, nous aurons ( ( )

, , n / , n ( l\- (-.^-'(^"-i)!^(i) B^(o)-B^-^)==——^rt)!^»--1——'

(.) B.^O-B.^-^)^^;^;,^^",

^ B (o)-B ( - -1} -(-')"-l(32"-')(a^'t-i+•)B^(d) lWo)--»s^ ^-- (sn)\2.y-'1-1

/ / , R (^ R ( ^ - (- ' )»-* (e8»-' + s5»-' + 2'»-' -, )B.(4) B,/,(o)-B,^-^-———————(2n)l2.62»--1

/^ il ( ^ TI /" 3 \ „ (-1)»(6»»-1- 2.3^'t-l+ a^-^B^(5) y 2 , ^ — ^ J — A ( ï » ^ — 3 j — — — — — — — ( a r t î l a . ô - " - 1 '

t^ Ti ( ^ Tî ^ i\ __(-I)re(2^-I)(2'^-.)B„(6) B,»^—^—Bî^-^J-————(2^)1 2.42'1-1

,_. „ / i\ « / i\(-.y'(^"-'^i)(3^-i)B.
(7) B,^-^-B2^-^-————(s^Ia.ô1»-1

,., ,, / i\ „ / i\ _.. (—I)'t(Iaî»-l-6i»-l-42n-14-3"t-l)B„
(8) B^^-^-B,,^-^-————————(2^)1 2.ra2»-1

/ \ -R /" ^ \î ( 'V^-1)^3'""1--1)^2"-1)1^(9) B,^-^-B,^-^-————(^)l2.62»-1————'
/ ^ / ,N (__,)«(3»»-»_I)(6'»-•+3î»- l—2^tt- l)B„

(10) B,^-^-B,^-^=—————————————(2/Z)l2.l2"-'————————————'

(1 ) Quant aux démonsirations, voir par exemple mon Mémoire : Reclierches sur les
Ann. Éc. Norm., (3), XXXI. — Avait, 1914. ïï
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Soit encore n^i, nous aurons de même

(n) B2^+i^—^=B^+i(o)=o,

( 1 2 ) Bs^i^—^^--~B2^i^--^= (an)!^2'

où E^ désigne le ^ième nombre d'Euler.
Soit .x- un nombre complexe quelconque, nous aurons généra-

lement
( 1 3 ) B^-^—I):^-!)^^).

Il n'est pas possible de déterminer sous forme simple les valeurs
numériques

(i4 ) B,,̂  f— - ). B^+i (- -).\ ;>/ \ °/

où n désigne un positif entier quelconque.

DEUXIEME PARTIE.
LES QUOTIENTS DE FERMAT.

IV. — Les quotients de Fermât, d'Euler et de Sylvester.

Soit p = ̂ m 4-1 un nombre premier impair quelconque, et soit a
un positif entier non divisible par p , le théorème de Fermât s'écrira
sous la forme suivante :
(i) €^'^=1 -+-pqÇa)^

où q (a), le quotient de Fermât^ ^t pour a^>i un positif entier,

nombres de JSernoulU (Mémoires de l'Académie royale de Danemark^ 7e série, t. X,
1 9 1 3 , p. 3ô2).
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tandis que nous aurons
( 2 ) /7 ( l )=0 .

Il est bien connu que les quotients de Fermât possèdent des pro-
priétés analogues à celles des indices ou même des logarithmes ( f ) .

En effet, remplaçons dans (i) a par le positif entier b non divisible
parjo, puis multiplions les deux équations ainsi obtenues, nous aurons
immédiatement
(3) q{ab)^q{a)^q(b) (mod7/).

Soient ensuite dans la congruence

ax s b .(mocl/?),

a et & premiers k p ; nous écrivons aussi

x ES — (mod/?),

ce qui donnera, en vertu de (3),

(4) q ( ^ ) ^q(b)-q(a) (modp).

Disons pour abréger que la fraction

est première à p , pourvu que ni a ni b ne soient divisibles par p ;
nous aurons le théorème suivant :

I. Soient a ^ y a^y ..., dy. des nombres rationnels premiers à p^ tels que

(5) c i ^ a ^ a ^ . . . a,.2s±: i (mocij>),

puis posons

(6) ^<^3... a,.=±(i—^A),

( 1 ) yoir par exemple le beau Livre de M. BÀCIUÏANN, Niadere Zahlcntlieorie^ t. I,
Leipzig, 1902, p. x6o.
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ncw aurons toujours

(7) A==^^(a,) (mod )
s==i

En effet, la formule (6) donnera
(ai02<23.. .a^-^ï—^p —I)/.>A-+/>2K,

ce qui nous conduira immédiatement à la congruence (7).
Choisissons par exemple de l'ensemble

i, 2, 3, ..., / > — i ,
2r nombres différents

(8)
ai ^2 ^3 . . . ,̂

^1 ^ ^ . . . ^,.,

de sorte que nous aurons pour i^î=r

(9) <^-j-^=/?,
l'identité évidente

( îo) « i a 2 a 3 . . . a , < = - = ( ^ — Ô i ) ( ^ — ^)- • - ( / ? — ^/•)

donnera
(n) ^-^^(-,). (,o^).

Posons ensuite
(I2) St-ï-^1^1-^).
nous aurons en vertu de (10)

03) A^+^+...-^ (mod,>).

tandis que le théorème 1 donnera de même ,
s == r ,y == r

( I 4> As^y(a,)-^y(^) (mod/î).
^=1 .ïssi

Ces remarques faites, nous avons à mentionner quelques relations
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intéressantes entre les quotients de Fermât et d'autres nombres
essentiels.

Soit en premier lieu, comme ordinairement,

f-)^
W

le symbole de Legendre, nous aurons une égalité de la forme

( 1 5 ) 0^== f^)[x+/?^(a)], p=2m^-î,

où ^i^)» le quotient d'Euler, est un nombre entier, ce qui donnera
^-1^1^ 2/?yl(ûS)+/?2^Ka)l

de sorte que nous aurons, en vertu de (i), la congruence bien
connue (1)
(16) • q(a) =2<7i (a ) (mod^).

Soit en second lieu a un positif entier quelconque, Sylvester (2)
a démontré que le produit

/y2//l / /yS/« __ v \ V)

(.7) ^^'^(a)

est toujours un positif entier; nous désignons q^ (a) comme le quotient
de Sylvester. Il est bien connu que Lipschitz (3) a retrouvé le résultat
susdit de Sylvester. J'ai démontré du reste que ^(a) est toujours
divisible par a^""^, c^est-à-dire que le produit

flfn+i(av't—î)B,n
im

est un positif entier, pourvu que a le soit (4).
Désignons maintenant par

AI Ag À g . < . Âv

( 1 ) Voir le beau Mémoire de M. LERCH, MathemcLtinche Ânnalen^ t. LX, 1905, p. 479.
(2) P/iilosop/licnl Magazine^ février i86x.
(3) Journal de Crelle^ t- 96, î884, p. 3 ; jBull. des Se. math^ 2° série, t. X, 1886,

p. 1 4 1 .
(4) Mémoires de l'académie royale de Danemark, 7e série, t. X, igïS, p. 35o.


