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REMARQUES

SUR LES

DE LA ET DE riNTÉGRATION,

PAR M, HENHÎ LEBESGUE.

WS»

Ï. — Introduction,

I . Cette étude a été écrite à l'occasion de remarques formulées par
M. Borel sur les définitions qu'il appelle des définitions constmctms.

Dans sa Thèse {Annales de F École Normale supérieure, 1895),
M* Borel eut l'occasion de démontrer qu'on ne peut couvrir tous les
points, d'un intervalle (a, 6) à l'aide d'intervalles dont la somme des
longueurs est inférieure à b — a. Il aperçut nettement que la propo-
sition ainsi établie pouvait servir de base pour une définition de la
mesure des ensembles avec laquelle on pourrait considérer les divi-
sions de la grandeur à mesurer en une infinité dénombrable de mor".
ceaux et non plus seulement en un nombre fini de morceaux.

Dans ses Leçons sur la Théorie des fonctions ( 1898) il esquissa cette
théorie de la mesure.

Mes travaux, sur cette question et sur l'intégration, commencent
en 1901; l'état de la question avant mes recherches est nettement
indiqué par une Notice sur ses travaux scientifiques publiée par
M. Borel à l'occasion de l'élection à l'Académie des Sciences du
18 mars 1901» Ma première Note est du 29 avril 1901. Dès cette pre"
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mièreNote.je donnais les définitions de l'intégrale et de la mesure,
j'indiquais que ces définitions s'appliquaient à toutes les fonctions de
la classification de M. Baire.

Enfin, je montrais que, pour les fonctions bornées, l'intégrale
permet la recherche des fonction-s primitives. Bref, j'énonçais les
résultats que je devais légitimer et développer dans ma Thèse ÇAnnaK
di Matemalica, 190 2 ).

En 1912, M. Borel a publié, dans le Journal de Mathématiques, un
Mémoire sur le Calcul des intégrales définies : il y expose à nouveau les
définitions de la mesure et de l'intégrale. M. Borel considère que tous
ses travaux appartiennent à une même méthode, que j'app^iïciîrla
méthode constructive, méthode qu'il oppose à celle que j'ai suivie. La
méthode constructive serait plus naturelle/plus simple, plus directe
et plus rapide que la mienne; elle serait plus générale et cependant
ferait connaître plus exactement la portée des résultats, entachés
d'une trop grande généralité (apparente) dans mes travaux.

De tels avantages ne seraient pas étonnants, car il est presque
exceptionnel que la méthode la meilleure, celle qui s'attaque aux
difficultés principales et ne s'embarrasse pas de considérations para-
sites, apparaisse du premier coup, et je ne prétends pas avoir utilisé
le meilleur procédé quand j'ai, le premier, démontré la compatibilité
des conditions imposées à la mesure et posé la définition de l'inté-
grale. Je dois dire cependant que les conclusions de Pétude qu'on va
lire sont en désaccord complet avec les affirmation s de M. Borel.

Je m'excuse de la longueur de ce travail ; mais, comme je n'ai pas pu
trouver, dans les Mémoires de M. Borel, l'exposé des raisons qui
motivent son opinion, ni même l'explication de ce qu'est une
définition constructive, j'ai dû examiner toutes les hypothèses aux-
quelles j'ai pensé.

Comme les différences de forme entre les définitions données par
M. Borel et par moi-même sont plus nettes dans lecàsde l'intégration,
je commencerai par F examen des définitions de l'intégrale.

2. Dans sa seconde Notice, publiée en 1912, M* Borel écrit ;
« J'ai repris récemment la théoriô de l'intégrale définie, en me plaçant
au point de vue des définitions constructives que j'avais utilisées dans
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ma théorie de la mesure; la théorie ainsi constituée^ est plus générale
que celle de M. Lebesgue pour les fonctions non bornées d'une seule
variable, équivalente à celle de M. Lebesgue, mais plus simple, pour
les fonctions bornées; .... »

^ En suivantl 'ordremême de cette phrase^j'examine d'abord (Chap. Il) .„
le cas des fonctions non bornées. M. Borel affirme que sa théorie est plus
générale que la mienne, mais il n'en donne aucune preuve. Il remarqué
seulement que son procédé s'applique à des fonctions qui, prises en
valeur absolue, ne resteraient pas intégrables, donc à des fonctions
qui ne sont pas sommables puisque j'ai réservé le qualificatif som-
mable pour la classe bien homogène des fonctions absolument inté-
grables, lesquelles ^'intègrent par un procédé uniforme.

Mais, en introduisant ce qualificatif sommable^ je n'oubliais pas
qu'Euler et ses devanciers avaient intégré des fonctions non absolu-
ment intégrables. Les procédés qui ont permis d'obtenir ces intégra-
tions peuvent encore être utilisés et même, comme on les appl ique
à partir de l'intégrale des fonctions sommables et non plus seulement.
à partir de l 'intégrale des fonct ions continues, le champ de leur utili-
lisation se trouve considérablement étendu. Cette façon de procéder
est si naturelle que j'aurais pu oublier de la signaler, mais, en fait, je
l'ai expressément exposée et je l'ai utilisée^ pour des applications aux
séries trigonométriques, par exemple. On peut se reporter notamment
aux deux livres que j'ai eu l'honneur de publierdans la Collection de
M. BoreL , 1 " 1 : ' 1 . ;, ^1-11^, :\ 1 1 : ' 1 . 1 ^ \ : 1 1 1 : i : i ' i : • : • Y ' i : i • i . - i • • i i i \ ''.- 1 1 1 1 : 1 : 1 1 1 1 1 1 ' ; 1

L'affirmation de M. Borel peut donc avoir deux significations :
1° la définition posée par M. Borel est plus générale que celle relative
aux fonctions sommables; mais ceci est inexact, car, s'il existe des
fonctions auxquelles la première définition s'applique sans que
la seconde soit utilisable, le cas inverse se rencontre également;
2° la définition de M. Borel s'applique à des fonctions qui ne
sont intégrables par aucun des procédés que j'ai donnes; mais ceci
aussi est inexact et toutes les fonctions intégrables par les procédés
de M. Borel sont mtégrables aussi par les miens, tandis que ^inverse
n'a pas lieu. La méthode constructive de M. Bord n^est donc pas plus
générale que la mienne.'

M. Borel s'est borné à poser sa définition et à affirmer qu'elle est
1 : / 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 ^îin^Èc.. ^^^.(â^/XXXV.—'JmLLET/rgiS,;'1 1 : 1 ' 1 . 1 1 1 1 . ' • 1 1 1 1 1 ' ! •^ 1 1 : 1 1 1 1
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meilleure que les cintres. Les. conclusions ci-dessus sont au contraire
basées sur la détermination précise de la classe des fonctions aux-
quelles la définition de M. Borel est applicable théoriquement. Pour
pouvoir l 'appliquer pratiquement, une étude de la nature de celle que
j'ai faite était d'ailleurs indispensable, car i l Importe de savoir recon"
naitre s'il existe un certain ensemble dénombrable de points^ jouis-
sant d 'une propriété spéciale, et, lorsqu'il existe, de le déterminer;
tout le procédé opératoire de M. Borel reposant sur l'existence et la
détermination de cet ensemble.

Jusqu'ici la définition de M. Borel n'a d'ailleurs été utilisée par
personne et, à cause de son caractère tout à fait artificiel, je crois
qu'elle ne le sera jamais. Au reste, le procédé opératoire auquel elle
condui t est moins régulier et moins simple que le procédé de la tota-
lisation de M. Denjoy, lequel se réduit, pour cette classe de fonctions,
aux opérations que j'avais indiquées.

Ce qu'il faut surtout retenir de cette étude pour la comparaison de
la méthode constructive de M. Borel avec la mienne, ce sont les diffé-
rences profondes, capitales, entre les définitions données par M. Borel
pour les fonctions bornées et pour les fonctions non bornées. OR ne
sait appliquer pratiquement la première qu'à des fonctions données
par des séries multiples de polynômes et la connaissance des points
singuliers de la fonction ne sert à rien; on ne sait pas appliquer la
seconde à des fonctions données par des séries et, dans les seuls cas où
l'on sait l'appliquer, on utilise la connaissance des points singulière.
La première n'emploie pas les valeurs de la fonction, et même, avec
elle, on peut ignorer les rapports entre l'intégrale d'une fonction
continue et les sommes

- 1 1 1 ! ^ ! ! : 1 1 1 : 1 1 1 1 ' 1 . ' , ïW1^ ' 1 1 . 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 1 : 1 ' ' 1 1 1 1 ' 1 1 . ' ''-

ta seconde est basée sur l'emploi de sommes riemanniennes généra-
lisées- représentées par le symbole ci-dessus. Enfin, la définition
relative aux fonctions non bornées ne contient pas comme cas parti-
culier la1; définition relative aux fonctions bornées1^1 ' : ' 1 1 ''.1 ^: ^ 1 - 1 1 ' : 1 1 / 1

Les différents travaux d'un auteur sont tous liés. dans son esprit;
mais le lecteur ne peut s'accilper que des .seuls liens logiques:. .Entre
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les deux définitions posées par M. Borel, les différences logiques sont
(in moins aussi grandes que celles qui les séparent des miennes ;
laissant donc de côté la définition relative aux fonctions non bornées,
je me l imi te à la considération des définit ions de l 'intégrale des fonc-
tions bornées et de la mesure que j 'é tudie au Chapitre III.

3. Pour l'intégrale, la définit ion de M. Borel me paraît être Vexacte
mise en œuvre du procédé de calcul que j 'ai donné. Seulement, tandis
que je démontre que ce procédé de calcul donne bien le nombre
« intégrale » que j'ai précédemment déf in i , pour M. Borel, le nombre
donné par le procédé de calcul e s t , pa r définit ion, l'intégrale. 11
obtient ainsi une rédaction à cer ta ins égards plus synthétique, comme
il est presque de règle dans toute exposition faite après coup de
résultats antérieurement acquis.

Quelle est la s impli f icat ion apportée par la nouvelle d é f i n i t i o n ,
quelles sont les considérations parasites qu'elle é l imine?

La seule chose que Fon v'ole disparaître, c'est la relation entre in té-
grale et fonction intégrée, qui servait de défini t ion de l'intégrale dans
mes travaux. Or, il me semble que ce n'est pas là u n e considération
parasite, mais la considération pr incipale .

Posons, par définition,
. ' . ! / ^ ! . ! • ! 1 , 1 1 1 : 1 1- A ' . '!- 1' , . , . ! . ! 1 1 1 1 ! • 1 ' 1 , - '

. • r k^dx^———ib^^—a111^}, . - , "%

. 1 . . ' j ( l IV : 1 ,. lm+ï 1 . 1 / , .-,.- . 1 : 1 1 1 ' ; ,^ ^. 1 ' 1 ' : 1 . .

puis, si • ' • ! ! ! ^ , ' , . : 1 -
1=: sus / m'^.l i i i '\ • "

/(^)=^(^AL.r'"),
/'^o \w==o /

la série en i étant convergente uniformément,
, ! ! 1 ! 1 , 1 ! ' 1 ' ^b . 1 ' 1 ; l i i i 1 ' 1 ^ /==oc r'w=:/ 1 ; • 1 , 1 1 1 , ' -j , / , , ' , , ,

/ / (^v^^y^^ l^^. , 1 J^/^ / ^ ,1 •l,l^lll/ll^/n+t v, , , , 1 ' / 1 1 1 . , / j 1 1 1 - , 1 1 1 - , , ,
' 1 1 1 • ! ! 1 1 1 1 1 1 • 1 1 ! ^•^.o" L-w^o' 1 1 • ; 1 - ' '1 ' , 1 ' jl 1 : !

Nous aurons ainsi une définition con^rucuye de l'intégrale des fonc-
tions continues, définition qui permetira de suivre pas à pas un
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certain procédé, de construction, de ces fonctions continues. Cette
définition sera peut-être plus courte que la définition'classique, mais
elle ne pourra en réalité servir à r ien; elle ne pourra être utilisée
dans aucune application si on ne la complète pas en prouvant qu'il y
a un lien entre

et les sommes
ff{x}dx

*''<(

yLA^H^+i—^

Ce lien seul fera comprendre l'intérêt de l'intégrale et justifiera qu'on
s'en soit occupé.

La définition constmctive de M. Borel est exactement analogue a
celle que je viens de donner; elle a l'air de se suffire à elle-même seu-
lement quand on ne l'applique à r ien; ici, comme dans le cas des
fonctions non bornées, il semble que M. Borel définisse pour le plaisir
de définir, et parce qu'il peut définir sans contradiction, mais que ces
défînitîons n'ont aucun bu t . S'il a en vue une application quelconque,
il faudra bien qu'il établisse un lien entre

1 1 1 1 1 1 i , i : ^ , 1 ; ' ' 1 1 , 1 1 • 1 , 1 1 , • : 1

et / fLx)dx
^

f{x) et / f{x)dx
</a

et alors, entre sa définition complétée et la mienne, on ne trouvera
pas d'autre différence qu'une interversion de Tordre de deux para-

i ! .graphes. 1 ; 1 1 ' , 1 1 ; 1 1 ' : 1 1 1 1 ;1 • 1 1 1 1 , 1 : / 1 1 • , 1 1 ' : 1 ; , , 1 ' 1 , 1 1 1 ' ,1 ; . 1 1 ; 1 ' ' 1 '1 1 ' , , : 1 1 1 : 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 ''1;

Si l'on juge de la simplicité d'une définition d'après le caractère
plas ou moins élémentaire des notions intervenant dans cette défini-
tion/ en suivant la même voie que M. Borel, on arrivera à l'énoncé

^suivant qui, à certains égards, présentera la simplicité maximum :

• S i . , quelquesoit ^ on peuî^ trouver 5) deu^ /amïlles A' et. B
respectiçemen^^
des longueurs clés premiers soit supérieure à b — a — E, tandis qu e celle
des'seconds'est ^^ p^ £/^te^^^
de A, en tout point <fe a ̂ ai ^<ippa^^d pas à B, la fonction consi-
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(Urée f(x} diffère (Tune constante Ky attachée à a, de moins de c,
, - " . "' ' . ' . ' • ' • /^cdors S.( Ka X (longueur de a)] est une valeur approchée de j fÇx^dx.J^

Une telle définition est très élémentaire» puisqu'elle ne fait inter-
venir que des intervalles et des constantes; mais, pour qu'elle1 soit
comprise et qu'elle puisse être utilisée, il faut qu'on en déduise tous
les cas particuliers qui, dans l'exposition que j'ai adoptée, permettent
de passer pas à pas, et non pas d'un seul bond comme ici, du cas de
l'intégrale d'une constante au cas général. Ce mode de définition
aurait de plus l'inconvénient de ne plus rien faire intervenir de la
théorie des ensembles; or, c'est à l'emploi de cette théorie, et en
particulier à l 'utilisation de la notion de mesure, que se rattachent
presque fous les progrès faits récemment dans l 'étude desfonctions de
variable réelle. ^ • , , • ^ . ! , , , , , '

C'est pour mettre ce fait en évidence qu'au Chapitre IV je passe
rapidement en revue les idées qui m'ont paru avoir été particulière-
ment fécondes. , , ! • ' . , • ,„ ,

4. M. Borel voit une grande différence entre ses définit ions elles
miennes, parce que je considère les fonctions et les ensembles en soi
(c'est-à-dire sans m'occuper de la façon dont ces fonctions et ensembles
me sont donnés), tandis qu'il prétend raisonner uniquement sur des
êtres donnés d'une certaine mamère/Dès que j'applique les déf ini-
tions, je ne rencontre, il est vrai, dans la pratique que les fonct ions et
ensembles étudiés par M. Borel; mais comme je n'ai pas commencé
par dire que je me limitais à ces fonctions et ensembles, M. Borel
fait à plusieurs reprises aux exposés que j'ai donnés, le reproche
d'avoir une plus grande généralité (apparente). Ce reproche n'est pas
fondé. Il n'est pas juste envers mon procédé, car, en prévision du cas
où l'on rencontrerait des fonctions et ensembles non considérés par
lui, M» Borel a bien soin de dire à diverses reprises que ses procédés
permettent de mesurer tous les ensembles et d^iritégrer toutes les^^fo
tions que je considère ;dQnc, nos deux procédés ont la me

II n'est pas juste envers moi, car c'est moi, et non M. Borel, qui ai
montré que. dans la pratique, on peut SB borner aux ensûm^^
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fonctions que M. Borel considère et que j'ai fait toute réserve1 sur
rintérèt des autres.
: En réal i té , les procédés de M. Borel et, les miens différent extrême-
ment peu et ils réussissent dans les mêmes cas ; ils ont la même géné-
ralité, aussi bien apparente que réelle.

5. Dans mon Mémoire' du Journal de Mathémaliques de 1905, je n'ai
réussi que très péniblement à nommer un ensemble non mesurable B
et une fonction non représentable analytiquement; il me paraissait
invraisemblable que de tels ensembles ou fonctions pussent se ren-
contrer en Analyse. M. Borel, renchérissant sur mes résultats, a écrit
que les seuls ensembles que les analystes pourraient jamais défîn ir font
partie de la famille des ensembles mesurables B. C'est la même idée
qui l'a cond.uit à donner le nom à'ensembles bien définis et de fonctions
bien définies aux ensembles mesurables B et aux fonctions représen-
tables analytiquement. C'est à ces ensembles et fonctions qu'il aurait
désiré se l imiter; en réalité, il a considéré les mêmes ensembles et
fonctions que moi , et il n'existe actuellement pas de méthode appli-
cable seulement aux ensembles et fonctions mesurables B.

L'intérêt que pouvait présenter là recherche d 'une telle méthode a
d'ailleurs brusquement diminué; dans les Comptes rendus du 8 jan-
vier 1917, deux savants russes, MM. Lusin et Sousiin, ont annoncé
qu'ils pouvaient nommer très facilement des fonctions non représen-
tables analyt iquement ou, ce qui est équivalent, des ensembles non
mesurables B. En particulier, ils indiquaient que la projection sur
un axe d'un ensemble bien défini, suivant la terminologie de
M. Borel, peut fort bien être un ensemble mal défini.

Ce dernier fait est en contradiction avec un raisonnement de trois
lignes, grossièrement erroné, grâce auquel j'avais cru pouvoir écarter
cette possibilité.

Cette opération géométrique : faire là projection d'un ensemble, et
les opérations analytiques correspondan tes? dont je dirai quelques
mots, constituent la fissure par laquelle les ensembles non inesu-
râblés B et les fon étions non représen tables anâlytiquemen t s'in tro"
duisenfc en Mathématiques. Dès maintenant, on aperçoit qu'une
méthode constriictive rappliquant aux s eules fonction s représentables
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anatytiqueme.nt a beaucoup perdu de son intérêt et qu'on doit recher-
cher une méthode de raisonnement pour la classe plus générale de
fonctions introduites par MM. Lusin et Sousiin.

L'erreur que j'avais commise nécessite plusieurs corrections et
observations que je donne au Chapitre IV.'

6. Le dernier Chapitre est consacré à des questions de priorité.
D'habitude, ces questions se règlent en quelques lignes, une citation,
une date et c'est fini. Mais j'ai à répondre à une réclamation globale et
qui n'est basée sur aucun texte.

M. Borel, avant mes travaux, n'avait pas écrit une seule phrase, une
allusion, un simple mot sur la définit ion de l'intégrale, et cependant il
réclame une pari: dans la paternité de cette définition. Il le fait en
opposant cette définition à ses conséquences qu'il déclare m'être
entièrement personnelles (fonctions dérivées;, séries de Fourier, inté-
grales singulières) (voir p. 246). En retenant le point de départ
et en me laissant seulement les conséquences, M. Borel se trouve
réclamer en somme une part de paternité sur tous mes travaux.

On comprend que devant l 'étendue de cette contestation je nepinsse
me borner à une dénégation; le lecteur serait trop facilement porté à
penser que si M. Borel n'a rien publié, c'est seulement parce que mes
travaux découlaient des siens si naturellement et nécessairement qu'il
a pu se dispenser de le signaler. L'étendue de la réclamation suffit
a ins i à la faire supposer fondée.

Je dois donc mettre en évidence les idées personnelles qui n^ont
conduit à cette définition. L'une d'elles fait apparaître une relation
entre la mesure et l'intégrale. Dans sa Notice, M. Borel semble
s'appuyer sur l'existence de cette relation; mais cette relation, c'est
moi, et moi seul, qui l'ai mise en évidence; elle ne peut m'être
opposée., '' . • 1 ! ! ! . : ! , 1 ; , \

Un autre argument de M. Borel c'est l'analogie de forme entre la
définition de la mesure, qu'il avait donnée en 1898, et celle de l'mté-
grale, qu'il a donnée en 1912; maiscette dernière définition est essen"
tiellement basée sur un fait mathéffîatique que j'ai établi : la possibi-
lité d'intégrer terme à terme toutes les séries à/termes positifs. Cette-
proposition a été regardée comme capitale par plusieurs auteurs :
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« C'est l'un des résultats les plus beaux de la théorie », écrit. M. de la
Vallée Poussin. Quand je l'ai donnée, elle était tout à fait inattendue,
bien qu'il nous semble maintenant que certains résultats partiels
d'Anelà et d'Osgood auraient dû la faire prévoir. Or, la définition de
M. Borel, qui. est basée sur1 l 'intégration terme à terme des séries,
n'aurait pu être posée que par celui qui aurait prévu le théorème.

En résumé, si, en 1898, quelqu'un avait eu les idées qui m'ont
servi, ou connu les résultats que j'ai obtenus, il aurait dû arriver à
ma définition de l'intégrale; mais il n'en a pas été ainsi.

La réclamation de M. Borel est sans aucun fondement.

7. J'ai été moins embarrassé pour ce qui est de la mesure, car là il
y a des textes et il m'est facile^ en particulier, de prouver que je n'ai
pas commencé à travailler la question quand elle était déjà entièrement
traitée, comme on pourrait le croire en lisant la seconde Notice
de M. Borel. En particulier, M. Borel affirme que ses procédés per-
mettent de mesurer tous les ensembles qu^n pourra jamais ren-
contrer; mais cette généralité, c'est moi? je l'ai déjà dit, qui l'ai
montrée; des citations (wîrp.j2/|4) prouvent que M. Borel croyait,
au contraire, ne pouvoir mesurer qu'une classe restreinte d'en-
sembles. Je ne me suis donc pas occupé seulement des ensembles qui
ne peuvent servir à rien.

D'une façon générale, ici/comme pour l'intégrale, ce n'est qu^en
considérant mon apport comme une vérité banale connue de tout
temps, ceci malgré les textes cette fois? et en s'appuyant, cepen-
dant, préolsément surles faits nouveaux que j'ai fait connaître, qu'on
peut diminuer ma contribution. On parle généralement de la théorie
de la mesure de MM. Borel et Lebesgue; je suis fier de cette déno-
mination, car j'ai conscience de lavoir méritée.-

Je désire vivement qu'avant de se faire une opinion on relise les
Mémoires. De l'opinion de ceux qui se reporteront aux Mémoires
originaux, je suis bien certain. ' • ; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 . 1 1 1 1 : 1 1 , 1 1 . ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 / 1 , 1 ; . . 1 ' 1 ^ 1 - 1 1 1 1 1 1 1 : ; , \ 1 1 1 1 - - l l : ; i l 1 1
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II. — Intégration des fonctions non bornées.

8. Pour le cas des fonctions bornées, trois défini t ions seulement
ont été proposées : i° la définition classique de l'intégrale des fonc-
tions continues qui s'applique aux fonctions bornées et continues ;
2° la défini t ion, à peine différente, de Riemann.qui s'applique à toutes
les fonctions bornées qui n 'ont qu'un ensemble de mesure nulle de
points singuliers ( i ); 3° la définition que j^ai donnée, qui s'applique à
toutes les fonct ions bornées et mesurables.

En réalité, cette dernière définit ion s 'applique aussi à des fonctions
non bornées; ce sont celles qui restent intégrables quand on les
prend en valeur absolue, je les ai appelées fondions sommables. Cette
extension de la troisième déf in i t ion est analogue à celle qui fa i t passer
de la première à la deuxième.

Dès les premiers temps du calcul intégral, la première définition a
reçu une extension capitale. Si cette définition cesse de s'appliquer
pourÇa^ b), mcds supplique dans^y^ p) quels que soieal v.et^ dans Ça 3 &),
on appelle intégrale dans (a, 6) la limite de l'intégrale dans (a, p) , si
cette limite exisie^ quand on fait tendre a vers a et ^ vers b.

Partant de là et admettant de plus que l'on a

r'f-f-f4- / avec a < c < é, !

on définit l'intégrale dans tout intervalle ne contenant qu'un nombre
fini de points singuliers.

Cette définition est, par exemple, ne t tement exposée dans le Cours
de Caucby; elle lui est, bien e n t e n d u , très antérieure.

Pour nous, cette extension ne présente plus d' intérêt que dans le

( 1 ) /., p. '29. Par la lettre /, je désignerai mes Leçons .^'ur F Intégration et la rec/ierc/ic
dôf: fonciiolîfî primitives. La lettre T renverra à ma Thèse (Intégrale, Longueur, Aire)
{Ânnall di Maternatica^ 1902); les lettres F. R. A. au Mémoire dit Journal de Mciiîié-
mcitiques^ 1905. ,

Âniî, Éc. ^o /w. , (3) ,XXXV, — JUILLET 1 9 1 8 . - 20
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' cas où les p o i n t s s inguliers a et b sont des infinis, c'est-à-dire dans le
cas où f{x} n 'est pas bornée autour de a et b.

La deuxième déf in i t ion est. susceptible d'une extension analogue;
Riemann l ' u t i l i s e de suite dans son Mémoire Sur les séries trigonomé-
triques^ où i l défini t l ' intégrale. En signalant que la troisième définit ion
s'applique seulement à des fonctions intégrables en valeur absolue et
laisse par suite de côté bien des fonctions très simples intégrées depuis
longtemps, j^ai naturel lement donné l 'extension analogue qui permet
d'englober aussi tous les cas traités antér ieurement (1). Il faut remar-
quer qu'avec la troisième défini t ion, les poin ts gênants ne sont pas les
infinis, qui peuvent être partout denses, mais les infinis autour des-
quels la fonc t ion cesse d'être sommable. J'appellerai ces points les
points de non-sommabilité.

l/extension que nous venons d'examiner repose sur ces deux pro-
priétés admises a priori : i° l'intégrale indéfinie est une fonction
cont inue; 2° l'intégrale étendue à l'intervalle (a, &), somme de deux
autres (a, c), (c, &), est la somme des intégrales étendues aux deux
intervalles composants (a, c)y (c, bY

Puisque ces propriétés ne sont pas contradictoires avec les défini-
tions précédentes^ adjoignons-les à t i t re de complément à ces défi-
nit ions. Ainsi complétée, la première déf ini t ion s'appliquera à toutes
les fonctions n'ayant qu 'un ensemble réductible de points singuliers
(que nous supposerons d'ailleurs être des i n f i n i s ^ ) ; ce sera la défini t ion
de Dirichlet-Cauchy (2). La seconde déf ini t ion s'appliquera à toutes
les fonct ions n'ayant qu'un ensemble réductible d' infinis et un
ensemble de mesure nul le de points singuliers; ce sera la définition
de Dirichlet-Riemann ( ; î). La troisième déf ini t ion s'appliquera à toutes
les fonctions n'ayant qu'un ensemble réductible de points denon-som-
mabili té; cette définition donne ce que j'ai appelé l'intégrale calculée
à l'aide clé Fintégmie indéfinie ( / < ).

( i ) T., p .4o .
OJ^p.Sà 1 4 .
{'^ ^p.66.
( f c ) T., p. 4o; 7., p. 115. Je ne me suis d'ailleurs pas contenté de poser une définition,

je rai appliquée à la recherche des fonctions primitives (7'., p. 4o et 4 i ) et à Tétude des
séries trigonométnqnes {Â/males de l'École Normale supérieure, 1903, p. 453 et sinv.).
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Le premier pas,, dans la voie que nous venons de suivre^ a été tait
par Dmchiet qui, pour la première défmitiopy a envisagé le cas où le
dérivé de l 'ensemble des infinis ne contiendrait qu'un nombre fini de
po in t s ( ' ) .

9. De la considération des intervalles d'exclusion on peut tirer un
tout autre procédé de définition; c'est celui que M. îordan a adopté
dans son Cours d'analyse (2).

L'ensemble E des infinis de la fonction/ e§t fermé. Enfermons E
dans des intervalles en nombre fini dçnt cliacmrest de longueur S au
plus, prenons l'intégrale de/à l'extérieur de ces intervalles et faisons
tendre à vers zéro. Si, dans ces conditions, on a une limite, cette
l imite est l'intégrale de/. Pour que cette intégrale vérifie bien la relation

f{f+g}d.v-==-jfdx^ f g d x ^

essentielle aux applications, il faut que E soit de mesure nu l l e (:i).
En faisant varier les intervalles d'exclusion relatifs à une même

valeur de S, on voit que si (a, b) est un intervalle contigu à E et
si (a, p) est intérieur à (a, 6),/doit avoir une intégrale dans (a, JÏ)
et que cette intégrale doit avoir une limite quand a et (3 tendent respec-
tivement vers a et b. D o n c / d o i t avoir une intégrale dans chaque
intervalle contigu à E.

( 1 ) Ces recherches de Dirichlet ne nous sont parvenues que grâce à l'exposé qu'en a
donné Lipschitz dans son Mémoire sur les séries trigonométriques. En traduisant ce
Mémoire {Àcta maïhematica, t. 36), M. Monlel a signalé l'erreur suivante : Lipschilz
admet seulement que l'ensemble des infinis est non dense et il croit pouvoir en déduire
que le dérivé de cet ensemble ne contient qu'un nombre fini de points. A cause de cette
erreur, il est assez difficile de préciser exactement le cas que Dirichlet a voulu considérer.

( 2 ) Ce procédé avait été utilisé antérieurement par Harnaek {Math, Annalen^ Bd XXI/
XXIV), qui dévelûppe à cette occasion de longues considérations manquant totalement de
précision et, à cause de cela, fort difficiles à suivre. Au même procédé se rapportent -dç^
travaux de de la Vallée Poussin {/.de Math., 4e série, t. 8); Stolz {Wiener Benchte^
Bd CViï); E.-îLMow{Trans, am, math. Soc., t. 2). Les définitions de ces différents
auteurs ne sont pas équivalentes; plusieurs d'entre eux utilisent aussi le procédé de
Diricfalet. Voir aussi Hôlder {Math. Ânn^ Bd XX11V) eilô-ff<?^^//^deM,Sehœntliess*

(â) Cette condition a été signalée par plusieurs auteurs (J,, p. 66).



204 . IlEISHî LERESGUE.

Profi tant encore de la possibilité de faire, varier les intervalles
d'exclusion, on pourra les choisir de façon à obtenir une valeur appro-
chée de l 'intégrale aussi grande que l'on voudra en valeur absolue, si
la série

^r/(^)^t/^.
formée avec des intégrales de/étendues aux intervalles contigus à E,
n'est pas absolument convergente.

Adoptons la convention suivante :

SiF on sait intégrer une fonction f clans tous les intervalles Ça,^ b^)
coniigus à un ensemble fermé E de mesure nulle et si la série

^ f /(^r
J an

est absolument convergente^ la somme de cette série sera par définition
ï^ intégrale de f.

Ce procédé de défini t ion est celui que j'appellerai le procédé géné-
ralisé de M. Jordan. Si on l'applique au cas où E est l'ensemble des
inf in is d 'une fonction intégrable au sens de Rîemann en dehors de E,
on a en effet une définition susceptible de remplacer celle de M. Jordan
et un peu plus générale que la sienne ( { ) .

Pour ut i l iser ent ièrement cette nouvelle généralisation, il faudra
prévoir le cas où l'on saurait seulement calculer les intégrales

^
j f(.z-)d^

-^r t

à l'aide des intégrales définies; la définition s'applique alors au cas
suivant :

Supposons la fonction presque partout sommable et soit c l'en-

(1) C'est cette forme quêtai donnée autrefois à la définition de M. Jordan (7., p. 66).
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semble des points de non-sommabilité, ensemble supposé de mesure
n u l l e ; c est la somme d'un ensemble réductible E| et d'un ensemble
parfait E. S'il arrivait que E n'existe pas, la définition du numéro
précédent devrait être employée; si E existe, cette déf ini t ion donne
seulement les intégrales étendues aux intervalles contigus à E et il
faut utiliser la convention nouvelle.

Ce procédé généralisé de M. Jordan marque à peu près le point
extrême auquel je suis parvenu dans la recherche d'une fonction con-
naissant. sa dérivée :

« On peut dire que nous savons résoudre ce problème lorsque
l'intervalle de variation de x peut être considéré comme somme d'un
ensemble non dense E et de l'ensemble des intervalles (a, p) contigus
à E, l'ensemble E étant réductible et la fonction proposée ayant une
intégrale indéfinie F(^) dans chaque intervalle (a, p).

» Même si E n'est pas réductible le problème peut être résolu, à
condition que la fonction soit intégrable dans E et que la série des
quantités [F(^l) — F(a)] soit absolument convergente. » (T., p. 42.)

La condition indiquée dans le dernier alinéa, que / soit intégrable
sur E, est: plus générale que celle qui astreint E à être de mesure nulle.
Cette condition conduit àé tudier /siïr E comme on l'a étudié aupara-
vant sur l'intervalle total; on pourra obtenir ainsi un nouvel ensemble
exceptionnel E^ et ainsi de su i te , t ransf în iment*

Ce procédé t ransf ini est l'une des opérations qu'il faut utiliser pour
totaliser une fonction par les procédés de M. Denjoy. Je me hâte
d'ajouter que je n'ai compris tout l ' intérêt de ce procédé qu'après avoir
lu M. Denjoy et que la définition de la totalisation lui est entièrement
personnelle.

Les définitions précédentes conduisent a étudier la f o n c t i o n / à
intégrer sur certains ensembles E; mais si /'est infinie aux points
de E ou en certains points de E on est arrêté. On convient en général
de ne pas s'occuper dès-points où/est inf inie; on raisonne en somme
sur une fonction (p, qu'on substitue à /, et qui est égale à /aux points
où /'est finie, qui est nulle là où/est infinie.

Cette façon de procéder oblige à quelques précautions, car l'inté-
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grale qu'on obtient a parfois des propriétés assez inattendues* Ainsi,
par exemple, l ' intégrale indéfinie d'un nombre dérivé non partout fini
n'est pas en général la fonction primitive de ce nombre. Pour cette
raison, j'ai, dans quelques travaux, pris la précaution de ne parler que
de l'intégrale d'une fonction prise dans fenseroble des points où la
fonction est finie.

10. Voici maintenant la définition donnée par M, Borel :

« Soit/(<r) une fonction non bornée, non infcégrable au sens de
Riemaon; supposons qu'on puisse déterminer dans le champ d'inté-
gration une infini té énumérable dépeints A^A^A^, ...,A^, ... ayantia
propriété suivante : si l'on entoure le point A,, d'un intervalle d'exclu-
sion B,,C,,. tel que la série SB,, (^ soit convergente et de somme £, les
sommes de Riemann généralisées tendent vers une limite, quels que
soient les intervalles, supposés fixes, et cette limite tend elle-même
vers une limite, lorsque £ tend vers zéro; cette dernière limite est, par
définition, fintégrale, au sens de Riemann, généralisée. Les sommes
de Riemann généralisées sont les sommes

^V(^)
dans lesquelles on suppose :

i° Que les points de division ̂  n'appartiennent pas aux intervalles
d'exclusion;

2° Que hi est égal à ̂  — x^^ diminué, s'il y a lieu, de la longueur
des intervalles d'exclusion ;

3° Que ^ est situé entre oc^^ et^ mais n'appartient pas non plus
aux intervalles d'exclusion.

On étudie la limite de ces sommes de Riemann dans l'hypothèse que
lesÀ^ tendent vers zéro et l'on fait tendre ensuite vers zéro les inter-
valles d'exclusion. »

Examinons d'abord ce que donnerait cette définitioB appliquée à
des fonctions f{x} bornées. Dans l'ensemble £, obtenu en retirant
de (a, b) les points des intervalles B^C^ choisis,/^) doit être inté-
grable grâc^ m prô-cédé opératoire de MemâûButilisé soiis la forme
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généralisée qu ' ind ique M. Borel. Un raisonnement immédiat montre
que les points de ^ en lesquels/(.r) présente une discontinuité ( 1 )
supérieure à Y] forment un 'ensemble qu'on peut enfermer dans un
nombre fini d ' intervalles dont la somme des longueurs est ausi petite
qu'on le veut. De là on déduit que l'ensemble des points de disconti-
nuité de/^'), considérée seulement sur ô, est de mesure nulle ; la réci-
proque est d'ailleurs vraie : si l'ensemble e des points de discontinuité
de /(^)» considérée seulement dans <î:, est de mesure nulle, /(.r)est
intégrable dans <S par le procédé deBiemann généralisé (2).

Donnons à £ une suite de valeurs positives indéfiniment décroissantes,
£ , , e^, .... A ces valeurs correspondent des ensembles c,, C^, ... et des
ensembles de points de discontinuité correspondants e^ <°^ .,.. Je
supposerai les intervalles d'exclusion choisis de façon que Ci con-
tienne ô^, alors e^ contiendra <?^, Et si l'on ap.pelle S^ et S^- les
sommes des C/ et des e^ S^ est l'ensemble des points de discontinuité
de /(^) considérée dans tout Sc^ Or S<^ ne diffère de (a, b) que par
l'ensemble de mesure nulle a, formé des points appartenant à la fois à
tous les groupes d'intervalles d'exclusion choisis pour chacune des
valeur ^, £3, .... Donc la fonction f{^) est continue en tout point , si
l'on convient de laisser de côté l'ensemble de points a +Se^ qui est
de mesure nul le . Les fonct ions intégrables par le procédé de Riemann
général rentrent donc dans la classe des fonct ions q u i sont continues en
tous leurs points à condit ion de faire abstraction d'un certain ensemble
de mesure nulle. Cette classe de fonctions, qui est celle que l'on ren-
contre déjà dans la comparaison de l'intégration riemannienne ordi-
naire et de l'intégration des fonctions sommableSy étant constituée
uniquement de fonctions sommables, les fonctions bornées intégrables
par le procédé de M. Borel sont toutes somma blés.

11. La réciproque n'est évidemment pas vraie : une fonction, égale à
zéro sauf aux points d'un ensemble, non dense et de mesure non nul le

( 1 ) Pour la distinGlion entre la continuité et la discontinuité, on ne lient naturellement
compte que des valeurs prises par/(.y) dans C.

(2) Tout cela s'obtient comme dans le cas où il n'y apas d'intervalles d'exclusion; voir
par exemple J., p* 9.9 et 109.
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dans tout- intervalle, où elle est égale à un, est sommable et cependant,
elle n'est pas intégrable par le procédé de Riemann généralisé. Nous
allons préciser quelles sont les fonctions somrnables auxquelles s'ap-
plique le procédé étudié.

L'ensemble a se compose de l'ensemble A des p o i n t s A^ et d 'un
ensemble (3 qu i varie avec les intervalles d'exclusion choisis. Cette
remarque rend v ra i semblab le l 'énoncé suivant que nous allons
démontrer :

Pour qu une fonction bornée soit intégrable par le procédé de M. Borely
il faut et il suffit que^ si Von fait abstraction des points A^- et des valeurs
de la fonction en ces points^ l^ ensemble des points de discontinuité de f(x)
soit de mesure nulle.

Soit D l'ensemble des "points de discontinuité de f{x) considérée
seulement dans B == (a, b)—A. Soient M, et m^ les bornes de f' (x)
dans B. Quand on fait abstraction de [3, à condition peut-être de con-
server cependant deux points convenablement choisis P^ et p ^ de p, les
bornes de / dans B — ? + Pi -h-pi seront respectivement supérieure
à M^ — i et inférieure à m^4- i.

Divisons {a, b) en deux parties égales, c^ et <^; les bornes
de/(.r) dans la partie de B située dans o^ sont Ma et m^. Les bornes
de f{oç} dans la partie de B — [S comprise dans o^ seront respec-
tivement supérieure à M, — ^ et infér ieure à m^-h ̂  pourvu peut-être
que l'on conserve deux points P^ et^ de ^ Ces points peuvent être
distincts de P^ et p ^ ou non. De même la considération de S^ fournira
peut-être deux points P^ e t p [ .

Divisons (a, 6) en trois parties égales, $3, o^ o ^ ; à condi t ion
peut-être de conserver des poin ts P , , p , ; P,,^; P';, p", de fJ, les
bornes de/(^) dans chacun de ces intervalles varieront de moins de ^

. , , . . . ! ! 0

que l'on considère la fonct ion pour les points de B - (3 ou pour ceux
de B; etc.

Tous les points P etp mis en évidence forment un ensemble dénom-
brab leyqu i fait partie de [3. Or, il est facile de modifier le choix des
intervalles d'exclusion de façon à faire sortir y du nouvel ensemble p,
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donc du nouvel a. Pour cela il suffira,, par exemple, de choisir les
intervalles correspondant à £,i de façon qu'ils ne 'cont iennent pas p<
et P^ ; ceux relatifs à ^ de façon qu'ils ne contiennent pas p^ P^^a»
Pa.»/^? PS et ainsi de suite-

Soit a' le nouvel ensemble a. Les points de I) sont points de discon-
tinuité pour /(^), que l'on considère /(^) dans tout B ou seulement
dans l'ensemble B — p', analogue àB — p et qui contient [B — 8] + 7 à
cause de la façon même dont a été choisi l 'ensemble p\ Sont exceptés
cependant les points de D qui font partie de a7, s'il en existe; mais a/
est de mesure nulle, donc, si D n'était pas de mesure nulle, avec les
nouveaux intervalles d'exclusion, on aurait, à partir d'une certaine
valeur de z, des ensembles de points de discont inui té é^ analogues
aux Ci et de mesure non nulle. La proposition directe est démontrée;
pour démontrer la réciproque, il suffit de remarquer que, dans les con-
ditions de l'énoncé, /'(^) est sommable ; que les sommes riemanniennes
généralisées, étendues à l'ensemble ô, obtenu en enlevant les intervalles
d'exclusion, tendent, diaprés ce qui précède, vers

J /(.z') dûs,
^C

que, par suite, la différence entre

\, , ' : ' , ' 1 1 ' ! Ç /(^r , . 1 1 ,.^ . ' • ! _ • -
1 ^ ! : , ! . , ! v a , ,1 . , ' ! ! ! ! ' , ^ ; ; ! . ! ! ! ! 1 , 1 1 1 1 '" 1 1 , , 1

et cette l imite est égale à l'intégrale dey(*r) dans les interval les d'ex-
clusion, laquelle tend vers zéro avec £.

12. Supposons maintenant /(^) non bornée. A chaque valeur de £
correspondra comme précédemment un ensemble Cy pour lequel les
sommes riemanniennes généralisées devront tendre vers une l imite; or
ceci seul nous a servi dans laplus grandepartie duraisonnement , donc :

Pour qu 'une fonction sommable soit intégrable par le procédé de
M. Ëorely il faut et il suffit y^y en convenant de faire abstraction de
F ensemble dénombrable des points K^ elle soit bornée en tous ses points et
n ait cf^un ensemble de points de discontinuité de mesure nulle.

' , ; Ànti.Ec. .Norm^{3), XXKV. — JUILLKT îyS. , : : , 1 , , ', 1 37
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De ià it résulte évidemment qu'une fonction sommaMe n'est pas en
général intégrable par le procédé de M. Borel^ car une telle fonction a,
en générât., tous ses points pour iniinis, et cela même si l'on fait
abstraction d'un ensemble dénombrable dans1 la recherche de ses
infinis. .

Voici uo exemple précis.. Un intervalle (a, &) étant donné, enle-
vons les points intérieurs à l ' intervalle de même milieu et de mesure

- K I x (&--' a); sur chacun des deux intervalles restants, opérons de
même, K, étant remplacé par K^ ; puis, opérons sur les quatre inter-
valles1 restants avec un nombre K;p etc. Les. points, restants forment un '
ensemble partout nan dense de mesure égale à b — a multipliée par sa
densité moyenne

^ i , • . • . ^ (^KO(i -K-2)( ï -K3) . . . .

Choisissant les K convenablementy ou peut donner à d n ' importe
quelle yaleurioférieure a i ; on pourra prendre par exemple

; 1 . ^ 1 . ^ • 1 1 . . , ! ! ! ! 11 : K^1'!-^. 1 1 1 .

SoitZ(rf,a, &) cet ensemble duquel on suppose enlevés les points a
et &. Partons de (0,1). Construisons l'ensemble

Z( 1 , o, i ) ==Zi.\ ^ /

Dans chaque intervalle (a,, ̂ ) contigu à Zi , construisons l'ensemble

,: ^^ ;,
so i fcZa ta somme de ces ensembles. Dans chaque intervalle (a^, ^2)
contigu à Z^y eonstruîsons TenBembte/

Jl • 1 1 1 1 ' ; 1 ' 1 . l l i . . . ' 1 • 1 ; 1 1 . : 1 1 ' 1 1 1 ' 1 . 1 1 : lz( l^i' l l la^ lP2); l l l l . 1 1 1 1 1 .' 1 1 ' 1 1 . ' 1 - 1 1 1 . . ' 1 , 1 .
1 1 • ' , 1 1 1 1 / . 1 1 l i i 1 1 1 1 1 ; 1 1 l l / v . 1 1 . 1 1 1 . •1 ^ 1 1 . : \ 1 1 1 . . 1 1 1 ' '. . : . ' ! 1 ' 1 . 1 ; 1

,lls:oilt:Z31^tal^lôlmme:llde ces ensembles;, etc.11 ; 1 ' l , i l \ l , l : l , : . ' l l l , ' . / • ' 1 . 1 1 ' 1 1 1 ; : 1 : 1 1 : . 1 1 : . . ; 1 1 - 1 ' 1 : 1 1 1 • 1 1 : , . . l : i : i l , '
^^^NOU'Â prendroBs^(,.r}.ega]e;à'/t aux,pw^
'p'oi.nts^^n'appârtenânt^-^aBeun'des^Z^. la.ffîe&ur^'de/Z^é.taN^.iR-fërieiiye111
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à ^.? la contribution de Z^ dans l'intégrale de/(^) sera-'au plus —;
A „ • ^ * 2

donc/(<r) est. sommable. Cette fonction /('r) n'est pas intégrable par
le procédé de M» Borel, car elle a tous ses points pour infinis quel que
soit l^ensembledénombrable A que l'on néglige ( ^ ) .

Pourles fonctions sommables, l 'énoncé donné plushaut fa i teonnaî t re
la condition nécessaire et suffisante pour que le procédé de M. Borel
s'applique; ce procédé s'applique alors qu'il s'agisse de trouver l ' in té-
grale de/(^) ou celle de [/(a?) |.

13. Nous nous occupons main tenan t de fonctions q u i ^ prises en
valeur absolue^ ne sont pas intégrables, donc qui ne sont pas
sommables; les définit ions les plus simples s'appliquant à cette
classe de fonctions sont la définition classique de Cauchy et sa géné-
ralisation par la méthode de Dirichlet-Lipschitz, comme je l'ai dit
plus haut*

Le procédé de M. Borel est évidemment identique à celui de Cauchy
dans le cas où celui-ci s'applique^ c'est-à-dire quand il n^y a qu'un
nombre l im i t é d ' inf inis , mais nous allons voir {^ il existe des fonctions
intégrables à l'aide de la définition primitive de Dirichlet qui ne sont pas
intégrables par leprocédé de A/, ^ore^ Cette remarque a déjà été faite

•pa rM.Menchof î rC 2 ) . 1 1 . , ! 1 1 . ' ^ . , ' • -\ • ,
Prenons une suite i n f i n i e de nombres ci^'b^a^b^ ... >o» et

( 1 ) Bien entendu, pour donner seulement des exemples de fonctions sommables qui ne
soient pas intégrables par le procédé de iVL Borel, il n'est pas nécessaire de recourir à
un exemple aussi compliqué que celui qui précède. Prenons la fonction sommable é^ale à
un aux points d'un ensemble partout non dense et de mesure non nulle et égale à zéro
ailleurs, qui a été considérée plus haut; cette fonction bornée n'est pas mtégrabîe par le
procédé de M. Borel. Modiûons-la aux points d'un ensemble dénombrable quelconque de façon
à la rendre non bornée; elle resfce sommabîe et non intégrable parle procédé de M. Borel.

Mais il y avait intérêt à montrer que, si l'on modifiait la définition de M.Borel<le laçon
à ce qu'elle soit applicable à toutes les fonctions sommables bornées, elle ne s'appliquerait
toutefois pas nécessairement aux fonctions soffîmablos non bornées. Et cela, parce que îes
inlervalles d'exclusion sont choisis à partir d'un ensemble dénombrablede points de base.

( 2 ) La Note de M. Menchotf est datéo du 17 février 1915..Elle est écrite en russe; je.ne
sais de quel périodique elle est extraité. Dans 16 texte; j ' imite la méthode de construction

: de'M.MenchofL111^' •1, , 1 ^ 1 l l l - i .- 1 • 1 1 1 i i l ' 1 ' 1 1 1 : ' 1 1 . 1 1 1 : ; ' 1 1 ' ' . 1 : ' 1 1 , : : ; ' 1 . 1 1 - 1 1 l l i 1 : ' ^ ' ^ 1 ' ,1 , , '



212 , • HEMlî LEBESGUE. •

soit/^ une fonction nulle en dehors de (^, a^y continue de o à a^
sauf en un point dec^ de (&^ ^)où nous supposerons qu'elle devient
infinie de manière que \fn \ ne soit pas intégrable, mais que fn le soit.
L'intégrale de^4 dans (6^, a^ se calculera par le prodédé classique de
Cauchy, nous la supposerons égale à L; la série SI^ sera supposée
alternée, (— i)^ 1̂  > o, et convergente et la série S | L| divergente.

1 1 La-fonction-F =.S/^ est intégrable par le procédé primitif de
Dirichlet; elle n'est pas intégrable par le procédé de M.BoreI. En effet,
pour appliquer ce procédé, il nous faudra certainement choisir pour
points d'exclusion les points c^ et nous n'aurions aucun avantagea
prendre en plus d'autres points. Prenons donc les points <^. Autour
de (^,.poiir n pair et plus grand que 2p, prenons (bn, ̂ ) pour inter-
valle d'exclusion; pour les autres valeurs de n prenons autour de c^de
tout petits intervalles. Alors, quel que soitp, l'intégrale dans les inter-
valles non exclus sera égale à —oo ou aussi voisine que Ton voudra
de —ce; donc le procédé de M. Borel ne s'applique pas. Remarquons
en passant qu'en choisissant autrement les intervalles d'exclusion on
pourraitobtenir des sommes deRiemann généralisées tendant vers -4-^
ou vers tel nombre que l'on voudra.

Ce raisoniiement montre qu'une fonction intégrable par le procédé
primitif de Dirichlet n'est pas intégrable par le procédé de M. Borel si
les infinis de la fonction, ou certains d'entre eux, peuvent être
enfermés dans des intervalles d'exclusion tels que la série des valeurs
absolues des intégrales de Dirichlet prises dans ces intervalles soit
divergente. Par exemple : la fonction

• • d \ . i . r——"iiS h81"^1" \7~ZT\ '. ïx sin—
, , x .

qui admet poar inf in i s les valeurs x = o et x = — et qui, par suite,
est intégrable par le procédé primitif de Dirichlet, n'est pas intégrable
par le procédé de M. Borel. En effet, l'intervalle

( ï 1 ' l i l i l ̂  i l " ' 1 1 , . 1 -
^•TÎ-I-— ;• k^

1 ît 11 1 1 . ! - ! !
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fournit comme valeur de Fintégrale

(-^___,
Â'7T4- î

ce qui est le terme général d'une série non absolument convergente.

14. Soient /(^) une fonction intégrable par le procédé de M. Borel
et A l 'ensemble des points de base des intervalles d'exclusion. Nous
savons qu'en faisant abstraction des points de A, fÇoc) est bornée en
tout point.

Disons qu'un point est un vrai inf in i de/(.r), si /(a?) reste non
bornée autour de ce po in t quand on néglige les valeurs prises pa r l a
fonction aux points de A. Les vrais inf inis de /(^') appar t iennent à A
et d'ailleurs ils forment évidemment un ensemble fermé, donc
l'ensemble des vrais infinis est un ensemble réductible 1 fa i san t partie
deA./ !- ! ! ! , . ! , . • • ! ! ! ! , 1 1

Soit (u, v) un intervalle quelconque, soient / et /' les longueurs
totales des intervalles d'exclusion respectivement intérieures et exté-
rieures à (u, i-»); on peut faire tendre / et /' vers xéro suivant deux lois
quelconques, / beaucoup plus vite que //, par exemple. Il en résulte
que la contribution de {u,v) dans les sommes r iemaniennes généra-
lisées doit tendre vers une l imite déterminée; c'est-à-dire que rinté-
grale clé /(^) dans {^ v ) existe et peut se calculer par le procédé de
M. Borel. Supposons que {ujV) ne contienne aucun point de 1 ni à son
intérieur;, ni comme extrémité. En faisant abstraction des valeurs
prises aux points de A, /(.z") est bornée en tout point de (u, ^), même
aux points de A contenus dans (u, t'7); donc/(^) est uniformément
bornée dans (^ ^) (1), quand on néglige les valeurs prises aux points
de A* Nous pouvons utiliser les considérations du n° 11 et conclure en
particulier que/(cZ") est sommable dans (u, ^).

Supposons maintenant que (u, v) ne contienne à son intérieur
aucun point de I, mais que u et v fassent partie de I. Soient (a', a),

(i) Je rappelle que bornée en un point et bornée autour d^un point soni deux locutions
équivalentes et qu'il ne faut pas confondre bornée 'en un point ^t finie en un pouït..
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(?', p) les intervalles d^xchision relatifs à u et- 9; la possibilité clé
faire varier indépendamment les uns des autres les intervalles
d'exclusion permet de prendre pour cont r ibut ion de Çu, P) dans les
sommes r iemaniennes une quanti té aussi, voisine qu'on le veut de
l'intégrale de/prise de a à p\ Donc, quand a tend vers uei p'vers ^
cette1 intégrale-tend vers une •limite fixe, c'est-à-dire que rintégrale
de f{x}dans (^, ç>) se calcule par le procédé de Cauchy à partir de
rintégrale dans (a, j^).

. Soient maintenant des intervalles X^ À^ ..., 'continus à ' I , et
J/, Jsî, ....les intégrales de/(a?) dans1 ces intervalles. L'indétermioa-
tion des intervalles d'exclusion permet d'obtenir, pour la contr ibut ion
de Ai + /4.+- -. . , une valeur aussi voisine qu'onle veut de J i - h Ja + ....
Cette somme non ordonnée a donc une valeur déterminée.

En résumé, la fonction f{x) est sommable à l'intérieur de chaque
intervalle contigu aï , elle a une intégrale dans chacun de ces inter-
valles et la série de ces intégrales est absolument convergente. On peut
doncattacher à/^) une intégrale indéfinie F(.r) en ut i l i sant indifré-
r e m m e n t l . e s p r o c é d é s d u n ^ S o u c e u x d u n ' ^ Q .

Ainsiy toute intégrale qui peut être obtenue par le procédé de M. Borel
peut aussi être calculée, et à F aide des intégmies indéfinies, et par le
procédé généralisé de M. Jordan; on a vu au n0 13 que la réciproque
n'estpas/vraie.' ' - 1 : ! ' : 1 • ^ \ , • 1 1 1 ^ ! 1 1 . 1 1 1 1 . . ' • ! '

Enfermons les points de A. dans des interval les (À^, ̂ ), (À^ [^), ...
; n 'empiétant pas les uns sur les, autres. La limite des sommes riema-
niennes généralisées, étendues à la partie € de (a, b) extérieure à ces

. intervalles, diffère de l'intégrale cherchée F(è) - F(a) de la quantité
^[^(^J" y(^).J ='2- Cela est évident -si les (X,, ̂ ) sont en nombre

-f in i ; mais on :peu t ramener le cas général, iicelui-ci. ' ^ 1 1'1 ' : 1 • '•
En effet, conservons seulement un nombre fini des (Aj , ^) et rem-

plaçons les autres par :de:s .intervalles très petits et convenablement '
, choisis,^enloBrant l'es1 points ,A, .extérieurs'aux (X^^) conservés.
:(..,îomme ¥.(x) est continue, orrreridrala contri.bution.de: ces.inte.rvaH'es11:

tïès-^peti/ts^^dân^la'.^iiouveH
^qu'on le voudra et cette somme se^Técl/uiTâ.a'/cell-eqÀi'estTelal^
•'mtervalles1 coiiservés^^soit'^^'.Mais'-nous^avons'rê^
. 'totale '^;:lld:es:'int^rva:llBls-lconl^ervésl:^tll2^
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en valeur absolue à un nombre T] tendant vers zéro avec s. Puisque ^
est une partie finie quelconque de S, la série S est absolument
convergente. Par .suite S représente l'intégrale de /(^) dans les
intervalles d'exclusion et V(b) — F(«) — 2 est bien l'intégrale dans C,-

' La sommeS[F(^)—F(^)| est;, d'après ce qui précède, inférieure
à 2ï], donc tend vers'zéro avec $. On exprime ce fait- en disant que.
F(^) a une variation totale nulle dans A. Cette condition entraîne celle
précédemment rencontrée : la série des intégrales J/^ étendues aux
intervalles contig'us1 à I, est absolument convergente. En effet, s'il n'en
étai t pas1 ainsi, quel que soit ^ on pourrait trouver des interralt'es
(m^, n^ contigiis à 1, en nombre f in iydônt ta longueur totale serait
inférieure1 à £ et dont la contribution dans la série des valeurs absolues
des intégrales J/, serait supérieure au nombre 2 Y] correspondant à £,
Convenons de prendre, un système d'intervalles d'exclusion parmi les-
quels se trouveront l'es intervalles (m^ — 0, n^ — &) ; 6 étant très petit , .
La valeur approchée de la variation totale de F(;z*) dans A, fournie -par
ces intervalles, surpasserait 2 Y]. Nous pouvons maintenant conclure :

• Pour qu une fonction /(x) ail une intégrale calculable par le procédé
de M. Borel, il faut et il suffit : i° que les points de discontinuité de f\ x)
forment un ensemble de mesure nulle^ que ses points de non-sommabilùe
forment un ensemble réductible et que les procédés du n° ^permettent de
lui attacher uneintégrale indéfinie î{x); 2° qu^il existe un ensemble
dênombrabk A dam lequel F'(à?) a une variatiwî totale nulle et tel que
f{o^) soit bornée 'en toui point T^ctpparîêncintpas à A, quand on négbge^
êes'valeurs prises parfÇxyaux points de A.. 1 / ; I . I J I - 1 ' : • ' . , : ! ^

Bans cet énoncé on peut remplacer n0 8 par n° 9. Si l'on fait ce
changement et si l'on remplace aussi les1 'mots réductible et11 dénom-
braMe par de mesure nulle, w a u n énoncé qui s'applique air-procédé
de ftL Bôrei^m'odifîé 'en.ce sens que. tes ïnter lvatle l& d'exclusion sont

• choisis à partir de1 points1 A/formant un ensemble de mesure nulte.

; '15. La complication de ces conditions1 rend Ires peu vraisemblable
' qu'une11 question d'Analyse conâ.uise à la considération d'une classe :âe
fonctions-satisfaisant 'à 'oes conditions1.. Cette'coin pli cation: cBiduê-OT
'caractère arbitraire, de la. définition" :pourqùoi\as$iyet{irJeslBterTOltes

1 . .d'exclus ̂ ollnll:à'dêpendrell d'une in-finite-.detîoffîbrable ;d'e:pûiBts .de; base,



216 , HENRI LEBESGUE.

plutôt que d 'un ensemble de mesure nulle de tels points? pourquoi
assujettir la somme-des longueurs des intervalles d^exclusion à tendre

- vers zéro plutôt que la somme des racines carrées des longueurs?
Je ne dirai que quelques mots d'une autre généralisation envisagée

par M. BoreL Avec sa définition, la somme de deux fonctions inté"
g'rables peut ne pas être intégrable; alors, par définition, la somme
des intégrales sera l'intégrale de la somme. Mais, pour arriver ainsi à
un ensemble de fonctions intégrables tel que la somme de deux fonc-
tions de l'ensemble appart ienne aussi à l'ensemble, il ne faut pas se
borner là; il faut convenir de faire aussi entrer dans l'ensemble les
sommes de trois, de quatre, etc., d'un nombre fini quelconque de
fonctions intégrables par le procédé primitif. Il faudrait aussi prouver
qu'on ne sera jamais conduit à une contradiction. Cette extension ne
modifie pas le résultat essentiel de la comparaison entre le procédé
de M. Borel et les procédés antérieurs, car ceux-ci s'appliquent tous à
des ensembles de fonctions qui sont fermés par rapport à l'addition.

Je voudrais faire remarquer ce que la seconde généralisation de
M, Borel conservera d'un peu illusoire tant qu'on ne saura pas
répondre aux questions suivantes : une fonction F étant donnée,
comment reconnaîtra-t-on qu'elle est la somme de deux fonctions
auxquelles s'applique le procédé primitif de M. Borel? quelles sont les
propriétés de l'intégrale ainsi attachée à F ?

La première définition de M. Borel suggère des remarques ana-
logues. La comparaison de cette définition avec des définitions anté-
rieures nous a permis de déterminer les points A<, de fixer l'étendue
du champ d'application de la définition et nous a fourni des propriétés
du nombre défini puisque ce nombre est aussi l'intégrale donnée par
d'autres procédés bien étudiés* Mais/en se plaçant au point de vue de
M. Borel, il faudrait obtenir l'équivalent de ces renseignements sans
utiliser les définitions antérieures de l'intégrale; en particulier,
puisque M. Borel s'occupe des fonctions qu'on obtient de proche en
proche par des passages à la limite, il faudrait savoir reconnaître quand
un tel passage fournit une fonction / intégrable par le procédé de
M. Borel et apprendre à choisir les A; d'après la considération des
fonctions dont/est la limite.

Remarquons d'ailleurs que les caractères de la définition de M. Borel
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la différencient net tement, comme je l'ai dit dans l 'Introduction, de celle
qu'il a donnée pour les fonctions bornées. Elle est plus voisine de
celle que j'ai donnée moi-même. "En particulier, elle ne suit aucun
procédé de construction des fonctions, je ne puis donc considérer qu'elle
fait partie de la méthode consïructiçe'et je la laisse main tenant de côté.

III. —Intégration des fonctions bornées et mesure des ensembles.

16. Je vais dorénavant m'occuper à peu près uniquement des fonc-
-tiens bornées et je comparerai la définition constructive de l'intégrale
donnée par M. Borel avec celle que j'avais formulée car/et c'est une
remarque qui est essentiel le , ce que M. Borel appelle « la théorie de
l'intégrale déf inie » dans la phrase que j'ai citée au début, c'est uni-
quement la définit ion. Si l'on se rappelle que la définition que j'ai
donnée tient en très peu de lignes on s'étonnera, ayant tout examen,
que celle de M. Borel puisse être tellement plus simple que cela vaille
la peine d'être signalé.

a. Dans son Mémoire sur le calcul des intégrales définies^ M. Borel dit
qu 'une fonction est asymptotiquement équivalente à des polynômes si,
quel que soit £, la fonction diffère d^un polynôme de moins de £
pourvu qu^on ne considère que des valeurs delà variable extérieures à
des intervalles d'exclusion de long'ueurtotale inférieure à e.

P. Il montre que cette propriété se conserve à la l imite , donc appar-
tient à toutes les fonctions des classes de Baire.

y. Il appelle intégrale d 'une fonction asymptotiquement équivalente
à des polynômes, la limite des intégrales de ces polynômes.

La forme de cette définition paraît en effet fort différente de celle
que j'ai donnée, mais regardons-y de plus près. Aussitôt après avoir
défini l'intégrale je m'occupe de la délimitation du champ d'application
de cette définition. Les fonctions auxquelles elle s'applique sont les
fonctions mesurables;.111:11 • 1 1 ! 1 , 1 , 1 1 1 ' ' 1- / ' ;1 1 ' ,' / : 1 ; 1 . 1 1 / 1 1 -, ^ .

a. Les fonctions mesurables sont identiques aux fonctions asymp-
totiquement équivalentes à des polynômes,
- , _ . Afin, A. ^ûrm.,{3^ XXXV. — JUILLET 1918, . • .,, , 1 ' ; ' . a8 \
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p. Je démontre que la l imite d'une suite de fonctions mesurables
est une fonction mesurable et j 'en conclus que la dé f in i t i on s'applique
à toutes les fonctions des classes de Baire. • ^ ,

y. Je démontre ce théorème : Si/est la limite d'une série conver-
gente presciue partout de fonctions f^ bornées dans leur ensemble^
T intégrale de f est la limite de t'intégrale de /^.

1 La marche suivie par M. Borel- est donc exactement celle que je
suivais quand, moi aussi, je m'occupais du calcul des intégrales
définies. La seule différence est. que j 'ai défini antérieurement l 'in-
tégrale, tandis1 que M. Borel prend le résultât du calcul comme-défi-
n i t i o n ; d'où cet unique changement : tandis que, dans la démonstration
de (y), j'écris une inégalité relative à la différence

! 1 ! •1 ^ , 1 1 1 1 1 ' 1 ; 1 . 1 1 , ; . 1 : -' j fdx— j fnd^, /, 1 ^ , ! 1 , ! 1 ^ ! 1 1 ,

M . B o r e l é c r i f f î x a c t e m e n t l a t n è t n e p o u r l a d i f ï e r e n c e

, , , ^ : , 1 1 1 - ; , li- ,; 1 ! 1 - ^ . - 1 1 1 1 1 1 . ^ ^ fpdjC— j fn^ ; ,1 ' ! iii ' , : 1 1 ! • ^ • 1 . 1 ;1

J'ai démontré ce théorème sur l'intégration des suites dès le début
de1 mes recherches afin de pouvoir intégrer terme à terme l 'égalité

,/ , ,. F(^-hA)-F(>)f(x)=: lim •————-——-ï—'- 1 1 1 • 1 : 1

, ' ' ! /»=() ' ,. ^ ! ^ ! ! ! !

et reniouter a ins i d 'une dérivée à su fonct ion primitive. Si l'on veut
bien se rappeler que ee théorème sur ̂ l'intégration des suites était
toa tà fa i t ina t tendu et a été considéré parfois comme l'un des résul-
tats le^ plus- précieux de la théorie, le caractère synthétique d'exposi-
tion a jyo^e/wn du procédé de M. Borel apparaîtra pleinement. Car ce
procédé part, comme d'un des éléments de la définition,. d,e la convic-
' tiôn^de 'l'exàcliîude/du^fait^m.athématique 'que ,11 ou s. a.appris.ce'théo^

vk me /cachée1; On1;1.?1 eut faire1, una -remarque1; lanaîogue :: ; l l lrelativemen lt l ̂
l 'emploi, dans renoncé (a), d'une propriété quialiea^/^^(?^ar/o^.

' '11; i:111! 7. "Eu^to^t'/eas ,1.1 ce caractère1. syn lthét lique l^ne l lsûffit/:pa ls\t) loui ï pouvoir1
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opposer Fun à l'autre le procédé de M. Borel et le aii&îi. D'ailleurs, ina
définition, elle-même, peut être divisée en trois parties a,'^ Y corres-
pondant exactement à celles de la défini t ion de M. Borel* • " •

a. J'appelle fonction mesurable foule fonction / { x ) telle que
rensemb'le E des valeurs de x définies par la double inégali té '

, 1 ' ! . • ' , ^ a<f{x)<b . ^ - ,

soit, quelles que soient les constantes a et b, un ensemble mesurable.
Ce qui vent dire que E et son complémentaire e doivent pouvoir être
enfermée respectivement dans des intervalles 1 et ̂  tels que la sûmine
des parties communes soit aussi petite que l'on veut. •

(î. Je prouve que l 'addi t ion, la mult ipl icat ion et. le passage à la
l imite ne font pas sortir de l'ensemble des fonctions mesurables; donc
que toutes les fonctions de Baire font partie de cet ensemble.

y. Je donne la définition proprement dite; je vais la résumer en
suivant, par exemple, la marche de mes Leçons.

-'.Ja divise l'intervalle de variation de fÇy} en intervalles de lon-
gueur £ au plujqsi (^, &,) est l 'un d'eux, je lui attache un ensemblel^
comme i l , a 'été. dit dans. (a) et soit ç la fonction égale-1 a i dans E,
à o dans le complémentaire e,\ . . , 1 , , . ! ! - • ' ,

La fonetion/'diffère .de moins.de11^ de la1, sommera i y; l'intégrale
de1 cette somma sera'1 une1 valeur ' approchée1';: de'-ce-Ile •de./.'A^t.îp'
j'attache comme intégrale ^xmesure^E)111: la'défiriitioll'est^aclievée.

Pour définir la mesure de E, j'enferme les points de E et de son
complémentaire respectivement dans des intervalles 1 et i, la somme
.de leurs parties communes étante. Soit y. le complémentaire de i.
On sait déânir la mesure des ensembles d ' in terval les 1 et i, donc
àcl H f^t, àeV inégalité ^^^^^

1 contient E qui conlieniy,
on déduit:1:1 1 1 ' 1 ' - 1 •1- 1 1 / - 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 : • 1 1 1 / 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 : 1 ' - : 1 / 1 ; 1 . . . l l : l l l l l i ' l . - l : l - : l , /' 1,':,-;. : ' ' 1 1 ' . 1 . 1 1 1

1 1 ^ .1 1 1 : 1 : 1 ' , 1 1 . '.mesure'1 (1) ̂ mesure <E.)1^: inesure (7)î:'11,1'^11 ; : 1 .\11:1:/,1;::,/1111: ;1;

.eti^on passe ^àl.a limite1 en Brsan t. tendre.,£11 vers 'zéro'1.11'^'^,^.1^7;:l:-l:f;lll:..^
111' ̂ ''^w^w paragraphe j, ^QB1. utilise ^u^i/^le^'théorèm'e^'de''la/pa'g
'cédent^y^îïais'c'est^la^ 1 1 ' . 1 : ; '1, ^ .1 1 1 '1 ,1 . : 1 1 1 1 1 , '1 : : 1 1 1
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18. Malgré des différences certaines de forme il n'y a donc aucune
différence de fond entre les deux modes d'exposition; on peut noter
cependant que, tandis que je fais séparément les passages à la l imi te
relatifs aux deux £(£ topologique, difïérence entre E et 1 ; s quanti tat if ,
différence entre /et Sa, 9), M. Borel peut les faire simultanément.

Il ya si peu opposit ion entre les deux méthodes que, à la suite d 'une
Note de M. Borel, M. F. Riesz a proposé comme méthode tout à fait
analogue à la fois a celle de M. Borel et à la mienne un exposé en
quelque sorte intermédiaire (\).

M. Riesz se donne d'ailleurs comme but d'arriver à une exposition
élémentaire et il lu i semble pour cela indispensable d'éviter ou du
moins d'ajourner l'étude approfondie des ensembles mesurables. S'il ne
s'agit que d'une question d'ordre de paragraphes, peu m'importe, mais
je crois qu'il serait mauvais de se passer de la théorie des ensembles,
comme je l'ai dit dans l 'Introduction.

19. Je voudrais indiquer comment J'ai été conduit à la définit ion
de Tmtégrale. Pour la solution d'un problème qui importe peu (la
détermination de l'aire de certaines surfaces applicables sur le plan),
j'avais besoin de généraliser la notion d'intégrale. Je connaissais à
l'avance un certain nombre de propriétés que devait avoir l'intégrale
à définir et je me trouvais à peu près dans les conditions où il m'était
possible de considérer l ' intégrale comme définie par ses propriétés
mêmes, à l'exemple de ce que M. Drach nous a appris à faire en arith-
métique et M. Hilbert en géométrie. Seulement, à cette définition
descriptive, il me fal lai t associer une définition coastructive donnant en
quelque sorte un procédé de calcul bien défini et prouvant par cela

( 1 ) BOHEL, Comptes rendus^ i "2 février 191^; F. RIESZ, Comptes rendus., 4 mf^ 1912.
M. Borel, dans son Mémoire, cite encore les noms de MM. Weyl, Egoroff, Lusin comme
s'étant occupés de l'exposition de la définition de rnUé§rale dans une direction analogue
à celle qu'il suit. A ces noms, j'ajouterai celui de M. Fubinî qui, dans les Rendicofiîi de
PalernïG, écrivait eu 1907 : « Osservero che in générale sarà bene che gli întegrali, di
cuî qui si parla, sîenô inlesl corne integrali di Lebesgue. Giô si potrebbe evitarô, sosti-
ttiendo in'quaîche punto il limite di un intégrale di Riemann all'integrale del Lebesgue.
Ma si porterebbe un'inutilecomplicazione.»
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même la compatibilité des conditions composant la définition descrip-
t ive^).

Pour cela j'ai examiné les définitions classiques de Cauchy et de
Biemann. Avec la première, si /(^) est infinie.en a, on entoure a d'un
intervalle d'exclusion et ainsi l'on groupe ensemble les valeurs de f(^)
voisines de l ' infini, si l'on peut dire. Cela est d'ailleurs plus net dans
une définit ion de M. de la Vallée Poussin : on prend l'intégrale de
/(^)? continue en général mais non bornée, dans les intervalles où
f{x) reste comprise entre — M et 4- N et l'on fait tendre vers l'infini
les nombres M e t N.

Dans la définition de Riemann on a, comme on sait, à rechercher la
limite commune de deux sommes 'Shm, SÀM, dans lesquelles les h sont
des longueurs d'intervalles, m et M les bornes de la fonction dans ces
intervalles. Or la différence de ces deux sommes étant E À ( M — w), et
SA étant fixe, les deux sommes ne pourront avoir la même limite que
si M—m tend en général vers zéro ; c'est-à-dire si la division en
intervalles considérée a eu pour effet de grouper ensemble, en général,
des valeurs peu différentes de la fonction.

Comme le procédé de Riemann n'a pas été construit spécialement en
vue de cette f in , ce sera exceptionnellement et en quelque sorte par
hasard qu'ily atteindra. Opérons donc d'une façon plus systématique et
pour cela imi tons la définition de M, de la Vallée Poussin (2). Mais,
comme ce n'est plus la seule valeur co qui est singulière, que toute
valeur atteinte peut être singulière, nous sommes conduits à opérer
comme il suit11: 1 - :' ! : ! 1 - 1 1 ' 1 ; ' 1 1 1 : l i l 1 1 1 . , ; , 1 ' , 11 ' 1 . 1 1 1 1 1 ,

Partageons l 'intervalle de variation de j\x) en intervalles partiels de
longueur £ au plus ; si (a, b) 'est l'un d'eux, groupons dans un ensemble E
les valeurs de x telles que l'on ait

a^f(x)<b,

( 1 ) Les termes descriptive et constr'active sont ceux que j'ai utilisés J., p. 99. Aucune
confusion avec la méthode constructive de M. Borel n'est possible, puisque M. Boreloppose
nos définitions.

( à ) Ladéfmition de M. de la Vallée Poussin comme les définitions antérieures de Cauchy et
Dirichlet est en effet « faite sur mesure » par rapport à la fonction considérée. Ce n'est
donc pas dans ce caractère d'être « faite sur mesure » qu'il faut chercher, comme Fa fait
M. Borel, l'origine de la puissance des récentes définitions de l'intégrale et de la mesure.
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et. formons la somme Saw(E')5 ^(E) étant la mesure de E^ mesure qui
devra posséder les propriétés essentielles des longueurs des intervalles.

20. Un examen rapide me montra que la déf ini t ion de la mesure-
proposée par M. Jordan ne conduisait qu'à l'intégrale de Kîemann (1);

'il fallait adopter une défini t ion déterminant la mesure d'une classe;
plus étendued'ensembles. Dans ses Leçons'-sur la Théorie des fonction^
M, Borel construisait une classe d'ensembles qu'il appelle ̂ ensembles
mesurables (2) en effectuant, à partir des intervalles/ les deux opéra-
tions suivantes : i° r éun i r une inf in i té dénombrable d'ensembles
précédemment définis, c'est-à-dire en faire la somme; 2° prendre la
partie commune à une in f in i t é dénombrable d'ensembles précédem-
ment définis, c^est-à-dire faire le produit de ces ensembles d'après la
terminologie de M. de la Vallée Poussin. En s'appuyant sur les pro-
priétés qu'il veut attribuer a la mesure, et en suivant pas à pas la cons-
truction des ensembles, M- Borel, attache une mesure à chacun d'eux.

• , M-Borel 'a déclaré que1 cette famille d'ensembles, est moins' générale,
' que celle considérée par M. Jordan (3); aussi/ce n'est pas à cette classe
d'ensembles que je me suis arrêté; mais j'ai imposé à la. mesure les
mêmes propriétés que M. Borel, c'est-à-dire que j'ai util isé la définition
descriptive qu'il avait adoptée; seulement, je l'ai employée autrement.

La définition descriptive de M. Borel peut se formuler ainsi : la
mesure d'un ensemble est un nombre positif ou nul ; deux ensembles
égaux ont même mesure; la somme d'ensembles, sans point commun
deux à cleux/a pour mesure là-somme desmesures.

Cette définition est aussi celle qui convient pour la mesure de
M. Jordan ; mais, dans ce dernier cas. i l faut entendre par somme la
réunion d^un nombre fini de composants, tandis que, pour la mesure
de M. Borel, la somme peut être constituée par une infinité dénom-
brable d'ensembles, Les conditions imposées à la mesure par M. Borel

( 1 ) L^ p.3Q Q^^smv. 1 '1111,11/ 1, 1 1 ' , 1 , , 1 1 1 1 - 1 ' 1 1 - ' " • ; ; 1 1 1 ; 1 ' : 1 1 1 1 : ' l l l l l l ' l . : l l ' l l ^ i l • l \ l l l l \ ' l l , 1 1 1 ':'.1' .1'/1

(2) Ce SQîil eeux qu'il appellç maintenani 'biw. definù et qui soBt plus connus sous la
clénôffîin^UoH d^^^w&fe^T/w^^é^Bqneje leur ai (lutines.

; • : :'m ^^r,,plps:lllloi0l.l p^g^N4-11/klée première de la notion de mesure' .éfcmitéô1/ par1

H. ̂ W^^W.^.^-Ç^^ l'•'.ll:il;l:l^;ll•.,'l,ll;^i; . 1 . . ' , , 1 1 . . 1 1 . 1 1 '11 1 1 1.1 '^ ' 1 1 : 1 1 : ; 1
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sont, donc plus précises, par suite elles peuvent sufifire pour déterminer
la mesure d'une classe plus étendue d'ensembles.

M. Jordan a recherché tous les ensembles pour lesquels les condi-
tions qu'il a imposées suffisent pour déterminer le nombre mesure; ce
sont les, ensembles mesurables ,L 1

Je .n'ai .eu qu'à l ' imiter pour trouver tous, les,.ensembles dont fa,
mesure est dé te rminée par les , ,conditkms imposées par M.Borel , en
utilisant cependant une variante qu'il importe de signaler.

Un,ensemble E étant donné, pour déterminer sa mesure,.M, Jordan
l'enferme dans un nombre •fini d'intervalles; s.oit o la, somme de

.leurs longueurs, la borne inférieure de S est l 'étendue extérieure deEy.
soit^* Opérons de même sur le complémentaire C deE, et supposons
que ce complémentaire soit pris par rapporta un intervalle d'étendue r;
si ̂  est l 'étendue extérieure de C, la différence

e, == î — e,,

est appelée Yétendue intérieure de' E. 1 1 •
, Lorsque les, deux étendues ^ et ^ sont égales, l'ensemble est mesu-
rable J. En résumé, M, Jordan dé te rmine ces ensembles, par leur,com-
parais on, avec les sommes d'un nombre finid'intervalles auxquelles sa
défini t ion lui ,permet d'attacher :une mesure. ' , , , :

Comme la définit ion descriptive,de M..BoreI nous permet-d'attâcher
une mesure.aux sommes' d'une infinité d'intervalles, en employant, ces
sommes .dans. les opératio'ns précédentes, nous obtenons la famille
des ensembles mesurables qui apparaît ainsi 'com me 'une extension
naturel le et immédiate de'Ja famil le des ensembles mesurables J.

. ! 1 1 2l.;,, Mais iLfallait démontrer que les ensembles,,obtenus vérifiaient
bien les condi t ions de la dé f in i t ion , ce qu i se ramène à ceci : démon-
,trer, qu 'une somme d'en'sem.bles de,l ,a lfâmi^le, . l lâppartient ])ien',:à1 la
.famille., U n - ensemble'.çoustituant'et' son coinpiémentairê: peuvent,.être',,
/enfermés dans •d.es intervalles A.. et. a ayant - e n 1 co.mm.un d.es./longueurs
•^u,ssi.petite..s11 que, l'on ,veat1:; itszîffît .'de'.elîoisir11 pa'rffîi^ies^différents'A'et1'
.parmjleB'dilïérents'a/des^ntei^'aIles'perm.èttaiit.de111^ chose

plloulrllll..al, s'on'ime.1 Gec.i: est an'alo^ue au calcul111 de -vaNurs approchées par1



224 ^ HENRI LEBESGUE.

excès et par défaut (Fune somme connaissant les valeurs approchées
par excès et par défaut des différents termes (^ ) .

Dans son-Mémoire récent, M. Borel emploie une méthode qui, à
mes yeux, est pour ainsi dire ident iqueà la mienne. Un ensemble E
est mesurable si, quel que soit s, il existe un ensemble d'intervalles A
tel que les points de E n'appartenant pas à Jl et ceux de A n'appar-
tenant pas à E poissent être enfermés dans des intervalles de lon-
gueur totale s au plus. Telle est en somme la propriété qu'il met en
œuvre. ! . ! ' ! . • ! . ' , \

Donc, tandis que je me servais d'intervalles pour obtenir des
ensembles approchés par excès et par défaut de ceux que j'étudiais,
M. Borel se sert d^intervalles pour obtenir des ensembles approchés
et une limite supérieure de l'erreur. On voit qu'il n'y a aucune diffé-
rence fondamentale entre les deux façons d'opérer que cependant
M. Borel oppose en écrivant dans son Mémoire :

« J'ai indiqué cette marche dans mes Leçons sur la Théorie des
fonctions; comme j'avais surtout en vue les applications, je me suis
contenté d'affirmer que le théorème fondamental, ou des procédés
tout à fait analogues à ceux qu'on a employés pour démontrer ce
théorème, permettent de justifier ces définitions en prouvant qu'elles
ne sont jamais contradictoires entre elles. Mais j'ai omis toute démons-
trat ion, car la rédaction détaillée me paraissait devoir être longue et
fastidieuse.

» Cette justification résulte indirectement des travaux de M. Le-
besgue, publiés depuis, auxquels je pourrais renvoyer; mais il me
semble préférable de développer complètement la théorie en restant
au point de vue des définitions constructives; car c'est la forme sous
laquelle j'ai été naturel lement conduit à ces considérations, a propos
de questions qui se sont posées dans mes recherches de théorie des
fonctions (notamment dans ma Thèse), et c'est aussi la forme sous
laquelle les questions se posent dans les applications. »

(r) I.. p. 107. Dans ma Thèse, la rédaction est, je l'ai signalé il y a longtemps, incor-
recte, parce que, au paragraphe 4, il faut/dans la phrase <( [La série S m (c^)est conver-
gente]^ [si donc on a choisi les e/ de façon que la série S e^ soit convergente et ait e
pour somme] . . » », intervertir Tordre des deux phrases mises entre crochets,



REMARQUES SUR LES THÉORIES DE LA MESURE ET i)E L ïiNTÉCRATÎOîS. 223

22. Examinons donc si la forme constructwe de la définition, adoptée
par M. Borel, prépare mieux les applications. Tout d'abord, je dois
déclarer que ' je ne comprends pas à quelles applications.M. Borel fait
allusion ; je ne vois pas qu'il ait fait aucune application de la mesure.

Dans1 son Ouvrage sur la Théorie des fonctions, je ne trouve qu'un
passage où Fon semble util iser cette notion ; mais, en réalité, on utilise
seulement, et incidemment, une dénomination. Et cela est d'autant
plus certain, que le passage auquel je fais allusion n'est qu 'une rédac-
t i o n nouvelle d'une étude faite par M. Borel dans sa Thèse, avant qu'il
ne se soit occupé de mesure.

Voici ce dont i l s'agit : M. Borel étudie l'ensemble G des points de
convergence de certaines séries. Pour cela il enferme l'ensemble D des
points de divergence dans des intervalles dont il peut rendre la somme
des longueurs aussi petite qu'il le veut. 11 en conclut , grâce à la
propriété que j 'ai rappelée au début de l 'Introduction, que l'en-
semble C existe effectivement.

Dans son Livre, M. Borel opère de même, mais cette fois il peut
exposer le ra i sonnement en disant : D est de mesure nulle, donc
D ne contient pas tous les points et C existe.

Encore cette forme de langage exige-t-elle quelques précautions.
A la page 67 de son L i v r e ^ M . Borel, en déclarant que l'ensemble D
est de mesure égale à zéro, ajoute :

« Nous ne sommes d'ailleurs pas assurés que cet ensemble soit
mesurable; en employant le langage expliqué page 48, nous devrions
dire que sa mesure est inférieure où égale à zéro; mais la mesure n'est
jamais négative. »

Ainsi, même en ce qui concerne cette pseudo-application, antérieure
en réalité à la notion de mesure, la méthode constructive de M. Borel
n'est pas préférable. Elle supposerait en effet que l'on ait mis en évi-
dence la construction de l'ensemble D à l'aide des deux opérations
géométriques qui permettent de construire de proche en proche les
ensembles mesurables B.

Or, comme l 'indique la phrase citée de M. Borel, on ne le fait pas et
l'on n'arrive à parler encore de mesure que par extension. Au con-
traire, avec là forme de définition que j'emploie, qui consiste toujours

Ânn. Éc. Nflrm., {3}, XXXV. — AOUT lo^- 1 1 1 ' ' 1 ^ , ! ^9 1 , 1 , 1
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à enfe rmer Tenseinble dans des intervalles, l 'application est toute
préparée. • ;

• D'une façon générale, dans les applications à la théorie des fonctions
(sauf celles relatives aux problèmes que pose la classification de
M. Baire, problèmes que M. Borel n'a pas envisagés), la nature mesu-
rable B des ensembles rencontrés importe peu et elle n'apparaît pas
comme'liée à laquest ion. La mei l leure preuve en est précisément Phis-

: toire de la n o t i o n ' d e •mesure. M. Borel part d'une question de la théorie
des1 fonctions et il est .conduit à comparer un ensemble E à un ensemble
d'intervalles recouvrant E. 11 passe de là-àla notion démesure, mais en
in t roduisant la notion d'ensemble mesurable B qui n'a au fond rien à
voir dans la question. Sous cette forme, la mesure n'a eu aucune
applicat ion et s'adapte même mal à la question d'où étai tpart i M.Borel.

A mon tour, je définis la mesure ; je reste fidèle à Tidée primitive de
comparer les ensembles à des intervalles les recouvrant. J'ai ainsi une
notion s 'appl iquant parfaitement au problème primitif de M. Borel et
dont Je puis taire de sui te de mult iples applications à la théorie des
fonctions. Dans ces âppli cations, j'ai .besoin de savoir que les ensembles
que je rencontre sont mesurables à mon. sens, je n'ai pas besoin de savoir
qu'ils sont mesurables B. Et c'est pourquoi j 'ai pu étudier la dérivation
des intégrales et les' séries' 'trigono.métriques, par exemple, want de
publier mon Mémoire du Journal de Mathématiques^ relatif aux
ensembles mesurables B, e t / d a n s lequel je prouve, qu'on pourrait,
sans inconvénients prat iques, se l imiter, si on savait le faire'., à la
considération, des seuls ensembles mesurables'B- '

Ains i la méthode cons( ructive ne prépare pas mieux aux applications
et n'est pas celle à laquelle le souci de ces applications conduit le plus
naturellement. Lesapplications conduisent à la méthode non construo
live qui est d'ailleurs la suite la plus naturelle clés considérations
auxquelles M. Borel avait été condui t dans sa Thèse par l'étude d'une
quest ion précise de théorie des fonctions (1).

( 1 ) On me permettra une remarque d'un caractère personnel. Très souvent celui qui
discuto est, par cela même qu'il discute, considéré comme ayant tort ; or, avant de
développer/avec preuves, mes arguments^ j'ai à rétorquer, avec preuves, les arguments
iiiverseâ^affirmos^ans .preims1 par,M. Bore l . ^ \ 1 . ' 1 1 1 , ; : ' / : ./ •-1^ - ^ .1',11:- ••:1' ; 1 1 1 ' 1 1 1 . •11.' : ' .V11 1 1 . 1 1
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Certes, quand, pour donner des exemples, on déf in i t un ensemble
par des/propriétés géométriques ou arithmétiques, il arrive souvent
qu'on obtienne des ensembles que l'on reconna î t inimécliatement être
mesurables B. Mais il ne faut pas confondre exemple et exercice avec
application. - ! , ! , . . -

23. Ceci m'amène à examiner un autre argument de M. Borel ; l a
méthode constructive a l'avantage de ne pas .considérer la foncl ion ou
l'ensemble en soi, elle permet de se l imiter aux fonctions et ensembles
donnés d 'une 'cer ta ine manière,,1 Par suite, cette méthode^peut se
réclamer de Cauchy; la méthode non constructive a pour parrains
Riemann et WeierstrasB. ^ ' ' • .

D 'habitude, on oppose Cauchy "e t R iemann à Weierstrass; M. Borel
oppose Cauchy et Biemann l 'un à l 'autre parce que le premier n'a
jamais écrit une phrase de déf in i t ion du mot fonction, t and is que le
second en a écrit une. Mais, à . moins d'attribuer une vertu magique
aux mots, il n^y a pas en cela matière à opposi t ion puisque tous deux,
quand il s'agit de démontrer , , raisonnent sur les propriétés logiques
de la classe des fonctions sur lesquelles ils opèrent. Il est d'ailleurs-im-
possible de faire autrement , si l 'on raisonne. Cependant il y a cette
différence entre Cauchy et Iliemaun d 'une par t^ Weierstrass de l'autre,
queles premiers raisonnent sur les valeurs de la fonct ion ' et le dernier
sur une représentation de la fonct ion, 'Quand, par exemple,. Gauchy
déf in i t une fonct ion de var iable complexe, il fait i iTterveni r une pro-
priété 'des,valeurs de la, fonction'sans^apréoccuper'de la façon dont la
fonction est do-nnée. C'est seulement lorsqu'il s'agit de reconnaîtresi
une fonction particulière donnée satisfait à,la déf ini t ion générale.posée
que'Cauchy s'occupe du procédé particulier qui a servi à donner ' la
fonction.1 C'est exactement de la même façon que j'opère. Au contraire,
la façon de M. Borel esta rapprocher de celle de.Weierstrass.avec cette
circonstance, • e n 1 quelque :sorte .aggravante, qu'un .même ensemble,

..qu'une même fonction pouvent être1 donnés d'une, infinité dû manières
entièrement.difïérentes. Par suite, à -une^méme fonction,'à ,u.n même
ensemble, donnés dé diverses façons^'correspondent des,p.rocédés dUfé-

^rûnts de^éfuntio'n1 àe l'intégrale: ou. de'X mesure. Cela rend'•particu-
lièrement .sensible l'intérêt qu'il ̂ ^-à: çonsidérer^es^proeédés comme
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servant seulement au calcul, et à donner une définition établissant un
lien direct entre la fonction et l'intégrale, entre l'ensemble et la mesure,
qui ne dépende que de la fonction ou de l 'ensemble, non de la façon
dont ils sont donnés. C'est en faisant cela que l'on peut légitimement
se réclamer du nom de Cauchy. , •

Je ne veux nullement opposer un exclusivisme à un autre, ils sont
tous néfastes ; mais je tiens à dire que j'ai, moi aussi et moi sur tout ,
le droit de me réclamer de Cauchy.

En somme, la seule différence véritable entre l'exposition construc-
tive de M. Borel et la mienne, en ce qui concerne l'intégrale, c'est
l^bsence, dans l'exposition constructive,^ de tout lien direct entre
l'intégrale et la fonction intégrée. La seule considération que l'expo-
sition constructive supprime est lûin d'être une considération para-
site : c'est la généralisation de la relation entre

et

dans le cas où/( a?) est continue. Avec l'exposition constructive, on
peut ignorer cette relation, même dans le cas où/(a*) est continue et
cela précisément parce qu'on ne considère pas la fonction en soi.

La méthode constructive ne considère pas l'ensemble en soi, ni la
fonction en soi ; elle étudie uniquement les ensembles ou les fonc-
tions donnés d'une certaine manière.Mais c'est pour en déduire une
propriété de ces ensembles ou fonctions; cette propriété obtenue, on
raisonne, qu'on l'avoue ou non/sur tous les ensembles ou fonctions
la possédant, que ces ensembles ou fonctions paissent ou non être
obtenus par les procédés constructif s primitifs. Je fais allusion ici à
ces propriétés que M. Borel exprime d'une façon pittoresque en disant
que tout ensemble mesurable B ne diffère d'intervalles qu'à 2£ près;
que toute fonction de Baire ne diffère de fonctions continues qu'à
3& près. Or les ensembles qui ne diffèrent d'intervalles qu'à as près
sont précisément les ensembles mesurables que j'ai considérés ; les
fonction s q ni ne diffèrent de fonctions continues qu'à 3 £ près sent ies
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fonctions mesurables que j'ai considérées. Les deux méthodes s'oc-
cupent donc de la même classe de fonctions^ elles ont la même gêné-

• ralité quand on les utilise convenablement, et M. Borel le signale à mul-
tiples reprises. A d'autres moments, il t ient à ne conclure que pour
les seuls ensembles ou fonctions donnés par les procédés constructifs;
la méthode non constructive lui paraît alors plus générale, ety
comme cette plus grande généralité ne sert pratiquement à rien, il
peut la qualifier d'apparente. Je rappelle que cette plus grande
généralité n 'entraîne d^ailleurs aucune complication dans les raison-
nements, au contraire.

Au reste, supposons qu'au lieu d'avoir donné la définition de l 'inté-
grale, par exemple, pour toutes les fonctions possédant une certaine
propriété P, puis d'avoir démontré dans un second paragraphe que toutes
les fonctions de Baire possède cette propriété P, j'ai intervert i l'ordre
de ces deux paragraphes; je n'aurais plus considéré la fonction en soi.

En résumé, il n'y a entre les deux modes d''exposition gué des diffé-
rences très faibles y comme il en subsiste toujours^ par exemple, entre deuoc
expositions d'un même raisonnement; mais la méthode constructive ne
met pas en évidence de lien direct entre mesure et ensemble mesurée entre
intégrale et fonction intégrée. Par suite, elle cache le irritable intérêt des
notions de mesure et d'intégrale^ elle prépare moins aux applications. De
plus, on verra de suite qu'elle conduirait à parler de l'intégrale sans
utiliser la théorie des ensembles, dont je vais m'efforcerde montrer le
rôle important dans les recherches récentes sur les fonctions de
variables réelles. . ' .: ^ ' , , ^ ; : ' • ' ' . .

Je veux dire auparavant un mot de lanotion d'ensemble mesurable B
qui joue un rôle capital dans les travaux de M. Borel. En réalité, cette
notion est étrangère aux questions de mesure et d ' in tégrat ion; son
véritable rôle est ailleurs, on va le voir bientôt.

Sans doute, à cause de la difficulté de sortir de la classe des ensembles
mesurables B, il y aurait intérètà connaître des méthodes s'appliquant
à ces seuls ensembles et seulement aux fonctions de Baire qui corres-
pondent à ces ensembles, pourvu toutefois que ces méthodes ne
soient pas trop compliquées. Mais jusqu'ici on ne connaî t aucune
méthode applicable à ces seuls ensembles et fonctions. M. Borel part
bien des définitions de ces seuls ensembles et fonctions, mais par la
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suite il ra isonne 1 sur des classes plus vastes que celles (l'on il était
parti.

IV. — Les fonctions de variable réelle.

24. Je vais rechercher les conceptions qui ont joué le rôle essentiel
dans les/travaux récents sur les fonctions de variable réelle. Je n'en-
tends pas faire un historique complet et, reconstituer ies pensées des
auteurs, je veux seulement mettre en lumière quelques idées, incons"
cientes, non exprimées à l'origine, qui, peu à peu, se sont dégagées et
autour desquelles se groupent les principaux travaux.

A l'origine du mouvement on rencontre le nom de Baire ( 1) ; sa
Thèse est restée justement célèbre. Elle donnait le 'plus beau dément i
à cette opinion alors si répandue qu'il n 'était possible de faire aucun
travail sur les fonctions de variable réelle et qu'au reste cela ne-servi-
rait à r ien(2) ; et. en ce sens elle eut .une première inf luence, en quelque
sorte.morale. 1'1 .! / , . ! , 1 -' ^ ! ! 1 1 ! ! • .1 ! ! , . . , . ! .

Il faut noter ensuite l 'importance du résultat principal de cette Thèse
et' surtout' l'originalité •des1 moyens mis • e n 1 œuvre pour y parvenir*
Beaucoup de qualités diverses-dés ensembles avaient été distinguées;.
Femploi constant de la théorie des ensembles jo int à une analyse m i n u -
tieuse, à une dissection de la.notion de1 continuité, permit à M. Baire
de distinguer beaucoup de qualités des fonctions et de délimiter des
classes de fonctions ayant des propriétés communes précises. Jetais1

allusion ici aux fonctions semi-continues, aux fonctions ponctuelle-
ment discontinues, aux fonctions cont inues . quand ,on néglige les
ensembles dénombrables, etc. Ç ^ ) .

(1) Les premières Notes de M. Baire, qui orientent nettement ses recherclies, sont anté-
rieures an Livre de M. Borel sur la Théorie des fondions. La Thèse de M. Baire est
postérieure à ce Livre, mais il est évident que M. Baire en a peu subi Tinfluence,

(2) On citait alors ccminie un tour de force unique la définition de Darboux pour les
intégrales par défaut et par excès; définition que Ton n'utilisait jamais d'ailleurs,

(3) Bien entendu, il ne serait pas difficile de trouver des précurseurs, et cette obser-
vation s'appliquera à tout ce qui suit; mais ce que je veux dire, c'est que M. Bcdre a
utilisé ces procédés avec plus de continuité et avec plus de'bonheur que nul ne ravait fait

'^vini-tuL •II11 ': a.:ainsi l,;appeM,t îaltenlion: l^ur le lcî^ l l lFrooédés',qui,,^
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Mais Y apport principal de M. Sa ire est Ici conception de cet ensemble de
fonctions qui contient les polynômes et qui est fermé par rapport auûc
opérations addition^ miiliipiicalion^ passage à Ici limite,

C'est rensemble des fonctions représentables analytiquenient ou
fonct ions de Baire. Sans qu'on puisse affirmer, que cet ensemble de
fonctions suffira à tout, i l est bien certain qu^il est très vaste et que la
plupart des questions d'Analyse ne nous1 en ferons pas sortir. La
théorie des fonctions de variable réelle peut donc prendre provisoi-
rement comme but l'étude des fonctions de Baire. Provisoirement,
parce que cette classe de fonctions sera peut-être insuffisante et aussi
parce qu'elle sera peut-être trop vaste pour que nous réussissions à
Fétudier.

25. Si une propriété appartient, aux polynômes 1 et se conserve à la.
.limite, le procédé par récurrence transfini qui permet de définir toutes
les fonctions de Baire, permet aussi de , leur étendre la propriété consi-
dérée. Le premier exemple d 'une propriété commune à toutes les
fonctions deBaire a été donné par M. Baire lui-même: 1. Toute fonction,
de Baire 'est ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait,
quand on néglige les ensembles de première catégorie (Comptes rendus,
îî décembre î89<)). 1 ,

Vient ensuite là propriété énoncée au n° 16 : II. Toute fonction de
Baire est mesurable (Comptes rendus, 29 avril 1901). Dans ma Thèse
je l'ai remplacée par ce •résultat, plus précisa III. ^Toute 'fonction, de
Baire est mesurable B. Je laisse de coté^cet énoncé /sur lequel j'aurai
à revenir et je , m'occupe des. deux premiers, bien que j'aie peu de
chose à dire de celui de M. Baire .qui n'a pas encore été étudié. Je
veux seulement remarquer qu'il .existe certainement des fonct ions,
auxquelles s'applique .l 'énoncé II sans que l'énoncé 1 s'applique et
que/si oniimitaii. renoncé de,M. Baire à la seule considération de la.
discontinuité .sur l^ntervalle considéré,:1 il y aurait aussrdeâ fonctions

devenir conscients, à constituer par suite un instrument en quelque sorte catalogué auquel
onsa î t qu'on pourra avoir recours dans telleou telle circonstance.

Au sujet des travaux de M. Baire et de toutes les questions traitées dans ce Chapitre,
on consultera avec fruit rOirvrage récent de M. de la Vallée Poussin : I n t é g r a l e s ' d e
Lebesgue, Fonctions crensemble, Classes de JSaire; Parie, Gauthier-Vïllars, 1916.
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satisfaisant à! sans satisfaire à II. En util isant les ensembles Z ( d ^ c i ^ b )
du n0 12, on peut en effet définir dans(o/ i) un ensemble X qui soit à
la fois de mesure i et de première catégorie ;'son complémentaire Y sera
donc de seconde catégorie et de mesure nulle. Une fonction non mesu-
rable sur X et nulle sur Y serait cependant ponctuellement discontinue
sur (o, i) quand on néglige les ensembles de première catégorie.

Au reste l'énoncé de M. Baire est purement1 qualitatif, il est peu
vraisemblable qu'il soit équivalent au second énoncé qui est purement
métrique. Il pourrait au contraire être équivalent au troisième, car,
comme je l'ai dit, la qualité d'être mesurable B est une qualité topolo-
gique (impliquant la possibilité d'une certaine construction) et non
une epalité métrique.

Le second théorème est susceptible de bien des énoncés; il dépend
de la forme de définition choisie pour les fonctions mesurables. Celle
que. j'ai donnée peut, comme on l'a vu au n° 17, être formulée ainsi :
f{x) est mesurable si, en tout point, elle diffère de moins de £ de
l'une des fonctions y^ cpa , . . . , chacune de ces fonctions <p^ n'étant
définie que dans un intervalle 1̂  où elle est constante, et les parties
communes à deux 1̂  ayant une longueurtotale inférieure à £.

Celle de M. Borel, n° 16, consiste à dire :/(^) est mesurable si elle
diffère de moins de s d'une fonction continue g{oc} considérée seule-
ment pour les points extérieurs à des intervalles ^ dont la somme des
longueurs est aussi petite queFon veut.

Cette seconde forme conduit de suite à une troisième : /(^?) est
mesurable si elle est, sauf aux points d'un ensemble démesure nulle,
la limite d'une suite de fonctions continues convergeant presque
partout.

Bien que la première forme conduise de suite à la seconde, le pas-
sage de la première forme au théorème qui constitue la troisième a
d'abord été fait par une voie très indirecte, mais donnant un résultat
bien plus précis. J'ai prouvé en effet que toute fonction sommable f est
presque partout la dérivée de son intégrale indéfinie î précisément en
montrant que^/" est, presque partout, la limite de la fonction continue

1 1 1 1 : 1 1 : 1 / ! ; 1 : : 1 1 1 1 : 1 1 . 1 1 1 : 1 1 : 1 ' ; ; 1 1 1 ; 1 1 : - 1 1 ' 1 1 : F ( 1 ^^^^ • 1 1 1 ^ 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 " 1 ' 1 1 1 ' 1 •
., 1 1 ; 1 ' 1 1 - - 1 1 - 1 1 ' 1 ' ' l 1 1 ,1,' '• 1 ' 1 : h . 1 1 1 ^ v r -:' 1 . 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 : : 1 1 , 1 1 1 1 : 11 ' 1 1 ; 1 1 \ 1 1 1

( 1 ) Comptes rendus f avril 1908, et J., p. ï%o et suiv.
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Ceci montrebien la différence qu ' i l va entre démont re r et découvrir;
pour démontrer, le. procédé du passage à la l im i t e permet souvent
d'arriver tout de suite au but, mais jusqu'ici ce son t les'considérations
de théorie des ensembles qui ont fait deviner ( ^ ),

26. Nous devons rechercher dans les Leçons sur la Théorie des
fonctions deM. Borel son apport particulier, bien que ces Leçons soient
surtout un travail d'exposition écrit en vue de la théorie des fonctions
de variables complexes. Nous remarquons1 d'abord l'emploi constant et
pour ainsi dire unique de considérations sur les ensembles comme
ins t rument de recherches. Mais il ne s'agit pas d'un emploi de toute la
théorie des ensembles, M. Borel ne raisonne jamais au contra i re que sur
des ensembles dénombrables ; ensembles dénombrables de points, d'in-
tervalles, de condi t ions ou d'opérations. M. Borel écrit à la page 122 de
ses Leçons : « Nos connaissances précises sur les puissances diverses
n'excèdent guère la remarque suivante : il y a des ensembles dénom-
brables et des ensembles non dénombrables., cette^Iernière notion étant
surtout négative. » Mais, pour lui , la puissance du dénombrable est
une notion positive, c'est presque un nombre comme un autre.

3e ferai peut-être mieux saisir ce qu'a de particulier la -manière de
M. Borel en citant deux faits qui me paraissent l 'un une exagération,
l'autre un inconvénient de cette manière.

Tandis que M. Borel ne conçoit pas qu'on parle d^ne infini té d'élé-
ments sans loi, il l'admet pour les infinités dénombrables et parle de
la série de Taylor la plus générale sans loi. {Lettres sur la théorie des
ensembles ( Bulletin de la Société mathématique^ i QoS ).]

( 1 ) La démonstration du théorème, impliqué par la troisième forme d'énoncé, qui est
donnée par M. Borel dans son Mémoire, est. particulièrement simple. Elle repose, comme
la démonstration qu'il donne pour la compatibilité des propriétés imposées à la mesure,
sur un lemme intéressant qui lui est personnel. M. Borel n'énonce le théorème que pour
les fonctions de Baire bornées; sa démonstration s'applique à toutes les fonctions mesu-
rables, bornées ou non,

M. Borel place ce théorème au premier plan pour mettre en évidence, dès le début,,,Ies
ressemblances entre les fonctions mesurables et les fonctions continues. Cette idée me
paraît heureuse, mais il ne faut pas se servir de cette propriété des fonctions mesurables
pour diminuer l'emploi de la théorie des ensembles dansTéUide de ces fonctions.

Âim. HR, Norm^ (3), XXXV. - AOUT 1918. 1 1 ! . ^ ^ 3o • • '
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On sai t que M. Borel n'a démontré son célèbre théorème fonda-
men ta l sur les i n t e rva l l e s , [q\m pour le cîis oh l ' ensemble de ceux-ci
est dénombrable , laissant a ins i de côté le cas général indispensable
cependant aux applications à la théorie des fonctions, cas général
que son raisonnement lui donnait de suite, à condi t ion de renoncera
•compter les intervalles un à un ( { ) . 1 ' 1

Donc M, Borel compte un à un les éléments1 des sommes qui en con-
tiennent une inf in i té dénombrable ou un nombre fini. C'est dire qu'il
était tout préparé, dès qu'il eut enfermé les points de D(n° 22) dans des
intervalles dont la somme des longueurs était inférieure à la longueur
totale considérée,' à conclure qu'il n'avait pas enfermé toute cette
longueur. Ceci est, l'application de sa Thèse et, par la façon même
dont j'imagine qu'il y fût condui t , il était tout préparé à voir là le
premier pas vers, une théorie de la mesure des grandeurs, où l'on pour-
rait diviser celles-ci en une infinité dénombrable de parties et non
plus seulement en un nombre fîm comme dans la théorie ordinaire.

J'ai fait remarquer plus haut que des considérations topologiques
avaient condu i t M. Borel à une notion iBétrique, mais on voit que
les raisonnements faits par M. Borel étaient, eux, purement arithmé-
tiques, numériques, si je puis dire. Et c'est parce qu'au cours de ces
raisonnements M. Borel y traitait du nombre « inf in i dénombrable »
considéré comme somme d'unités, qu'il est arrivé à parler de la mesure
de la somme d'âne infinité dénombrable d'ensembles constituants.

La'définit ion descriptive de la mesure, posée par M. Borel, est sans
doute le premier exemple net de remploi d'un inf ini actuel en mathé-
matiques. On peut bien dire, si l 'onveu^ queJa somme d'âne série est
la somme des termes, mais cela n'est vrai que pour les séries absolu-
ment convergentes et les raisonnements que l'on fait pour légitimer
alors la considération de l'infinité non ordonnée des termes permet, en
même temps, de ne pas se servir de cette infini té (2).

(^) Foir la noiequi termine la Thèse de M.Borel et J., p. ïo5. C'est à la même préoc-
cupation, compter les éléments un à un, qu'il faut rattacher, je crois, le désir de définir la
mesure pour les seuls ensembles mesurables B.

( â ) II n'en est pas mom$ vrai qu'il y a des rapports éiroits entre les nbuvelles théories
de la mesure et de Tiûlégrâle et la théorie des sénés absolument convergentes; c'est
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On dit ( ') qu 'une fonction /{e}^ d'éléments e dont on sait définir la
somme Se, est additive, lorsque

/(2e)=I/(e);

jusqu^à M. Borel on n'avait jamais obtenu, que des fonctions cïyant
Y cidditmté restreinte tandis que la mesure possède Y additmté complète^
c'est-à-dire que l'on peut considérer les sommes S formées d 'une
infinité dénomb râblé d'éléments.

L'additivité complète est une propriété c[ui tend à jouer un très
grand rôle dans la théorie des fonct ions de variable réelle, ou on l'a
rencontrée sous des formes variées.

La différence entre les déf ini t ions descriptives de la'mesure posées
par M. J-ordan etpar M. Borel est donc capitale.

Il importe peu que M.Borel ait, comme il l'a fait, ajouté à cette
défini t ion son emploi pour le calcul de la mesure des ensembles se
déduisant des intervalles par addition et soustraction, c'est-à-dire
pour les ensembles mesurables -Ii. Cela allait de soi. Le point impor-
tant, c'est qu'il, ait donné la défini t ion descriptive de la mesure.

Il serait injuste , cependant, de réduire à cela son apport, car ce n'est
qu\me application particulière de cette idée directrice : l'infini
dénombrable est presque un nombre entier. Je suis obligé de me borner
à cet énoncé un peu vague, précisément à cause de lavariété des utili-
sations possibles de cetteidée. ' ',' : 1 '• '1 • 1 ' 1 , 1 ' . \ ' 1 : •

• 27. Pour la même raison, je n'essaierai pas de foriinulerdefaçon très
préciseFidée essentielle autour de laquelle se groupent mes recherches.

Pour avoir une sorte de plan de travail, il nous reste encore à
apprendre à quels ensembles, attachés aux fonctions considérées, nous
essaierons d^apptiquer les procédés'de MM. Baire et Borel. Le souci de
construire « sur mesure » l'intégrale m'a conduit, comme je l'ai dit,

pourquoi la limitation aux foncllons absolument iûlégrables, que je me suis parfois
imposée, n'est pas arlifiGieHe.

( 1 ) LEBESGUE, Sur F intégration clés fonctions dlsûontmites(^/zna^ de r École '•^or-
mcde) ^gro1).'111'11;' , 1 1 1 , '. '1 '1 : '• 1 1 • 1 1 • , 1 . 1 : 1 1 „ . , , ' : \ . • ' , 1 1 1 , 1 1 . : ! 1 1 1 ' ; 1 1 - , „ ^ , ,' 1 , 1 . / '



2,36 • lîENllI LEIÎESGIÎE.

n019, à considérer les ensembles E[a </(^) < 'b] formés des valeurs
de x pour lesquelles la fonction vérifie la relation écrite entre paren-
thèses. Pour moi, donner une/onction^ ce n est pas donner la correspon-
dance \f(x), x\, c ' e s t donner les ensembles E[a </(^) < &J. Les en-
sembles E[a</(^) <&] sont connus, dès que l'on connaît ceux
relatifs aux valeurs rationnelles de a et de b; par suite, les fonc-
tions sont composées par une inf ini té dénombrable de constituants;
nous pourrons uti l iser des raisonnements du genre de ceux de
M. Borel.

Beaucoup de problèmes se traduisent de suite en problèmes relatifs
aux ensembles E(a </<&); la définition de l'intégrale en a été le
premier exemple.

28. Dans l ' intégration^ u n ensemble de mesure nulle est négligeable,
comme une valeur de la variable dans l 'intégration ordinaire; comme
première propriété de l'intégrale, nous trouvons qu'elle admet pour
dérivée la fonction intégrée sauf pour un ensemble de points de mesure
nulle. C'est là le premier exemple de ces propriétés vraies presque
partout, de ces développements valables presque partout qui se sont
présentés en si grand nombre et qui ont permis de comprendre, par
exemple, les faits relatifs à la convergence et à la divergence des inté-
grales singulières.
O ' 0 • •

L9 ensemble singulier rencontré est Véquivalentd'une singularité isolée
pour une fonction continue.

29. De même qu'un ensemble de mesure nulle est l'équivalent du
point dans la théorie ordinaire, un ensemble quelconque est l'équi-
valent d'un intervalle. L'intégrale indéfinie, dont le principal rôle
consiste à fournir l ' intégrale dans un intervalle quelconque, deviendra
la fonction d'ensemble égale à la valeur de l'intégrale étendue à
l'ensemble considéré. C'est la considération de cette fonction d'en-
semble qui a permis d'établir une théorie uniforme, quel que soit le
nombre des variables, question qui n'était pas traitée, comme on sait,
même pour le cas des seules fonctions continues.

Cette fonction d'ensemble, qui se réduit à la mesure quand la fonc-
tion intégrée est égale à un, possède comme elle l'additivité complète;
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'elle est de plus absolument continue (1). Cette dernière propriété est.
l'analogue de là cont inui té uniforme des fonctions de points .

Je n'ai pas l'intention de résumer les résultats obtenus; ce que je
viens de rappeler suffira à faire voir avec quelle simplicité s'est déve-
loppée la théorie à partir de cette idée que les éléments constituants
des fonctions sont des ensembles de valeurs de la variable. En voici
une autre conséquence, qui va nous ramener à la considération des
ensembles mesurables B.

30. La considération des ensembles E^a^fÇx) < &] conduit de
suite à cette constatation que j'ai donnée dans ma Thèse : toute fonc-
tion de Baire est mesurable B. Dans un Mémoire sur /es/onctions repré-
sentables analyliquemeni^ j'ai démontré la réciproque. De plus, j'ai
prouvé qu'il y a une correspondance exacte entre la place qu'occupe
une fonction f{oc) dans la hiérarchie des classes de M. Baire et la
complication des procédés donnant, par addit ion et multiplication
effectuées à partir des intervalles, les ensembles mesurables B
E[û</(^) <é] correspondants (2).

C'est dans des problèmes de cette nature, analogues à ceux que
pose la classification des irrat ionnelles algébriques, que les ensembles
mesurables B ont un rôle fondamental à jouer (3 ).

A la fin de cette étude, j'ai défini une fonction non mesurable B et
par suite des ensembles non mesurables B. En donnant cette définition

0) Cette dénomination est due à M. Vitali. En citant un intéressant travail de M.Vitali,
dans lequel il montrait l'intérêt de la notion de fonction absolument continue, j'avais
cru devoir rectifier un énoncé que je lui attribuais en disant qu'il fallait y remplacer
le mot rettangolo (rectangle) par le mot quacirato (carré). En réalité si, dans toutes les
définitions préparatoires, M.Vitali avait employé le mot rettangolo^ dans renoncé final se
trouvait bien le mot quadrato, ce que j'ai reconnu seulement quand M. Vitali, signalant mon
erreur, a écrit ce mot en caractères tellement gros qu'il me devenait impossible de ne pas
le voir (VITAU, R. ÂCC.' d. Se. dl Torino^ 1907-1908. — LEBESGUE, Annales de l'École
Normale^ 1 9 1 0 . — V Î T A L I , R. délia R. Âcc. cl. Lincei^ 1912).

(2 ) 1 F.R. À. .1 \ • 1 1 . 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 ' ' l l i l 1 1 . ,1 ,^,, ' ^ 1 1 \ 1 1 . 1 1 : ' '•11: . 1 !

( 3) Comme conséquence des résultats de mon Mémoire, M, Alexandroff a prouvé que
tout ensemble mesurable B et formé d'une infinité non-dénombrable de points contient un
ensemble parfait. De sorte que la puissance d'un ensemble mesurable B est, ou finie, ou
dénombrable^ ou égale à celle du continu. C'est là un résultat d'un intérêt philosophique
considérable, que je tenais à citer (Comptes rendus^ '28 février 1916).
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j'ai fait quelques réserves, mais je ne vais pas aussi loin que M. Borel
et c'est pourquoi je veux préciser. Supposons que nous disions qu'un
nombre x est égal à o ou i suivant que la constante d'Euler est ration-
nelle ou non ; il est certain que ̂  est ainsi défini logiquement à l'aide
d'un nombre fini de prémisses. Cela est illusoire pour moi, parce que,
moi, je ne sais pas utiliser ces prémisses qui, par suite, ne me font
pas connaître, à moi, le nombre défini. Mais la difficulté vient renie-
ment de mon ignorance; elle est tout autre quand, dans le raisonne-
ment de M. Zermelo, on parle d'êtres qui ne sont pas caractérisés par un
nombre fini de prémisses, de sorte que,, non1 seulement je ne sais pas,
moi, dé quels êtres on, veut parler, mais personne ne le saura jamais.
Comme' je ne conçois pas comment on pourrait raisonner à partir
d'une infinité de prémisses5 je fais à l'occasion de ces raisonnements
des réserves formelles. Ici, la difficulté ne vient pas de mon ignorance,
elle a un caractère logique.

L'existence d'ensembles non mesurables B me parait démontrée,
mais: on ne connaît jusqu'ici aucun ensemble, nommé sans l'emploi du1

raisonnement de M. Zermelo, qui. ne rentre pas d'ans la clause des
ensembles'mesurables. Récemment ( f ) , M. Sierpinsld a' cependant
déclaré que l'existence d'ensembles non mesurables lui paraissait tout
aussi établie que-beaucoup 1 d'autres propositions mathématiques;
celle-ci par exemple : L'ensemble des ' ensembles dénorobrables de
pointa a la puissance du continu.

Cette déclaration de M. Sierpinsld me conduit à quelques observa-
tions. Voici, ce que fait M.SierpinskL 11 traduit l'énoncé précédent

'en disant : à tout ensemble dénombrabie de points E on peut faire cor-
respondre .un nombre /(E) 'et, de cette fonction. d'ensemble dénom-
brabie, il dédait une fonction ordinaire ç^)' qu'il prouve être non
mesurable, en imitant ce que j'avais fait ailleurs ( 2 ) . \ , , .
..Mais/ce que l'on démontre ordinairement,1 c'est qifà'tout ensemble

dénombrabie de' points E1 on peut faire correspondre un -ensemble.
I dénombrabie ^de'façon. qu'à 'des E-différents correspondent dès:.^ sans
-nombres communs, et c'est cela'seulement'qu'on, exprime, en 'disant
/qae'^ensembledesEaJap^m

I I ^ l-(lll)'i.. Comptes rendus^ 4 jnl'h1!^!^.1 • - l i i 1 • 1 . : " 1 , 1 1 • • \ 1 ; 1 1 1 , 1 ' 1 . . ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' • 1 1 1 1 ' • ' 1 1 1 ' 1 1 - . '
(2) Jhàletift clé U /Société mûth.'de'France.^W^ Âcc.R. dette Se. di Torîno, ^907.
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nombre déterminé/(E), M. Sierpinsld fait précisément le choix d'où
v i e n n e n t les diff icul tés que soulève le raisonnement de M.Zermelo (1).

31. 'Un autre résultat fourni par la considérat ion des ensembles
E[a</ (^)<^] , • ,

• c'est que 'toutes les fonctions et tous les ensembles nommés jusqu'ici
sont mesurables B. Il ne faut. pas confondre, ce résultat avec le précé-
dent qui consti tuait un théorème; le nouvel énoncé n'est que l'abou-
tissement de toute une série de remarques et, pour cette raisonna
signification doit être précisée. , ^ " ^

Pour l 'établir il faut : 1° montrer que tous les procédés utilisés
pour obtenir des ensembles à partir d'ensembles précédemment

; définis se ramènent à ceux de M. Borel ; en fait, on n'a employé que
des procédés peu variés se présentant en général immédiatement sous
la forme même considéréeparM. Borel; 20tnontrer quetous les procédés
utilisés pour obtenir une fonction à partir des fonctions antérieure-
ment définies rentrent dans ceux utilisés par M. Baire; cela aussi est
immédiat quant aux procédés purement analytiques ( 2 ) ; pour ce qui
est des procédés arithmétiques, on peut les ramener à des définitions
analytiques, et à la troisième opération qu ' i l me reste à considérer;

, 3° montrer que /tous les procédés util isés pour définir une fonction
à partir d'un, ensejnble ou un ensemble.à, part ir /d 'une1 fonction, se.
ramènent à l'opération: qui lie E[ a </(^) <&];à/(^). -A partir d'un
ensemble E on n'a jamais défini une fonction ^f 'qu'en disant : / sera

.sur E égale à telle fonction connue, en dehors, d e 1 E elle sera égale
à telle, autre. Cette opération est facile à examiner. . •

Les passages xle fonctions à ensembles sont autrement variés; ceux
qu'on avait util isés dans/la théorie-des fonctions consistaient presque
tous dans la,considération de points qui sont /s ingul iers-à un certain1

.titre (ensemble des, infinis, des pôles, des points clé discontinuité, des.

(1) Une observation analogue m'a été fa i t epar M. delà Vallée Poussin. Comparer avec
ce que je dis dans le Mémoire du Journal -de Mathématiques, au bas de la page -AI 5 et
aussi au problème de choix traité dansTarlicle cité du .Bulletin de. la Société mathématique.

(3 ) C'est d'ainears la considérauon de ces procèdes analytiques qui ont conduit
M< Baire à la eoneôption de l'ensembie des fonctions de Baire, conception d'où devaient

.dériver les résultats examinés aux n^8 30 et 31.
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points de divergence, des points de non intégrabili té, etc.); à tous
ceux-là, il faut ajouter 1/infinie variété des définitions arithmétiques.

En t r a i t an t un certain nombre d'exemples on se conçainc que tous
les procédés rentrent bien dans l'opération indiquée. Le résultat n'a
donc que la valeur d'une constatation, d'autant mieux fondée que l'on
a examiné plus de cas, mais qui reste indéfiniment révisable,, puisque
chaque ins tan t on peut imaginer un procédé nouveau (1).

32. C'est pourquoi, les mots « bien définis » ayant déjà un sens
précis en Mathématiques, on ne peut accepter là dénomination d'en-
sembles bien définis à la place de celle d'ensembles mesurables B,
qui est adoptée par M. Borel dans son Mémoire récent. Un être est
« bien défini » quand il est caractérisélogiquement par un nombre
fini de prémisses. Il n'est pas démontré que tous les ensembles non
mesurables B sont « insuffisamment définis » et cependant la dénomi-
nation adoptée par M. Borel jetterait en quelque sorte la suspicion pré-
cisément sur les travaux mêmes qui, en faisant connaître l'étendue des
ensembles mesurabIesB, ont donné àM. Borelles raisons qu'il invoque
pour cette dénomination (î)oir p. 244? w note),

Le contraire est même démontré par les exemples de fonctions et
d^ensembles mesurables B que j 'ai formés; pour adopter sa dénomi-
nat ion, M. Bore! modifie le sens habituel des mots bien définis. Un
nombre égal à o ou a i , suivant que la constante d'Euler est ra t ionnel le
ou non, n'est pas bien déf ini , avec le sens qu'il adopte.

Il y a plus, M. Lusin et un de ses élèves, M. Sousiin, v iennent d'an-
noncer (2) qu'ils avaient réussi à nommer numériquement, par le
procédé su ivan t , un ensemble non mesurable B : ils définissent une
série de polynômes P^(^) convergente; l'ensemble considéré est l'en-
semble E^ des valeurs y prises par la sornme d e l à série.

Ey est la projection sur Oy de l'ensemble mesurable B formé des
points du plan dont les coordonnées vérifient l'égalité
•1.' .: - 1 1 1 - 1 ' 1 1 1 ,• 1 . , ' : 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 • 1 1 1 ^y^'lim,?,^^1).,11-1 . 1 , 1 , 1 . 1 1 \ 1 1 . 1 1 1 1 , , : / : 1 1 ' 1 1 - 1 1 : 1 1

1 1 1 , : ! ! , ! , 1 ! - n := w ! • , ! 1 • . ' . ' ! . - 1 1 ! ! ! ! 1 ! , ^

Ainsi, laproject ion d'un ensemble mesurable B peut être non mesu-

(1 ) C'est avec ce sens que je l'ai indiqué dans l'linroducUon de F. R. A.
( ï ) Complet rendus^ 8 janvier 1917.
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râblé B; l'opération qui consiste à prendre la projection d 'un ensemble
ne peut être ramenée à celles considérées par M. Borel.

33. Ce fait est en contradiction avec certaines af f i rmat ions de mon
Mémoire de 1905, que je vais corriger sur quelques points.

PcWîii les opérations analyt iques que l'on peut. avoir l ' idée d'utiliser
pour définir de nouvelles fonct ions se trouve la résolution des équa-
tions, c'est-à-dire le procédé des fonctions implici tes . J'ai étudié ce
procédé, 'parce qu'il m'avait servi antérieurement pour étendre, des
résultats de M. Bai re (^).

Soit s ^ /(^j)=o

l'équation à résoudre, qui dél ini t impl ic i tementy=== o^1); supposons
f mesurable B, il faudrait démontrer que ç l'est aussi. Si a et b sont
deux nombres quelconques nous avons à étudier l 'ensemble des
valeurs de Xy E [a<^ç(.r)<^&|, qui est la projection sur Ox de la
partie de Fensemble E[/(,r,y) == o| pour laquelle y. est compris
entre a et &; cette partie est un ensemble mesurable B. Il faudrait donc
prouver que tout ensemble mesurable B a une projection mesurable B
et, comme un tel ensemble s'obtient par des sommes et des produits
d'ensembles précédemment déiinis, suivre en projection ces opéra-
tions. A une somme correspond une somme en project ion, mais à un
produit ne correspond pas nécessairement un produit. J'ai affirmé à
tort le contraire (:i); le théorème que j'en déduis (théorème XVIII) :
une/onction définie explicitement à F aide d'expressio/is cmalytiqu'es est
exprimable analytiquement d'une manière explicite, t^est pas démontré.

La projection est un cas particulier des t ransformations ponctuelles
définies par des relations

Xt^ F l { ' ' iVïf •"^2; • . . ? ^/t^i . . ., . X^; '== ^ f){^'li ^'ïy ' • - » ^ n ) î

dans lesquelles les F sont des fonctions continues. Les considérat ions
générales sur ces transformations tombent pour la même raison (:î).

( 1 [ ) Comptes'rendus, -27 mars 1899.
{^F.'R^Â,,^. 192. . 1 : 1 1 - 1 ' 1 1 ' 1 / ' " 1 1 1 1 , 1 1 1 ' 1 1 • , , 1 1 1 1 ' 1 • \1 .1

.1^) /^7L1^.111, p. 195. 1 : ^ i ' • ^ • 1 : ! ! , ; • ' 1 • 1 1 1 1 1 1 . 1 . 1 1 ' 1 1 1 . ^ ! 1 .,,
. , , ; Aniï. Éc. A'o/w.,, ( 3 ) , KKXV. — Acn-T ti)iS. 1 1 . ' ! . 3l . -
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Mais renoncé que j 'en déduis ( i ) peut néanmoins être conservé
nwvennant cette restriction : a un point X ( , X.j, . . . , .X^, correspond
seulement un nombre f in i de poin ts a',,^, ..., ̂  ( 2 ) .

Avec cette res t r ic t ion, à un produi t correspond un produit pourvu
qifon s'occupe du produi t d 'ensembles emboîtés .les uns clans les
autres, cas auquel on peut toujours se l imi te r . Les corrections à faire
à mon Mémoire se réduisen t donc a une restriction à apporter à Renoncé
de la page 197 et a Fabandon du théorème XVIII.

MM. Sousiin "et Lusin annoncentqu^i ls possèdent une démonstration
de ce théorème, C^est dVilleurs en part icul ier pour l^obtenir que ces
auteurs ont créé tout une théorie q u i les condu i t à une nouvelle
classe d'ensembles : les ensembles A. Ces ensembles, qui se conservent
en projection, et qu i c o n t i e n n e n t les ensembles mesurables B, sont
tou jours mesurables , mais ils ne sont mesurables B qu'exceptionnelle-
ment , quand une certaine condi t ion ( I^un ic i t é est remplie (;! ).

Des résultats annoncés, le lecteur déduira facilement des opérations
géométriques ou fonctionnelles permettant de former des ensembles
ou des fonctions non mesurables B àpa r t i rd^ensemhlesou defonct ions
'mesurables B 1 1 ; 1 1 1 ' 1 1 1 1 . , . .1 , 1 1 . . 1 - l l i i l 1 ' 1 1 ' 1 , , ' : 1 1 1 : 1 1 . • . -1 : 1 1'1

Projeter un ensemble, joindre ses points deux à deux, lui faire
balayer certaines trajectoires et, d^une façon générale, lui faire subir
une transformation continue, mais dont l ' inverse ne so i t pa sun ivoque ;
prendre, pour chaque, valeur de ̂ , ta borne supérieure 9 ( x ) à.^fÇx,y)
pour y variable, on l 'oscil lation, ou faire subir à une fonction f(^)
un changement de variable X'=:F(;r), F étant continue. • ,

. (:\)^^^,'p.i97.1 : 1 : - / 1 • , ^ ! ,. ' 1 ; 1 1 , 1 , , ' 1 1 ' - : 1 ! - ! -
( 2 ) Ce qui entraîne d'ailleurs maintenant p ^ n et exclut par conséquent l'application

au cas de la projection. Cette restriction se rencontre dans toutes les applications que je
fuis, en particulier dans celle de ma note primitive et c'est peut-être parce que j'ai tou-
jours pensé en réalité au cas particulier de cetle note que je me suis trompé.

(3) Celle-ci est remplie quand il s'agit d'une projection d'un ensemble mesurable B
telle que tout point de l'ensemble projection ne soit projection que d'un point de
l'ensemble projeté ; d'où le théorème XVIÎÎ.

Cettô condition eàtaussi en relation avec la restriction que j'ai dû apporter à renoncé
île la page ï < ) 7 et avec les questions de choix soulevées par les travaux de MM. Zermelo et

11 Sie.rpinski.:.1 • ' • '' ^ '11 1:.1 : : 1 , • : ; ' ; .1 • " ' ,\ - 111.'/, 1 1 1 1 / 1 1 / . 1 ; 1 : ' 1 1 . : 1 1 ' ; ' 1 1 '11', 1 ,.1., / ^ \ 1 ' 1 ' 1/;/
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Nous avions déjà vu qu'il n'y avait aucun, avantage à essayer de limiter
les défini t ions de la mesure et de l ' intégrale au seul cas des éléments
mesurables B, parce, qifon ne ^ag'nait rien en s impl ic i té et qifon s^irn-
posait a insi n n c res t r ic t ion logiquement étrangère à la quest ion; la
con f i rma t ion des résultats de MM. Sousiin et Lusin montrerait de plus
que cette restriction nous condu i ra i t à laisser de côté des fonct ions s'in"
t roduisant nature l lement en Analyse et: bien déf in ies an sens classique
usuel de ces mots.

V, — Questions de priorité.

34. D a n s é e qui précède, je me suis occupé u n i q u e m e n t de ques-
t ions pédagogiques CL scientifiques; mais, dans son Mémoire de 1912,
et dans sa Notice de 1912, M. Bore! a soulevé des questions de priorité
que je veux élucider.

LA MESURE. — Dans son Livre de 18987 M. Borel t ra i te la question en
quelques pages que l'on peut résumer ainsi : si l 'on convient que
l'ensemble somme d 'une i n f i n i t é dénombrable d'ensembles sans points
communs aura pour mesure la somme des mesures des cons t i tuants ,
que l 'ensemble obtenu en • retranchant un ensemble partiel d ^ n n
ensemble qu i le contient aura pour mesure la différence des mesures
de l'ensemble contenant et de l 'ensemble partiel contenu, qu'un inter-
valle aura pour mesure sa longueur, à chaque ensemble obtenu a
partir d ' intervalles par les opérations somme et différence on pourra
attacher une mesure.

Mais M. Borel ne démontre pas que cette définition n'est pas contra-
dictoire; il se contente de l'affirmer. C'est d'ailleurs ce qu'il rappelait
dans une phrase de son Mémoire de 1912 que j'ai déjà eu l'occasion de
citer (mr p.224), c'est aussi cequi ressort de sa Not ice d e ï 9 ï 2 q u e j e
citerai dans un instant , rajoute encore que/ revenant sur la question
dans un Livre publié en iyo5, M. Borel renvoie à mes travaux pour la
démonstration du fait que la défini t ion de la mesure n'est pas contra-
dictoire^ t ) . 1 1 1 1 ] : ' 1 , , , : : 1 , : • 1 - i l l l i ' : 1 1 / ^ ; - ':;\ :11'. 1 1 1 1 1 1 . 1 1 -' i ' 1 , 1 ' 1 . 1 1 - 1 .

, ( 1 ) Leçons, sur les fonc.tl<)ïu de variable réGÏle et les dé^elopperne/it^ en série de polj-
.^W^,1'^1!';.1. '1 - / 1 . 1 ; 1 1 ' 1 ^ 1 1 .1 1 1 1 \ 1 , 1 1 1 \ 1 - ' " • ; 1 : . 1 1 , 1 . : 1 1 , ' • - 1 1 ' , 1 ' 1 1 1 1 1 ' ;:', 1 : : 1 ' 1 / 1 / 1 1 1 ' 1 , 1 1 ; .' : ,1
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AI. Borel ne détermine pas l 'étendue de la classe^les ensembles qu'il
mesure; il ne sait pas, comme je l'ai déjà dit (îï°22), s'il est 'bien
mesurable cet ensemble D qu'il rencontre dans une question de la
théorie des fonctions.

Il écr i t , à la page ^6 de son Livre : « On comparera avec frui t les défi-
nitions que nous allons donner avec les dé f in i t ions plus générales que
donne M. Jordan dans son Cours d'Analyse. Le problème que nous étu-
dions ici est d'ailleurs tout di f férent de celui qu'a résolu M. Jordan. )>

Enfin M. Borel ne fait prévoir aucune applicat ion de la notion de
mesure.

J'ai déjà dit qu 'une Notice publiée par M. Borel en 1901 fixe nette-
ment l'état des questions avant mes travaux. Cette Notice contient un
paragraphe de moins d 'une page sur la mesure et encore, dixiignes seu-
lement de ce paragraphe sont-elles seules consacrées à la mesure; le
reste traite du théorème de M. Borel sur les ensembles d'intervalles.

On n v trouve aucune indication relative à u n e appl icat ion quel-
conque de la mesure; le mot intégrale n'y figure pas, bien entendu.
On v relève cette phrase : « En renonçant ainsi à définir la mesure pour
un ensemble quelconque^ on constitue une théorie moins générale,
c'est-à-dire s'appliquant à des cas moins é tendus, mais plus précise
dans les cas ou elle s'applique. »

35. Dans sa Notice de 1912, M. Borel écrit : « Si l'on observe que
tous les ensembles qui ont été considérés par les analystes [et j 'ajou-
terai qui/?^^/2U^) être considérés], rentrent dans la catégorie des
ensembles bien définis, on voit que le problème de la mesure se trouve

( î ) <( Je dois ici une explication; pour les mathématiciens qui croient à la possibilité
des définit ions qui impliquent une infinité de choix arbitraires sans loi (Zeroielo), il est
possible de définir des ensembles qui ne sont pas, à mon sens, bien clé finis. On peut uti-
liser pour cela des méthodes analogues à celles qu'a indiquées M. Lebesgue dans son étude
si profonde : Sur les fonctions définissable!! cuialytiquemenf.... Mais morne pour ces
ensembles, à mon sens^ insuffisamment de/uns....»

J'ai cilé cette Note pour avertir le lecteur d'une erreur qu'il pourrait commettre : mon
Mémoire cité n'est pas relatif aux ensembles mal définis, c'est au contraire celui dans
lequel j'ai é tudié "systématiquement la classe des ensembles bien définis et montré qu'elle
contenait tous les ensembles jusque-là considérés, '
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ent ièrement résolu par des méthodes ex t rêmement simples el. i n t u i -
tives.

« La définition clé .la mesure des ensembles linéaires bien définis
m'est ent ièrement due ; j'ai ind iquée dès cet te première publicat ion,
([lie la propriété f o n d a m e n t a l e des ensembles fermés permet de mon-
trer que la d é f i n i t i o n cons t ruc t ive de la mesure basée sur les opéra-
tions (S) et (D) est cohérente avec elle-même et ne peut conduire à
aucune contradict ion. M. Lebes^ue a donné ul tér ieurement une défi-
nition de la mesure, entièrement équivalente à la mienne en ce sens
qu'elle s'applique dans les mêmes cas et conduit aux mêmes résultats ,
mais différente quan t à la forme en ce que, au moins en apparence, elle
ne suppose pas les ensembles donnés par une défini t ion constructive.
De plus, M. Lebesgue a trai té le cas (les ensembles à plusieurs d imen-
sions. »

L'un des buts de cette phrase est de dél imiter é t ro i temeni mon
apport dans la théorie ; je réponds :
' M.1 Borel mesurai t , en effet, tous les ensembles rencontrés par les

analystes, mais c'était sans le savoir ( n 0 ^ ) . C'est moi qui le lui ai
appris.

'.MLBorel a' affirmé que la défini t ion de la mesure était cohérente.
C'est moi qui l'ai démontré.

Enfin, j 'ai montré , par clés applications, l ' in té rê t et l 'utilité de la
nouvelle notion : d'une remarque plus propre à intéresser le philosophe
s'occupant delà mes tire dés grandeurs que le géomètre, f ai tiré un bon
outil mathématique.

36. L'INTÉGRALE.---- Daus i â Notice publiée par M. Borel en 1901, je
n'ai pu trouver qu 'une phrasé où il parle d ' intégrat ion : « En ce qui
concerne les fonctions de variable réelle, on a adopté tour à tour deux
partis extrêmes; d'une part, se contenter de considérer les fonctions
analytiques, au sens de Weierstrass; d'autre part, introduire le moins
de restrictions possible dans la définition ; à ce dernier point de vue se
rattachent notamment les travaux,.. de Riemann sur la notion d'inté-
grale.... Ce dernier point de vue se trouve, dans les applications, être
souvent trop large, tandis que le premier est souvent trop étroit,
comme fai contribué ^ le montrer. Il y a donc l ieu de se demander s'il
n'y aurait pas intérêt à adopter un point de vue in termédia i re . . . . »
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Ceci prépare l ' indica t ion d 'un travail sur des fonctions ayant des
dérivées de tous ordres. Cette phrase ne prépare donc en aucune
manière l 'appari t ion d'une déf in i t ion de l'intégrale s'appliquant à une
classe de fonc t i ons plus é tendue que celle des fonctions iiïtégrables
par la méthode de R i e m a n n . Ayant mes recherches y M. ISorel namit
rigoureusement rien publié sur la définition de F intégrale.

, Dans sa Notice-de 1912, M. Borel écrit : : « La théorie de la mesure
des ensembles équivaut à la théorie de rintégration des fonctions
particulières qui ne prennent que la valeur séro ou la valeur un. C'est
par cette voie que la théorie de la mesure condui t à étudier celle de
l ' intégrale déf inie , sur laquelle M. Lebesgue a fait des t ravaux bien
connus . J'ai dit ailleurs (r) toute mon admiration pour l 'originalité de
M. Lebesgue; il a tiré de ses recherches sur l'intégrale des consé-
quences de la plus haute importance et qui lu i sont ent ièrement per-
sonnel les (fonctions dérivées, séries de Fourier, intégrales singu-
lières, etc.); cet ensemble de travaux occupe une place très importante
et a eu de très grandes répercussions. Il n'est, cependant pas inut i le
de faire observer que, si la théorie de M. Lebesgue était loin d'être une
conséquence évidente de ma théorie de la mesure, du moins entre ces
deux théories i l n'y a pas de discontinuité logique, tandis qu'il y a un
véritable fossé entre ma définition de. la mesure et les définitions de la
mesure et de l'intégrale qui étaient classiques et un iverse l lement
admises, avec l 'autorité des plus grands noms.

« La différence essentielle consiste en ce qu'on appliquait au calcul
de la mesure d'un ensemble ou de l'intégrale d'une fonction une
méthode un i fo rme , indépendante des propriétés de l'ensemble ou de
la fonct ion : c'était à eux de s'arranger de leur mieux dans ce lit de
Procuste: c'est la même idée systématique qui est au fond de la théorie
des fonctions de Weierstrass. Au contraire, j'ai constaté que nous
n'avions jamais affaire en réalité avec l'ensemble en soi, mais seu-
lement avec certains ensembles définis d 'une certaine manière, et j'ai
cherché dansia définition même de chaque ensemble les éléments de

: la. définition de la mesure de cet/ensemble.',1 1 , 1 - 1 1 1 1 1 , :' • 1 1 1 1 1 / 1 1 1 • ' I I Y . I I 1 1 - 1 ,

(1 ) La théor le clés ensem bleîî et les progrès réce/ftfî de théorie clés fpnctwtts ''(' lîe^.
^én. clés 6c., looc)), : 1 1 1 ' - l l i 1 , 1 1 '1 1 ' 1 1 , ' 1 1 1 1 . ':' 1 1 , . 1 1 ^ ' :- :'11 '-"" -.1 1 1 1 1 . 1 - 1 ' 1 1 1 ; 1 • 1 1
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« Dans ses travaux sur la mesure et sur F in légra le délinie,
M. Lebesgue s'est efforcé d'atteindre la même généralité (apparente)
que Riemann; il a eu sans doute ! raison de procéder ainsi, car ses
résultats ont été peut-être mieux compris (4 plus rapidement acceptés
par les analystes habitués à la définit ion de R i e m a n n ; ils ont vu nette-
ment que la nouvelle déf in i t ion était, à tout po in t de vue, plus géné-
rale que l 'ancienne. Fai repris récemment la théorie de l'intégrale
dé f in i e , . . . » ( < ) .

37. 11 est vrai qu' i l y a identi té ent re la mesure d 'un ensemble et
l ' intégration d'une certaine fonction ne p renan t que les valeurs zéro
et un. Mais cette ident i té /c 'es t moi qui l 'ai vue, quand, après m'être
posé ne t tement le problème général de l ' intégrat ion, je l'ai analysé.
Je suis passé de l ' intégrat ion à la mesure en particularisant la fonction
considérée; con t ra i rementàce que di tM. Borel, cen'est pas la mesure
qui m'a conduit à rintégration.

rajoute que, non seulement je n'ai pas été conduit à l'intégration par
cette voie de généralisation, mais qu'il était psychologiquement impos-
sible d'v être conduit par cette voie. Pour passer de la mesure à l'mté-
gratiolL il aurait fallu tout d'abord avoir l 'idée de passer d'énoncés
géométriques a leurs traductions dans le langage des fonctions ne
prenant que les valeurs o e t i et reconnaître, par exemple, dans cet
énoncé ; « La mesure attachée à la somme d'une inimité déBombrable
de fonctions ne prenant que les valeurs o et i estia somme des mesures
attachées aux fonctions constituantes, lorsque la fonction somme ne
prend que les valeurs o et i »5 un cas particulier du suivant : « Toute
série à termes positifs est i ntégrable terme à terme. »

On pourrait prétendre, peut-être, que, sans pouvoir formuler
d'énoncés précis comme ceux que je cite, on devait sentir l'identité.
Mais, a ma connaissance, on ne trouve n ulle part une ail usion sur
ce sujet et cependant des esprits très philosophiques ont longuement

. scrute la théorie des fonctions de variable réelle. La relation entre la-
mesure de M. Jûrdaîret l'intégrale de Riemann n'avait même pas été
signalée. D'ailleurs, s'il existait quelque part une phrase, qui

( 1 ) J'ai déjà cilé cette phrase, 11° 21 *
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m'ait échappé, établissant plus ou moins nettement une relation entre
mesure et intégrale-, M'. Borel ne serait pas fondé à s'en réclamer
m a i n t e n a n t et à écrire que la théorie de la mesure condui t à é tud i e r '
celle de l ' intégrale, parce qu ' i l n'a pas rappelé, au moment ou cela
aura i t pu être utile aux progrès de la science, cette relation à coup
sûr peu connue, et peu remarquée.

J 'ajoute que celui q u i aurait pu passer de la mesure à l'intégration
des fonct ions ne prenant que les valeurs zéro et un, aurai t eu de
suite la définit ion générale, car, pour passer du cas particulier au
cas général, il suff î t d'un raisonnement très court, classique dès la
défini t ion de l ' intégration des fonc t ions continues. Il faut donc
réclamer toute la dé f in i t i on de r inté^rale ou rien.

M. Borel parie de la mesure et de l'intégrale comme de notions indis-
solublement liées. a ... ma définition de la mesure et les définitions
de la mesure et de l'intégrale . . . ) > ; (( ... au calcul de la mesure d'un
ensemble ou de rintégrale (Pune fonct ion ... ». Mais c'est à moi que
l'on doit de savoir que ces deux notions sont liées, et c'est pourquoi
M. Borel, avant mes recherches, n'avait jamais parlé de la mesure et
de rintégrale comme de not ions indissolublement liées.

Si je n'avais pas mis la théorie de la mesure sous la forme la plus
propre à l'intégration, on oublierait moins que ces deux notions n 'ont
pas toujours été liées. Si j'avais publié mes travaux sur la mesure
dans un autre Mémoire que ceux sur l ' intégration, on se rendrait
mieux compte des progrès que les uns et les autres ont fait faire. La
relation entre ces deux théories, lien précis ou simple parenté, a été
mise en évidence par moi; on n'en peut tirer argument contre moi,
Ni dans ses travaux, ni dans sa Notice, M. Borel n'a fait aucune
allusion à cette relation. Maintenant que j'ai montré cette relation,
mais main tenant seulement, à toute extension de la notion de mesure
correspondra, comme corollaire, une extension corrélative de la notion
d'intégrale. ! / ! • : ! , ! ! . ! • " ! ! ' ! ^ , '! •. ! ! !

38. M. Borel déclare que la déf ini t ion de rintégrale est en conti-
nuité logique avec sa notion de mesure séparée de ce qui est antér ieur
par un véritable fossé. L'originalité de la défini t ion de la mesure de
Al. Borel n'est pas en discussion ; mais je dois dire, cependant, que
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l 'é tude faite plus haut des rapports logiques entre mesure de
M. Jordan et mesure de M. Borel d'une part, entre mesure de M. Borei
et intégrale d'autre par fcy et des efforts qu'il aurait fallu faire pour
passer d'une de ces notions à une autre, ne me permet pas d'être
d'accord avec M. Borel. Je dois aussi rappeler que ma définition de
l'intégrale est une généralisation naturelle des définitions antérieures^
comme je l'ai expliqué au Chapitre III. Seulement, elle est faite sur
mesure en tout pointa tandis que les définitions qui m'ont servi de
point de départ n'étaient fa i tes sur mesure qu'au voisinage des points
qui s 'étaient révélés gênants. Elle est indépendante de la façon,dont
la fonction est donnée.

Cette défini t ion me parait n'avoir aucun rapport avec la déf in i t ion de
-la mesure de M. Borel, laquelle est basée sur une const ruct ion particu-
lière de l 'ensemble, construction supposée connue. Cette définition est
si peu adaptée à l 'ensemble qu'au même ensemble^ donné de deux:
façons différentes, correspondront des procédés différents pour le
mesurer.

Enf in , le fait qu'en 1912, dix ans après ma Thèse, M. Borel ait
donné pour l'intégrale et la mesure des définit ions de formes ana-
logues, ne peut pas non plus m^etre opposé. Cette nouvelle forme
de la d é f i n i t i o n de l ' intégrale, qui d'ailleurs, n ' u t i l i s an t plus la
théorie des ensembles ni l'identité enire la mesure et l 'inlégration
de certaines fonctio.ns, fait, en quelque sorte, tomber , le premier.
argument de M. Borel, ne pouvait être construite, que si l'on pos-
sédait un résultat relatif à l'intégration terme à terme des séries,
et ce,résultat m'est dû.

Bref, on connaî t maintenant bien des re la t ions entre les not ions de
mesure et d ' intégrale; mais, avant ma Thèse». M. Borel n'avait jamais
parlé d'intégrale, bien que, des deux not ions , ce soit la plus impor tante
et que, sans elle, on n'aurait pas encore compris l ' intérêt de la mesure.
La définition de l'intégrale, m'est 'donc entièrement personnelle.

39. En concluant ainsi 5 catégoriquement, je ne veux nul lement
dire que ia connaissance des Mémoires de M. Borel ne m'a,pas servi..

'•Il seraitridiciile, et au reste dépourvu de sens, de prétendre, que mes
travaux1 auraient été1 les- mêmes s'il n'avait rien, .publié.
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La dé l in i t ion de l 'intégrale, qui d^ail leurs n'occupe que peu de
pages de ma Thèse, ne se différencie nu l lement à cet égard de ceux de
mes résultats que M. Borel déclare m'être entièrement personnels;
seulement, ceux-ci exigeaient des raisonnements mathématiques un
peu longs» alors qu'il suffit d 'une idée pour relier les notions d'inté-
grale et de mesure. Mais cette idée est mienne, elle est même ma
contribution principale à toute la théorie.

C'est pourquoi, dans le Chapitre précédent, je me suis efforcé de
mettre nettement en évidence quel a été son rôle; j'espère avoir
montré en même temps tout l'intérêt des travaux de M. Borel.

Je crois, je l'ai dit, .que M. Borel se trompe en cherchant dans
le fait d'avoir adopté parfois une forme constructive d'exposition
la caractéristique de sa contr ibut ion et qu'il en d iminue ainsi sin-
gulièrement l ' importance; en m'efforçant de dégager et de formuler
le fait mathématique nouveau que nous lui devons, je crois lui avoir
rendu plus pleinement justice qu'on ne l'avait encore fait.

Il me reste à souhaiter que cette analyse d'idées qui ont été
fécondes serve à les faire mieux connaître et plus utiliser.


