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SUR LA NOTION

DE

NOMBRE CARACTERISTIQUE DE M. LIAPOUNOFF

Par M. Emir COTTON,

Professeur a la Faculté des Sciences de I'Université de Grenoble.
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INTRODUCTION.

M. Liapounoff, dans son Mémoire bien connu : Probléme général de
la stabilité du mouvement, a introduit, en 1892, dans la Science la
notion de nombre caractéristique d’une fonction réelle ou imagi-
naire /(t), la variable ¢ étant réelle et tendant vers + oo : ce nombre
sert & estimer, par comparaison avec la fonction exponentielle, ¢, la
rapidité avec laquelle /(¢) tend vers zéro (nombre caractéristique
positif) ou devient infinie (nombre caractéristique négatif).

On doit, d’autre part, a M. Borel I'idée de noter la croissance d’'une
fonction positive et réelle F(x) de la variable réelle = par un
ensemble (p, ¢) de deux nombres, qui sont les limites extrémes d’in-
détermination, pour 2 tendant vers + e, du rapport logF(z) : logz.

Au début de ce Mémoire (n* 1, 2), je montre comment ces deux
notions se relient 'une & l'autre; le nombre caractéristique de M. Lia-
pounoff changé de signe est égal au plus grand, ¢, des deux
nombres p,q définissantl’ordre (p, ¢) delafonction F(x) =| f(logz) |
par rapport a la nouvelle variable « liée & I'ancienne par la rela-
tion @ =¢‘. Au nombre p correspond de méme ce que jappelle le
« nombre caractéristique supérieur de la fonction £(¢) ». On peut du
reste (n° 3) adopter des fonctions de comparaison autres que la fonc-
tion exponentielle.

Le nombre caractéristique d'une suite, fonction définie seulement
pour les valeurs entiéres de la variable, est égal au logarithme du
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rayon de convergence de la série de Taylor ayant pour coefficient les
termes de cette suite. Cette analogie améne & rapprocher les premiers
théorémes de M. Liapounoff de propriétés bien connues des séries
entiéres (n* 4, 5). La proposition concernant le nombre caractéris-
tique d'une intégrale peut, toutefois, étre remplacée par un énoncé
plus précis quand il s’agit des suites (n°6). Dans les numéros sul-
vants (7 & 1), cette méme proposition est complétée soit par 'emploi
de I'intégration par parties, soit par I'usage de la notion généralisée
de nombre caractéristique. Les exemples indiqués, et particuliérement
ceux qui permettent de déterminer I'existence et la fronticre de
convergence du domaine de certaines intégrales (extension des
fonctions déterminantes de Laplace étudi¢es plus récemment par
M. Pincherle) montrent bien lintérét de ces propositions. Les
nombres caractéristiques généralisés d’une suite (n° 12, 13) donnent
lieu & des propositions analogues qu’il serait facile d’appliquer aux
séries de Dirichlet et a leurs généralisations.

Un second Chapitre concerne I'étude des nombres caractéristiques
ordinaires ou généralisés d'un ensemble de fonctions; ils sont utiles
pour I'étude asymptlotique des solutions des systéemes différentiels
linéaires. Quand on passe aux suites, les notions correspondantes
sont celles du rayon de convergence de n séries de Taylor et des sys-
téemes d’équations linéaires de récurrence déterminant les coefticients
de rang ¢ + 1 en fonction de ceux de rang i. Les n® coefficients de ce
systéme sont supposés variables avec Z; on les suppose bornés, ainsi
que U'inverse du déterminant qu’ils forment; dans ces conditions, il
y a au plus » rayons de convergence distincts pour I'ensemble des
séries de Taylor associées aux solutions de ce systéme (n° 14); c’est
la généralisation d’une proposition bien connue de Poincaré. L’ana-
logie entre équations différentielles et équations de récurrence se
poursuit plus loin encore (n°*15 & 17);: soient, par exemple, y(¢),
5(), ... une solution d’un systeme linéaire du type considéré par
M. Liapounoff; considérons les suites y; =y (iT), z;==z(:T), ...
obtenues en prenant les valeurs numériques de ces fonctions pour des
valeurs de la variable en progression arithmétique. Le nombre carac-

téristique ¢ de la solution y(z), z(¢), ... est%logﬁ, R étant le rayon
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de convergence de I'ensemble des séries de Taylor Xy, af, Sz;2%, ...;
et Pordre de I'ensemble de ces séries sur leur cercle de convergence

est,.de méme, étroitement lié au nombre caractéristique par rapport

a ¢ de I'ensemble des produits e“y(z), e”z(t), .... Le premier de ces

résultats généralise la reégle bien connue de caleul des exposants

caractéristiques des systémes différentiels linéaires & coefflicients

périodiques.

Les notions de systémes normaux de solutions d’un systéme diffé-
rentiel linéaire, de systémes différentiels réguliers ou réductibles,
introduites par M. Liapounoff, ont leurs analogues (n° 18 & 20) dans
le cas des systemes d’équations linéaires de récurrence..

Il en est de méme de 'application des nombres caractéristiques a
I'étude des solutions asymptotiques d’un systéme différentiel non
linéaire. Etant donné un systéme E d’équations de récurrence non
linéaires, dont on connait une solution particulitre, on peut déter-
miner les solutions voisines de celle-Ia en formant d’abord un sys-
teme V d’équations linéaires analogues aux équations des variations
de Poincaré (n°21). Cela permet de construire un systéme d’équa-
tions aux sommes (analogues aux systemes d’équations intégrales du
type Volterra) déterminant les solutions de E, asymptotiques a la
solution inconnue. L’existence de ces solutions se trouve établie dans
le présent travail (n°s 22, 23) en supposant les équations réduc-
tibles; elle s’étendrait vraisemblablement & un domaine plus vaste.
Elle généralise une partie des intéressants résultats obtenus par le
regrett¢ S. Lattés pour les équations de récurrence d coefficients
constants. _

On voit, par le résumé qui vient d’en étre donné, que le présent
Mémoire a pour but de montrer 'importance de la notion de nombre
caractéristique dans des domaines tres variés (*).

(1) Indiquons, en passant, deux -questions qui n’ont pas été abordées dans ce travail :
Dans le cas des équations lindaires & coefficients périodiques, les nombres caractéris-
tiques sont les parties réelles changées de signe des exposants caractéristiques. Il serait
intéressant, d’une part, de chercher, pour des équations linéaires plus générales, ce qui
peut. correspondre aux coefficients du symbole ¢ des imaginaires et, d'autre part, d’élablir
pour les nombres caractéristiques correspondanl aux équations aux variations des pro-
blemes de Mécanique, construites en partant d'une solution quelconque, des propriétés

dnn, Ec. Norm., (3), XXXVI. — Mar 1g919. 17
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CHAPITRE PREMIER.

1. Nomupre caracriristioue. — M. Liapounoff (') a fait correspondre
un nombre, appelé par lui nombre caractéristique, i toute fonction /(2)
réelle ou complexe de la variable 2. Ce nombre est la borne supérieure
des nombres réels A tels que €*/(z) tende vers zéro quand ¢ devient
infini par valeurs positives; c'est aussi la borne inférieure des
nombres p. tels que e* /() ne soit pas borné (on dit aussi soit illimité)
- quand ¢ devient infini positif.

On peut donner de ce nombre une troisieme définition :

Le nombre caracteristique changé de signe d’une fonction f (t) est la
plus grande limite, pour t infini positi / de

log | £(6)]
¢

En effet, si d’abord le produit e*/(¢) tend vers zéro avec 21», il en est-
de méme de | /(2) | et le logarithme réel de ce produit

}.t+10g]/(t)]:_—[ L+ log].{(”l

est nécessairement négatif; donc

__1>logl{<m

pourvu que ¢ soit assez grand. Soit / le nombre caractéristique de /(2),
— lest supérieur ou égal & la plus grande limite de

log /(O]
4

généralisant celles que M. Poincaré el M. Liapounoff ont énoncées pour les exposants
caractéristiques relatifs aux solutions périodiques.

(1) Le Mémoire fondamental de M. Liapounolf : Probléme général de la stabilité du
maquyement, a paru en 1892, en langue russe, dans les Mémoires de la Société mathéma—
tique de Karkoff. Une traduction francaisec de ce Mémoire, due & M. E. Davaux, a éLé
publiée en 1goy dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (2° série, t. IX).
Les propositions de M. Liapounoff sont indiquées dans le présent travail par des renvois
a cette traduction.
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En second lieu, si f(¢)e* n’est pas borné quand ¢ devient infini
positif, il existe des valeurs de ¢ aussi grandes qu’on veut, telles
que e[ £(2)] soit supérieur & un nombre donné supérieur i I'unité;

pour ces valeurs de ¢
log | f(¢
< n‘{( )
— [, borne supérieure des nombres p., est inférieur ou égal & la plus
grande limite de
log|f(O)].
t

En rapprochant ces deux résultats, il vient

— = "lim
(= -+

m— log|f(O)].
14
C’est ce qu’il fallait établir (*).
Soit — Lla plus petite limite du quotient précédent
— L= lim le8l/(O],
1= ¢

On voit immédiatement que

\ —— I
L= lim ‘llo"——— :
=re | TP TF (@]
.o . , . I
L est donc le nombre caractéristique, changé de signe, de o quel
que soit le nombre positif ¢, les quotients
e——(L+E|l el—L—kSll
— et —
S S

sont respectivement évanouissant et non borné; et par suite ¢+ f(1)
devient infini (*) quand ¢ devient infini positifet e f(1) passe, quel
que grand que soit t, par des valeurs aussi voisines de séro quon le veul.

Ce nombre L sera appelé nombre caractéristique supérieur de la fonc-

(1) Voir dans le Mémoire de Liapounoff la remarque du haut de la page 226.
(2) Ces mots doivent &tre entendus au sens habituel : au nombre N donné, si grand
soit-il, on peut faire correspondre 7, Lel que pour les valeurs de £ ™ #, on ait

ell-+e)t ]f( t) l > N.
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tion f(t); pour qu'tl sovt fint, il faut (mais ilne suffit pas nécessairement)
que f(t) nes’annule plus pour des valeurs assez grandes de ¢ (*).
Par exemple, pour la fonction

et sint 4+ e~f cos?¢,

le nombre caractéristique supérieur est + 1, le nombre caractéris-
tique de Liapounoff est — 1. ) “
Le nombre caractéristique supérieur L d'une fonction f(¢) ne peut
pas étre plus petit que le nombre caractéristique ordinaire /de cette
méme fonction; ces deux nombres peuvent étre égaux; I'expression

log | f(£)]
t

tend alors vers une limite et inversement (lemme VI).

Supposons-les différents; pour tout nombre A inférieur a [ le pro-
duit €/(z) tend vers zéro quand ¢ devient infini positif; pour tout
nombre w supérieur a L, le produit e*f(z) devient infini dans les
mémes conditions; enfin, pour tout nombre v inférieur a L et supé-
rieur & /, il existe des valeurs de ¢ supérieures & tout nombre ¢, donné
a 'avance, telles que €| f(¢)| surpasse un nombre N, si grand soit-il,
et il existe aussi des valeurs de ¢ >¢, telles que ce produit soit infé-
rieur & un nombre positif donné v, si petit qu’on I'ait choisi.

2. NOMBRES CARACTERISTIQUES ET ORDRES PARENTHESES. — Une fonc-
tion f(¢) peut étre considérée comme fonction dex = ¢, on a t=logxz
et

F(&) =7llog(z)]=/fi(2)-

La fonction
: F(z)=|fi(=)]

est par rapport a la variable z = ¢’ d’un ordre parenthése (*) (p, ¢),

(1) M.. Liapounoff a ulilisé ce nombre (lemmes VI, VIL, p. 227; n° 9, p. 237) sans lui
donner de nom spécial.

(*) Cette notion est due a M. Emile Borer, Legons sur la Théorie de la croissance,
1910, p. 35.
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les nombres p et g étant définis par les égalités :

p= lim L?E.E('i)__—_ lim liglf(tﬂ;
Tre 108F Pt £
¢ = Tim logT'(®) _ 1 lo_gl_]lﬁ_l_;
r=tw lOgx et 3
il en résulte que L = —p, L =— g; le nombre caractéristique et le

nombre caractéristique superieur sont ainst ratlachés a la théorie de
M. Borel. :

Nous élargissons toutefois un peu en procédant ainsi le domaine
d’application de cette théoric; M. Borel (loc. cit., p. 16) suppose les
fonctions qu’il étudie réelles positives et infiniment grandes (les fonce-
tions monotones se raménent & ce cas et aussi les fonctions réelles
quelconques par la considération des enveloppes d’indétermination
de P. du Bois-Reymond). En appliquant directement, comme nous
venons de le faire, le mode de comparaison de M. Borel a la fone-
tion F(x) qui n’est pas nécessairement monotone, ni méme réelle, et
qui peut tendre vers zéro, nous pouvons avoir & considérer des
nombres p et ¢ de signes quelconques : alors qu’avec les restrictions
de M. Borel, p et ¢ ne peuvent pas étre négatifs (loc. cit., p. 35).

Bien que les deux notions de M. Liapounoff et de M. Borel soient au
fond équivalentes, il nous sera plus commode, dans ce qui suit, de
parler de nombres caractéristiques et non d’ordres parenthéses pour
ne pas compliquer les énoncés par I'indication des changements de
signes.

3. EXTENSION DES NOTIONS PRECEDENTES. — On peut étendre les notions
d’ordre parenthése, de nombre caractéristique supérieur en utilisant
~des fonctions de comparaison autres que la fonction exponentielle.
Soit 6(¢) une fonction positive et croissante de la variable réelle ¢
devenant infinie avec ¢, et f(¢) une fonction quelconque de z. Consi-
dérons la plus petite limite p et la plus grande limite ¢ du rapport

log|/(¢)]
logf(¢)

lorsque ¢ tend vers + oc; nous dirons que (p, ¢) est 'ordre de | f(2)






