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SUR LA NOTION

DE

N O M B R E C A R A C T É R I S T I Q U E DE M, L I A P O U N O F F
PAK M. ÉMÏLF COTTON,

Professeur à la Faculté des Sciences de l'Université de Grenoble.

INTRODUCTION.

M. Liapôunoff, dans son Mémoire bien connu : Problème général de
la stabilité du mouvement, a introduit , en 1892, dans la Science la
notion de nombre caractéristique d'une fonction réelle ou imagi-
naire /"(^), la variable t étant réelle et tendant vers + ce : ce nombre
sert à estimer, par comparaison avec la fonction exponentielle, é, la
rapidité avec laquelle /(/) tend vers zéro (nombre caractéristique
positif) ou devient inf inie (nombre caractéristique négatif).

On doit , d'autre part, à M. Borel l'idée de noter la croissance d'une
fonction positive et réelle F(;r) de la variable réelle x par un
ensemble (/?, y) de deux nombres, qui sont les l imi tes extrêmes d'in-
détermination, pour x tendant vers "4-^0, du rapport logF(^) ; log.r.

Au début de ce Mémoire (n0' 1, 2), je montre comment ces deux
notions se relient l'une à l'autre; le nombre caractéristique de M. Lia-
pounofF changé de signe est égal. au plus grand, q, des deux
nombres /^définissant l'ordre {p, q) de la fonction F(,z?) == |/(lo^) [
par rapport à la nouvelle variable oc liée à l 'ancienne par la rela-
tion x ^ e 1 ' . Au nombre p correspond de même ce que j'appelle le
« nombre caractéristique supérieur de la fonction fÇi) ». On peut du
reste ( n° 3) adopter des fonctions de comparaison autres que la fonc-
tion exponentielle.

Le nombre caractéristique d'une suite, fonction définie seulement
pour les valeurs entières de la variable, est égal au logarithme du
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ravon de convergence de la série de ïayior ayant pour coefficient les
termes de celte suite. Cette analogie amène à rapprocher les premiers
théorèmes de M. Liapounoff de propriétés b ien connues des séries
entières (11^4, 5). La proposition concernant le nombre caractéris-
tique d'une intégrale peut, toutefois, être remplacée par un énoncé
plus précis quand il s'agit des suites (n°6). Dans les numéros sui-
vants (7 à 11), cette même proposition est complétée soit par l 'emploi
de l ' in tégra t ion par parties, soit par l'usage de la notion généralisée
de nombre caractéristique. Les exemples indiqués , et par t icul ièrement
ceux qu i permettent de déterminer l'existence et la frontière de
convergence du domaine de certaines intégrales (extension des
fonctions déterminantes de Laplace étudiées plus récemment par
M. Pincherle) montrent bien l ' intérêt de ces propositions. Les
nombres caractéristiques généralisés d'une suite (n08 12, :13) donnent
lieu à des propositions analogues qu'il serait facile d'appliquer aux
séries de Dirichlet et à leurs généralisations.

Un second Chapitre concerne l'étude des nombres caractéristiques
ordinaires ou généralisés d'un ensemble de fonc t ions ; ils sont utiles
pour l 'étude asympfcolique des solutions des systèmes différentiels
linéaires. Quand on passe aux suites, les not ions correspondantes
sont celles du rayon de convergence de n séries de Taylor et des sys-
tèmes d'équations linéaires de récurrence dé te rminan t les coefficients
de rang ^4-1 en fonction de ceux de rang i. Les n2 coefficients de ce
système sont supposés variables avec?'; on les suppose bornés, ainsi
que l'inverse du déterminant qu'ils forment; dans ces conditions, il
y a au plus n rayons de convergence d is t inc ts pour l 'ensemble des
séries de Taylor associées aux solutions de ce système (n° 14); c'est
la généralisation d'une proposition bien connue de Poincaré. L'ana-
logie entre équations différentielles et équations de récurrence se
poursuit plus loin encore ( n ^ l â à 17); soient, par exemple, y{t),
z( t ) , .. . u n e solution d'un système linéaire du type considéré par
M. Liapounoff; considérons les suites y/=j(;T), z/ ,== ^(^T), . * .
obtenues en prenant les valeurs numériques de ces fonctions pour des
valeurs de la variable en progression arithmétique. Le nombre carac-
téristique c de la solution yÇt), zÇi),... est^nIogB, R étant le rayon
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de convergence de l 'enseinble des séries de ïaylor Ey/^', Z z / x 1 , . . . ;
et l 'ordre de l 'ensemble de ces séries sur leur cercle de convergence
est,-de même, étroi temenfc lié au nombre caractér is t ique par rapport
à t de l'ensemble des produits e^yÇl), e^z^t), .... Le premier de ces
résultats généralise la règle bien connue de calcul des exposants
caractéristiques des systèmes différentiels l inéaires à coefficients
périodiques.

Les notions de systèmes normaux de solutions d'un système diffé-
rentiel l inéaire, de systèmes différentiels réguliers ou réductibles,
introduites par M. Liapounoff, ont leurs analogues (n0818 à 20) dans
le cas des systèmes d'équations linéaires de récurrence.

Il en est de même de l'application des nombres caractéristiques à
l'étude des solutions asymptotiques d'un système différent iel non
linéaire. Etant donné un système E d 'équations de récurrence non
linéaires, dont on connaît une solu t ion particulière, on peut déter-
miner les solutions voisines de celle-là en formant d'abord un sys-
tème V d'équations linéaires analogues aux équations des variations
de Poincaré (n°21) . Cela permet de construire un système d'équa-
tions aux sommes (analogues aux systèmes d'équations intégrales du
type Volterra) déterminant les solutions de E, asymptotiques à la
solution inconnue . L'existence de ces solutions se trouve établie dans
le présent travail (n05 22, 23) en supposant les équations réduc-
t ibles ; elle s'étendrait vraisemblablement à un domaine plus vaste.
Elle généralise une partie des intéressants résultats obtenus par le
regretté S. Lattes pour les équations de récurrence à coefficients
constants.

On voit, par le résumé qui vient d'en être donné, que le présent
Mémoire a pour but de montrer l ' importance de la no t ion de nombre
caractéristique dans des domaines très variés ( i ).

(1) Indiquons, en passant, deux questions qui n'ont pas été abordées dans ce travail :
Dans le cas des équations linéaires ù coefficients périodiques, les nombres caractéris-
tiques sont les parties réelles changées de signe des exposants caractéristiques, ïl serait
intéressant, d'une part, de chercher, pour des équations linéaires plus générales, ce qui
peut correspondre aux coefficients du symbole i des imaginaires et, d'autre part, d'établir
pour les nombres caractéristiques correspondant aux équations aux variations des pro-
blèmes de Mécanique, construites en partant d'une solution quelconque, des propriétés

^wn. jéc. JVor/M., (3) , X X X V L — M A I 1919. \ l ' J
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CHAPITRE PREMIER.

1. NOMBRE CARACTÉrxîSTiçuE. — M. Liapounoff (1) a fait correspondre
un nombre, appelé par lui nombre caractéristique^ à toute fonction/'^)
réelle ou complexe de la variable t. Ce nombre est la borne supérieure
des nombres réels X tels que e^f^t) tende vers zéro quand t devient
infini par valeurs positives; c'est aussi la borne inférieure des
nombres \s. tels que e^fÇt) ne soit pas borné (on dit aussi soit i l l imité)
quand t devient inf in i positif.

On peut donner de ce nombre une troisième définition :

Le nombre caractéristique changé de signe (V une fonction f\t) est la
plus grande limite y pour t infini positif de

log 1 /^ )1

En effet, si d'abord le produit e^/Çê) tend vers zéro avec ~ ? il en est
de même de e^\ jÇt) \ et le logarithme réel de ce produit

.^log.l/^)!-.)^10^-^!;

est nécessairement négatif; donc

^ log|/^)

pourvu que t soit assez grand. Soit / le nombre caractéristique de/(^\
— /est. supérieur ou égal à la p lus grande limite de

3og|/(Q
t

généralisant celles que M. Poincaré et M. Liapounoff ont énoncées pour les exposants
caractéristiques relatifs aux solutions périodiques.

(l)LQ Mémoire fondamental de M. Liapounoff : Problème général de la stabilité du.
m^wemens, a paru en 1892, en langue russe, dans les Mémoires de la Société mathema-
tique de Karkoff. Une traduction française de ce Mémoire, due à M. J3. Davaux, a été
publiée en 1907 dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (2® série/ t. IX).
Les propositions de M. LiapounofF sont indiquées dans le présent travail par des renvois
à cette traduction.
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En second lieu, si f(î)e^ n'est pas borné quand l devient infini
positif, il existe des valeurs de t aussi grandes qu'on veut, telles
que e^\fÇt)\ soit supérieur à un nombre donné supérieur à l ' un i té ;
pour ces valeurs de t

^^<1^1Z(^,

l, borne supérieure des nombres [s^ est inférieur ou égal à la plus

log|/(^l
grande limite de

t

En rapprochant ces deux résultats, il vient

/- ̂  ̂ l/^)— 1= • lim

C'est ce qu'il fa l la i t établir (1).
Soit — L la plus petite limite du quotient précédent

-L^inn^1^

On voit immédiatement que

^JSL z^ww
L est donc le nombre caractéristique^ changé de signe, de -j—, quel</ - /

que soit le nombre positif £y les quotients
(1^2^ ,»f—L-+-£,i/

/(^ fW
sont respectivement évanouissant et non borné; et par suite e^^^fÇl')
devient infinie) quand t devient infini positif et ^L-£)y(^) passe ̂  quel
que grand que soit t, par des valeurs aussi îmsines de zéro qu'on le veut.

Ce nombre L sera appelé nombre caractéristique supérieur de lafonc-

( î ) Voir dans le Mémoire deLiapounoff la remarque du haut de la page aa6.
(2) Ces mots doivent être entendus au sens habituel : au nombre N donné, si grand

soit-il, on peut faire correspondre to tel que pour les valeurs de î "> îa on ait
e(W)/\f(t) [>N.
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1(071 fÇt); pour qu'il soùfini^ il feint (mais Une su/fit pas nécessairement)
que f {l) ne s'} annule plus pour des valeurs assez grandes de l ( t ).

Par exemple, pour la fonction

e1 sWt -+- e~i cos2^,

le nombre caractéristique supérieur est -h i , le nombre caractéris-
tique de Liapounoff est — i. '

Le nombre caractéristique supérieur L d'une fonction fÇt) ne peut
pas être plus petit que le nombre caractéristique ordinaire / d e cette
même fonction; ces deux nombres peuvent être égaux; l'expression

Iog|/(Ql

tend alors vers une limite et inversement (lemme VI).
Supposons-les différents; pour tout nombre X inférieur à / l e pro-

duit e^/Çt) tend vers zéro quand t devient infini positif; pour tout
nombre (x supérieur à L, le produit e^fÇt) devient infini dans les
mêmes condit ions; e n f i n , pour tout nombre v inférieur à L et supé-
rieur à /, il existe des valeurs de i supérieures à tout nombre ^ donné
à l'avance, telles que é)!•\fÇt)\ surpasse un nombre N, si grand soit-il,
et il existe aussi des valeurs de t^>t^ telles que ce produit soit infé-
r ieur à un nombre posit if donné T), sijpetit qu'on l'ait choisi.

2. NOMBRES CAHACTÉRÏSTIQUES ET ORDRES PÀREiNÏHÈSES. — Une fonc"

tion/'(i?) peut être considérée comme fonction àeœ = e^ on a t= log<2?
et ! ! ! • , • . ! ! . ! ! • ! !

/(^)=/[log(^)]=/i(^).
La fonction
- : F(^)=|/,(^)|

est par rapport à la variable x = et d'un ordre parenthèse (2) (p, y),
, ! ! 1 1 , - 1 1 - ! ! * 1 .

( 1 ) M.. Liapounoff a ulilisé ce nombre (lemmes VI, Vil, p. 227 ; n° 9, p. 23;) sans lui
donner de nom spécial.

(â) Celte notion est due à M* Emile BOKEL, Leçons sur la Théorie clé la croissance^
1910, p. 35. 1 , . .: 1 ' 1 , ! ! ! ! / . . - 1 ! ! ! " ! 1 1 ' . ! , " \ 1 1 : 1 ^ • ^ ; ! ! 1 1 : ; ,
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les nombres^? et q étant définis par les égalités :

,. iog'FG-r) ,. l o n - | / ( z ) jp = lira ——-—- == lim —- "/ .<"
.r̂ T-oc Io^ .x.̂ ——« ^

^^ logF(.)^^log|/(.)l
ï .r-=+oo lOgcZ? .r=.+.̂  ^

il en résulte que L =— —/v / == ~ q\ le nombre caractéristique et le
nombre caractéristique supérieur sont ainsi rattachés à la théorie de
M. Borel.

Nous élargissons toutefois un peu en procédant ainsi le domaine
d'application de cette théorie; M. Borel (foc. c^.,p. 16) suppose les
fonctions qu'il étudie réelles positives et inf iniment grandes (les fonc-
tions monotones se ramènent à ce cas et aussi les fonctions réelles
quelconques par la considération des enveloppes (rindétermination
de P. du Bois-Reymond). En appliquant directement, comme nous
venons de le faire, le, mode de comparaison de M. Borel à la fonc-
tion F(o?) qui n'est pas nécessairement monotone, ni même réelle, et
qui peut tendre vers zéro, nous pouvons avoir à considérer des
nombres? et q de signes quelconques : alors qu'avec les restrictions
de M. Bore lyp et q ne peuvent pas être négatifs (foc. cit., p. 33).

Bien que les deux notions de M. LiapounofF et de M. Borel soient au
fond équivalentes , il nous sera plus commode, dans ce qui suit, de
parler de nombres caractéristiques et non d'ordres parenthèses pour
ne pas compliquer les énoncés par l ' indicat ion des changements de
signes.

3. EXTENSION DES NOTIONS PRÉCÉDENTES. — On peut étendre les notions
d'ordre parenthèse, de nombre caractéristique supérieur en utilisant
des fonctions de comparaison autres que la fonction exponentielle.
Soit O(^) une fonction positive et croissante de la variable réel le^
devenant inf inie avec t, etf(t) une'fonction quelconque de ^.Consi-
dérons la plus petite limite p et la plus grande limite q du rapport

l og - lAOl
lo^ôçi)

^ ! 1 ' %
lorsque t tend vers + co$ nous dirons que {p, q) est l'ordre de \f{t}
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par rapport à la variable rc == Q(t)y que — q est le nombre caractéristique
inférieur ( ' ) et — p le nombre caractéristique supérieur de fÇt) par rap-
port à la fonction de comparaison O(^).

Ces notions (2) se ramènent du reste aux précédentes par le chan-
gement de variable u == logô(^) ; il peut évidemment être commode
de ne pas effectuer ce changement de variable et de conserver une
fonction de comparaison distincte de la fonction exponentielles

Dans les numéros suivants, il s'agit, sauf indication contraire, des
nombres caractéristiques de Liapounoff.

4. NOMBRE CARACTÉRISTIQUE D^UNE SUITE ET RAYON DE CONVERGENCE D'UNE

SÉRIE DE TAYLOR. — La définition du nombre caractéristique est appli-
cable sans que la fonction soit donnée pour toutes les valeurs de t; on
peut considérer/'^) comme définie seulement pour les nombres t d'un
ensemble E non borné supérieurement. Prenons alors pour E l'en-
semble des entiers n et écrivons On au lieu de/(-n).

Le nombre caractéristique de a^ est égal au logarithme du rayon de
convergence de la série de Taylor ïa^oc'1 associée à la suite a^ (3).

En effet, diaprés le théorème d/Abel, ce rayon de convergence R est
la borne supérieure des nombres X réels et positifs tels quea^X^' tende
vers zéro pour n infini positif; en posant X == ̂  ou À = logX, /= logB.
est la borne supérieure des nombres À tels que a^e^1 tende vers zéro
avec -; c'est la définition habituelle du nombre caractéristique ( / <) .

( 1 ) Ce dernier mol sera sous-entendu quand il n'y aura pas d'ambiguïté possible.
(2 ) M. Etiore Bortoloiti, dans un Mémoire, Su^li mtegrali..., inséré dans les Rencliconti

del Circolo matematico cli Paternio^ fc.XXXV, 1 9 1 3 , estimel'ordre d'infinitude d'une fonc-
lion/0) par rapport à une autre fonction (p(^) en utilisant aussi les notions de limite supé-
rieure et de limite infdnenre d'indétermination (Wrîen" 30 de ce Mémoire). Mais il faîfc
intervenir pour cela les dérivées f'(^), </(» des fonctionâ à comparer; sa définition est
donc distincte de celle indiquée ci-dessus, qui ne suppose pas l'existence de ces déri-
vées. Je Pavais donnée, dans une Communication au Congrès des Sociétés savantes
{Sciences^ 1 9 1 3 , p. 33), en signalant son intérêt dans la théorie des équations différen-
tielles, après Favoir rapidement signalée dans un Mémoire publié en octobre 1 9 1 1 dans
les Annales scientifiques de l'École Normale (3° série, t. XXVïïI, p. 475 et 5ïi).

(3) LAPLACIÎ {Théories des Proj^tbilités') donne à la fonction 2a^*y^ le nom de « fonc-
tion génératrice de la suite a/i w.

( 4 ) Le nombre caractéristique supérieur de à/i est de même le logarithme du rayon de


