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SUR

L'INTÉGRATION DES FONCTIONS NON BORNÉES
ET SUR

LES D É F I N I T I O N S C O N S T R U C T I V E S

PAR M:. EMILE BOREL

M. Lebesgue vient, de1 publiera) un. Mémoire « à l'occasion de
.remarques formulées par M. Borel, sur les dé l imi t ions qu ' i l appelle
définitions constr actives )>. Dans ce Mémoire assez' étendu j 'ai cru
dis t inguer trois idées essentiel les : c r i t i q u e mathématique de ma défi-
ni t ion de l ' intégrale des fonc t ions non bornées, discussion méthodolo-
gique et pédagogique sur les d é f i n i t i o n s construcfcives, revendications
de pr ior i té . J ' examinera i successivement ces trois po in t s ; je n 'aura is
pas, selon mes habitudes, d iscuté les questions de pr ior i té , si je
n'étais mis en cause d 'une maniè re inusi tée qui m'oblige à prouver
par des textes que, dans mes pub l i ca t i ons et en particulier dans ma
Notice de 1912, j 'a i p le inement rendu just ice à M. Lebesgue^t ai été
très loin d'exagérer la p a r t , q u i me revient . :

Je ne ferai état dans ce Mémoire quelle mes'résoltats entièrement
.publiés; je réserve pour (les publications ultérieures les développe-
ments inédits que j 'avais annoncés avant la guerre et dont la rédaction
et la B'ublicïition se sonitrouvées retardées.1

(r) Annales de l ' É c o l e Normale, j u in à aolil 1918 (fascicules pa rus en avril 1919).
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I. — L'intégration des fonctions non bornées.

Dans ma Notice (p. 291et 3o), je renvoie aux Notes suivantes, dési-
gnées par les numéros; 38, 39, 53 :

38. Sur/a dé/iîution de l'intégrale. définie (Comptes rendus^ t. CL,
P. ^5). ' ^

39. Sur une condition générale d'iniégrahilité Çjbid., p. 5o8).
53. Le calcul des intégrales ' définies (Journal de Mathématiques^

1912) . ^ , , , , ,

' Les énoncés donnés parAI.Lebes^ue aux pages 209 et 2i5 de son
Mémoire sont contre (lits-par un exemple q u i f igure dans la Note 39; je
vais développer la démons t r a t i on -de l 'existence d'e l 'intégrale, en
reprenant.cet exemple.

Soient a^ 'les .nombres, rationnels compris entre o et i rangés en
série simple d'après l 'un des procédés connus ; on pose

(i) - . - • /(,r)=Ie--//|^--a,, 14i.

Cette égalité d é f i n i t i a fonction f{x) lorsque la série, converge; lors-
qu'elle diverge o u ^ q u ' u n ^ d e s ters'ïies est inf ini , , la fonction /(a-) est
infinie. L'ensemble, des i n f i n i s de /(<r) a la puissance du continu ( j ).
Pour montrer que la fonction ' f { x ) est inté^rable par ma méthode,;
« la seule précaution à prendre est la suivante : il ne su f fit pas que I ' ' e n -
semble des intervalles dr exclusion tende vers zéro lorsqu'on fuit varier
^ensemble de ces intervalles; ilfaul encore avoir soin, dans chaque ckow
particulier c/ue l ' o n fait de ces intermiles^ cCemu/ettir leur décroissance.
asym/ttoti jue à ne pas être (ro? rapide (2) )),Sans cette, précaution., en
.effet, il pourrai t , se trouver dans les. parties1 nan'exclues des points- de
divergence de la ,séri,e, c'est-à-dire, des infinis11 d€-:/(x)1;. la, définil ion

,, ( 1 ; ̂ w', ^ar exemple, ma Noie 6 ur IG.V ensembîes de mesure nidie (Bulle Un de Ici
Société'mathématique de'France^ u)i3).

. {a) Comptes rendue t, CL,p.' '»iQ. 1 : 1 ; 1 1 . 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 • 1 1 . : 1 1 1 - 1 . ' 1 l i l ' l i l : 1 1 1 1 : 1 . , 1 : :' . ^ ,1 1 1 1 1 . 1 . 1 1 , l i i
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serait donc inexis tante , et po in t ne serait besoin de lonp:s développe-
ments pour démontrer qu'el le ne s 'applique pas.

Nous allons prendre, comme il est indiqué dans la Note citée, l ' inler-
valle d'exclusion relatif à a^ égal à ^- A chaque valeur de c faisons
correspondre un nombre m tel que l 'on ait

( 2 )

(3)

Posons

(4)

V e-'1 /^< cS

/// 4 1

3C

l7<"
///•+- 1

/(^)==ç^(.r)+4^(.r),

en désignant par cp^ la somme des m premiers termes de la série et
par '\/^ le reste. Nous devons, en laissant £ fixe, former les sommes de
Riemann relatives à/'(,'r), en tenant compte de rexclusion des inter-
valles -^; ces sommes peuvent être décomposées en deux parties, l ' u n e
relative à y,» et l 'autre relative à '<p^. La partie relative à '̂  est i n f in imen t
petite avec £ d'après l ' inégali té ('2); q u a n t à la partie relative à ç^y
elle converge lorsque les Intervalles de Riemann . tendent vers zéro, à1

condit ion de faire abstraction des in terval les d'exclusion relatifs aux
points s ingul iers de^w. ; mais, d'après l ' inégali té (3), la 'modif ica t ion
introdui te du fait de. ces interval les est également i n f i n i m e n t pe t i t e
avec s. Ma dé t in i t i on de l'intégrale conduit donc à lu i a t t r i b u e r une
valeur égale à la somme (convergente*) des intégrales des ternies de la
série. ! 1 , '! :

La démonstration s'appliquerait sans modification appréciable à.une
fonct ion telle que

' V(x)^=.Ïe-'t•fj{x - 0,,)

avec- , ! 1 . ! , , ! .

(6) . ! ! • " , ! Ô(.r)==^sin^ / , •

Ann. Êc. Norm^ (3), .XXXVÏ. — MAHS lyiy.' . \ . ÏO1
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dont la valeur absolue n'est p^s in tégrable . 11 Y aurait l ieu s implement
ici de remarquer, ce q u i était i n u t i l e dans le cas précédent , que l 'on
peut , quel que soit w, chois i r d ' u n e maniè re î iussi i r régul lè re qu'on le
désire les in t e rva l l e s d 'exclusion r e l a t i f s aux m premiers po in t s s in-
guliers, la décroissance asymptotique seule res tan t assujett ie à des
restr ict ions analogues aux précédentes. Cette remarque revient à
constater, par le calcul des sommes de R i e m a n n , l ' intégrabilité au sens
de Riemann de chaque terme de la série, considéré isolément.

Comme je l ' indique à la fin de mon Mémoire de 1912, c'est pour
résoudre des quest ions précises se rattachant à mes recherches sur
les fonc t ions monogenes non analyt iques , que j 'avais été amené à
réfléchir à l ' in tégrat ion des fonc t ions non bornées; toute ma rédaction
a été influencée par la pensée de cette appl ica t ion; en ou t r e , comme
je l ' i nd ique à la fin du Mémoire, j 'étais arrivé, ent re temps, à exposer
les résultats essentiels de la théorie des fonct ions monogènes non
analyt iques en évi tante au m o i n s formellement, l 'emploi de fonct ions
non bornées ( ( ) ; j'y u t i l i se , par contre, des chemins d ' in tégra t ion
d'une nature discont inue très par t icu l iè re . Par l 'emploi de tels
chemins dans le plan complexe, on démontrerait aisément qu 'une
fonct ion telle que V(x) est la dérivée de son intégrale définie et que
la valeur que j'attribue à son intégrale peut s 'exprimer au moyen de
la fonction primitive. L ' intégrat ion terme à terme d ^ u n e te l le fonct ion
me parait exiger des procédés de raisonnement, sinon ident iques , du
moins équivalents à ceux que j 'ai employés (2). Je n'aperçois d ' a i l l eurs
pas d 'applicat ions s imples d ' un tel résul tat ; c'est pourquoi , dans ma
Notice de 191 2, je n'ai pas consacré plus de quatre lignes à l ' inté-
gration des fonctions non bornées. C'est pou rquo i éga lement je n ^ a i
pas jusqu' ici développé la démonst ra t ion de l 'existence de l ' inté-

( 1 ) î'oir la Note I de mes Leçons sur les fonctions monogenes uniformes d'une variable
complexe. Cette Noie renferme une partie des résultats annoncés en 1 9 1 2 comme devant
paraître dans un Mémoire des Acta matheinalica^ Mémoire qui n'a pas été rédigé.

(2) Si l'on remplace un interv'atle d'exclusion par le demi-cercle situé au-dessus de0.r,
décrit sur cet intervalle comme cliamètre, la valeur de lHitégrale dans le plan complexe
est modifiée de Tre-7^ é-^1 étant le résidu relatif à cet mtervalle.On petit ainsi démontrer
que la fonction (5) est la dérivée de son intégrale indéfinie, car cette propriété est évidente
si on limite la série à un nombre fini de termes el les demi-cercles, correspondant aux
termes négligés, introduisent une erreur inférieure à TTE, s étant arbitrairement petit.
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grale, d'après ma déf in i t ion , pour une fonct ion telle que (5); car un
tel résultat, si l'on n'en donne pas d'applications, n'a pas à mes yeux
grand intérêt .

M. Lebesgue trouve a rb i t ra i re la d é f i n i t i o n épie j ' a i donnée; elle
s ' imposai t à moi par la nature du problème : u n e fonction ne peut
être intégrable que si l 'ensemble de ses in f in i s e^st de mesure nu l l e ;
car, le produi t de l ' inf in i par zéro étant indéterminé, on peut espérer
que ce p r o d u i t a une valeur f in i e , tandis que le produi t de l ' i n f in i par
un nombre f i n i ne peut être q u ' i n f i n i ; or, tout ensemble de mesure
n u l l e fait pa r t i e d ' u n ensemble régulier ( î ) , défini par une in f in i té
dénombrable de po in t s f o n d a m e n t a u x et des interval les d 'exclusion
qui décroissent su ivan t une cer ta ine loi asvmptot ique . Si Pon se place
au p o i n t de vue d ^ u n e fonc t ion donnée apnorf^ abs t r a i t emen t , et non
d ' u n e m a n i è r e cons t ruc t ivc , on peut se d e m a n d e r si les points fonda-
m e n t a u x , son t b ien dé t e rminés , c 'es t -à-di re si un choix pa r t i cu l i e r de
points f o n d a m e n t a u x se d i s t i n g u e des a u t r e s choix possibles par 'des
propr ié tés o b j e c t i v e s , comme c^est le cas pour les fonct ions que je
considère . C'est là u n e q u e s t i o n d o n t l ' i n t é r ê t est peut ê t re grand pour
les m a t l i é m a t i c i c n s q u i croient à l ' i n t é rê t de l 'étude des fonct ions
données a r b i t r a i r e m e n t , mais don t je n'aperçois en ce m o m e n t aucune
a p p l i c a t i o n p ra t ique possible ( / 2 ) .

M. Lclws^ue s igna le un d é f a u t d 'homogénéi té dans mon Mémoire
de K ) ! ^ ; ce d é f a u t est réel, mais je voudrais en préciser,, à mon sens,
la na tu re : t a n d i s que le d é b u t du Mémoire ( jusqu'au m i l i e u , de la
seconde P a r t i e ) est rédigé comme un Ouvrage d i d a c t i q u e , la fin a
p l u t ô t le caractère de Notes p r é l i m i n a i r e s destinées à être développées'
u l t é r i e u r e m e n t . J ' a i eu tor t de ne pas séparer ces deux Parties en deux
Mémoires dist incts; l ' u n e et: l ' au t re y eussent gagné.

II. — Sur les définitions constructives.

Depuis tantôt v i n g t - c i n q ans, mes idées sur les d é f i n i t i o n s construc-

( 1 ) Bulletin de la Socié^'f mat/iématiqfie^ 1 9 1 3 (loc.cif.).
r2) Dtins le cas dtô eerlaîiis ensembles de mesure nulle à définilion asymptolique, le

choix des points fondamentaux est arbitraire dans do très larges condiUonç; c'est là ur)
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tives et les questions connexes ont subi une évolution que je n'ai pas
dissimulée :j 'ai cru devoir, au contraire, y att irer l ' a t t en t ion dans la
mesure où il m'a semblé qu ' e l l e pouvait présenter quelque in térê t
scientifique ( i ) . Mais, depuis une. d iza ine d'années, ma doctrine est
restée stable et je croyais l 'avoir exposée d 'une manière claire; les
interrogat ions que pose M. Lebes'gue me prouvent que j 'y su is insuffi-
samment parvenu ; je vais donc essayer d'être plus c la i r ; la principale
"difficulté que j 'y rencontre est que certains points me paraissent telle-
ment évidents que je me fais sc rupule d'y ins i s te r ; malheureusement
l'évidence est parfois subjective.-

C'est un fait d'expérience que l ' infini énumérable est le seul in f in i
sur lequel tous les mathémat ic iens sont prat iquement toupurs
d'accord (j 'entends lorsqu'ils font des mathématiques). Certaines
suites énumérables particulières peuvent être données soit avec une
précision absolue (suite des carrés des nombres entiers, suite des
nombres premiers), soit avec une approx imat ion indéfinie (^ peut
être calculé à £ près, quels que soient // et E ) . On peut, d 'autre part, con-
sidérer des classes de suites énumérables , t e l l e s que l 'ensemble des
fractions continues, ou l'ensemble des séries de Taylor de rayon de
convergence donné , et faire sur ces classes des ra isonnements mathé-
matiques. Ces r a i sonnemen t s sont, ou bien des ra i sonnements géné-
raux, t e n a n t lieu de ra isonnements part iculiers sur. chaque individu •
de la classe qui pourra être u l t é r i e u r e m e n t . d é f i n i ; l 'exemple le p l u s
simple en est une formule telle que (a 4- b) (a — b) == a1 — b2, ou
bien des ra isonnements de probabilités, tels que ceux dont j 'ai donné
des exemples dans mon Mémoire : Sur les Probabilités dénombrable,s et
leurs applications arithmétiques ; mais je ne vois pas comment on
pourrait prétendre raisonner sur un ind iv idu dé te rminé , mais non
défini; il y a là une cont rad ic t ion clans les termes sur laquelle j'ai
plusieurs fois in s i s t é ; j'avais cru jusqu'ici que M. Hadamard était le
seul géomètre français qui ne fût pas de mon avis sur ce p o i n t ; je
m'aperçois que les idées de M. Lebesgue ont subi une évolu t ion en

point que j'étudie dans un Mémoire sur les ensembles de mesure nulle qui est en cours
d'impression dans le Bulletin de la Société maiMmatique.

(1 ) Voir notamment ma Notice de 1912, p. 14, et, la Préface de là deuxième édition de
mes Leçons sur la théorie des fonctions (1914).
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sens contraire de la mienne et que, tandis que, en igoô ( ' ) , il était,
en gros d'accord avec moi contre M. Hadamard, il n'est plus d'accord
avec moi aujourd 'hui ; mais je n'oserais pas affirmer qu'il est d'accord
avec M. Hadamard.

Si j'ai mentionné cette divergence de points de vue, bien qu'elle
soit d ' u n in térê t surtout théorique (car, en définitive, ni M. Lebesgue,
ni M. Hadamard, ni M. Zermelo, n'ont jamais considéré un être mathé-
mat ique dont la définit ion complète eût exigé un nombre in f in i de
mots), c'est qu 'el le ne me paraît pas être sans rapport avec l'attitude
pratique que prennent les mathématiciens dans l'orientation de leurs
recherches.

Les uns s'intéressent surtout aux questions générales, d'autres aux
problèmes part iculiers; certains,, enfin, voient dans les méthodes géné-
rales, non une fin en soi, mais un moyen pour résoudre quelques
questions particulières. Pour nous borner à la théorie des fonctions,
l 'étude des fonctions particulières et celle des théories générales ne
doivent être négligées ni l 'une ni l 'autre; mais on peut cultiver les
théories générales pour elles-mêmes ou en vue d'applications parti-
culières. 11 est évident que celui même qui cultive les théories géné-
rales en elles-mêmes ne peut espérer les appliquer à une fonction qui
ne sera jamais construite; en ce sens, M. Lebesgue a théoriquement
raison quand il dit que tous uti l isent plus ou moins la méthode con-
struct ive; mais la différence pratique entre les uns et les autres me
paraît néanmoins très grande. Ceux que j'appellerais volontiers les
adeptes de la méthode constructive s^attachent spécialement à l'étude
des fonctions construites par certaines méthodes qu'ils regardent
comme simples et naturelles; c'est à ces fonctions et à ces procédés de
construct ion qu'i ls adaptent leurs démonstrations. Si, par la suite, on
se trouve amené à considérer des procédés de construction nouveaux,
ils seront amenés à compléter ou même à modifier leurs théories; c'est
là, pour eux, un inconvénient réel et inévitable, auquel échappent les
géomètres de l'école dans laquelle paraît se ranger M. Lebesgue. Par
contre;, les démonstrations et les méthodes à objectif plus l imi té sont

( î ) Voir les C/ru/ lettres sur la théorie de^ ensembles (Bulletin de la Société nutthé-
matique, 1905).
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généralement p lus simples et. mieux adaptées à leur objet, plus aisé-
ment utilisables clans les applicat ions; il arrive, d 'autre part, le plus
souvent que, lorsqu'on veut e-n ar r iver effect ivement à l 'applicat ion
numérique, les méthodes en apparence p lus générales de l'école non
.constructive- exigent un effort d'adaptation équivalent à celui qui fut
nécessaire pour la méthode construclive.

Enfîo, si la méthode constructive a été jud ic ieusement appliquée,
-c'est-à-dire si les procédés de cons t ruc t ion considérés comme simples
et 'naturels ont été bien choisis, il arrivera souvent que, dans la pra-
t ique , les résultats obtenus auront -une géné ra l i t é aussi grande qu'il
est souhaitable, au 'moins pendant de nombreuses années. Comme
exemples de choix qui me paraissent avoir été heureux, je me per-
me t t r a i de citer les résultais que j 'ai obtenus sur les fonct ions entières
à croissance régulière et sur la sommat ion , des séries divergeirte.s par
la méthode exponent ie l le . Dans Pun et clans l'autre cas, la catégorie
d'êtres analytiques auxquels s ' appl iquent ces résul ta ts est i n f i n i m e n t
restreinte, ' si l'on se place au, point , de vue abs t ra i t . En fait, les seules
fonctions entières nouvelles découvertes depuis v ing t ans, à savoir les
fonctions entières dé f i n i e s par les é q u a t i o n s d i t l e r en t i e l l e s de
M'. Paintevé, sont à1 croissance régulière, et la méthode de, sommat ion
exponent ie l le a vu le champ de ses a p p l i c a t i o n s s'accroître beaucoup
en ces dernières années; tout . r écemment encore , . M. Nôr lund est,
arrivé, par des formules q u i 'en dérivent , à des- résultats de grande
importance dans la théorie des équat ions aux différences finies.

Une théorie de la mesure et de l ' in tégrat ion q u i s'appliquerait aux
fonctions que M. Baire a p p e l l e s de classe finie » et aux ensembles
-correspondants serait, dans la prat ique, très suft5sa.nte.pour l'ensei.-
gnemeni é lémenta i re et même pour . la p l u p a r t des chercheurs. C'est
cette théorie .que j 'ai voulu édifier, .dans mon Mémoire de i ( : ) ï2 ; j 'y .
traite des cas p l u s généraux, mais j ' i n d i q u e (p. i 78) que les démons-
trations sont très notablement s implif iées lorsqu'on int rodui t ce3
restrictions; il m'avait paru inu t i l e , , pour éviter des redites, de1 déve-
lopper explicitement ces démonstrations/simplifiées, elles sont aisées
à rétablir. Celte exposit ion didactique me paraît devoir être, comme

••je le dis .dans la P,réface,de la deuxième éd i t ion , de mes Leçons sur la
théorie des fonctions, « une introduction à l'étude des belles recherches
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de M. Lebesgue». Ceux-là seuls q u i n ' on t jamais essayé de l i re u n
Mémoire ou .un Livre de M..Lebesgue penseront qu ' une telle i n t ro -
duct ion p o u v a i t être superflue. Je ne prétends d'ailleurs pas être
arrivé du. premier coup à la forme didact ique qui deviendra classique
et pourra prendre place dans les Cours é lémentai res de calcul difFé-
ren t ie l et i n t ég ra l ; je crois du inoins que mon Mémoire contribuera
u t i l e m e n t à la s i m p l i f i c a t i o n sans laquel le une théorie neuve ne
d e v i e n t pas classique.

Il ne m'est pas possible de prouver que mon. exposition est plus
s imple et plus élémentaire que celle ^qui se trouve dans les publica-
t ions antér ieures de M. Lebesgue; je ne puis que m'en rapporter au
jugement de ceux qui l i r on t l 'une et l 'autre; je crois que la p lupar t
d'entre eux seront sensibles aux s i m p l i f i c a t i o n s qui résul tent de l'em-
ploi, des domaines que j ' a i appelés élémentaires (rectangles dans le cas
de deux d imens ions ) et simples (no.mbre l i m i t é de domaines élémen-
ta i res) et aussi du ( a i t que, en n 'opérant que sur des polynômes, on n'a à
considérer que des d-omaines algébriques pour lesquels de nom-breuses
complicat ions a priori possibles se t rouvent exclues.

M. Lebesgue reproche à ma d é f i n i t i o n de ne rien nous ap i ) rendre sur
les r e l a t ions en t re l ' intégrale et la fonc t ion intégrée; cela signifie, s i j e
ne me trompe, que je n 'ai pas trai té le problème général de la recherche
des fonc t ions p r imi t ives ; je m'expl ique sur ce p o i n t à la page '198 de
mon Mémoi re , ou je renvoie aux t r avaux de M. Lebesgue et à ceux de
M. JJenjoy. Comme je l ' i n d i q u e (p. î9<)), la p rop r i é t é fondamenta le de
l ' in tégra le est, à mes yeux, de d o n n e r la valeur moyenne d 'une fonc-
t i o n dans un domaine ou sur une l i g n e ; cette in te rpré ta t ion d 'une i n t é -
grale comme une valeur m o y e n n e - f û t celle des fondateurs du calcul
intégral ; elle est à la base des plus impor tants t ravaux de Cauchy;
depuis , les divers, théorèmes de la m o y e n n e et leurs généralisations
n 'ont pas cessé d'être parmi les principales a p p l i c a t i o n s du 'calcul in té -
gral. En particulier/c'est comme une valeur moyenne que se présente,
en général l ' intégrale déf inie dans les applicat ions à la Mécanique e t à
la Physique mathématique. , Sans niécormaitre l ' impor tance du p o i n t de
vue qui dé f i n i t l ' intégration comme l 'opération inverse de la dér ivat ion ,
et.sans mésestimer les 'profbndes recherches pa r l e sque l l e sM. Lebesgue
et M.. Denjoy son t 1 arrivés à résoudre dans tous les cas le problème
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inverse de la dérivation, je continue à penser que les propriétés les
plus importantes de l ' intégrale d é f i n i e sont celles qu i se-rattachent à
la not ion élémentaire de moyenne a r i t h m é t i q u e ; c'est aces propriétés
que conduit d i rec tement le mode d'exposition que j'ai adopté. Il n'y
a aucune difficulté, dans les cas simples, à rattacher l 'intégrale ainsi
définie aux fonctions primitives; si l'on veu t arriver à traiter dans tous
ses détails et toutes ses complications le problème général de la
recherche des fonctions primitives, il est vraisemblable qu'on ne
pourra pas échapper à des difficultés équivalentes à celles qu 'ont sur-

, montées M* Lebesgueet M. Denjoy. •
M. Lebesgue reproche enfin à mon mode d'exposition de ne pas s'ap-

pliquer aux ensembles qui sont mesurables sans être bien définis; il
me reproche d'avoir partagé son erreur en ce qui concerne la possibi-
lité de définir des ensembles qui ne soient pas mesurables B, diaprés
sa terminologie. Il déclare (page 198 de son Mémoire) qu'il a fait à ce
sujet un raisonnement « grossièrement, erroné » ; cela prouve que tout
le monde peut se tromper et j 'aurais mauvaise grâce à ne pas recon-
naitre également mon erreur; je n'avais pas prévu les résultats obtenus
en 1917 par MM.SousIin et Lusin ; si je les avais prévus, j 'aurais
rédigé d 'une manière légèrement d i f fé ren te quelques phrases de mon
Mémoire. Mais, contrairement à ce que parait penser M. Lebesgue, je
n'aurais pas cessé de croire qu ' i l y avait un intérêt par t icul ier à traiter
à par t ies ensembles mesurables B, du moment qu'on peut les traiter
d'une manière plus simple, car presque tous les ensembles que l'on
rencontrera rentrent dans cette catégorie. C'est ainsi que la décou-
verte de fonc t ions cont inues dépourvues de dérivées n'empêche pas
l'étude des fonctions continues pourvues de dérivées de tenir une
grande place dans les cours d'analyse. De même, en démontrant
l'existence de fonctions monogènes non analytiques, je n^ai jamais
pensé que la théorie des fonctions monogènes analytiques cesserait de
devoir être enseignée et étudiée.

C'est ainsi qu'il faut, à mon avis, comprendre l'emploi de la méthode
constriiGtive. Pour reprendre comme exemple ina théorie de l'intégra-
tion des fonctions non bornées, je l'ai construite, comme je l'ai indi-
qué, ayant en vue certaines catégories de fonctions bien détermi-
nées, dontj 'avais besoin pour un but spécial; je crois que son champ
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d'application est notablement plus étendu; mais je ne pensepas qu'elle
perdra i inécessa i rem.e î î t toufc in lé rê fc si l'on arrivait à construire une
catégorie spéciale de fondions auxquelles _ elle ne s 'appliquerait pas.
S'il était nécessaire d'intégrer ces fonctions, on chercherait à bât i r
pour leur intégrale une dé f in i t i on , en partant du procédé même par
lequel elles auraient été construites. De même, si l'on découvre des
fonctions.entières ayant un-mode décroissance différent de celui que
j'ai appelé régulier , il sera vraisemblablement possible de construire
•pour elles une théorie analogue à celle que j'ai, établie pour les fonc-
t ions à croissance régulière.

On peut juger que mon poin t de vue_.;est d ' u n empirisme un peu
méprisable. Il serait cer ta inement p lus noble.de traiter d 'un seul coup
tous les problèmes et toutes les quest ions. .Malheureusement , même
lorsqu'on peut énoncer des résul ta t» généraux, les difficultés part icu-
lières se présentent dès qu'on veu t effect ivement en arr iver au détaii
des applications. Cela t i e n t , au fond, à ce que, d.ès qu 'on veut appro-
fondir une question analytique quelconque, on se trouve très rapide-
ment arrêté par. la «considération du" transfini. Cette difficulté se pré-
sente dans la not ion en apparence la plus élémentaire , ' dès qu'on
•quitte le domaine de l'algèbre, la notion d û - n o m b r e irrat ionnel quel -
conque.

J'ai déjà i n d i q u é en p l u s i e u r s occasions comment l ' introduction d'un
seul nombre irrationnel, pouvait renfen'ner en germe les diff icultés
analytiques les plus compl iquées ; de tels résultats ont été parfois
interprétés comme tendant à prouver qu 'on , ne pe.ot pas écarter ces
difficultés ( 1 ) ; ils devraient p lu tô t mettre en garde contre cet te 1 idée
trop répandue, qifon sait ce que c'est q u ' o n nombre i r ra t ionnel quel-
conque, En réalité, nous ne connaissons que ceux des nombres irra-
t ionnels que nous savons construire pardes procédés déterminés et,
clans toute recherche où interviendra, la nature ari thmétique-de ces

'.nombres, il nous faudra, l imiter les procédés de cons t ruc t ion que nous

( 1 ) y Q.\ moi"-même adopté autrefois cette interprétation, notarnment dans un passade
de ma Notice de 1901 qui a été, par inadvertance, reproduit sans modification dans ma
Notice de 1 9 1 2 fp. 67 et 68); si j'avais récrit ce-passage à cette époque, au lieu de me
bornera envoyer à l'imprimerie le texte de 1901 , j'aurais 'modifié îa rédaction dans le
sens que J'indique ici. . . ^ ^ . ^ ! . ^ , ! 1 1 , ! . ^ 1 . 1 1 1

Ann. Éc. Norm^ (3), : XXX VL— MARS 1.91-9. . . . i l ' . , . .
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aurons le droit d'utiliser, sous peine d'ouvrir la porte à des difficultés
transfmies. 11 en est de même pour les fonctions entières croissantes,
pour ' l e s séries de Taylor, pour les séries_ trigonométriques, pour les
fonctions orthogonales, etc. La complication apparente qu'il, y a à
suivre pas à pas les méthodes constructives et à leur adapter les théo-
ries et les procédés de calcul est en réalité une s imp l i f i ca t ion lorsqu'on
en v i e n t aux appl icat ions. Je ne conteste pas, b i e n e n t e n d u , l ' u t i l i t é
des théories générales et des synthèses hardies ; elles sont souvent t rès
fécondes^ assouplissent toujours l 'espril et le gu iden t dans les a p p l i -
cations de la méthode constructive; mais , à mes yeux, elles sont un
moyen et non une fin en soi. J'ai exposé ce point de vue, il y a plus de
v i n ^ t a n s , à propos de la théorie des ensembles» dans la Préface de mes
Leçons sur 11 théorie des/onctions ; je n'ai pas varié sur ce point .

,Fai indiqué dans ma N o t i c e de 1912 (p . i5) que l était le rôle
essentiel que me paraissait devoir jouer , en théorie des fonctions,
« l ' é tude systématique des procédés de cons t ruc t ion a p a r t i r des élé-
ments » ; c'est, en eiiet, à la construct ion des ensembles et des fonc-
t ions que j 'appl ique l 'expression de méthode construct ive et non pas
à la déf ini t ion de la mesure ou de l ' in tégra le ; je suis d'accord avec
M. Lebesgue sur les avantages de la dé f in i t i on descriptwe de la mesure
que j 'ai donnée en 1893; seu lement , il me paraît désirable d 'appl iquer
méthodiqaetïïent, comme je l'ai indiqué a cette date, et d 'é tendre , de
proche en proche, cette définit ion à des ensembles construi ts succes-
sivement d 'une manière de plus en plus compliquée à part ir des
ensembles élémentaires.

III.—• Les questions de priorité.

J 'examinerai successivement lesréclâinations de priorité de/M. Le-
besgue relatives à la théorie de la mesure et à la théorie de l ' intégrale
définie ( i) .

( 1 ) M. Lebesguedit, en un passage de son Mémoire, qu'il est essentiel d'observer que
je dis théorie de l'iiitégrale au lieu de définition de Fnitégrale. J'ai publié en 1 9 1 0 une
Note ayant pour titre : La définition de l'intégrale définie» Quelqu'un, qui est peut-être
bien M. Lebesgue, me fit observer ce qu'il y avait d'apparemment bizarre en un tel litre :
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Pour la mesure, M. Lebesgue n'a jamais contesté, l'antériorité de
mes travaux •ni leur inf luence sur les siens0 de mon côté, je n'ai jamais
contesté Pi lnpor tance de son appor t ; dans ma Notice de i q î 2 (p. i3),
j 'écr ivais : « depuis , grâce aux travaux de nombreux géomètres français
et étrangers, au premier ran^' desquels on doi t c i te r M. Lebesg'ue, les
appl ica t ions de cette notion de mesure sont devenues, très nom-
breuses ».

Il y a cependant deux points sur lesquels il me paraît utile d'ap-
porter des précisions.

Voici le p remie r : M. Lehes^ue para i t considérer comme ent ière-
ment négl igeables les t r a v a u x que j'ai, pub l i é s sur la mesure des
ensembles de n)0ï à K) i3 ( 1 ). S inon , i l ne s ' é tonnera i t pas que la
théorie de la mesure t i enne p lus de place dans ma Notice de 1912 que
dans cel le de 1901. Sans doute, ancu.n de ces travaux ne peut être
complè tement i n d é p e n d a n t de ceux de M.. Lebesgue, pas plus qu 'aucun
travail de M. Lebesgue sur ces matières ne peut être regardé comme
complè tement indépendant .des miens ; i l - en est toujours a ins i lorsque
deux géomètres t r ava i l l en t un même sujet pendan t une même'période,

déunir une intégrale qui était déjà définie ! Ce reproche verbal me fut sensible et j'évitai
îe plus possible depuis d'y donner lieu : mais je suis, paraît-il, tombé'de Charybde en
Scylla.

( 1 ) Voici la liste de ces travaux, pour le cas où elle intéresserait quelques- lecteurs :

Un titéorème sur les ensembles mesurables (Comptes rendus^ l. CXX.XViï); Sur une
propriété def; ensembles fermés {fbid.^ t. CXL}; Sur la définition de l'intégrale définie ai
Sur une condition générale d'intéffrabilité {îbid^ t. CL); La structure des ensembles de
me.vure nulle (Ibid.^ t. CLIÏ); La classification des ensembles de mesure nulle (ll)id.^
I.C.LIV).

Contribution à r analyse arithmétique du continu (Journal de Mathématique,^^ ï9o3) ;
Le calcul des intégrales défîmes ( îbid.^ 191 '2 ) .

Les probabilités dénombrable.v et leurs applications arithmétiques ( Rendicûnti del
Circolo di PaÏermo, t. 27).

Sur Ifts principes de la t/téorie de^ ensemblefs ( Comptes rendus du Congrès de
/ïomey 1908}.

Remarques sur les ensembles de droites et de pleins ( Bulletin de la Société matjiéma-
tiquc, 1 9 0 3 } ; Remarques .var certaines questions de probabilité ( ihid.^ igoS); Lettre
s'ur leff principes de la théorie des ensembles (Ibid.^ igoS); Les eusernidex de mesure
nulle (ïbid^ 1 9 1 3 ) .

Leçons sur les fonctions de variable réelle (Gauthier-Villars, îgoS).
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qu'ils ont de- f réquentes conversations, se communiquent souvent leurs.
résultats ou. les épreuves (.le leurs publ ica t ions . ' I l est très diffici le,
après une conversation, sur tout si elle est ancienne, de. délimiter
exactement l 'apport de pensée de chacun. Cela est 'd 'ail leurs inu t i l e et
vain. Aussi M.Lebesgue serai t - i l en droit de s'étonner si je. revendiquais
une part dans tous ses travaux, ! sous prétexte de cette in terdépen-
dance générale et v a £ ç u e ; j e puis , de mon côté, lui demander de ne
pas revendiquer u n e part dans les miens. (Néanmoins, puisque
M. Lebesgue met en cause .mon Mémoire de 1912, je dois observer que
la lecture de ma- Note des Comptes rendus du 7 décembre iqo3 et de
ce i l edeM.Lebesguedu 28 décembre 190.3 précise ma part dans des
énoncés qui jouen t un. rôle essentiel dans ce Mémoire.)

Voici main tenant le second point : M. Lebesg-ue paraît croire que
l 'une des raisons de l ' importance que J'attache aux ensembles qu'il
appelle mesurables B est que ce sont ceux que mes méthodes permet-
tent de mesurer, rai i nd iqué , quelles sont les raisons pour lesquelles
les ensembles mesurables B me paraissent devoir être étudiés d'abord;
dans l 'enseignement élémentaire, je serais même d'avis qu 'on se bornât
à ceux de ces ensembles qui correspondent aux fonctions de classe finie
de M. Baire; mais ceci n.'a rien à voir avec les questions de priorité.
Dans sa Thèse (p. n), M. Lebesgue écrit : «.Les ensembles que nous
appelons mesurables sont donc ceux que les procédés de M. Borel
permettent de mesurer à: condition de tenir compte des'remarques
énoncées à la fin delà page 48 » (il s'agit de la page 48.des Leçons sur
la théorie des fonctions^ par Emile Borel). La phrase précédente ne se
rapporte, d'après le contexte, qu'aux ensembles linéaires; le passage
d'une à plusieurs dimeo'sions est une de ces .généralisations dont
l'idée est banale, mais dont la réalisation est, suivant les cas^ plus ou
moins difficile ( ^ ) . Voici ce qu'écrit à-ce sujet.;-M. Lebesg'ue da.ns. sa
Thèse.1: «.Les considérat ions précédentes, s'étendent sans .peine aux
ensembles/dootles éléments..sont les .points; d\m espace, à plusieurs

(l) ,Dans mes Leçons sur la î/wrie des fonctions, je n'ai pas énoncé expliciLemelU
ni déniontré rextension au plan du théorème fundaiïiental sur lequel est basée la théorie
de la mesure; mais je l'ai énoncé implicitement et utilisé (p. 70); j'indique là que, si je
ne développe pas l'étude des ensembles à doux dnnensions, c'est parce que je n'en ai pas
besoin pour les applications que -j'ai en vue.
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d imens ions ; nous nous bornerons an cas du, p lan . » Après avoir défini
la mesure d 'un carré et celle d'ïin t r iangle , i l ajoute : « II faut, démon trer
que la mesure (F un irian.gle, somme de triangles n'eynpiétcmf pc^s les u/îs
s u r / e s autres^ est Ici somme des mesures de ces triangles. Les raison ne-
m.ent.s exposés par M. Hadarnard dans la Note D de sîi-Géoméin'e élémen-
taire prouvent qu'il en est bien ainsi si les triangles composants sont
en nombre fini.. Le- cas où ils' sont en nombre ' inf ini , se traite par un
ra i sonnement semblable à celui q.ui. nous a été u t i l e dans le cas des
ensembles de points sur une droite (BOUEL, Théorie des fonctions^
p. 42). » On voit que, tandis que M. Lebesgue ne jugea i t pas superflu
d'entrer dans des détails assez minu t i eux pour é tendre au plan la
propriété élémentaire d'après laquel le la mesure de la somme d'un
nombre fini d ' interval les est égale a la somme des mesures, aucune.
expl icat ion ne lu i paraît nécessaire pour étendre, à deux dimensions le
tiléorème correspondant où i l s'agit d 'une in f in i t é dénombrable
d' intervalles; on sait.que c'est ce théorème qui est la base de ma théorie
de la mesure*

.l'aurais donc pu écrire dans , ma Notice, en adoptant les termes
mêmes de M.. Lebesgue : « Les ensembles q u e - N L Lebesgue appelle
mesurables et qui. sont les plus généraux que personne ait pu jus-
qu'ici mesurer sont ceux que mes procédés permet ten t de mesurer, en
tenant compte de mes remarques de la page ^• '^ raurais d'ailleurs
dû ajouter que M'. Lebesgue a le premier mis en évidence toute
l'étendue et toute la portée de ma d é f i n i t i o n ; de même, cer ta ins géo-
mètres ont montré que l.e champ d ' app l i ca t ion de ma théorie des

séries divergentes était plus vaste que je ne l ' ava is soupçonné au
début ( ^ ) . Il n'est pas de Joie plus grande pour un mathématicien
que de voirses théories .vivre et se développer 'en dehors de lui ; v.is-
à-vis'de ceux qui lui. auront procuré cette joie, i l , ne formulera jamais
spontanément aucune réclamation, de priorité. !

: Aussi ai-j.e été très surpris de. constater que quelques lignes de ma
Notice de 1912 avaient paru à M*. Lebesgue être une réclamation de
priorité-tendant à m'attribuer unepar t dans sa définition de l ' intégrale.

Il prend la peine de vérifier que- je n'ai . jamais parlé1 de l ' in tégrale

( 1 ) P^oir nota rn inent les travaux de MM.'Hardy, Watson, Norhmci
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définie avant sa première iNote; s'il m'avait comœimiqué ses doutes,
j'aurais volontiers déclaré que, non seulement je Savais rien écr i l ,mais
que je n'avais jamais pensé à appliquer à l ' intégrat ion mes méthodes
et défini t ions sur la mesure. Une telle déclaration est d'ailleurs
superflue1 pour quiconque connaî t la question ; car si j'y avais pensé,
c'est quej^aurais rapproché Févaluaî ion d ' une intégrale de celle d 'une
aire plane; j 'aurais donc donné une déf ini t ion de- l'intégrale équiva-
lente à celle de M. Lebesgue et c'est mon nom qui y serait, attaché,
et non le sien. En fait, la publicat ion de la première Noie de M. Le-
besgue1 sur l 'intégrale m'a causé à la fois une très grande surprise et
une très grande admira t ion que je n'ai jamais dissimulée. Je renvoie
dans ma Notice à l 'article que j'ai pub l i é en 1909 dans la Reyup. générale
des Sciences où je dis notamment :

« La définition de la mesure a été donnée par M. G. Ganter pour les
ensembles fermés; son extension pure et simple aux ensembles non
fermés conduisait à des résultats non satisfaisants; on a universelle-
ment adopté aujourd'hui la déf in i t ion à laquelle j'ai été condu i t par
l 'étude de problèmes particuliers et que M. Henri Lebesgue a systéma-
tisée.

» A cette théorie de la mesure, on peut rattacher la théorie nouve l l e
de l ' intégration due à M. Henri Lebesgue. Nous y reviendrons tout à
l'heure, mais je t iens à me hâter de dire que ce n'est point là une de
ces généralisations facile?, conséquence nécessaire des travaux
antérieurs , et qui doivent nécessairement être trouvées par que lqu 'un .
Cette théorie de l ' intégration est une découverte capitale, dont
rimportance dépasse de beaucoup la théorie de la mesure des ensem-
bles; c'est un ins t rument analyt ique nouveau, mis à la d ispos i t ion des
géomètres par M. Lebesgue; nous indiquerons plus loin quelques-uns
des progrès qui ont pu être réalisés jusqu'ici grâce à cet instrument; il
y a tout lieu de croire que leur nombre et leur importance ne cesseront
de croître, mais on peut dès à présent considérer cette découverte de
M.. Lebesgue comme le 'plus.bel exemple,'de ^progrès importants
réalisés dans; la Théorie, des fonctions. ...! • . ' ' • . ,

» J'ai,- déjà fait, allusion à . , la découverte -capitale de Ai.-Lebesgue
concernant l'intégration ; je voudrais.essayerd'en i n d i q u e r le principe
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et de 'faire pressentir l ' iniïuence considérable qu'elle exercera certai-
nement sur le développement de nombreuses théories mathéma-
tiques. ))

II é ta i t , en effet, bien moins naturel de penser à l ' intégrale à propos
de la mesure que de penser aux ensembles à plusieurs d imensions à
propos d'ensembles à une dimension. D'ai l leurs, dans maNotice, dans
le passage même que cite M. Lebesgue, j 'oppose la théorie de l'intégrale
de M. l.ebesgue à ma définition de la mesure ; je ne me serais pas exprimé
ainsi., si j 'avais revendiqué une part directe quelconque dans cette
théorie. Par contre, j 'écris : « II n'est cependant pas inut i le de faire
observer que, si. la théorie de l 'intégrale de M. Lebesgue étaitloin d'être
une conséquence év idente de ma théorie de la mesure, du. moins entre
ces deux théories, il n'y a pas de d i s c o n t i n u i t é logique, tandis qu'il y a
un véri table fossé entre ma d é f i n i t i o n de l à mesure elles définitions
de la mesure et de l ' intégrale qui é t a i en t classiques,et universellement
admises, avec l 'autor i té .des p lus grands noms. »

J'avais dé j à ' i nd iqué la même idée, sous une forme un peu différente ,
dans u n Mémoire publ ié en 1903 ( 1 ) ; après avoir exposé la méthode à
laquelle j'ai donné le nom, de méthode d'exclusion et l'avoir opposée à
la'méthode de d iv i s ion , j ' a jouta is : .« Il y a donc ici une , différence essen-
t i e l l e entre les deux méthodes; j 'a i ind iqué , p o u r la première fois, cette
différence à propos de la d é f i n i t i o n de la mesure des ensembles linéaires •
de po.in.ts. M. Lebesgue a ensuite appl iqué des principes analogues a. la.
généralisation de la no t ion d ' intégrale définie et est arrivé à des résul-
tats fort remarquables. »

Ce parallélisme, entre mesure au sens de Cantor-Jordan et inté-
•grcde de Riemann d 'une part et mesure au sens de Borel-Lebesgue. et
intégrale de Lebesgue d 'autre 'par t , a frappé tous. ceux qui se sont
occupés de,ces questions. Dans l 'Ouvrage didactique le plus considé-
rable qui ait été consacré-depuis quinze ans aux fonctions de variable
réelle C2), M. Hobson1 s'exprime ainsi :

( ï ) Contribution à l'analyse arithrnéliqwî du, continu (Jour/ieU de Mathématiques^
1903 ). , . . 1 1 , ' 1 1 „ ^ , ^ , _

( â ) J'fieûrf offunct.ions ûf a rerd variable (Cambridge ÇfnwersU)'' Pressa 1907).
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« A d é f i n i t i o n of intégration has been developed by Lebesgue 'which
i.s applicable to a more extensive class of fur ic t ions than those which
are intégrale in accordance with Biemann ' s déf in i t ion , ïhe theory
dépends essential ly upon thé employment of thé, conception of thé
measure o f a set of points, in thé sensé in which. thé terni is employed
by Borel and.Lebes^ue (p. 3c)o). »

« Sets of points which are not measurable according to-Jordan 's
System are in gênerai sneasurable in accordance with theBorel-Lebesgue
définition ; accordingly f i inct ions which are not intégrale according
to Riemann's déf in i t ion may be so according to Lebesgue's défini t ion
(p. 392). » . ï:

M. Lebesgue déclare qu'on ne peut pas lui « opposer» tes ana log ies
entre ia mesure et l 'intégrale, puisque c^est 'précisément la découverte
de ces analogies qui est, son principal mérite. J'ai. insisté" moi-même
sur le fait, qu' i l y, avait là. une découverte 'profonde et .non une géné-
ralisation'âisée^t facile ; ce-fait ne supprime pas la réalité des analogies ;
pour que la découverte de ces analogies fû t possible, il fal lai t tout,
d'abord que l ' un des éléments,, c'est-à-dire ma. théorie de la mesure,
e'xistàt au préalable ; . je n 'a i ' jamais d i t , autre chose: si je n'avais pas
publ ié en 1898 mes Leçons sur ia théorie des/onctions^ M. Lebesgue
n 'aura i t probablement pas publié.sa déf ini t ion de l ' intégrale. Je tiens à
ajouter que la, forme très personnelle et, ù^ certains égards^ i n u t i l e m e n t
compliquée, que M. Lebesgue a1 donnée à la théor ie de la mesure et de
l'intégration, l'a part iculièrement bien préparé à certaines applications
importantes; c'est ce que j'avais voulu exprimer en. écrivant que ces
applications l u i , s o n t « entièrement personnelles ». J 'entendais par là
qu'elles dérivent plus particulièrement déjà partie de. 1-a pensée de

". .M. Lebesgue qui ae dérive pas de la mien1 ne, de sorte que.je renonçais
• m ê m e à revendiquer une paternité.iHdirecte sur ces' .applications..

, . . . -"Après avoir mis au point les/prétendues, réclamations de priorité que
m'attribue M., Lebesgue, je dois dire, quelques; mots' de /divers, passages
de/ son,1 Mémoire q,,ui,( /bi•e•^„ lq^6 n'étant pas compris,dans le paragraphe
.qu^ii intitule y^^^n^ ̂  p/ïor^ç) .me ,,pa,rais,sent;ê,tre des réclamations
'de^priorité 'dem part relativement à mon Mémoire.de 1.912. En .même
temps qu'il conteste l 'intérêt d.e .la .forme, que j'ai1 donnée dans ce
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Mémoire à la théorie de la mesure et de r inlégral ion (j'ai d i scu té 1 ce
p o i n t . d a n s le paragraphe précédent) , M. Lebesgue revendique la
priorité de tous les d é t a i l s - i m p o r t a n t s de ce mode d'exposition. Il v a
quelque contradiction, au moins apparente, dans cette double contes-
tat ion. Le seul fait que M. Lebesgue ne trouve pas d'intérêt à ce qu'il
y a de plus intéressant, à nies yeux, dans mon exposition, suffît pour
montrer que cette exposition n 'est pas de lui. Aucune Note ou aucun
Mémoire récent sur l ' intégration ou sur la mesure n'a l 'originalité des
pages que j'ai publiées en 1898 sur la mesu re^n ides pages que
M. Lebesgue a publiées eu 1901 sur l'intégration. Mon Mémoire
de 1912 ne fait pas exception à cette remarque générale; mais,
sous cette réserve, les réclamalions de M. Lebesgue ne- me semblent
pas fondées : l'idée qui consiste à u t i l i ser , pour définir une limite,
les différences u.^-—u^ au lieu de la différence u—u^ n'est pas plus
.sienne que mienne; mais l'application que j'en fais à l ' intégration
des suites convergentes de 'polynômes •m'appartient entièrement.; les
simplifications qu i . en résultent •sont très considérables. J'en dirai

• autant de l'introduction s imultanée de l 'approximation à deux £ prés.
M. Lebesgue déclare que j'ai, introduit là uniangage pittoresque; il n'a
pas fait autre chose lorsqu'il a introdui t l'expression presque partout,
qui lui. a permis de donner une forme plus maniable à de nombreux
énoncés (f). En résumé, les fonctions bornées que je considère
dif lerent de moins de £ d'un polynôme, sauf peut-être dans une
étendue £ ; il en résulte que la valeur moyenne de la fonction di f fère

' de moins1 de 2sA de la valeur moyenne du. polynôme : la.. définition de,
l ' intégrale, son procédé de calcul et sa propriété fondamenta le sont
ainsi résumés en deux lignes. . . . . . • . . . ' „ ; .

IV, -— Remarques finales.

Il m'a été .particulièrement 'pénible, de me trouver contraint de dis-

( 1 ) Dans son (lernier Mémoire, M. Lebesgue adopte une expression pittoresque que j'ai
introduite dans mon article do la Revue générale des Sciences en disant que son intégrale
est faite «sur mesure ». En fait, cette expression me paraît s'appliquer mieux à roxpo"
sition que j'ai donnée qu'à la sienne. ^
' • ; ^» /^ .£ ' f . . 7Varw. / ( •3 ) ,XXXVï* .—MAIl» : I9 ï9 . : 1 , . . '.. ; , , î 2 ;
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cuter avec M. Lebesgue des questions de priori té; depuis vingt ans, en
effet, j'ai été plusieurs fois directement ou ind i r ec t emen t au courant
de discussions de priori té entre M. Lebesgue el divers mathématiciens
et, si j'ai souvent pensé que les contradicteurs de M. Lebesgue avaient
raison, je n'ai jamais cru que M. Lebesgue eût tort. Cette a t t i tude, qui
m'a souvent fait taxer d'injustice par ses contradicteurs, est basée sur
l'opinion que j'ai de sa bonne foi et de la nature de son esprit. Je n'ai
aucune raison pour modifier cette opinion du fait que je me trouve
personnellement mis en cause : patere legem c/uam fecùti. Je suis donc
amené, après avoir expliqué pourquoi je croyais avoir raison, à indi-
quer pourquoi je suis convaincu que M. Lebesgue n'a pas tort: dans son
jugement sur ses propres travaux (1). Il faut, pour cela, que j'essaye
d'expliquer ce qui, à mes yeux, caractérise le talent de M. Lebesgue ;
je ne chercherai pas à le délimiter en d'étroites formules, ni à préciser
en quelques phrases son apport considérable; même, si je m'en
croyais capable, je ne le ferais pas, car la lecture des passages de son
Mémoire, où il donne quelques détails sur ses travaux et les stades de
sa pensée, prouvent à tous ceux qui pouvaient l'ignorer que, s'il
écrivait une Notice détaillée sur ses travaux, il rendrait le plus grand
service à la Science. Mais je crois pouvoir di re , sans crainte d'être
contredit, que le talent de M. Lebesgue consiste surtout en une grande
faculté d'assimilation, une rare originalité de pensée et une puissance
créatrice exceptionnelle; tous ses travaux sont originaux et lui appar-
t iennent en propre, lui sont entièrement personnels, parce qu'il ne
prend jamais telle quelle une idée d'autrui, pour la développer et s'en
servir; si une idée étrangère lui est utile, c'est à la manière dont un
arbre puissant crée des feuilles et des fruits avec tous les aliments
qu'il trouve dans le sol.

Mon maître Jules Tannery citait volontiers une phrase de Liouvil le;
après avoir comparé les démonstrations longues aux démonstratioîis
courtes, il concluait : <cEn somme, les démonstrations longues ont u n

(1) Bien entendu, je conserve mon opinion, contraire à la sienne, sur la portée de ma
définition de rintégrale des fonctions non bornées, sur les définitions constructives et sur
la portée exacte de ce qu'il appelle ma « réclamation de priorité » au sujet do l'intégrale
'définie,.1 . ^ 1 1 •1 1 \ . - 1 . 1 ! , 1 : , , / .11 ; . - ! 1 1 11 , . 1 ! . , - ^ 1 1 ' 1 1 1 ^ ^ ! ! ! 1 1 1 1 ^
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grand avantage, c'est d'être longues, et les démonstrations courtes ont
un grand avantage, c'est d'être courtes ». Et Liouville rappelait,
paraît-il, quand il était; de bonne humeur, la boutade qu'on attribue à
Lagrange: « Les mathématiques sont comme le cochon, tout en est
bon ». Les démonstrations de M. Lebesgue ont un très grand avantage,
c'est qu'elles sont compliquées; cette complexité entraîne une richesse
extraordinaire, une richesse de pensée telle que c'est à grand peine
que M. Lebesgue arrive à faire entrer toutes ses idées dans un Livre
ou dans un Mémoire. Il reste beaucoup d'idées qu'il n'exprime pas ;
il en est d'autres qui sont indiquées seulement par une allusion ou
une incidente. Aussi M. Lebesgue est-il seul à connaître toute la
richesse de sa pensée et de son œuvre; il ne faut donc point s'étonner
s'il lui arrive peut-être plus fréquemment qu'à d'autres d'avoir à pro-
duire des réclamations de priorité. Elles sont certainement toujours
justes a ses yeux, et c'est pourquoi j'ai toujours assuré à ceux qui se
plaignaient de lui qu'ils n'étaient pas en droit de lui en vouloir; je
m'adresse à moi-même aujourd'hui cette exhortation, afin d'adoucir la
peine que m'ont faite certains passages de son Mémoire.


