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SUR FALLURE DU MOUVEMENT
DANS

LE PROBLEME DES TROIS CORPSF. 11/1 ^

QUAND LE TEMPS CROÎT INDÉFINIMENT

PAR. M. JEAN CHAZY

Introduction.

1. Je rne'propose dans le présent travail d'étudier l 'allure du mou-
vement dans le problème des trois corps quand le temps croît indéfi-
niment.

On a remarqué depuis très 'longtemps que si deux distances mu-
tuelles croissent i n d é f i n i m e n t .et si la t ro i s i ème reste finie, "le pro-
blème des trois corps ,,se rédu i t a un double problème des deux corps..
Il importe toutefois de préciser cette réduct ion, d'étudier les variations
des trois distances mutuelles et des douze é léments osculateurs, soit
en fonction du temps sur une même trajectoire, soit, s'il est possible,
en fonct ion des cond i t ions in i t ia les .

On est condu i t a i n s i à d i s t inguer le mouvemen t qu'on peut appeler
hyperbolique' elliptique (1), où deux distances mutuel les sont des infl-,
niment grands d'ordre ï par rapport au temps, et où la troisième est
bornée supérieurement; et le mouvement parabolique-elliptique, où
deux distances mutuelles sont des i n f i n i m e n t grands d'ordre- et où la

(1) Nous plaçons les deux adjectifs dans cet ordre, parce que par exemple dans le
système composé du Soleil, de la Terre et de la Lune, on étudie d'abord le mouvement
du centre de gravité du système partiel Terre'Lune par rapport au Soleil, puis le mou-
vement de la Lune par rapport à la Terre.
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troisième est bornée. Un second cas limite du mouvement hyperbo-
lique-elliptique est le mouvement hyperbolique-parabolique,'où les
trois distances mutuel les sont des in f in iment grands, deux d'entre
elles d'ordre i et la troisième d'ordre ^- Dans ces trois premiers mou-

ô

vements douze éléments oscillateurs, convenablement choisis, tendent
en général vers des limites finies quand le temps croît indéfiniment.

D'autre part, il existe des mouvements du problème des trois corps
où les trois distances mutuel les croissent indéf in iment , et où une
sorte d'équilibre entre elles s'établit avec le temps. Dans les uns ces
trois distances sont des infiniment grands d'ordre i par rapport au
temps, ce sont les mouvements hyperboliques ; dans les autres ces
trois distances sont des infiniment grands d'ordre •«? ce sont les mou-
vements paraboliques.

Dans le Chapitre 1 de ce Mémoire, je forme les équations différen-
tielles classiques ou connues du problème des trois corps.

Dans le Chapitre II, je traite le cas où la constante des forces vices
(demi-force vive moins fonction de forces) est positive. Je démontre le
théorème : Dans le problème des n corps^ quand le mouvement dure
indéfiniment., le rapport de la plus petite à la plus grande des distances
mutuelles tend vers une limite si la constante des forces vives est positive.

Quand la limite du rapport précédent est positive, le mouvement est
hyperbolique, chacune des coordonnées cartésiennes et des distances
mutuelles est le,produit du temps t par une série entière en ^et-0^
convergente si t est assez arrand. Si la l imite est nulle dans le problème

V C S. . '

des trois corps, le mouvement eî?t hyperbolique-parabolique ou
hyperbolique-elliptique, et dans le premier cas peut encore être repré-
senté par des développements en séries analogues, où le temps figure
à la puissance 3-

En outre, les valeurs l imites des rapports des distances mutuelles,
et les coefficients des séries obtenues ou les valeurs limites des douze
éléments osculateurs sont des fonctions continues des conditions
initiales : le mouvement des trois corps est instable^ on le sait, si la
constante des forces vives est positive^ mais SON INSTABILITÉ EST CONTINUE.

Dans le Chapitre III, je traite le cas où la constante des forces vives
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est nulle dans le problème des trois corps : le mouvement est hyperbo-
l ique-el l ip t ique ou parabolique. J'ai démontré précédemment que dans

,1e mouvement parabolique chacune des -différences de coordonnées et
i

des distances mutue l les est en général le produi t de t ^ par une série
—i

entière en / :lt et en deux ou trois puissances du temps, dont les expo-
sants, négat i fs , dépendent des rapports des masses.

Dans le Chapitre IV, je considère le cas où la constante des forces vives
est négative (h\ns le problème des trois corps. Le problème, plus impor-
tant au poin t de vue pratique, devient aussi plus complexe. Dans
les calculs s ' introduit la quant i té m^m^r^.^ 4- m^m^r^^ -}-m^m^^
Si cette quant i té .tend vers l ' infini avec le temps, le mouvement est,
hyperbo l ique-e l l ip t ique ou parabol ique-e l l ip t ique . Dans ce cas^ comme
quand la consiante des forces vives est positive ou nulle^ f épuise la ques-
tion,/e démontre yu^L^^ A PAS D ^ A U T R E S MOUVEMENTS 1 POSSIBLES QUE CEUX

QUI VIENNENT D'ÊTRE ÉÎNUMÉHÉS ET REPRÉSENTÉS.

La q u a n t i t é m^m^r^^ -+- m^m^ r^ -{- m^ m.^ r'^ peut être finie,
comme dans les solut ions périodiques et dans les solut ions asympto-
tiques aux solutions périodiques. 'Et: la quest ion de savoir si cette
quant i té peut être tantôt bornée, tantôt i n f i n i m e n t grande, est posée
depuis plus de cent ans par les théorèmes de Lagran^'e et de Poisson
sur l ' invariabilité des grands axes. Dans les deux éventualités il restera
encore à savoir si l 'a l lure f inale de la trajectoire est fonct ion continue
des condi t ions i n i t i a l e s comme quand la constante des forces vives est
positive, ou en est au contraire fonct ion discontinue, comme par
exemple M. Hadamard l'a établi pour les lignes géodésiquës restant à
distance finie sur les surfaces à courbures opposées d'ordre de
connexion supérieur à î2.

Les diverses représentations obtenues ('') s^appliquent en parti-

( , ï ) Ces représentations m'ont conduit à compléter comme il suit une proposition clas-
sique de Poincarô : Dans le problème des trois corps dans l'espace, quand la constante
dea forces vives est itérative, les trajectoires de ^espace à douze dimensions ne possédant
pas la stabilité à la Poisson ( cl ans l'intervalle î. == o, t === -4-co), peuvent être dans tout
volume fini enfermées dam' des /ifpersp/tère.v dont la somme f/c.v volumes est aussi petite
qUe Von veut. Or, parmi les Irajcctoires ne po^sédanL pas la stabilité à la Poisson figurent
évidemment, les trajectoires asymptotes à des trajectoires fermées, et lès trajectoires
hyperboliques-elliptiques et paraboliques-elliptiques. Les trajectoires /ij^perboliques-ellip-
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culier au prolongement analytique du mouvernent au delà de la valeur
infinie du temps, prolongement que Poincaré a considéré pour étendre
ta notion de stabilité à la Poisson. Mais dans le problême des trois corps^
les trajectoires non exceptionnelles (les seules de la. stabilité desquelles
o.n puisse tirer des conséquences pratiques) ou bien possèdent la stabi-
lité à la Poisson sans être prolongées au delà de la valeur infinie du temps,
ou bien ne sont pas susceptibles d'être prolongées par des trajectoires réelles.

Dans le Chapitre V, je complète certaines propositions données par
M. Sundman dans le cas où Fune au moins des constantes des aires
est différente de zéro. M. Sundman a démontré, dans. ce cas et de
t = — co à ^==4-30, que deux distances mutuelles sont à chaque
instant supérieures ou égales à une certaine longueur t, et que d'autre
part la vitesse d 'un corps dont à un ins tant les distances aux deux
autres sont supérieures ou égales à /, est à cet instant inférieure à
une certaine vitesse V. M. Hadamardarepriset simplif ié ces deux pro-
positions de M. Sundman,.en conservant la même restriction. Je pré-
sente les faits dans un ordre nouveau, e t j e limite la titesse d'un corps
dont les distances aux deux autres sont limitées inférieurement dans
certains cas où les trois constantes des aires sont nulles.

Le Chapitre VI contient deux théorèmes relatifs au problème des
trois corps :

THÉORÈME A. — Dans le problème des trois corpSy quand le temps croît
indéfiniment^ il est impossible que deux corps tendent l'un vers F autre ̂
en restant à distance du troisième corps supérieure à une longueur fioce.

THÉORÈME B. — Dans le problême des trois corps'y tout choc de deux corps
a lieu dans le plan du maximum des aires.

tiques sont donc, quand la constante des forces vives est négative, moins nombreuses que
les autres.

La démonstration de la proposition précédente ne s'applique pas à la proposition
analogue dans le mouvement plan des trois corps, et ne s'applique pas non plus au mou-
vement dans l'espace quand une ou deux masses s'annulent. D'ailleurs, quand deux masses
sont nulles, la proposition énoncée est manifestement inexacte, et précisément la comparai-
son en fait ressortir la signification : en effet, l'espace à douze dimensions est divisé alors
en trois continua à douze dimensions, correspondant aux deux sortes de trajectoires hyper-
boliques-elliptiques et aux trajectoires composées de deux ellipses; les trctjectnire.f
hyperboliques-elliptiques sont ainsi, quand fa constante des forces vives est négative et que
deux. mas.ves sont nulles ^ cwssi nombreuses que les autres. .
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CHAPITRE I.
ÉQUÀTÏ.OJNS DIFFÉUEINTIEI.LES ET R E M A H Q UES l* (U^L 1MIN AIRES.

2. Si m^ oc^y^ z^ dés ignen t les masses ( toutes posi t ives) et les
coordonnées cartésiennes rectangulaires des n corps^ r/y, la distance
des deux corps de masses m, et m/,, et U la fonc t ion de forces

p _ ̂  m, m/, _ •̂  /n//^
-1 - ̂  rn, ~~~ ̂  ̂ S(^~^/,)27

les équat ions dilrérentiolles du problème des n corps sont les 3n équa-
t i o n s :

^x, ()U cl^Vi (){] ' d^i OU , .
( i ) 7n, ——-• =:: —— 5 m, —— == -— ? /'//./ --—— =: -— • ( l == i, a, ..., n ).' l d^ àxi l dl2 ôyi c/^ àz, v ^ ' 5 /'

L'équation des forces vives est

T = 'U + A,

si ï désigne la demi-force vive du système des n corps

T=^m,(^2-hJ?4-<2)

et A la constante des forces iwes.
Outre l 'équat ion des forces vives, nous u t i l i s e rons f réquemment , à

l 'exemple de M. Sundman, une combinaison des équat ions différen-
tielles ( ï ) et de l 'équat ion des forces vives, combina ison formée par
Lagrange dans le p rob lème des trois corps'et par Jacobi dans le pro-
blème des n corps, savoir
(9,) l//==aU-+-4Y/.,

où 1, désigne la somme
I=Im,(^+j?+^) •

et h la constante des forces vives.
Une conséquence de l 'équation (2) est immédiate. Dans tout mou-

Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , XXXIX. — FÉVRIER igaa. 5
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Y e i a e n î - réeliî) des 71 corps, dans la mesure où le problème des n corps
représen.1^ .rue mz&"té physique, les coordonnées sont.des fonct ions
liolomorpNs du temps, et en particulier sont f inies a ins i que leurs
dérivées : donc la fonction 1 et sa défilée F sont de même finies à chaque
instant du mouvement. Or l'équation (2) montre que, si la cons tante h
est positive ou nulle, la dérivée seconde V est toujours positive. D'où. * * 11la conséquence : Quand la constante des forces vives est positive ou nulle,
la fonction 1 na pas de maximum et a au plus un minimum pendant
toute la durée du mouvement réel, c'est-à-dire de t =—ce à t = + w, si
le mouvement n'est pas l imité par un ou deux chocs.

Pour étudier au moyen de la théorie des fonct ions analyt iques les
coordonnées en fonction du temps dans le problème des trois corps, et
dans un but de généralisation mathématique (2), M. Sundman a pro-
longé analytiquement et réellement le mouvement au delà de tout choc

±
de deux corps, au moyen des séries entières en ^ représentant les
coordonnées au voisinage et en deçà de l ' inslant du choc, ï == o. Dans
le problème des trois corps et dans le problème des n corps nous
ferons le même prolongement. Plus généralement, nous prolongerons
le mouvement au delà de tout choc au voisinage de l ' instant, t ==== o,
duquel les coordonnées s 'expriment en séries entières à coefficients

±
réels d'une puissance de t, t^, N désignant un nombre entier positif
impair (3). A tout autre point singulier, situé sur l'axe réel, des

( 1 ) Nous employons à peu de lignes d'intervalles le mot réel dans deux sens différents
qu'il convient de distinguer. Le mouvement que M. Sundman obtient par prolongement
analytique de part et d'autre de l'instant t = o d'un choc de deux corps est un mouvement
réel au sens de la théorie des quantités complexes, car M. Sundman choisit,, après

ï
comme avant le choc, la détermination réelle de la fonction^3, mais ce mouvement ne
représente aucune réalité physique.

(2) Supposons que dans le mouvement elliptique de deux corps Fellipse s'aplatisse et
tende vers un segment de droite : ce segment de droite peut être considéré comme une
trajectoire particulière correspondant à un mouvernent périodique avec chocs des
deux corps. Bien qu'un tel mouvement ne puisse pas se trouver réalisé par les pla-
nètes ou tes astres, Fétude de ce mouvement donne des renseignements sur le mouve-
ment elliptique général, dont il est la limite mathématique^ et semble nécessaire à la
conception des mouvements réels.

(3) Par exemple, dans le problème des trois corps, au voisinage de l'instant du choc des
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fonctions analytiques représentant les coordonnées, par exemple à
un choc de trois corps en général, le mouvement sera limité.

/ y .
Avec cette extension de la durée du mouvement, les intégrales —& ï ' i k

r e s t en t ' encore finies pendant tout le mouvement, car à l 'instant de
l'un des chocs considérés- les distances r^ sont nécessairement des
in f in imen t petits d'ordre - par rapport au temps ( 1 ) ; d'après l'équa-
tion (2) la dérivée V et par conséquent la/onction Isont de même finies.
Donc, pendant toute cette durée du mouvement encore^ la fonction 1 n a
pas de maximum^ quand la constante h est positive ou nulle ̂  et ci au plus
un minimum, qui en particulier peut limiter le mouvement.

Nous supposerons toujours que le mouvement des n corps est rap-
porté au centre de gravité commun, c'est-à-dire que l'on a

1 m i Xi -= 0, ^ i^iVi == 01 ' '.. -̂  rUi z i '== ° '

On dédui t alors de l ' iden t i té de Lagrange :

2w,x im,.z//2 == (2//^/^•)2-4-- Im.mA.Ç.^—^-)2^ Im,w/,(^. — ̂ .)2,

1m, x Im^j == {^m^,Tl)î•+- I/n,m/,(^—x/,Y-==: ZW(WA.(^-—sa/c)2 ,

de sorte que la demi-force vive des n corps et leur moment d'inertie

trois corps, ies expressions des neuf coordonnées cartésiennes sont des séries entières

par rapport à t5 et en général par rapport à une ou deux puissances du temps, ti^ dont
les exposants/? sont des fonctions algébriques des rapports des masses. Si l'on écarte des
mouvements qu i se ramènent aux mouvements rectilignes du problème des deux corps,
ces séries entières ne peuvent être prolongées réellement au delà de Pinstant t == o que
pour des valeurs particulières des masses (c/l IÏENRIK BLOCK, Àrkiv fur Mniematik,
Astronomi och F^slk, Band V, 1908, ir1 9; et CHAZY, Bulletin astronomique, t. XXXV,
1918, p. 375, 378, et p. 383, note 3).

( 1 ) M. Sundrnan a démontré que, dans le problème des trois corps, la distance de deux
corps qui se choquent, ou les trois distances mutuelles si les trois corps se choquent,

sont des inf in iment petits d'ordre î par rapport au temps compté jusqu'à l'instant du

choc (Âaa Soc. se. Fenn., t. XXÏV, 1907. no 6. P- 19-'16? t xxv^ ^OQ? f10 9, p. i3;
Àctamath., t. XXXVI, 1912, p. 126). J 'ai étendu cette propriété à tous les chocs du problème
des n corps où toutes les distances mutuelles tendent vers des limites finies, nulles ou
différentes de zéro (Bulletin agronomique, t. XXXV, 1918, p. 33-2. en note. Le raisonne-
ment contient une erreur, mais se rétablit facilement).
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par rapport au centre de gravité peuvent se mettre sous la forme

T=^2m,m/,S(^—^.)2, !.=== ^Im,w/,r2^

avec
M=.îm,.

3. Dans le problème des trois corps, nous considérerons fréquem-
ment le cas où l'une des trois distances mutuelles est peti te par rapport
aux deux autres. Nous nous servirons alors des notations bien connues,
employées pour la première fois par Jacobi. Soient w, et m^ les deux
masses voisines relativement à la troisième : posant /'^ == r, nous dési-
gnerons par Ç, y;, t les coordonnées de la masse m^ par rapport au
centre de gravité des masses m^ et m^ par p la distance de la masse m^
à ce centre de gravité (p == V^-f- Y]2-4- *C2), enfin par x , y , z les coor-
données de la masse 7^2 par rapport à la masse w, (r== \/,r2 4- y2"-}-"^2).
Avec ces notations les équations di f férent ie l les des deux mouvements
relatifs que nous venons de définir sont les six équat ions

(3)

(4)

d^
df1 ~~

\
d'^x (w,i
d^ /-3

^y
dt^ ~

1 ̂
d^

n a posé

d^'n
W " "

] d^
dt^ """

(Wi4-
;<3

(m^
r3

—

—

+w^)•r . .„ ^ ( ^ . ^ \ . .„ ./ î

4-^2)5

iA. i,~

M^

M-n(
•

MÇ^

m^y

m^

a^
,,3
/ 23

a^
^.3

^l

^

" l " ï 'A i ' \

——

m, 2
4" w-27

a,\
-+--,- 4-

''^)

-^
+

1̂ 1 3

i^y^

»'^(

)-
/ \ ' 2 3 ' l

)+ ^^Ms^———
/ \ ' 2 3 / 1 :

/1.
ff,
^ "
«!'

/•?.

- ^2-

... / ï fa,a^\.x[—— -—
V 2 3 ' 1

ai<r^My(

-T- ".:— --t-
/ /
• 23 /

+A)-' a s /

^^L^
' t l 1

i.-î /
' 2 3 /

m^ '
Wi -+" W

ï î
""T" "T"

•^Vr 3
\ / 2 3

W.,^( .,
\' 23

^(77-
V 2 3

r.:t
23

r>3a» »,:{

r 1 3 /

de sorte que l'on a
ai+ a^== ï, ,

= (S + a,xY 4- (-/î 4- aij)2^ (S + ^1 sy,
: (Ç — as^)^ (Y] — ̂ j)24- (^ — a2^)t2.
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En dérivant deux fois Inéquation p2 = ̂  + y]2 + !?, on obtient
pp^+p^Si^+S^2 .

Si dans le second membre on substitue à '̂  rf, ̂  leurs expressions
tirées des équations (3), et à la somme S^2 l'expression

s^,^,.^.^^-^,
tirée de Fidentité ( ' ) de Lagrange, on forme l 'équation

< ^p fa, a,\ , . S ^ £ / . i \.^_^1}1.
(5) ±1 = — Mo —— 4- —— ) + ̂ i a, M —— ( -T- "- 7T- ; •+- ————^v / dl'1 [ V'2:^ r ^ } p \ ^ 2 3 ^ 1 3 / P

Par un calcul SYmétrique on obtient l'équation
d^r mi-h m 2 / ^i ^2 \/ f\\ __ — _ —.———— — m^ f —— -\r —r-

^ d^ ~~ r1 3 \r\, r^J

^^( i ï \^si^——^l+ m^ —— [ 73- - -pr -^ — — 7 ^ •/ Va» ' r j /

L'équation des forces vives s'écrit
"••• / \ {m^m^m, ^ ̂  ^_ ̂  ^ ̂  J71^'^ ç ̂ 2 ̂ .yi + s72 ) = 2 U + a A,

\ / / M •:1 ^^1 '~^~ ^2

ou aussi

(S) ^1±^[^4-.'^^-.M:(^-.^)]

-i- mïmî (^ + y'2 + s'2 - 2 /ral+m2^ = 2 /(.
Wl+ OTa \ " I ' /

Les intégrales des aires s'écrivent

l̂̂ '̂-^^.^
(^4-^2)^3 .^ _g^v ^^^^^-(^^--.^^r^p.,

^———— W ^ î fy^ + ws

(m^{-m2)W3 , ,___ y^)-!- mlm2 (^y'—y^)=:^,
•̂  v 4 " s ' mi-^ Wg

À, [j-, v désignant les trois constantes des aires.

( i ) C'est-à-dire de l'identité
(^^ ^.4- 'C2^^'2^ -^-t- ̂ ) = (^-^ ̂ ^ Ç^)2 + s(^<?- ̂ ^2'

où ron a ç. -^ ̂  ̂  ç.= p., ^ ̂ f ̂  ̂  = pp\
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, Enfin le moment d'inertie des trois corps par rapport au centre de
gravité commun admet l'expression

( \ ï = (m 1+^)^3 2 . m! ̂ 2 ^V 9 / • ~ M r mi4- m^

Ajoutons ici deux remarques que nous appliquerons fréquemment
dans la suite. Là première (/) est due à M. Sundman. Si dans Inéqua-
tion des forces vives (7) on substitue l'expression

^y^^^SQ^^)2,

on voit que chacune des quatre quantités
_„ { r z ' — z y ' Y {zx'—xz'Y ^y'—yx')^

'' r 7 /• ! ' r

est inférieure ou égale à l'expression
' . m, + Wo fm^m^r m^m^r \a(mi -+- m^ -4- 2 ————" ~—— •+- ——— -h hr ?Wi/na \ r^ r^ )

donc à une quantité bornée, pourvu que la distance r soit inférieure aux
deux autres^ r^ 3 et r^ et pourvu que de plus la dislance r soit bornée :
d'où, sous ces deux conditions (2), les formules (3)

^•.
( i ô ) yz' — zy' -==. b \/r, zx1 — xz' == b \/r\ xy' — y x 1 == b \/r\

La seconde remarque est relative aux développements bien connus

(1) Cf. Acta Soc. se, Fennica9, t. XXXIV, 1907, n0 6, p. %8; Âcta m.atfiematica^
l. XXXVI, 1912,?. i-23 et 168.

( â ) Nous appliquer/ons ces formules dans plusieurs cas où la constante des forces
vives h est négative : si h est négatif ou nul, la seconde condition est évidemment
superflue.

(3) Dans ce Mémoire nous considérons un grand nombre de quantités bornées supé-
rieurement en valeur absolue et un grand nombre de quantités infiniment petites en
valeur absolue, quand le temps croit indéfiniment. Nous désignerons le plus souvent, pour
simplifier nos formules, toutes les quantités de la première catégorie par la même lettre b
sans les distinguer Pune de Pautre, et de même toutes les quantités de la seconde caté-
gorie par la lettre e; de sorte que nous pourrons avoir des égalités telles que a^.== /;,
% e = = s, sans que b ni s soient nuls.
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suivant les puissances du quot ient-^? de l'expression -̂ 1 4- -^-figurant
dans la fonction de forces U et dans l 'équation des forces vives (8), et
de l'expression -^L -4- -^2- figurant dans les équations (3) en €—^ ——,

' c, g î 'î dC" CIC

-^ et dans l'équation (5) en —r' Les développements11 'de ces deux

expressions sont valables pour - <^i. Les premiers termes sont

respectivement -" et -^(^ + a^ == î), les termes en. -^ et^ se détruisent;

de sorte que si î- est inférieur à un nombre fixe inférieur à î , on a les
formules
/ . a, a.î _ i br^ ci^ a^ _ î br2

\ / ' " " " î - ~ 1 1 t '— "~" î ï"'" ? ï î - " ° - _ . - " ' — —~ i— ^r^ / •13 P p' r^ r^ p3 p-

Au contraire, dans le développement de l'expression -^L -4- "^2- figu-
^'i 3 ^sa

rant dans les équations (4) en <—» —^) —rr ^ d^ns l 'équation (6)
d 2 / ' /' . .d2/' , , 7-

pien, - . ^ ? le terme en -^ n'est identiquement nul que si l'on a m^== m^

CHAPITRE H.
LA CONSTANT?; DES FORCES VIVES EST POSITIVE.

4. Nous diviserons notre discussion en trois parties, en supposant
successivement la constante des forces vives h positive, nulle, puis
négative.

Supposons d'abord h positif, et supposons que dans le problème
des n corps l e ' m o u v e m e n t dure indéfiniment de ^ == o à t = + =c.
Considérons l'équation de Lagrange et Jacobi

V-= 4^.4. a U.

Désignons par lo et 1,̂  les valeurs de la fonction 1 et de la dérivée I' à
l ' instant t === o, et intégrons deux fois de suite l'équation précédente :

( 1 2 ) • r== 4/^+2 f Uci£-+-ï.^JQ
( î 3 ) I==3/^-+-2 f dt f U ^ 4 ~ I ^ + I o .

JQ Jû
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La valeur initiale Io est nécessairement positive ou nulle. L'équa-
tion (12) montre que si l'y est négatif, F devient positif quand t est
positif et assez grand, car la fonction U et l 'intégrale ^ U dt sont

^o
évidemment positives : donc, en changeant au besoin rorigine du

- temps, on peut supposer fy positif;
De l'équation (i3) on déduit alors pour t ^> o l'inégalité

( 1 4 ) ï>9Jlt'2.

Cette inégalité nous amène à considérer la plus grande des distances
mutuelles r^y que nous désignerons à chaque instant par R; et nous
désignerons de même à chaque ins tan t la plus petite des distances
mutuelles par r. Les distances r et K ne sont pas nécessairement les
distances des deux mêmes masses pendant tout le mouvement. Le
couple de masses, dont la distance est la plus grande ou la plus petite
des distances mutuelles, peut changer : à l ' instant où ce couple change,
R ou r est une fonction continue du temps, pourvue d'une dérivée à
droite et d'une dérivée à gauche, différentes en général.

Si Pon compare le carré R2 et la quantité I, on a évidemment l'iné-
galité

^m^m/, x R2^ 27^/n^r^== Ml,

et l'on déduit de l'inégalité (i4) pour t > o
ssM/z „ •(i5) 1 1 • lp>^__^.

2-m, m/,

Nous avons ainsi à chaque ins tan t une limite infér ieure de la quan-
tité 1 et une l imite inférieure de la dislance R* II résulte en particulier
que, quand le temps croît i ndé f in imen t , le q u o t i e n t — e s t borné infé"c
rieurement.

THÉORÈME. — Dans le problème des n corps y si la constante des forces
vives h est positive^ le quotient -^ tend vers une limite quand le temps croit
indéfiniment.

Pour démontrer ce théorème, nous allons faire subir a l'expression

aï === — 2m,mAS(^— x^Y



SUR L'ALLURE DU MOUVEMENT DANS LE PROBLÈME DES TROTS COR'PS. 41

des transformations du, même genre que les transformations opérées
par Lagrange dans le problème des trois corps, et d'où l ' ident i té de
Lagrange a tiré son nom.

Cette iden t i t é donne d'abord
S(^~^.)2xB(^-^.)2==[S(.r/-^)(.r,—,^..)]2

4-S[(r/-r,.)(^-^.)-(3,-^)(.r^-rl.)]2,
d'où, d'après l 'équation

S(.^/ - a'^y^r^
et son'équation dérivée 1 . . .

S ( .:y/ — ̂ . ) ( .2^ — x/, ) == /•/•/, /"^,
o / / ^ „ .̂  , S[(j '/—.n:)(^— 4) — ( 3 / — ^ Â • ) ( J / — r ^ ) 1 2
o^-,—.// , )-=— / //,,-+- ————————————-;————————————•/^,

On dédu i t
aT== ... ^/^/m/,/'^.-4-'Q2, • • • • . ..

/•. <» i / • , i 3 /; ( /^ — i ) . ,Q désignant une somme de ————— carres.
Si l 'on m u l t i p l i e la somme S/^w^'^ par la.somme S/^m^r^., égale

à Ml, l ' identité de Lagrange donne encore l 'équation
^m,m/,/'^x Ïrn, m /,./<•?,== (ïm/w/.r/A-^A-)2^ Iw//N/,my w/( / • / / , /^— /•y/^)S

où la dernière somme est étendue à tous les couples de distances
m u t u e l l e s e(^ comprend a i n s i ( n '4" î ) n ( / l ^ ~ ' I H n ~ 2 termes. On obtient
d'ail leurs par dérivation

ïlmim^f'if, i^-,,-=. Ml/,
d'où l'on déduit

.. /. Ml'2 ^ i î i i m f , i n j n î f { r , ^ r ^ / — r { / r ' ' , f , Y
• ^/»/:m/,r^==:-^-+——————^"~MT'"^——————— . ^

et
T — r2 ^ ml mk }n•i lnl ̂ rih r''f " r '> ! /' / /•• ̂ 2 -j n'2 A - n ̂  — — — M ^ Ï ' ' !

Telle est l'expression cherchée. , ' ,
Au moyen de cette expression nous pouvons écrire réqua'tion des

forces vives
IT! , ^L!^^1^ 4- 0^=: 2 U +g/ /41, M2! . " • . "• . .. , ?

^ «
Aim. Èc. Norm., { ï } , X X X Ï X . •—FEVRIER 1922 . v
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et si nous désignons par m la plus petite des n masses m^ nous en
déduisons l'inégalité

,^.(R^_r|V)2, i'î——^i—-^-^-^r .
ou encore

'•6 '. ' [(TOT^ '̂-iï.)-
b désignant une quantité bornée ( i).

Formons des limites supérieures des deux facteurs du second
I ' \12

membre jjr et 2U 4- 2À -- —, De Finéû-alitéil' 4 ï - ,
1 ^ ^/n//??^.

'R"^ i iT" '
et de l'inégalité (ï5) on tire

'l.-^
j^4 —— ^ '

On a d'autre part
__ Im-imf, ̂  Im//??^.u — ———— / ———— •

''ih /'

T/2

Enfin la différence 2/1 — -p.-? au moyen des expressions (12) et (i3)
des quantités I' et I, et après réductions, devient

a t ^ ^ \ / ^ y ^
16/1 dt Vd£-t \ Vdt +8/2 lo-4( / Vd£ - 4 î o / U dt - F,2'/ N ' ___"^o__^o_/____\^o y__'-^____v 7 / . ! . 41 - ^ :—:

r 1
Or d'après les hypothèses énoncées au n° 2, la fonction ^ Urf^

^0
„< /••<

a fortiori la fonction ^ rf^ Uâfe, et par conséquent la fonction
JQ JQ

^ .,<. . 1
^ dt ^ V d £ — t V cU

JQ J ̂  t/Q

(1) Cf. page 38, note 3.
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sont finies pour toute valeur ilnie do temps. D'ailleurs cette dernière
fonction est évidemment nulle pour t = o, et sa dérivée par rapport
mt,

f Vdt— f Vdt—fV=—tV,
v Q »-'0

Vdt

est négative si t est positif : donc la fonction'considérée est négative
aussi si t est positif. Si au numérateur de l'expression (17), nous sup-
primons le premier terme et d'autre part les trois termes précédés du
signe — , ce numérateur se réduit à 8ÂIo et a augmenté :

/ r2 2Aio
^-^-T-

Par substitution des limites supérieures obtenues, l'équation (16)
devient

1 / r V I br V __ b A /^^ î̂  . hî^

R; -'~i\/~~^ 1Ji

M̂^^k
Sous le radical le rapport du second terme au premier est ^ , , ° , x , :i i *• - M i fîïf m /f ,1.

or de Finég'alité
r _. / M

r^Ïfnim^ 2m,WA.r^== Ml ou -7= < V v ̂  ^ .
\f î y •^ "v'l• "i^

et de l'inégalité (i4), on déduit que le quotient j tend vers zéro
quand le temps croît indéfiniment . On peut écrire

1 / r V I b
t\f7'

et par suite et d'après l'inégalité (i5),

(18)

Puisque l'intégrale C d^ tend vers une limite finie quand la liiïlite
J ^ . . , ,

inférieure est positive et fixe et que la limite supérieure croît indéfi-
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î-

/ r \ "i •
niment, l'équation obtenue montre que la quantité [„) ? donc le

rapport - ? tendent aussi vers des limites : ̂  qui démontre le théorème
énoncé.

Soit Ha limite du rapport- : on a, en in tégran t de l ' instant ^==+x)
à Pinstant t les deux extrêmes des trois quan t i t é s égales (18),

Y ^ Y ^-^.
W ~~i - /̂r

le rapport- et la l im i t e /ne peuvent évidemment être extérieurs à l ' in-
tervalle de o a i . Si la l i m i t e l est nulle, l ' équat ion précédente devient

. (19)
r _ b
R ^ T

Une remarque nous sera utile plus loin. Si sur un faisceau de trajec-
toires la constante h est comprise en t re deux quantités positives fixes,
et si lesvaleurs initiales Io et 1^ (celle-ci avant d 'être éven tue l l ement
rendue positive) sont bornées, les quant i tés b des équations (18)
et (19) sont inférieures à une même quanti té, et le rapport ~ tend vers
sa limite uniformément sur toutes ces trajectoires : par suite celle
limite est une fonction continue des conditions initiales. Au fond c'est
ici que réside la démonstration de la con t inu i té de l 'allure f ina le des
trajectoires en fonction des condi t ions initiales, dans le problème des
trois corps et quand la constante des forces vives est positive.

, o»

5. MOUVEMENT HYPERBOUQUR. •— Dans le problème des n corps suppo-
sons encore positive la constante clés forces vives, et supposons plus grande
gué zéro la limite l du rapport - : nous allons donner des expressions
des 3n coordonnées x^ y^ ^ en fonction du temps au voisinage de la
valeur ^=4- ce. ; ' . • . , 1 1 , 1 1 : ' ;1 1 1 - • , 1 1 ^ 1 1 ' 1 . 11 • — 1 , / ' 1 1 ' 1 , • -

On a d'abord
'•.'.'- .. \ ..f. • 1 ' ' 1 - 1 1 ' 1 - 1 • 'r^^.R^-h1^,, , • 1 1 : • - ' ' ' ' , 1 :1 • ^ '
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Si r/;/, désigne l'une quelconque des "-^^^ distances mutuelles, on
déduit de l'équation précédente et de l'inégalité (i5)

i, ^ i _ i ^rc . I /n,m/,(i-i-g) . _i_
. W • ^ ^ ^ - - î- < aM/^ ^ / 2 -

Puisqu'on à d'autre part les inégalités telles que j^- ̂ J^o les
équations difFérentielles (ï) sont de la forme

/ ^ d2x^ ï) ^r/ - b €^-È. \/=i 9 /n(2I) "^T'""'^Î ^7 ^~ - "^ ? ^2 ~" ^ N . ^ • • - - -

Donc les 3/i projections des vitesses x^ y\, s, tendent vers des
valeurs limites quand t tend vers •+- œ : soient A^B/:, C,Çi = ï, à,..., 71)
ces 3n valeurs l imi tes ; on obtient en intégrant la première équa-
tion (21) de l ' instant / == 4-.ûo à rinstant t

.r;,==A/+ y

En intégrant à nouveau l 'équation précédente à partir d'une
valeur ^ arbitraire mais assez grande, on obtient

^,==^o+A,•( /—/o)- l -^( l og^— l o^^)»

où, une fois fixé l ' instant t^ b désigne comme d'ordinaire une fonc-
tipn bornée de / quand t croît indéfiniment. D'où les 3n équations

- (22) ,^:=A^+^U)g/, j,==B,<{+^log^, z^C,t^rbïo^t'
(^=:ï,2, ..., n).

Nous savons seulement jusqu'ici que dans les 3n expressions (22)
les 3n coefficients de log^ sont des fonctions bornées : je dis que
ces 3n coefficients tendent vers des limites. En effet, pour que
les ̂ î -^ quantités ̂  soient bornés intérieurement selon l'inégalité

(20), il est nécessaire que les /^^-0 sommes S(A—A,)2 soient
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différentes de zéro, et l'on tire alors ( 4 ) des expressions (22)

r?,== S(A,-A^) 2 x ^ ( i + b l^V

, îog^______ I+z>—
7^3 —— 1 ^< /3

- 7 / A - [S (A—A,)2 ]2 ^
Posons

y A/— Az. ï ai]a^lm/,——————-————— ——
' ra/ A 4 MÎ mi ^^i

(28) , L^^—^/JJ

s.^-.-L^ ..^^1-^°. ri=i ?^ rt "~ 7?2, ^B/ ^ // —• • ̂  ^ç^ ^ — 1 , 2 , . . . , /^ .) ,

en remplaçant dans la fonct ion U les variables a"/, y^ z^ par les».)
variables A/:, B/, C^ L'équation (ï) en —— prend la forme

—-r^1^
En intégrant cette nouvelle équation de l ' instant t = 4- oo à l'ins-

tant t, on obtient d'abord (2)

04) • , • .^A^^^ '

Intégrons une seconde fois à partir d'un instant quelconque;
puisque les coefficients A/ et a^- sont des constantes, on voi t que/a clif-
férence x^—A^t — a^log^ tend vers une limite finie quand le temps croît

(1) Car Pon a par exemple
bg^ _ îog( \Qgt
"~F~ ~'~T" x ~~T

et la fonction —s- est bornée, puisqu'elle tend vers zéro.
( 2 ) Car l'on a encore .

r'10^^ 10^ _ _ JL, ̂  _ ̂ Yi ï x y
J^ ^ î  4^ 'A^ \ îlog^/ ,

ï -4-. ——^ est borné, puisque logt tend vers -+- oo, „
2 10s A
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indéfiniment. Il résulte de même que les 3n—i différences analogues
tendent vers des l imites finies quand t tend vers -+- c^.

On pourrait continuer l'application du même procédé d'approxima-
tion. Au point où nous en sommes, il sera plus simple pour obtenir
l'ensemble de nos développements de les rattacher aux théorèmes
d'existence des solutions des systèmes différentiels.

Soient D,, E,, F/-0'== 1 ,2 , . . . , /?,) les 3 n valeurs l imites des 3 71 fonc-
tions x; — \,l — a, log^, yi - B,/ — ^log^ s, — C,t — y, log^. Posons

Xi = A /: t -t- y.i log- /. + l)/ 4-- X/,
y , == B^ 4- [3, Io^ -4- E, -4- Y/,
^ ===C^ •+-7,Iog^ + F, + Z< (z '=:i , 2 , . . . , n)\

s
les 3 n quantités X/, Y,, Z, tendronî vers zéro. Posons d'autre part

/ ., dX, ., dN, (17.,
(2;)) ^-^ ^=^ ^-^ (—^-^);

d'après l'équation (24) et les équations analogues, les 3^ fonctions ̂
'r\i/^i tendront aussi vers zéro. Posons enfin t == ~, de façon que la
variable indépendante T tende vers zéro comme les 6n fonctions X/,
Y / ^ -^ T1 iy ^iv ^19 •]t7 '"sf

Le système des 3n équat ions différentielles du second ordre (i) se
transforme en un système de 6/z équations différentielles du premier
ordre, composé des 3n équations (25) et de 3n autres équations, ana-
logues entre elles, dont l 'une est

T^==-~^4-P , (T ,T logT,X/ r ,X ,T , . . . , Y , T , . . . , Z , T , , . . , Z , T ) ,
*s»

la fonc t ion P, désignant une série entière sans terme constant, conver-
gente si ses 3n-J^ 2 arguments sont assez petits. Nous devons chercher
la ou les solutions de ce système transformé où les 6 n ton étions X^ Y^,
^n ^» '^n 'Ci tendent vers zéro avec la variable positive T.

Pour obtenir un système de la forme classique, don t les seconds
membres soient holomorphes par rapport à toutes les variables, il
suffit de considérer une nouvelle variable en posant

u -=. T log'T,
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et d'ajouter l'équation
, .. . cin(26) i ^ ^ ^ + l . .

Nous avons alors un nouveau système composé de 6n -+- i équations
entre les 6n -i-i fonctions X^ Y,, Z,, E,, */]/, ^ ^ ( i =i, 2, . . . , /î) et ^4e la
variable T; les seconds membres de ces 6n 4- i équations sont holo-
morphes et nuls pour les valeurs nulles des 6n + i fonctions et de la
variable T. .

Cherchons les solutions ( ' ) de ce système où les 6n 4- i fonctions
tendent vers zéro avec la var iable indépendante T. Inéquation caracté-
ristique est visiblement

( S + ^ ) 3 / l S 3 / < ( S — T ) 2 = = o .

La seule racine de partie réelle positive est la rac ine double S == i,
à laquelle correspond le diviseur élémentaire double (S — î)2 .
Les solutions cherchées sont développables par rapport aux deux

( 1 ) Parmi les différents travaux relatifs à cette sorte de systèmes 'dill'érentiels
(•cf. Encyclopédie de.v Sciences matîiématiques^ édition française, t. 1, vol. III, fasc. II,
article de P. PAINLEVE, p. 49-53), le système considéré ici rentre dans les cas traités par
Horn (tournai de Crelle^ Band 117, 1897, p. no et 162). La présence dans l 'équation
caractéristique d'une racine nulle d'ordre 3n pourrai t donner à craindre que ce système
différentiel admette des solutions où les 6/ i- i- t fonctions tendent vers zéro avec la
variable indépendante, et qui échappent à noije mode de représentation (cf. COTTON,
Annales clé l'École Normale^ 3e série, t. XX.V1II, ic)i i , p. 512). En réalité, l'existence de
ces 3 n racines nulles correspond ace fai t que les 3n coefficients D/, E^, F/sont arbitraires
dans les expressions (27), et que par suite le système considéré doit admettre des solu-
tions où les 3/2 fonctions X;, Y^, Z/ ont des valeurs constantes et arbitraires. De même
l'existence de 3n racines égales à — T dans l'équation caractéristique correspond à ce
fait que dans les expressions (27; les 3n coefficients A/, B/, Q sont arbitraires.

On pourrait arriver aux mômes développements à partir du système primit if contenant
TlogT dans les seconds membres, par une légère extension de la méthode que M. Picard
(Traité d'Analyse^ ^ édition; t. III, p. 3-2) applique aux deux équations

• : ê^+P^J)- ' , , ! • • •
• • 1 ' ! . . 1 1 1 ! 1 1 r/r ' 1 ' ! ! • ! ^ ! ; ^ ! ' ! ' ! - ! 1 1

: . „ . ̂  ! . , 7^ ^J^ -+-,r "+• I^C^J). 1 . - , - „,. . . ..

les Pâ(^,j) désignant des séries entières convergentes en .z- etj et sans termes constants
ni termes du premier degré. ..
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variables T et TlogT. Les développements c o n t i e n n e n t une constante
arbitraire K telle qu'on ai t , d'après l 'équation (26),"-'?

u^KT -r-TIoû'T.

Pour se borner aux so lu t ions du système pr imi t i f , i l suffî t selon
l 'équat ion qui a in t rodu i t la variable u, ^ = = T l o ^ T , de fa i re K = o.

Donc les so lu t ions considérées du système p r i m i t i f , et en part icul ier
les J/i fonctions X,, Y,, Z, admet tent des développements en séries
entières en T ' e t TlogT, sans termes constants et sans constante arbi-
traire nouvelle, séries convergentes si les deux variables T et TlogT
sont assez petites. •

II résulte que les 3n coordonnées oc,, y,, ^ i sont déwloppables sous la
formel) ' \

x,-=iKit + a, \ost -+- J)/+ Pi (/k)^, ̂ \
•^ „ • \ / t j '•

(27) < .r.=B^+p/iog/+E/-^p, (\^1,L\, - ^
\ t h /

5,=C,/4-7, log-<4-F,+P,( '^1 ' ) ( (=, ,2, ...,n\\ i c /

les fonctions P, (/-^, -^ ) désig-nant des séries entières en ̂  et •T ,
•;,. ' "*' • v If

sans terme cons tant et convergentes si / est assez grand. '•"
Les développements (27) renferment les 6n paramètres A/, B^, G,,

D,, E,, F,, sa t is fa isant aux l l ' ^ ~ ^inégal i tés
2 0

S(A /—A/ , ) 2 ^o .

Pour rapporter le mouvement au centre de gravi té , il suff î t d'im-
poser aux tin paramètres A,, B,, C/, D^ E^ F, les six condit ions

.îm/A.f-= o, 2.w/B,=:o, Im/C/==o,
„ '" lm.J)r-=o, Iw/E.rro, îm^¥,=o:

( , 1 ) M B o l i l i t i a ( lonné |)ar approxiinalions successives celte forme de développement
dans les mouvements rectil ignes des deux corps el des trois corps sans toutefois en dérnon-
Ircr la convergence (f A^ronomiska fakuagelser och unders('kmn^ar, Band 9, 1908, n0 '1,
p. r4 et 45). J 'ai donné ces développernenis dans le problème général des n corps dans
une Note des Comptes rendus (t. 137, 1913, p. 1398^.

Ann Es. Norm., (3 ) , XXXIX. — FÉVRIER 1922. • ^
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le^ trajectoires-correspondantes dépendent alors de 6 n^ paramètres arbi-
traires comme les trajectoires les plus générales du problème des n corps.
De même, dans les mouvements plan et rectiligne, les trajectoires
représentées par les équations (27) dépendent du même nombre de
paramètres arbitraires que les trajectoires les plus générales.

Quand le temps croît indéf in iment , la figure formée par les n corps
sur les trajectoires considérées tend à être liomothétique dans le rap-
port t à la figure formée par les n points

^•=A/, y/==B,, ^=;C, ( / = = - 1 , 2 ..., n),

c'est-à-dire à une figure quelconque de n points distincts.
Les distances mutuelles admettent évidemment des développements

lo012^1 lo0'31
de même forme que les coordonnées, à des tenues en ——^ '-^ î"*"
près, en général, soit au total

' „ f\wt i\r,^P(——^

où P désigne une série entière en -°^ et? convergente si i est assez
grand, et dont le terme constant est nécessairement différent de zéro.
Un cas particulier du développement précédent est le dévelop-
pement (1) du rayon vecteur dans le mouvement hyperbolique de deux
corps

, /- 2 n , \r -==: nat -t- a ïogt -+- a ( log — -t- /o — ̂  — r )\ a e •• /
- a lo^t a ( , 9.n . \ i p (\Q^t i\+ - ——— 4- - lûû?—— -h ^ 0 — ^ 7 4~F2( -——? 7 »il i n\ ae • / i \ t t )

(1) Ce développement résulte facilemônt aus-i do l'élimination de la variable u entre les
équations classiques (cf. TISSERAND, Traité de Mécanique cé'este^ t. t, p. i i5-ïi6 )

, , . , E^_E~« ^ . • ' ' -
Q ———————> — U •=. nt -^r i^ — Tîî,

. ' - ^ 1 , 1 1 1 • 1 1 1 - -
. . / 3^-4-E--" \r == a e —————— — i l * , ,V 2 /

Dans un passage Des méthodes nouvelles de la Mécanique céleste {t. Itï, p. i69)/iJ
semble que l'existence du terme en lo^t dans le développement da rayon vecteur du
mouvement hyperbolique de deux corps échappe à Poinoaré (cf. infra, n0 6).
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avec les notations classiques, et si l'on désigne par Pa une série entière
en -^ et ^ convergente si rest assez grand, et sans terme constantti ii
ni termes du premier cleg'ré.

Sur les trajectoires considérées, les—^-—ï— dislances mutuelles sont
des infiniment grands d ' ^ ordre ï par rapport cm temps t\ la condition est
caractéristique. En effet, si les / "" distances mutuelles sont des
i n f i n i m e n t grands d'ordre ï , le rapport de la plus petite à la plus
grande d'entre elles tend vers une limite plus grande que zéro :
d'autre part, dans l 'équation des forces vives, la fonction U tend vers
zéro et la demi-force vive T ne pe-ut être négative ni tendre vers zéro;
car si les 3n dérivées oc\, y^ ^ tendaient vers zéro, il en serait de
même des 3n quotients-^'; -^ ^ et par suite des / l(n^ ' quotients ̂
ce qui est impossible si les distances r,/, sont des in f in iment grands
d'ordre ï . Donc là-constante des forces vives h est nécessairement
positive et c'est le cas actuel. Puisque dans le problème des deux
corps les trajectoires ainsi caractérisées sont des branches,d'hyperbole,
par extension dans le problème des n corps on peut appeler encore
hyperboliques ( 1 ) les trajectoires et mouvements correspondants.

Les trajectoires des n corps représentées par les équations (27)
sont évidemment asymptotes aux courbes représentées par les mêmes
équations où l'on a n n u l e les 3n termes P ^ . Si l'on écarte le mouvement
rec t i l igney la trajectoire de chacun des n corps est asymptote a une

( ï ) Le mot a été employé, mais il importe de le préciser. Dans le problème des trois
corps, parmi les mouvements où les trois dislances mutuelles croissent indéfiniment avec le
temps, il faut distinguer : r Içs mouvements hyperboliques, que nous définissons ici, et
ou les Lrois distances mutuelles sont des in f in imen t grands d'ordre ] par rapport au temps;
iî° les mouvements que j'ai appelés paraboliques (cf . Bulletin astronomique, t. XXXV,
"1918, p. 343; et infra, n° il, p,88)/ et où les trois distances mutuelles soni des infi-

niment grands d'ordre ? comme le rayon vecteur du mouvement parabolique de deux

corps ; 3° les mouvements hyperholiqiie.v-pciraboliques que nous considérons plus loin (n° 7,

p. 65-7'2), où rune des distances mutuelles est un inf in iment grand d'ordre j? et les deux

a utres des infiniment grands d'ordre ï.
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courbe plane, dont l'équation dans son plan peut être réduite en géné-
ral à la forme y= a^'y a désignant u n e constante positive, en axes rec-
tangulaires ou obl iques . Comme pour les branches d'hyperbole du
problème des deux corps, cette courbe plane peut se réduire à une
droite. Pour que les trajectoires des n corps a d m e t t e n t - toutes des
asymptotes rectilignes, il suffit que les 3n coefficients .a/-, ^•, y^ soient
proportionnels aux 3n coefficients A/, B,, C,; d'après les équat ions (2.3),
il suffit donc que les 3n coefficients A/, B,, C, satisfassent aux 3n
équations

i A , i àU ^ i àU .,, •i (•){]
AA,4- —— ——— =0, }.B,-t- —- -TÎT- =0, ÀQ-h-—— TTT •=0

^i àKi mi dlî, î m, à{,,
(/:=!, 2, ..., n),

X désignant une inconnue aux i l i a i r e : c'est-à-dire que la configuration-
limite des n corps quand le temps croît indé f in imen t soit une figure
d'équilibre relatif. Rappelons que les figures d ' é q u i l i b r e relatif, q u e
forment les n corps quand ils se meuvent de façon que leurs distances
mutuelles aient des rappor t s i n v a r i a b l e s , sont aussi les con f igu ra t ions
limites possibles ( i) quand les n corps se c h o q u e n t en un même p o i n t
de l'espace, ou quand ils s 'é lo ignent i i i d é f i n i m e n t ' s u r les t ra jectoi res
paraboliques : le problème des trois corps admet deux f igures d 'équi-
libre relatif, une fig-ure rect i l igne oblenue par Euler , et le t r iangle
équilatéral, obtenu par Lagrange.

Enfin il est clair que, comme la valeur l i m i t e du rapport ^, les
coefficients des séries (27) sont fonctions cont inues des condi t ions
initiales.

, 6. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DU M O U V E M E N T AU DELA DE LA VAL'EUH INFINIE

DU TEMPS. — Puisque nous avons des expressions des coordonnées en
fonctions du temps t, valables q u a n d t tend par valeurs réelles
vers -t-oo, traitons la question du prolongement analytique du mouve-
ment au delà de la valeur inf in ie dn temps. P^incaré a considéré (2) un
tel prolongement en vue d 'é tendre la not ion de stabilité a la Poisson :

0) Cf. SUNDMA.N, Acta Soc. se. Fennicœ, t. XXXIV, rcjoG, n0 6, p. %8; CHAXY, Bulle-
tin astronomique, i. XXXV, ry iS/p. Sai-SSg, et mfrf^ n°li,p. 88.

(â) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste^ t. III, p. 168,
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si une trajectoire ne possède pas la stabilité à la Poisson quand le
, temps t croit de la valeur t ==- o à la valeur f==+.cc, l 'ensemble de

cette trajectoire et de ses prolongements analytiques successifs peut
posséder cette s tabi l i té . Poincaré a pris comme exemples le mouve-
ment des trois corps que nous appelons plus loin mouvement hyper-
bolique-el l ipt ique, et d'abord le 'mouvement hyperbolique- des deux
corps. M. Picard a précisé ( ' ) dans ce dernier mouvement le p ro lon-
gement analytique de la trajectoire. Il est curieux de constater que
dans le problème des trois corps les trajectoires non exceptionnelles ou
bien possèdent la stabilité à la Poisson sans être prolongées analytique-
ment au delà de la valeur infinie du temps y ou bien ne sont pas suscep-
tibles d^ être prolongées par ries trajectoires réelles^ de sorte que la con-
cept ion de Poincaré ne s 'appl ique pas au problème des trois corps au
moins sous sa forme immédia te . D 'aut re 'par t , dans le problème des
deux corps, la trajectoire peu t êtreprolongée par une trajectoire réelle,
mais le temps acquiert nécessairement des valeurs imaginaires (2), et
d'ailleurs après tous les prolongements possibles la. trajectoire se
compose seulement des deux branches d'une même hyperbole, par-

' courues, l 'une au moins, n n e in f in i té de ' fois .
Considérons eu premier l ieu le m o u v e m e n t parabolique des deux

corps, ou plutôt le mouvement parabol ique d'un point M att i ré par un
point fixe 0 en raison inverse du carré de la dis tance. Dans ce mou-
vement parabolique les coordonnées cartésienne du po in t M sont
représentées, quand le temps est assez grand, par des séries ent ières
convergentes ordonnées suivant les puissances décroissantes d e r ^ e t
dont les premiers .termes sont en t\ Ces séries sont valables pour
représenter un même mouvement où le point M est supposé décrire
d'une branche inf in ie à l'autre toute la parabole trajectoire, sur les
deux arcs où ' l a valeur absolue du temps est assez grande, corres-
pondant l 'un à des valeurs négatives, l'autre à des valeurs positives du
temps : il suff i t de choisir sur ces deux arcs.la dé te rmina t ion réelle

(1) Bulletin des Swnces mathématiques^ 2e série, t. XXXVIII, I Q I 4 / P- SaS.
( 2 ) Si les coordonnées cartésiennes et leurs dérivées par rappor ta i t temps sont réelles,

la différentielle dt est réelle, et le temps t varie nécessairement dans le plan complexe sur
une droite parallèle à l'axe réel, sinon sur l'axe réel,
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de^. Pour suivre cette déterminat ion de l 'un à l'autre des deux. arcs
considérés, on peut, dans îe .p lan de la variable complexe t, relier les
deux segments posit if et négatif de l'axe réel par un chemin restant
assez voisin du point t == ce pour ne pas sortir du domaine de couver-
genc'e ( î ) des séries entières considérées, et t ou rnan t autour du point
t = co d'un angle multiple impair de 3-n:. Le prolongement analytique
du mouvement parabolique ainsi effectué au delà de la valeur infinie
du temps est en tous points semblable au prolongement effectué par
M. Sund-man après l ' instant/^ ==b, d'un choc de deux corps s 'att irant
en raison inverse du carré de la distance, au moyen des séries entières .
en / qui 'représentent le mouvement avant l ' instant du choc. .Dans l'un
et l 'autre des prolongements, on passe de. valeurs réelles à des valeurs
réelles du temps par un chemin du plan de la variable complexe l qui
a. nécessairement des1 points imaginaires, et qu'on peut prendre aussi
voisin du point singulier que l'on veut. Insistons sur ce que dans les
deux cas la loi du mouvemept prolongé est, comme la loi du mouve-
ment primitif , une attraction en,raison in vers'e du carré delà distance-

Considérons maintenant le mouvement hyperbol ique de deux corps,
c'est-à-dire le mouvement hyperbolique d'un point , mobile M attiré
par un point fixe 0 en raison inverse du carré de la distance, et
faisons une remarque évidente au sujet des expressions obtenues dans
ce mouvement pour représenter les coordonnées et le rayon vecteur
pour les grandes valeurs du temps. Ces expressions contiennent à la
fois t et logt •: d'après la forme du développement du rayon vecteur,
on voit que, si l'on part d'une valeur de ^positive et assez grande, et
qu'on arrive à une valeur de t négative, par un circuit quelconque du
plan de la variable t, mars assez voisin du point /==co, la détermi-.
nation finale de log^ sera imaginaire, et la nouvelle valeur du rayon
vecteur pour des valeurs négatives du temps très grandes en valeur

( 1 ) Dans le mouvement parabolique des deux corps, les coordonnées cartésiennes et Je
rayon vecteur n'ont dans tout le plan de la variable t que trois points singuliers : le
point, / == ce, point critique algébrique d'ordre '2, et deux points mia^inanïS conjugués, où
le rayon vecteur s'annule, poinis critiques algébriques d'ordre î . En particulier, sauf au
point t = », les coordonnées cartésiennes et le rayon vecteur sont holomorphes lû,ut le
long de l'axe réel. •
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absolue sera aussi knaginaire (1). Réciproquement, si le mouvement
considéré admet un prolongement où la trajectoire est réelle^ le temps t a
nécessairement dans ce prolongement des valeurs imaginaires.

Sans approfondir davantage la foroie de l 'expression en fonction du
temps du rayon vecteur dans le mouvement, hyperbolique des deux
corps, prenons, selon le procédé de Poincaré, une au t re variable indé-
pendante. La trajectoire pr imit ive du point M est une branche d'hyper-
bole tournant sa concavité vers le foyer 0 : l'équation de l'hyperbole
dont cette branche fait partie

i + e c ' > s ^

subsiste nécessairement dans le mouvement/prolongé-. M. Picard
prend pour nouvelle variable l 'anomalie vraie 6, qui reste nécessaire-
ment réelle; quand 0 croît.et atteint, puis dépasse la valeur

/ I \ / 7T ^a ===-arc cos — - - < a < TT\ e \ 2 }

correspondant à une asymptote et à la valeur infinie du temps, le
point M(r, 0) passe de l'arc de la première branche d'hyperbole à
l'arc de la seconde branche ayant même asyrrîptote. La trajectoire
prolongée est nécessairement cette seconde branche d'hyperbole. On
remarque que la seconde branche d'hyperbole tourne sa1 convexité
vers le foyer 0, et que par conséquent la loi du mouvement prolongé
sera, non plus une attraction, mais une répulsion, nécessairement en
raison inverse du carré de la distance. Effectivement, les fonctions x
efcy définies par les équations x == rcosO, y === rsin'O, et le temps, dont
la différent ie l le est définie par l'équation des,aires ».

r^clQ - . ' ! ^
•=C,dl

( 1 ) On pourrait être tenté de dire que lôg^ ne s'introduit dans les développements des
coordonnées que comme expression de Tiritégrale j — 5 et de Tenrplaccr par tout dans ces

* <y
développements log/ par log"[ /1. liais Ïes sommes des séries ainsi formées ne sont pas des
fo .".étions analytiques de la variable t.

La môme remarque peut être présentée au sujet de l 'équation ditïerentielle t— == .r-r-/,
et de son intégrale générale .r == Cl -4- ^log/ : l'expression t log-1 t\ est une foncLion de
variable réelle continue pour ^ == o, mais non une fonction analytique.
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ne cessent, pas après le prolongement de satisfaire aux équations
différentielles

d2^ _ [}.x d2}' _ , fJ. y
•̂ i- -— — TT 7 W " ~ ~ ' T 1 î

où le coefficient ^ est positif. Or on peut écrire ces équations

>(-^) _^(-^) ^(—.r) „ ̂ (—.r). ' .
^ — ( — / • ) 3 î ^2 • (—r) 3 " .

— 7" est maintenant la valeur absolue de la distance OM, et — *r, —y
sont les projections de cette valeur absolue dirigée de 0 vers M : le
coefficie'nt ^ étant resté le même, on voit bien que la loi du nouveau
mouvement est une répulsion en raison inverse du carré de la distance.

Cherchons d'autre part comment est prolongé le temps. L'équation
des aires donne la quadrature

^ ^/(TT^^n^^^-^
où n désigne comme dans le mouvement ell iptique la quant i té i/"^?
et P(6 — a) une sérié entière convergente" en 6 — a à coefficients
constants, de dérivée P 'ÇO — a). D'où, dans le mouvement primitrf,
c'est-à-dire pour 6 <^ a,

• .• ! ^=^[^^+îog(a-^^P(0-a)L ^

si le terme constant de la série P ( 6 — a ) est convenablement choisi.
Considérée en fonction de Ô, l'expression précédente du temps admet
dans le plan de la variable complexe le point critique logarithmique
0 = a : pour prolonger analytiquement le temps au delà de ce point,
c'est-à-dire pour passer des valeurs réelles et inférieures à a aux
valeurs réelles et supérieures à a, il faut qui t ter l'axe réel et tourner
autour du point 9= a d'un angle mult iple impair de TT, (sN 4-ï,)^.
La valeur primitive du temps étant réelle, la valeur prolongée pour
0^> a sera nécessairement imaginaire :' ' \ ^ ! •• , '

j rt/e3—--1 • • ' ' "i 1
^ ' ^ r?——.- -4 - log• (Ô~a) -4 - ( 1 2N+ï ) î ^<- { -P(^—a} ,

fti | ÇA "——' •J • • ' ' ! ! '' 1 •
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( a N -+- ï ) 71 î -ir^ i • i «Let aura pour partie imaginaire ————-—' Donc, dans le mouvement
prolongé, au point ^==co l'on continue le segment positif de l'axe réel\
non pas par le segment négatif de cet axe, mais par une droite parallèle

( ^ N -4- ï ) 7Cà ce segment négatif, d 'ordonnée ————"—" On conçoit que de telles
valeurs imaginaires du temps substituées dans l'expression primitive
du rayon vecteur r et dans les expressions (27) des coordonnées x
et,y donnen t à ces expressions des valeurs réelles.

Au lieu de l'anomalie vraie, prenons encore comme variable indé-
pendante l ' inverse du rayon vecteur -• Le temps peut être défini en
fonction du rayon vecteur r par l 'équation différentielle

/d£.Y^-__c2. 2^ _L_ r

.~dï ) ~~ ~~ 77 'Jr T" 2 À

avec les nota t ions habituelles. D'où l'on tire

_p
(2kf

et
^——--^log^Pj^-——+-——log^P.^

\/2Â ^/^ V / \l^li ( 2 ^ ) 2 /

P. \-\ dés ignant une série ent iè re convergente en ~ à coefficients

constants, de dérivée P[ (^V Quand le point 0 dans son plan tourne

autour du point a de l'angle (^N•4-1)11, le point-1: tourne dans son
plan du même angle autour de l'origine, d'après la relation

ï _ ï 4- e co&O
^ ~ ~ P '

Dans le mouvement prolongé, r est négatif et l 'ordonnée de la droite
décrite par le point / est de même

U. ( 2 N 4- 1 ) 7T
——[——7 (2 PS -+- ï )7T == -—————————•

-•i ' - /t^hy
Remarquons en passant que le développement /(r) contieni: un seul

Ann. Éc. Ncrm., (3), XXXIX. — FÉVRIER 1922. 8
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logarithme tandis que le développement, inverse r(^) en contient une
infini té.

Ainsi le mouvement attractif hyperbolique de deux corps admet comme
prolongement analytique un mouvement répulsif où la trajectoire est
réelle^ mais où le temps a des valeurs imaginaires. Dans n'importe quel
mouvement, on peut ajouter au temps une constante quelconque réelle
ou imaginaire sans changer autre chose que l 'origine ou la notation du
temps; mais ici, si l'on suit la variable t dans le prolongement ana-
lytique, et si les valeurs de cette variable dans le mouvement p r imi t i f
sont réelles, elles sont nécessairement imaginaires dans le mouve-
ment prolongé.

Quand l'angle 9 croît à partir de la valeur a et tend vers la
valeur ^T: — a, le point M décrit la seconde branche d'hyperbole et
s'éloigne indéfiniment le long de la seconde asymptote : le mouvement
répulsif peut à nouveau être prolongé par un mouvement attractif
ayant lieu sur la première branche d'hyperbole. Et a insi de suite. Quand
l'angle 9 croît indéf in iment , le point M décrit successiv'emenfc une
infinité de fois les deux branches d'hyperbole : /a trajectoire est pério-
dique, comme dans le mouvement elliptique. La variable t parcourt suc-
cessivement, et toujours dans le sens positif de l'axe réel, cet axe et
une in f in i t é de droites parallèles, d 'ordonnées ± rt-, ± 3TC , ± 5TC, . . . :1 n n n
e.n particulier, le po in t t peut décrire aussi un circuit fermé, rédui t ,
par exemple, à l'axe réel et à l 'une des droites précédentes. Mais il
n'est plus question ici de stabilité à la Poisson.

On peut considérer une autre manière de prolonger le mouvement
attractif primitif. D'après l 'expression (28), si à la suite du mouve-
ment primitif la variable 9 tourne dans son plan autour du point 9== a
d'un angle multiple pair de ir, 2N-n:(N -=/=- o), puis dans le mouvement
prolongé reprend en décroissant les valeurs inférieures à a, le
mobile M parcourt à nouveau en sens inverse la branche d'hyperbole
primitive, et le mouvement reste attractif. Les instants correspondant
dans le mouvement primitif et dans le mouvement prolongé à une
même position du mobile différent (1) de 2-^- Si, le long de la

( L ) Dans le cas extrême où l'on ferait N = o, on serait conduit à adnzettre que le
temps restant réel change de sens.
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seconde asymptote, on effectue un prolongement analogue, et ainsi
de suite, la trajectoire totale constituée par la même branche d'hyper-
bole décrite alternativement dans des sens différents^ est encore périodique.
La variable t dans son plan parcourt dans des sens alternés l'axe réel
et une inf ini té de parallèles a cei axe, d'ordonnées ± ̂ 5 ± 'T? • • - ;1 n n
en particulier, le point t peut décrire un circuit périodique.

Enfin l'on peut combiner les deux sortes de prolongements ana-
lytiques obtenus, et se donner arbitrairement une suite, périodique ou
non périodique, de nombres entiers positifs, pour représenter les
nombres de fois que, successivement el alternativement, l 'une puis
l'autre branche d'hyperbole sont parcourues par le point M : dans ce
cas encore il n y a pas lieu de considérer la stabilité à la Poisson.

Arrivons enfin au mouvement hyperbolique des n corps représenté
par les équations (27) : comme le mouvement hyperbolique de deux
corps, ce mouvement ne peut être prolongé par un mowement où les tra-
jectoires soient réelles^ sans que le temps acquière des valeurs imaginaires,

De plus, pour qu'i l y ait compensation entre les parties imaginaires
des termes A^, B,^, C^ et celles des termes o^-log^, ^•log^, y^-log^,
il est nécessaire que les 3 ri coefficients o^, (^, Y; soient proportionnels
aux 3n coefficients A^, B^, C^. D'après une remarque prédédente ( i) ,
les trajectoires des n corps ont alors toutes des asymptotes rectilignes,
et la configuration limite des n corps est une figure d } équilibre relatif\ la
ligure rectiligne d'Euler ou le triangle équilatéral dans le problème
des trois corps. En dehors des mouvements où les distances mutuelles
ont des rapports constants, et qui se ramènent au problème des deux
corps, il existe effectivement dans le problème rectiligne des trois
corps, des mouvements où les trois inverses des distances mutuelles
sont fonctions holomorphes l'un de l'autre quand le temps croît
indéf in iment , et où par suite le prolongement analytique des trajec-
toires est immédiat et réel- Donc, sauf dans le problème des deux
corps, les trajectoires hyperboliques susceptibles d'être prolongées par
des trajectoires réelles dépendent cl'1 un nombre de paramétres inférieur (2)
à 6 /2—6.

( 1 ) Cf. pa^e 5a.
C2) En définitive, cette circonstance est due à la nature du point singulier t == oo des
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7. Considérons maintenant le cas où la constante des forces vives h
est toujours positive, mais où la limite du rapport — de la plus petite à la
plus grande des distances mutuelles est nulle, et restreignons-nous
dans ce cas au problème des trois corps.

Pour une valeur donnée et assez grande du temps, l 'une des trois
distances mutuelles est, petite par rapport à la plus grande des deux
autres. D'après les inégalités entre côtés d 'un triangle, il faut que le
rapport de ces deux autres distances soit voisin de i . Donc, quand le
temps croît indéfiniment , il ne peut y avoir échange, c'est toujours la
même distance mutuelle qui est la plus petite.

Dès lors, employons les notations du n° 3. Il est clair que les rap-
ports de la distance p et des deux distances r^ et 7^3 tendent vers i
quand le temps croît indéf in iment . Et l'on peut écrire par exemple

ru =p(i-4-£), r^ =p(î -+-£),

4- £
»,3/ 1 3 ,.3

23

1 + £
^

et encore

ï \ '•i3 — ̂  „ 3(r^-- /•s;;) ( i 4" £ ) .
—— r.4 }

^3 ^tîî ~~" V'L ^23^13 f'i'.J /Wl

d'où

(^9)
ï l ; , 3 r ( i - | - £ >

r,23 ' 13

De l'inégalité (i5) on déduit l 'équation

/ o \ î b(3o) ^^

qui montre que la distance p tend vers l'infini avec t, et nous emploie-

coordonnées cartésiennes dans le problème des H curps, c'osl-à-dire à l'exposant 2 de la
loi de Newton. Au contraire, avec la loi du cube des distances, sur les trajectoires
où les n points matériels s'éloignent indéfiniment, et non exceptionnelles, les coordonnées
cartésiennes admettent le point t === ce comme pôle simple : le prolongement analytique
dû mouvement au delà de la valeur infinie du temps est immédiat, et réel sur le segment
négatif de Paxe réel.
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rons enf in l'équation, équivalente ici à l'équation (19),

H- •
Puisqu'on a J ^ | ^p , l^|^r, l'équation (3) en — est de la forme

^ _ b brï

ïF ~" ̂  + "7^
ou encore, d'après les équat ions (3o) et (3i), de la forme
,. , ^£ b b b
(32) • JF^J^J^^

par intégration l'on voi t que la dérivée E', et de même les dérivées Y]'
et i^, tendent vers des limites finies quand le temps cro î t indéf in iment .
En outre, soi,entA,B, C les l imi tes respectives des dérivées E', Y)', Ç7 :
on intégrant l'équation (3a) de l ' ins tan t t == -+- so à l ' instant /, on a la
première des trois équations

(33) ^=A4-^ r/=B+^ Î /=C-+-^.

Les quotients 'L ̂  c tendent respectivement vers les limites A, B, C

des dérivées Ç^T]',^, et le quotient p == ^ "+" n—— tend vers la limite
^/A.2 -+-B : i-+-C2, qui ne peut être nul le d'après l'équation (3o). Donc
les dislances p, r^, r^ .yon^ rf^ infiniment grands d ordre î . Ennn
l'équation (31) devient
(34) r==^:

si la distance r a un ordre d'inûnitude déterminé, cet ordre est au
plus ^? comme celui du rayon vecteur dans le mouvement parabolique
de deux corps.

Proposons-nous de développer de proche en proche, comme nous
l'avons fait dans le mouvement hyperbolique, les coordonnées ^, Y], ^
en fonction du temps. En intégrant la première des équations (33)
à partir d 'un instant fixe ?o, on obtient

Ç=^+A(^-^o)-4-^( log^-" log^) .

Les expressions cherchées des coordonnées ^, Y], *( sont donc de la
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forme
(35) ^==M-^b}osi, n =Bt-^~ b\^t, Ç = Ct -+- b [ogt,

Je dis que, dansées trois expressions, les t ro i s coefficients h tendent
vers des limites. En effet, comme dans le mouvement hyperbolique,
posons
rw r. MA ^ ' MB • MC(^o) a=—————————^, p ==—————————^» y r=

(A'^-t-ÏP-t-C^2 ( A ^ + B ' + C 2 ) 2 , (A^-h-B'-t-C2)7

Par subst i tu t ion des expressions (35), l 'équation (3) en Çj prend la
forme

^ a bio^t br2 OL b\og£ b a b
,,,=-^+_^_4-^-=:-^+-^+ =-^+^,

A A

d'après les équations (3o) et (3i), et puisque le quo t ien t ̂  tend
. • , , , , . , di-

vers zéro.
En intégrant de l ' instant t = + oo à l ' instant t, on d é d u i t l ' équat ion

(37) _ ! ' " ' i^A^+4- ' '

Intégrons une seconde fois à partir d 'un instant quelconque; i l
résulte que la différence ^—At - alog^, et par cons.équent les deux
différences analogues Y] - B<? - ? logt, Ç — C/ ~ y log^, tendent vers
des limites finies. Soient A,, B,, C, ces l imi tes respectives; nous
obtenons les trois expressions

^ == A £ -4- y. lo^ -+- Ai -+- -j?
/ . • . . , ! . ' , . , . . ^ ! ! .

(38)' ! ' • .. - ^=B^4-(3Jo^-hB,-+--l,
^

.ç==,C/~}-7.1()g^^C,+^, 1 1 '
z3

dont nous coatinuerons le développement ul tér ieurement .
Par combinaison des équations (3) en ̂  et ^J, on ob t i en t

„ , . , . • ,, ^"-^=^a,M(^^Çy)/^^4,);
Y 7 23 ^l1^/ • • 1 , 1 1 . ! •11 • 1 1 - - 1
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d'où
(39) ^^^=^

P ^ - • '

d'après les équat ions (3o) et (3i). Donc les trois quanti tés r ^ ' ' — ÇY]\
Ç^—^C, ^—Y)!;', et par suite d'après les intégrales des aires, les
trois quantitésy^— zy\ zx1 — ccz\ x y ' — y x ' tendentvers des limites.
Désignons respectivement par 7^, ^, v^ À^, p.^, v^ les limites des six
quantités précédentes, de sorte qu'on aura l 'équation

(m 1-4- m^rn^ . m, Wg . ,—————————— / -^ —————— Â3==: A
m^ + m^-+- m 3 ^^ + m 2

et les deux équations analogues. En outre, en intégrant l'équa-
t ion (3g) de l ' ins tan t t = 4-00 à Tmstant t, on voit qu'on a six équa-
tions de la forme
(40) y s1— ̂ =^4- ^-

/3

Considérons encore réquation des forces vives sous la seconde
forme (8) : puisque ̂  Y)', *C tendent vers des l imites finies et les dis-
, i,. p . i ..... ^• /2-i-y'2-^-s'2 m\ -L- rïii . itances r^, ryg vers 1 in f in i , la quant i té ———v-——— — ———- tend
aussi vers une l imite finie, soit ^3. Cherchons l'ordre de grandeur de
la différence entre la l i m i t e h^ et la quanti té considérée. D'après
l 'équation (37) les .deux équat ions analogues, et la première des
formules (i i), on peut écrire

^- . .^^_^^^^y^^/ ,_ ,^^Y_M^^
2 V'23 f'n 1 ^ \ £ ft ) P P

d'où, d'après les valeurs (36) des coefficients a, p, y, et pu isqu 'on
tire des expressions (38) l'expression

i i i bïost
_ -^ . ^ y^- _ 1 _ _____p,.,., ,;

P ~"" v/A:^l'+-,Bîl4"C:i È • £î ,

^-h^-h^2 ! .,,/^ ^ \ -A^B^C2 . ^ •
————————— — .:Vi:. ( —— 4- — , == ————————— 4- -r,

.2 V'23 ^IS/ a ^

car -0^ tend vers zéro et d'après les équations (3o) et (3î).
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On a par sui te
^ ^4-y^.^.^+m^^^

. 2 r ^

Je dis que la l im i t e À^ ne peut être positive* En effet l'équation (4)
en c— est de la formedt~

d^ ̂  , , .z' &/•^=_(^^)^^

par suite, des trois équations (4) on déduit la combinaison
,, , c i , m,-{-• nio ^r2 m^ -+- w, ^
(42) S^=-~ ——^——+ -^- = -———___+ ̂ ,

d'après les équations (3o) et (3i). Des deux équations (4i) et (42)
on déduit la combinaison

o / „ ,., W i + m s , b^{xx" ~\-x^}-==:———= •+• a/^-h-^
7 ^

d^où
/ r o v // /, ^i 4- m^ , b(43) /-r^^a^ _J__——:^3/^+^^

/ ^ ^

IQ désignant une valeur fixe, mais assez grande pour que la dernière
quanti té b soit bornée pour t^>t^ intégrons l 'équation (4,3) de l'ins-
tant /o a rinstant ^o<^) : il v ient

r r ' .-= ( m i -h in^ ) f — 4 - 2 h^ f. ~\- 6,
t- /, r

car rintégrale de l'expression -5- est évidemment une quantité bornée
^

Intégrons à nouveau l'équation obtenue :•
r2 /^ r 1 rît

(44) ^=^n,+m,) dt .-Lh^-^ht^b^
^ J<o t//,>. /' " .

Dans Féquation (44)»la issant à ^ la valeur fixée, faisons croître t
indéfiniment : on voit que le quotient ~ finit par être supérieur à
n'importe quelle quantité inférieure à 2À^ : c'est une contradiction
avec l'équation (34) si 7^ est positif. Donc la limite h^ est négative ou
nulle.
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8. MOUVEMENT HYPERBOLIQUE-PARABOLIQUE. — Admettons en premier
l i eu que la limite h^ est nulle. Nous allons montrer que dans ce cas la
distance r est effectivement un in f in imen t grand d'ordre ^ par rapport
au temps.

En effet l'on tire de l'équation (43), quand /^ est nul ,

(45) • rr^r'^ mi ̂  mï + ̂  = ̂  H-^ Q + s),
/ ^ r

puisque le quot ient ^ tend vers zéro. Donc le produi t rr' finit par
^

croître avec l, et en particulier par conserver un signe constant : alors
la dérivée // a un signe constant, r varie dans un sens constant, et,
étant positif, tend vers une l imi te finie ou vers -}-co. Si r tendait
vers u n e l imite finie, nul le ou positive, /^--h-r'2 d'après l'équa-
tion (45) tendrai t vers -T-co ou vers une l imi te f inie plus grande que
xéro; dans les deux cas, rr' et par suite / 2 devraient tendre vers -î- ûo :
ce qu i implique contradiction. Donc la distance r tend vers l'infini
avec le temps, et le signe constant de la dérivée r'est nécessairement
le signe plus.

D'autre part, de l'identité de Lagrange et des deux équations

r2 = x^ -+" y2 -+- -s2, rr' == xx' 4- y y' -t-
on tire

S(.y^-^y^
rr /2==r(^ /2+J^+^) l•

d'où(1)
^ /9.(mi4-m<î) f•)\ S ^ ^ — Z Y ' Y 1 / sr r ' ^ r i ——-——-- -+- ̂  )— ——i————— = ̂ (m^ m^) + s,

V ^7

( 1 ) Four montrer que la dérivée r ' tend vers zéro, et que la distance r est un infiniment
^rand d'ordre ;-> on poarrait utiliser aussi l'équation (6) qui est (cf. p. 89) de la forme

3 , .

„ /ni -4- m^ ^ br ^ S ( rs' — z Y'f (m^m^)
r ==^ ———— +^r-+- ———^——— --——^——(i+£),

/*
puisque-" tend vers zéro, /' vers l'infini et les quantités yz,'—'zj'\ zx'—xz\ x j ' — y x '

vers des limites finies. JI résulte d'abord que 'la dérivée r1 finit par décroUre, et tend
Ann. Èc. Norra., (3 ) , X X X I X . — MARS 1922. Q
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d'après l 'équation (4i) où h^ est nul , et puisque-^ tend vers zéro,
t3

r vers l ' infini et les trois quanti tés y z ' — z y ' , z x ' — xz\ x y 1 ' — yoc'
vers des limites finies, il résulte que la dérivée r ' tend vers zéro, et,
diaprés l'équation

(46) ^~rr'z= y/2( Wi -}- /^ ) (i -4- s),

o 3 1 "2 . — — — — —

que la dérivée-y^ d6 1er1 fonction r^ tend vers là limite^ \/^{m^ -+-m^):
- • " 2. ' .

le quotient r— tend vers la même l imi te . Donc, quand le temps croît

indéfiniment, le quotient 4? tend vers la limite finie et différente de,
^ • ! ê

\_ • •
zéro 9 (m^ -4- m^) . Donc la distance r des deux masses m, et m^ est

L2 k " J
un infiniment grand d'ordre^ comme le rayon vecteur dans le mou-
vement parabolique de deux corps.

D'ailleurs le mouvement hyperbolique-parabolique que nous étu-
dions dans ce n° 8 et que nous avons défini par cette double condition
que la constante des forces vives h est positive, et que la l imite Àa de

•y ̂ 2 i •v /2 j ^i fï') i /)} y ' f
l'expression -——-——— — —--—''- est nulle, peut être caractérise
par ces deux autres conditions que la dislance r^d'une part, et les dm-
tances 7^3, r^ ou p d} autre pari, sont des infiniment grands d^ ordres res-

pectifs T. et T par rapport au temps. En effet, si ces deux conditions

sont remplies, dans l'équation des forces vives, la fbncfio'n U tend
vers zéro, et la force vive ï ne peut tendre vers zéro, sans quoi les
quotients r-11? 7Ji? ^tendraient toustrôis vers zéro; donc la constante

L i t

vers zéro ou vers une limite positive finie, paisque r tend vers -4-co. Si r 1 tendaU vers
une limite positive finie, - tendrait vers la même liniile, contrairement à l'équation (34) :

donc r'tend vers zéro. En multipliant l'équation obtenue par ^r', et intégrant, de l'ins-
ta^ ' t ==-4-oc à l'instant ?, on obtient de même

.' , . , ^=l̂ ±^2 (,-.),



SUR L^ALLURE DU MOUVEMENT DANS Lîl PROBLÈME DES TROIS CORPS. 67

h est positive. À étant positif et les équa t ions (3o) et (3i) véri-
fiées, les calculs du n° 7 sont valables; en particulier, l'expression
^2-^.y '2^_^/2 yn^.^ .——:.^——— -« —!—^—i ^nd vers une limite qui ne peut être posi-
tive; si cette l imi te était négative, la distance r serait manifestement
bornée. Donc la l imite considérée est nul le , c'est le mouvement hy-
perbolique-parabolique.

Considérons maintenant la direction du vecteur x, y, -s, joignant les
masses m^ et m^. Le cosinus de l'angle de ce vecteur avec l'axe Ox est
, == — et a pour dérivée par rapport an temps^4_y2_^ r t F 1F F

• ! • i \ T 1 — x r ' __' r2^'— xn-'
^ - - ^

_ ( «a?2 4- j2 -(- -s2 ) 'v1 -— /r ( xx1 -+- .yy' -+- ̂ / )
""" ^ 7 ^ : ' ~
_ z ( zx' — .r '̂ ) — y ( x.y1 — yx1 )- = ^ .

Or les deux quantités z x ' — xz1 et ^y^—ya?' tendent vers des
limites, et les deux quotients^? ^ sont en valeur absolue inférieurs ou

égaux à i : la dérivée précédente est donc de la forme — == ~ Parr- ^
suite, l'angle avec Qx du vecteur ̂ ,y, s tend vers une limite finie, et
de même les angles de ce vecteur avec Oy et Os : donc la direction
du vecteur elle-même tend vers une limite.

Il résulte que les trois quotients ̂  === ^ x -Ç-^ '̂  » -7tendent aussi vers
• ^- /* ^ ^ ft

des limites, dont la somme des carrés est nécessairement la limite du
2

r2 . F o "pquotient —? c'est-à-dire r (T^ -+- w.,) •
^ L 2 . • J

De même que dans le mouvement hyperbolique, nous démontrerons
l 'existence et la convergence de développements illimités des six coor-
données S, T], Ç, <r,y, s, en séries de fonctions du temps par un nou-
veau recours aux théorèmes d'existence des solutions des systèmes
différentiels. Les coefficients A, B, G, a, p, y, A ^ , Bi, Ci désignant
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les constantes qui figurent dans les expressions (38), posons
Ç = A t -+- a log- ^ -4- Ai -4- X,

-/î == } ï i + (3 log L + Bi -4- Y," - •• •
Ç == G/ +• 7 Io^ ^ -h Ci + Z :

les trois fonctions X, Y, Z tenden t vers zéro. Posons encore
dX ... dY ^ ^ d'L „
^^ t^=z^- ^=zl;

d'après l 'équation (37) et les deux équations analogues, les trois
fonctions X,, Y < , Z, tendent vers zéro.

Puisque les trois quotients ^ î ^ î ^ tendent vers des l imi tes finies,
z1 i3 t^

désignons ces l imi tes respectivement parA^, B^ Ça, et posons

-^=(A2-+-X2)^, J^CBa+Ys)^, s=:(C,-+I,)£\'

de sorte que les trois nouvelles fonctions X^, Y^^ Z^ tendent vers zéro.
Posons enfin

û?Xs> __ -, ^/Ya • d7^
t ~ ^ T ^ ^ ' ^-dT^^ ^^^

je dis que les trois fonctions Xg , Ya, Zg tendent encore vers zéro. On
a en effet

^-^—-H
et

XJS + Yj + 7^ = ̂  Sa;'» - 4 S±Ï-' + 4 ^-Ï-2,
" ^ 9 ^

ou, d'après les égalités
S^=r', S^'=rr', s^-^ | ^ ( y s ' - s y ' ) ^

/••t

et, puisque les trois quantités y z ' — z y ' , z x ' — x s ' , s-y' — y x ' tendent

vers des limites et le quotient• t— vers zéro,

(47) X^hYj+Z^/^r '-^Y'+e.
\ 3 < î /
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Or de l 'équation,(46), et de ce que le quot ient -^-tend vers la quantité
f

i
~ ( m , -î-Wa) , résulte immédiatement que l'expression t^ r' — ^ 4"

tend vers zéro. Donc le second membre de l 'équation (47)5 et par con-
séquent les (rois fonctions X.,3, ¥3, Zy, tendent vers zéro.

Cela établi, nous pouvons remplacer les six équations du second
•s / o \ i. / f\ ^ ' i d2' •n d^t ci'1 x d'2 y d'2 z ,ordre (3) et (4) en ̂  ^ ^,, y -^ ^, par douze équa-

tions du premier ordre par rapport aux douze fonctions X, Y, Z,
X,, Y) , Z,, X,2, Ya, Z^, X.3, Y;}, Z^. Les premiers membres de ces
douze équations ?ont de la forme t—, ^-—, . . . , t—î et les seconds
membres sont des séries entières convergentes par rapport aux douze
fonctions précédentes et aux deux quantités 4 ̂  -0&-- Pour donner à.

ce système la forme requise dans les énoncés classiques, il suffi t de
prendre T = -j comme variable indépendante, et d'introduire la nou-

t^
velle fonction a=== TPlogT avec réquation supplémentaire

(48) T^=3^+T^ .

Nous aurons ainsi un système différentiel composé de treize équa-
, -• 1 / 8 • ï , rs-\ ̂ X m Û^Y rp cCLt rn c^u

tions, ûont les premiers membres sont 1 -y^y T-r.-^ • • • ? 1—? r-^?r al ai aj di.

et dont les seconds membres sont holomorphes et nuls pour les va-
leurs nulles des treize fonctions X, Y, ..,, 'L^y u et de la variable indé-
pendante T. Et nous cherchons les solutions de ce système où les treize
fonctions tendent vers zéro avec la variable positive T.

L'équation caractéristique se met facilement sous la forme ( ^ )

(S- i -S^S 3 xS^S - i)3 x (S - i ) ( S — 3 ) = : o .

Seules sont à considérer parmi les racines de cette équation, la
racine simple S = 3, et la racine quadruple S === i à laquelle corres-

( ] ) Cf. Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 343-344; et supra, p. 48.
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pondent quatre diviseurs élémentaires simples. Il résulte que les solu-
tions cherchées du système différentiel transformé sont développables
en séries entières des deux variables T et, TMogT.

Donc, sur les trajectoires hyperboliques-paraboliques du problème
des trois corps, les coordonnées relatives ^ T], C» ^i y» ^ sont dévelop-
pables sous la forme

A ^-4- a \osrt -{--Ai -h PS i i o ^ / '
T5"

(49)

n == Bt +. p log- ^ + Bi + Pa ( /— î jo!^

Ç = C^ +.y log t+C, + P, / /—, ̂
\ ^ .

lo^r^^A.^ -h^P i

j = B, ̂  -+- ^'ï Pi i log ' / -

7 i—.
i lo^r

.s ==C^3 4-^ Pi/ —•'
^

où les trois fonctions P^ et les trois fonctions P, désignent des séries
entières des deux variables 4 et -°^-» sans termes constants, et

, ! ! ^ ^ £ ^ !

convergentes si t est assez grand. ;
Outre les huit paramètres contenus dans les coefficients du système

.transformé, savoir : A, B, C, non nuls tous les ,trois; A., B^, C < ; A^
Ba, Ça, liés par la relation • '

A 2 -+-B 2 •4-C Q ^3^[î
î^

^rru^m.^Y ,

les développements obtenas contiennent quatre constantes arbitraires.
L'une de ces constantes K est telle que l'on ait selon l'équation (48)

, „ . /^^KT^T^logT 1 1 ' 1 ' 1 • ; ":1 ' 1 1 ' : 1 '"

et, d'après Péquation qui a introduit la fonction u : ̂ ^T^logT, doit
être annulée dans les solutions convenant au système primitif. Les
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trois autres constantes arbitraires équivalent aux trois valeurs limites
"Â.2, p-2, Va des quantités y^ — z y ' , z x ' — œz'', a?y —ja/, ou encore aux
trois constantes de,s aires 'X, ;x, v. Au total, les mouvements hyperbo-
liques-pamh^liques dépendent de onze paramètres, au lieu de douze, dont
dépend le mouvement le plus général du problême des trou corps.

Si dans les expressions (49) on remplace t par t — ^, on obtient des
développements de même forme, mais ouïes coefficients A^ 'B^ , C,
sont modifiés : les nouvelles expressions ne contiennent pas douze
paramètres arbitraires, mais le paramètre ÎQ se confond avec l'un des

•onze autres. Donc si l'on é l imine ces onze paramètres entre les six
développements (49) et les six développements dérivés, î;', irf, *C, a/,
y, 5', le temps t se trouvera éliminé par la même, et il restera une
relation analytique de la forme

FO, YÎ, Ç, x, y, z, ^/, Y/, ̂  ̂ , y, ̂  = o. '

Si l'on représente dans l'espace à douze dimensions les six coor-
données relatives ^, Y], Ç, .r, y, ^ et leurs dérivées p, Yf, i^, x ' , y', ^,
les trajectoires hyperboliques-paraboliques, sur lesquelles la distance
mutuel le i n f i n i m e n t grande d'ordre - est la distance des masses m^ et• ^ " ' ' - „ „
m^ sont situées sur la variété analytique à onze dimensions ayantpour
équation la relation précédente. Sur cette variété et sur les deux va-
riétés analogues, les trajectoires doivent être considérées comme diri-
gées^ car rien ne prouve que le mouvement étudié serait de même
hyperbolique-parabolique quand le temps t tend vers—oo. Or l'expres-
sion xï ^y4-^' _ îîlL^L^ tend évidemment vers une limite positive'^ . , i . , ! •: .
sur les trajectoires hyperboliques, elle tend vers zéro sur les trajectoires
hyperboliques-paraboliques, et vers une limite négative sur les trajec-
toires qu'il nous reste à étudier pour h positif. D'autre part, la valeur

»•
limite de l'expression précédente, comme celle du rapport ..et comme
les coefficients des développements (27) et (49). est fonction continue
des conditions initiales du mouvement : il résulte que.dans la région
de l'espace à douze dimensions où la constante des forces vives est
positive, chacune des trois variétés considérées sépare un domaine où
les trajectoires dirigées dans un certain sens sont toutes hypwbô-
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liques, et un domaine où elles sont toutes du type hyperbolique-ellip-
tique que nous étudions au n° 9.

Remarquons enfin que, d'après les valeurs (36) des trois constantes
a, p, y, la trajectoire de la masse m^ par rapport au centre de gravité
des deux masses m^ et m.^ ou encore par rapport au centre de gravité
commun, admet une asymptote rectiligne comme les branches d'hy-
perbole du problème des deux corpb. Mais il y a plus. D'après les
équations différentielles (3), il est clair qae les développements des
trois dérivées secondes ̂  -^^ —J en séries entières des deux

variables — et —— sont les mêmes que si les trois coordonnées x, y, z
/3

étaient ident iquement nul les , à des termes de l'ordre du quot ient ~?

c'est-à-dire de "j près, selon l'inégalité (29) et la seconde des équa-
t3

tions (n). Donc les développements obtenus des coordonnées ^ Y], '(
sont les mêmes que dans un certain mouvement hyperbolique de deux
corps, à des i n f i n i m e n t peti ts d'ordre ^ en î- au moins. En particulier,

les trois séries Pa f 4 ' -°?- ) n 'ont pas de termes du premier degré en 4 •
V3 c / ^

De même le mouvement de la masse m^ par rapport à la masse m^
admet un mouvementparabolique asymptote. En effet, d'après les équa-
tions différentielles (4), dans les développements dos trois dérivées
secondes -^» ̂ , ̂  les coefficients de la masse m^ sont des infini-

ment petits de l'ordre du quotient -^ c'est-à-dire de 4 au moins : par9 ! !1 ^
suitedans les développements des coordonnées x,y, z, ordonnés suivant
les puissances décroissantes de / , la masse m^ n 'apparaî t pas avant le
terme en -^- Donc les différences des coordonnées^, y, z dans le mou-

t3 ! , ^ , , • ! " !

vement hyperbolique-parabolique considéré, et dans le mouvement
parabolique de deux corps représenté par les mêmes expressions où
l'on annule la masse 7723, sont des inf iniment petits d'ordre1 en i au
moins.
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9^MouvEME^T l iYpERBOLïQUE-ELLïpf ïQi îE . — Admettons en second lieu
,, , p -s , ^ 7 y . . 7 i l ,., , .y'2 4-r^-h-.s'2 m^-^-m.,(:(u a la un du n° /, ta limite h^ de la quantité ———'-———— — ——;—=

est négative. L'équation

( 4 i ) ^J"^2^^^^^
3 7 ^

montre immédiatement que la dùtcmce r est bornée quand le temps
croît i n défi 11 i m e n t.

Réciproquement , si, dans un mouvement du problème des trois
corps deux distances mutuelles sont des infiniment grands d'ordre i et la
troisième est bornée^ ce mouvement rentre nécessairement dans le cas
actuel si, À est positif, puisque dans les deux cas précédents les trois
distances mutuel les croissent indéfiniment. Mais nous rencontrerons
aussi la même clouble circonstance clans des mouvements où la cons-
tan te de forces vives A est nu l le ou négative; et; nous appellerons tous
ces mouvements ( i ) hyperboliques-elliptiques q u e l l e que soit la valeur
de la constante h. Comme les résultats obtenus au n0 7, ceux que nous
a l lons obtenir dans le n0 9 sont valables quelle que soit la valeur de la
constante h, sauf l'exception que nous spécifierons (2).

En a p p l i q u a n t à nouveau le procédé d 'approximation employé aux
n0' 5 et 7, on met la dérivée p et la coordonnée ^ sous les formes

W ,/^A+^A.to^^1 ! !

^A^alo^+A.+A^+^+A^+A^ !

et les dérivées Y]', U et les coordonnées ïj et Ç sous deux formes ana-
logues : les coefficients A, a, A^ A,, A^ A,, A, et '"les coefficients
B, 6, ...; G, y, ,.., correspondant dans les expressions de,Y] et Ç, sont
des constantes, la somme A2- j-B2-h-C2 est différente de zéro, et les

( r) M. Bohiin les a appelés mouvements h^perboliquex-mixtes (^.^tronomiska Jalït-
ta^elser och under^ôknin^ar, Band IX, 1908, n0 2, p. 1-27). /

Mieux vaut préciser, et distinguer ces mouvernenis des mouvements hyperboîiques-
paraboliques, où la constante h est nécessairement positive, el des mouvements para-
boliques-elliptiques, où h est nécessairement négatif.

( 2 ) Cf. page 84. ,
Ann. Ec, Norm., (3) , XXXIX. — MARS 1922. JO
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constantes a, p, y s'expriment en A, B, G par les équations (36). Il
résulte pour la distance p une expression de la forme

,_______ M , AAi + BBi -4- GCi
(5x) •p=^^^€^+^^y^^og^ ^^^^^

^B^^^+SV^^D^

où les coefficients D^ D3, D,, 1)5 sont encore des constantes.
Si l'on substitue les expressions précédentes dans les seconds

membres des équations différentielles (3), on voit que ces seconds
membres sont les mêmes que si les trois coordonnées .r, y, z étaientl i t
identiquement nulles, à des termes en — == ^ près, d'après la se-
conde des formules (n). Donc, puisqu'on doit retrouver les mêmes
expressions des coordonnées ^, T], Ç aux premiers membres après deux
intégrations successives, il faut que ces trois expressions et celle de la
distance p soient les mêmes que dans un certain mouvement hyperbo-
lique de deux corps, à des termes de la forme -^ près. Nous al lons
développer cette remarque.

Afin de représentera la fois les six coordonnées Ç, T], *(, ̂ ,J, -s? il est
naturel de considérer les deux mouvements osculateurs classiques que
nous allons rappeler. Nous montrerons qu'en général les douze élé-
ments osculateurs sont déterminés à chaque ins tan t et tendent vers
des limites finies quand le temps croît indéfiniment.

Le premier mouvement osculateur est le mouvement qu'aurait un
point matériel, abandonné à l ' instant t au point de coordonnées S, r^ 'C,
avec la vitesse de projections ç', Y/, ' Q ' , et soumis seulement à l'attrac-
tion en raison inverse du carré de la distance d'une masse de valeur
m, 4-77^-4-" 77^ == M placée à l'origine des coordonnées. Ce premier
mouvement est hyperbolique si t est assez grand, puisque la différence
Ç/:i_^-/2_^2— IL-tend vers ia somme des carrés des limites des troisp
dérivées Ç', ï]7, S/y A2^ B2 -4- C2, somme qui est plus grande que zéro.

Le second mouvement osculateur est le mouvement qu^aurait un
point matériel abandonné a l ' instant t au point de coordonnées <r, y\ z
avec la vitesse de projections ̂ f ̂ y ' y ^ /? et soumis seulement à l'attrac-
tion en raison inverse du carré de la distance d'une masse de valeur
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m,-j-m^ placée à l'origine des coordonnées. Ce second mouvement
est el l ipt ique puisque dans l 'équation ( ^ i ) la valeur l imite h^ et par
conséquent la quant i té À., 4-'-^ si t est assez grand, sont négative^.

^
Voyons comment sont déterminés ( { ) , à chaque instant t, les douze

éléments oscillateurs. Désignons par a^ e, i, ^, CT, 0 les six éléments
hyperboliques du premier mouvement , et par c^y e\ i1', Zy , CT', 6' les six
éléments el l ipt iques du second mouvement , et considérons d'abord
les six éléments hyperboliques.

Le demi-axe transverse a est défini par l'équation

^^^-îM^,
P ^

qui dans notre hypothèse, et si t est assez grand, a une solution finie.
En outre, cette solution tend vers une l imite finie et plus grande que
zéro quand le temps croît indéfiniment.

Les éléments e, i, 0 sont déterminés par les trois équations
'f^—Çri'= \/M.a{e2—i) sirusin^,
'Ç^—^^—^M^Te^'^sinzcos^,
'^i—73^== \/M.a{e2—i)cos^.

Si l 'on ne distingue pas entre des solutions différant par l'addition
de multiples de 271: aux angles i et ô, ces trois équations aux trois
inconnues e(^> i), i, 0 admettent une solution unique, pourvu que les
trois quanti tés "f\Q— ÇY]', ^ '— FC'? ̂ — ̂  ne soient pas nulles à la
fois (2).

Puisque ces trois quantités tendent vers les limites \^ p^, v^ nous
supposerons que \^ p^, v ^ ne sont pas nuls à la fois : alors les valeurs
<?, i, 6 constituant à chaque instant la solution unique, et suivies par
continuité quand le temps varie, tendent encore vers des limites : la
limite de l'excentricité e est d i f férente de l'unité, et celle de l'incli-
naison m'est pas un multiplede TI:.

( 1 ) Cf. TISSERAND, Traité de Mécanique céleste^ p. i t6.
( 2 ) Si l'on avait i}Ç— Çï/, ÇÇ'-— ^== o, l'angle i serait un multiple de ?î, et T'angle Q

serait indéterminé. Par une rotation des axes de coordonnées sans changement d'origine,
on peut toujours faire en sorte que, si !a position limite du point r\^'—'fyi\, ÇS'—K',
^^-r^ n 'est pas l'origine des coordonnçes, celte position limite ne soit pas non plus un
point (le r^xe 0.?,



7^ • , ! -ÎEAN CHAZT.

La longitude du périhélie -n: est déterminée par les trois équa t ions
i •-

' M - +(^—tf)v^(ï:r^rK)^
=:-- Mé^cos^cos^— 0) — s i n 6 ' s i n ( O T — 6') cos/],

(52) MÏ4-(^^-^)c /-(^~^ /)Ç /

==— Me[? in6 /cos(^ —- Q) -+- c o s Ô ë i n ( C T — 6') cos< ] ,

^^-^(^-^^^-(^-^^--^[^^(^--^sili/.

Les trois expressions figurant aux premiers membres ne peuvent
être nulles à la fois, puisque la somme de leurs carrés est M 2 ^ 2 . En
outre, d'après des calculs précédents, les quant i tés ^, vf, ̂  i, Ï, i,
"/]C-~*C"/]^ ^— yC\ ̂ —^ f igurant dans ces expressions t enden t
toutes vers des l imi t e s ; donc les trois expressio,ns considérées, et par
conséquent l 'angle ^ suivi par c o n t i n u i t é , î e n d e n t encore vers des
limites.

Reste enf in à déterminer le sixième é lément hyperbolique, l^ dé f in i
à l'instant t par les deux équa t ions
{^\ E"—E-" ^M
(^) e——^——-u=^£+l,-.^^

W) ( E^E"' '-^a(e—————^,

où E désigne la base des logarithmes népériens, d o n t i a première est
la transformée de l 'équation de Kepler dans le mouvement e l l ip t ique
de deux corps, et entre lesquelles doit être é l iminée la variable auxi-
liaire et pos i t ive ( f ) u. Puisque les quant i tés a et e o n t des l imites '

( l ) Pour démontrer que le sixième élément, 4, tend vers une limite finie; on pourrait
utiliser aussi le calcal précédemment exclue (cf. p. 5o) des premiers termes du déve-
loppement du rayon vecteur du mouvement hyperbolique de deux corps en fonction du
temps et comparer ces termes à l'expression (51 ) : au fond, la démonstratio.a réside on ceci
que, dans l'expression (5i), le troisième terme est constant et les suivants tendent vers
zéro. En réalité, la forme des développements donnés précédemment des coordonnées
ç, ï], Ç et de la distance p dans ie mouvement hyperbolique-elliptique constitue un résul-
tat plus précis que ce fait que les six éléments du premier mouvement oscillateur tendent
vers des limites finies, et d'ailleurs ces développements sont valables môme si les trois
valeurs limites Xi, jjii, ̂  sont ïmlles,
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finies et que la distance p tend vers l ' infini avec t , Féquation (54)
montre que la valeur u correspondant à l ' instant t au point ^ Y], ^ tend
aussi vers -+- oo avec t. Et l'on tire de cette équation

• E"= ^£ 4- ^ —E-», • «-^log-p-r-log-^- -4-s,
ae e ' ° /ZÉ? .a^ é*

£ dés ignant comme d'ordinaire une fonction de t i n f in imen t petite
avec -,-• En substituant ces deux expressions dans l 'équation (53), on
obtient

^= P + i_ eE^'— logp - log— - s - ̂  t -}- ^J;
Ct/ ÇA C .7'a~

donc /o tendra vers une l imite si Pexpression

p ^/M , i f'M /MV ,„ , 1- — — T ^ — l o g p = = - r . . — p — — ^ — M . î o g - p ^ :a ^ & i M L^ ' \ ^ 7 ' J

tend elle-même vers une limite. Or, des expressions (5o) et (ôi) des
-quantités ^/ et p, on dédui t

. - M=^+^+ç^^^A-+B^C^^ Îy' a ' p , t"
et, • . • :

^-(My.-Mio,p
= ^^-(^^^^^(A^B^C^.^)

X (̂ ATT-Bi-Tci X ^4- ̂ ^^^ log t

^ AA.+BB,+CC. ^ , . . , ,> . , ^ . . , , .lo^\
^A2 4- B2^- C2 t /

—Mïost— M l og (A 2 - ^B 2 +C 2 )+e^&
= (AAi-4- BBi+ CC,) (/A'ÏB^TC2'— M ̂ (A2-^ B^ C2) + e.

Donc, sous cette restriction que les limites ^,, p.i,v, des trois quan-
tités -i\'C,'' — 'C'/]', '(^ — ^Q', ^'r\' — T]^ ne soient pas nulles à la fois, les
six éléments hyperboliques a, e, i, ly, vs, 9 tendent vers des limites finies
quand le temps croît indéfiniment,
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Passons à la détermination des six éléments elliptiques a!\ e9', i^
l^y ^y Q1 du second mouvement osculateur. L'élément a1 est déter-
miné à chaque instant par l'équation

^ -1- y/. + ̂ 2 ^ ml±ml - __ ^l^^
• , «-</ I f 1 M ——— ^ •——————-———r— ————. yr a

et par suite a une limite finie et plus grande que zéro. Les trois élé-
ments ^5 i ' , y sont déterminés par les trois équations (^)

1 y z ' — . ' 5 y f ==. ^/( m^ 4- m^) a' ( t — e ' 2 ) si n i' sin 0',
(^) < ^^/ — x z ' = — ^/(wi -+- Wa) a^i -— e^ ) sin i' cos 0',

( .ry-—ya7/= \/{m^-}~ m^ a\ï—^^cosf,

et par conséquent suivis par continuité, tendent aussi vers des limites
si l'on suppose que les limites \, (^, v^ des trois quantités y^ — zy\
z^ — xz1, xy1 — y^ ne sont pas nulles à la fois. La l imite de l'excen-
tricité e! est différente de l'unité, et celle de l ' inclinaison if n'est pas
un multiple de ir. Remarquons encore qu'en élevant au carré les deux
membres des équations (55) et ajoutant, on obtient

(yzf—zy)î^(s^—^sry2^(a!/—y^')2=(m^mz)af(l—er2);

de sorte que la distance r^ <a/(i — e1) finit par être supérieure à une
longueur fixe plus grande que zéro, pourvu que les trois limites
^2» P-a? ^2 ne soient pas nulles à la fois.

L'élément CT' est déterminé à l'instant t par les équations (2)

(/rii-t-ma) - + ( zx'—xz') z 1 — {xy' — yx'^y'

=— ( wi •+• m^e1 [cos Q' 008(^—0')— sin ^ sin^--- ô^cos^],

(56) J ^^^^^^^(^—^^^-(y^—^y)^
==— (mi4- w2)<? / [s in0 /cos(OT /—0 / ) - t - cos^ sill(^^J/— ^) cos^],

( /n^+ma)^ -+•(J'-s /—^y /)y—{zx'—œz'')^'
^—(m^ m^)e1 sin Ç^--6^)3^} t 1 ,

( 1 ) Si la position limile du poîni de coordonnées f z ' — ^ s / ^ x ' — .ys', xy'—j.y/ n'est
pas l'origine, on peuL faire en sorte que celle position limite ne soit pas non plus un
point de Faxe Oz (cf. supra, p. 75, noie 2).

( 2 ) Si l'excentricité ff7 e@t nulle à l'instant ^ les trois équations considérées laissent
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si l'on suppose la limite de l'excentricité é différente aussi de zéro.
Enfin l'élément ^ est déterminé par les deux équations

^—^Sin^rr/^-i-^-^ ^==V^t^
a^

r=: a' ( i — e ' c o s u ' ) ,

après élimination de la variable auxiliaire u!'. Mais de ces deux der-
niers systèmes d'équations ne résulte pas immédiatement ( { ) que les
deux éléments m1 et ^ tendent vers des limites.

Pour parvenir à ce dernier résultat, nous considérerons le système
classique des équations différentielles auxquelles satisfont les six
éléments osculateurs a1\ e1\ i1\ /ç, ^^ 0', et en particulier les deux

comme il convient la longitude du périhélie CT' complètement indéterminée. Dans le cas où
la limite de l'excentricité e' est nul le , pour avoir encore six éléments déterminés à chaque
instant et tendant vers des limites, il suffit de subst i tuer aux deux éléments e' et m' les
deux variables e' cos^ et ^ sinw' qui tendront vers zéro (cf. TISSERAND, Traité de Méca-
nique céleste, t. I, p. 170; et POINCARÉ, Leçons de Mécanique céleste^ t. I, p. 70).

( 1 ) Cependant, pour démontrer que la longitude du périhélie "G/ tend vers une limite
finie, il suffit de démontrer que les expressions figurant aux premiers membres des trois
équations (56) tendent elles-mêmes vers des limites finies. Or la dérivée par rapport au
temps de la première de ces trois expressions est

/' TC1 y /' ^
(m^m^) ^ " + (z^ — .rs^-t- (z^ -. xz")z' - (.r/ —yx')^— (xy'-yxlf)yf

ou, compte tenu des équations (4) et après réductions,

m^ {zx'^ x^^ + (xf-r^y} (-^ + ̂ »
\ ' 13 / 2 3 /

4-W3[(/s<^-~.^•3 /.)Ç-+•(5Ç-~..rÇ)5 /—(.ry—J.r')ï] — (>î] — y^)-y'} {— — —} .
. V ^ a s r \^ /

I.es quantités z x — x z ' ^ .y'—jj/ tendent vers des limites finies, .z',^;s sont bornés;
d'après l'inégalité (%9) , les produits de la différence -—- ——r- par ç, T], Ç sont en valeur

7123 r ï 3

absolue inférieurs à '•——^—'• D'autre part , le second membre de F équat iondes forces

vives est de la forme "-? puisque r est borné (cf. p. 38); j"'2, z^ sont de la même forme,

et I j 7 ) , | -3' de la forme —., donc les produits ^r^jj', .r s', 33^ sont bornés en valeur
' \ / r

absolue.
Au total, la dérivée considérée est de la forme ~ = — • Par intégration, on voit que

P " , ! /
l'expression correspondante, et par conséquent la longitude du périhélie w^ tendent vers
des limites finies. l
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équations différentielles renfermant les deux dérivées ( i ) -r-? — :

, ___ ^
\ ^ = ̂ /T^ àR ' tang a ^

(67) ] ^ ~~" ^/2^ àe' + ,^/2^i_^2 ^" /3

1 ! ____ i'

^o_ ^R , ,f—r^-\f^=^à^ _!"!!_ ̂ .
l ^ ~ n ' a ' àa! 1 v /À^^e7 ^ -l~ ^/a^ \/i_ ^2 ai' ?

dans ces équations, la fonction perturbatrice R admet l'expression

•-^^/^^^v
^1^2 \^23 ^î3 P /

et sous la condition r<^ p le développement

-^^C! [3 (su€^ _ il "
mg p3 L2 / 2 P2 '2J

/ -» ^ \ /'3 n / S ^ £ \
. +(^-^)^P3(-^-}+-

».n / C y, ï \

+ K-1 + (-1)- ̂ -1] ̂  l\ (^) + ...,

où P,^ désigne le polynôme de Legendre de degré n.
D'après les résultats que nous avons acquis, le quot ient r- tend

vers zéro quand le temps croît indéf in iment , et le développement pré-
cédent est certainement valable si t est assez grand.

Pour montrer que les deux fonctions ^ et l^ tendent vers des
limites finies, nous allons former des limit.es supérieures des seconds
membres des équations différentielles (07). Dans ces seconds mem-
bres, les coefficients des trois dérivées part iel les ^ ^R ÔR sont1 àa àe ai
bornés puisque a! tend vers une limite f inie et plus grande que zéro,
^ vers une limite différente de o et de i, et ^vers une limite qui n'est
pas un multiple de TC. Pour calculer les dérivées partielles ^R ^ àR,1 <w àe1 a i '

(1) Cf. TISSERAND, Traité de Mécanique céleste^ t.ï, p. 169.
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il faut considérer dans la fonction, perturbatrice R, ^ Y], Ç, p comme '1
constants, et imaginer qu'on substi tue aux trois coordonnées^, y, z
et à la distance /• =: ^oc^ -}-^y2 -s- z2 leurs expressions en fonction des
six éléments a1', \̂ i 1 ' , ^, ̂ , V et du temps.

La première de ces expressions est par exemple

(58) x =-" ^(cos^ - 6^) | cos^ cos (^f— Q ' ) — sinô' sin(^—- Ô') cos^"]

, "4- aV^^'67Tsiîl^< /[sin6' /cos(CT'----^) -h cos0' s in^—- Ô^cosf] ,

la fonct ion ^/ désignant la fonction ^ impl ic i te définie par l 'équation de
Kepler

^ — ci y, ci ^/ ̂ ^,/ ^ ^_- /^ — ̂ jf ̂

d'où les formules telles que

. ^R^o^K/^f , ^- à^\
Ja' ^ ^ ̂ ^ "+" rJï? >< do7;

Or il estcla'îr, d'après l'expression (58), que les quatre dérivées par-
,. • i l àx à^ • à^ ôx , , , ^, . , i , - A i » 'tielles —? —/? — T Î —7 sont bornées. D autre part, en dérivant 1 equa-àci' àe1 à t ' au i i

(ion de Kepler, on voit que la dérivée par t ie l l e ",-7- es( bornée, et que la

dérivée part ie l le -y- est égale au produi t de t par une fonct ion bornée :
(}Ct

pu i sque le diviseur i — e ' cosu est supér ieur ou égal à i — ^/. On aura
donc

()H ., â'R àR ^,()R àR ^ àR—^t-x^û—î —-7=: S b—y -^==bo—-
àa' àx âe' àa; ai' ôx

VO 1 ^

Enfin la dérivée partielle-T-est 'visiblement la somme d'une série de
fractions de la- forme

b b b_ _,i _ i_ i __, ,„)—
^ ' /* 1 ' . " ' ' ^ < + î • • • ,

don t les niimérateurs sont bornés dans leur ensemble, puisque r est
borné, et que p est un i n f i n i m e n t grand d'ordre 1 par rapport au temps.
On obt ient au total

" ^ 1 1 ' ! ^ ÔR ^ b l l • < w — 'b, <!RII—^ ' ' ! ' 1 1 1
. j^, -y c)^""".^5 al' "~ t^

Afin. Ec. iVorm., ( 3 ) , XX.X.ÎX. — MARS 19^2. t l
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et par conséquent
d^ _ b ^o_^.
W^T^ df t^

d'où résulte que les deux éléments ̂  et ^ tendent vers des limites finies
comme les dix autres éléments oscillateurs.

Remarquons que les dix autres éléments osculateurs satisfont à dix
équations différentielles analogues aux deux équat ions (57), où la
fonction perturbatrice relative aux six éléments hyperboliques

M i <%i 0 2 __ î '

^'23 ^'13 ? /

ne diffère de la fonction R que par un facteur constant. Les dérivées
partielles de cette fonction par rapport aux trois coordonnées Ç, Y], G
peuvent être développées de même en séries de fractions dont les nu-
mérateurs sont bornés et dont les dénominateurs sont des puissances
croissantes du temps. Par suite, la démonstration que nous appli-
quons aux deux éléments CT/ et ^ est valable pour les dix autresy et
d'ailleurs le système différentiel considéré peut être simplifié par Fin"
troduction d'éléments canoniques; mais la démonstration ainsi consti-
tuée est moins intuitive que celle que nous avons développée. Ajoutons
que l 'une ou Fautre- démonstration donne facilement l'ordre de gran-
deur de chacune des différences entre les douze éléments oscillateurs
et leurs douze valeurs limites : pour l 'élément a, cette différence est
de la forme -3; pour l 'élément î y de la forme 7; et pour les dix autres

U ! ! ! • • tt • •• . ' ' ,

éléments/de la forme-j •
Traitons enfinla question du prolongement analytique du mouve-

ment hyperbolique-elliptique au delà de la valeur infinie du temps.
Poincaré a précisément choisi ce mouvenient comme exemple (') et a
proposé de prendre comme prolongement analytique le mouvement
hyperbolique-elliptique tel que les douze m-èmes éléments osculateurs
tendent vers les douze mêmes valeurs l imites quand le t^mps t tend
par valeurs négatives vers — co. Mais il est clair que l'expression (51 )
subsiste dans tout prolongement analytique autour du point ^===co, et

(1) Les méthodes nouvelles delaMécfiniquecéleyte^i.}l\f\ï.i6^
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par suite, sur le segment négatif de l'axe réel, la distance p a des
valeurs imaginaires à cause du terme 7-3—,73—7-3 ios,t.j^ —^_ i^ "" _j— ^ c.

Cherchons donc un prolongement analytique du mouvement hyper-
bolique-elliptique où les coordonnées cartésiennes et leurs dérivées
par rapport au temps aient des valeurs réelles. Les équations

e sb u — u =- n. t -+- IQ — n?, p == a Ce ch u — i),

u/— e' sinu' == n' £ 4- IQ—V5'j r'=a' (i— e1 cos^)

subsistent dans ce prolongement analytique entre les prolongements
des diverses fonctions qui y figurent. Puisque la trajectoire prolongée
est réelle, les quantités e, n, I Q , CT, p, a et e', n ' y Ï^ CT', r, a! sont
réelles, et par suite aussi les deux quantités ch^ et cosu\ Quand cosz/
est réel, u! est réel ou a pour partie réelle un multiple de 'rr. Si
l 'on avait a1 === NT: + i^, v étant réel et N désignant un nombre entier
nécessairement fixe, puisque le prolongement de la fonction u est en

, * i - /* . ,. i . , u ' — e ' s u n / — l ' . - ^ ^ 'particulier une ionction continue, le point t = —————-,——{"——
devrait varier dans son plan sur une parallèle à l'axe des quantités pure-
ment imaginaires. Si ̂  est réel, t l'est aussi : t étant réel ne peut être
positif, car il y aurait non plus prolongement du mouvement primitif,
mais rebroussement de ce mouvement sur lui-même. Il faudrait donc
que, dans le mouvement prolongé, t soit réel et négatif : nous avons vu
qu'il est impossible alors que la trajectoire soit réelle. Donc le mouve-
ment hyperbolique-elliptique n'admet aucun prolongement analytique
où les trajectoires soient réelles^ et cela que le temps reçoive des valeurs
réelles ou imaginaires.

Il importe d'insister sur ce que., dans ce n° 9, nous n'avons tenujus-
qu'ici aucun compte du signe de la constante des forces vives À. Tous
les résultats obtenus seront encore valables si h est nul ou négatif,
pourvu que soient remplies les deux conditions qui caractérisent le
mouvement hyperbolique-elliptique : deux distances mutuelles sont
des inf in iment grands d'ordre i par rapport au temps et la troisième
est bornée» Dans cette double hypothèse, nous avons représenté
le mouvement des trois corps par deux mouvements osculateurs et
démontré que les douze éléments de ces deux mouvements tendent
vers des l imites, excepté si les limites )^, p^, v, des trois quantité?
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r^cf — Çy/, t ' y — ̂ /, '^f{ — r^, ou les limites ÎL, ̂  ^2 des trois quan-
tités y z 1 — ^y7, ̂  — x-z1\ xy1 — y^ sont nulle.s à la fois. Les 'mou-
vements hyperboliques-elliptiques dépendent évidemment de douze
paramètres comme les mouvements les plus généraux du problème
des trois corps, savoir les valeurs l imites des douze éléments oscil-
lateurs.

Enfin, tant que la constante des forces vives h est supérieure à un
nombre positif fixe, les douxe éléments oscillateurs t enden t uni for -
mément vers leurs valeurs l imites; et ces valeurs limites, comme celle
du rapport ,- et comme les coefficients des développements (27) et,
(49), sont fonctions continues et holomorphes des conditions initiales
du mouvement. Indiquons de suite que nous ne retrouverons ni cette
convergence uniforme ni cette con t inu i té quand la constante h est,
nul le ou négative (1).

10. Que pouvons-nous dire des mouvements hyperboliques-ellip-
tiques qui échappent à notre représentation? •

Considérons d'abord les mouvements où les trois quantités r\Q— '(r/,
Ç Ç 7 — ÇÇ' , ÇT/ — y]^, ou bien les trois quantités y z ' -—zy^ zx1 -"- xz1',
xy -—yx1 n'ont pas seulement des limites nulles, mais sont cons-
tamment nulles. Dans les deux cas les six quantités considérées sont
constantes pendant le mouveaient, d'après les intégrales des aires :
donc la dérivée de la quantité ̂  — t'r\, égale à

(09) r^'^W=a,a^\riZ^^)(^———\,
V a » r \ \ ï / [

et les deux dérivées analogues, sont iden t iquement nulles. Par suite,
de tels mouvements doivent satisfaire :

i° Ou bien aux équat ions
ç » ^ _ S
x-'y'-^

c'est-à-dire que les trois corps sont constamment en ligne droite;
(1) D'après la propOAiLion énoncée dans la noie i, de la page 31, il est impossible qu'il

existe dans la région de l'espace à douze dimensions où la constante des forées/vives est
négative, une hypersphère d'où ne partent même dans un sens que des Irajectoires hyper-
boliques-elliptiques, du moins si les trois masses sont différentes de zéro. Cf. page 71.



SUR L'ALLURE DU MOUVEMENT DANS LE PROBLÊME DES TROIS COKPS. 85

2° Ou bien à la condition

c'est-à-dire que les trois corps forment constamment u n triangle iso-
scèle de sommet ^3.

Si, dans un mouvement, les trois corps sont constamment en ligne
droite (1), ou bien ils sont sur une droite fixe/c'est le mouvement recii-
ligne, ou bien le mouvement considéré est le mouvement d'Euler, où
les rapports des distances mutuel les restent constants, et qui ne sau-
rait être hyperbolique-elliptique. Le mouvement rectiligne hyperbo-
l ique-el l ip t ique peut évidemment être représenté par une dégéné-
rescence d-u mode de représentation général, savoi i \par les équa t ions

sh u — u == --y ( / — T ). p -== a ( cl i / / — i ),
a2

u'^-shru^ ̂ "^(/^T^ r^^O—cos^ ) ;

les douze éléments oscillateurs se réduisent aux quatre éléments a, T,
a', ï7, qui tendent vers des limites finies quand le temps croît indéfi-
niment .

Les solutions isoscèles du problème des trois corps comprennent
d'abord le mouvement de Lagrange, où les trois corps forment cons-
tamment un triangle équilatéral, et le mouvement d'Euler quand les
deux masses extrêmes y sont égales : ces deux premiers mouvements
ne sauraient être hyperboliques-elliptiques. Les solutions isoscèles
comprennent en outre les mouvements su ivan tSy où les deux masses
m^ et m^ doivent avoir des valeurs égales, si le triangle isoscèle a pour
sommet la masse m^ ; le mouvement avecaxe de symétrie, où les trois
quantités r^Q — Çr/? (^ — SC^ ̂ / — '^/ sont nulles, et les trois quan-
tités y z ' — z y , z x ' — o c z ' , x y ' — y x ' sont constantes, mais non nulles

( l ) La proposition a été démontrée par M. Wilczynski (Ânnali dl Matematico^ 3e série,
t.XXI, 1 9 1 3 , p. 8), qui a appelé aussi « solutions îsoscèles du problème des trois corps »
les solutions où .les trois corps forment constamment un trian'gle isoscèle.
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toutes les trois ; le mouvement avec plan de symétrie, où les trois quan-
tités YJ^- Ç^/C^- ̂  ^—r\Ï! sont constantes, mais non nulles
toutes les trois, et où les trois quantités y z 1 — zy\ z ^ — x z ' ,
gçy' — yx sont nulles; et enfin le mouvement plan avec axe de symétrie
dans son plan, où les six quantités considérées sont nulles ( 4 ) .

Quand ils sont hyperboliques-elliptiques, les trois derniers mou-
vements admettent évidemment comme représentations des dégé-
nérescences du mode de représentation général, analogues à la
représentation que nous venons d'indiquer du mouvement rectiligne
hyperbolique-elliptique.

Je n'ai pas réalisé d'exemples de mouvements où les trois quantités
'^Q - ̂ T/, ̂  - ̂ , ̂  - Y]^ ou bien les trois quantités y z 1 - zy\
^^ _ x z ' . . x y ' — y x 1 tendent vers zéro quand le temps croît indéfini-
ment sans être constamment nulles. S'il existe des mouvements hyper-
boliques-elliptiques où les trois quantités y z ' — z y ' y z x ' — o c z ' ^
^y1 —yx1 tendent vers zéro sans être constamment nulles, à chaque
instant où les deux quantités y ^ — z y ' y zoc' — x z ' ne sont pas nulles,
les six éléments elliptiques a7, <?', i1\ l^ m1, V sont déterminés. En
particulier on obtient, en ajoutant la somme des carrés des trois équa-
tions ('55),

S(y^—^y / ) 2 =: (Wl•4~/?22)^( I—^ 2 )*

Or, d'après l'équation (59) et la première intégrale des aires, la quan-
tiléy^ — z y " est de la forme — == -^; donc les quantités 7^ — zy\

zx^— œ z ' y xy!—-yûcr sont de la forme ^- Donc, dans de tels mou-

vements, la distance périhélie a'(i—ê') est de la forme ^-
Remarquons enfin que, si les limites À, , y^y v^ ^2» ^a? VsSOî11 nulles

(1 ) Le moiivement avec axe de symétrie, le mouvement avec plan de symétrie et le
mouvement plan avec axe de symétrie dans son plan ont été signalés pour la première
lois parM.Fransen(®fwr^^jfÂ"o^. Fete/iskaps-Âkaderniens Fârhandiin^ar, arg ̂ ,
1895, n0 t0/ pp. 783-8o5). Voir aussi WILCXYNSKÏ, loc. cit.', et GHAZY, .Bulletin astrono-
mique y ^ s^nQ: Mém^ t^ifî'àW.W
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à la fois, les trois constantes des aires A, [JL, v sont nécessairement
nulles/"'et', d'après le théorème ( ^ ) de Dziobek, le mouvement est
plan.

( 1 ) Ce théorème a été démontré de façons diverses au moyen des coordonnées carté-
siennes {cf. DZEOBEK, Die rnafhematischen Theorien der PIcuîeten-Jîewegungen, Leipzig,
1888, p. 68; SUNDMAN, Acta Soc. Se. Fennicœ, t. XXXIV, 1907, n0 6, p. 1 7 ; CHAZY,
Bulletin astronomique^ t. XXXV, 1 9 1 8 . p. 335).

on peut encore le démontrer comme suit au moyen des variables canoniques. Employons
les mêmes notations que Poincaré dans Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste^
t. I, p. 89. Les intégrales des aires, nulles toutes les trois, donnent les trois équations

pô-h^ô^o, e^r, IÎG==^G'

(puisque pi, (j, p\ G' sont essentiellement positifs et ne peuvent annuler l'expres-
sion |3Gr-t- P'G'). On déduit, par dérivation des deux premières équations,

, dQ Q/^e' dQ d^
^^TÎT^0- T l ï ^ J i 9

et, par combinaison avec les équations canoniques,

<^F . ÔF _ î à_F _ i rJF / ' ,
5i "+" ^Q7 "~ 01 p <)é ~ ]? Si? ; ,

de sorte que la fonction F ne dépend des variables 0 et 0' que par la différence 9 — ô', et
des variables © et 0'que par l'expression pQ-^j^ô'. Comme les quantités 0—O^pô-s- f ï 'ô '
sont identiquement nulles d'après les deux mêmes équations des aires, les dérivées de F
par rapport aux huit autres variables sont indépendantes des quatre variables 0, 6', 0, ©'.
Dès lors, parmi les douze équations canoniques écrites par Poincaré, les huit équa Lions
des deux premières colonnes se séparent, et se ramènent évidemment aux hait équations
du problème plan écrites à la page précédente.

Au point de vue géométrique, en considérant les deux vecteurs représentant les
moments par rapport à l'origine des quantités de mouvement dans les deux mouvements
oscillateurs, on voit de suite qu'à un instant quelconque dans ces deux mouvements les
longitudes du nœud diffèrent de r: et les inclinaisons sont supplémentaires; donc, à
l'instant considéré, les deux points de coordonnées ç, 'n, Ç et .?",./, -s et leurs vitesses
sont dans un même plan. Par suite/dans le mouvement par rapport au centre de gravité,
les trois corps et leurs vitesses sont aussi dans un même plan, qui reste nécessairement
fixe pendant le mouvement.

Ajoutons une dernière remarque en nous reportant à la page 37 du même volume de
Poincaré. Puisque le crochet de Jacobi de deux intégrales des aires est précisément égal
à la troisième intégrale des aires, il résulte déjà que, quand les trois consfantes des aires
sont nulles, le nombre des degrés de liberté s'abaisse à 3 comme dans le mouvement plan.
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• • CHAPITRE IIL

LA CONSTANTE DES FORCES VIVES EST KULLE.

• î ! 1 ! , . " . , ' 1 !

il. Dans un travail précédent ( ' ) , j ' a i étudié certains mouvenienfcs
du problème clés n corps correspondant à la valeur nul le de la cons-
tante des forces vives. J'ai appelé ces mouvements paraboliques parce
que dans ces mouvements comme sur les trajectoires paraboliques du
problème des deux corps, les distances mutuelles et, excepté pour clés
directions particulières des axes, Jes différences des coordonnées
des n corps sontdes inf in iment grands d'ordre ^ par rapport au temps.
Réciproquement, j'ai caractérisé les mouvements paraboliques par la
double condition (2) que la constante des forces zwes est nulle^ et ([ne
les3n quotients'-^i ^? ̂  sont tous bornés quand le temps croît indéfi-

, , . ! ^ {s t-s ^t -• • •
niment.

La configuration des n corps quand ils s 'é loignent i ndé f in imen t sur
des trajectoires paraboliques n^est pas quelconque : cette configuration
tend nécessairement vers l ' u n e de ces configurations, recherchées
d'abord par Euler et Lagrange dans le problème des trois corps, et qui
peuvent rester semblables à elles-mêmes au cours d'un mouvement.
Les trajectoires paraboliques partagent d 'ai l leurs la propriété précé-
dente avec les trajectoires sur lesquelles les n corps se choquent tous
en un même point de l'espace au bout d'un iptervalîe de temps fini.
Dans le problème des trois corps exis tent a ins i deux sortes de mouve-
-ments paraboliques correspondant aux deux configurat ions d'Euler et
de Lagrange. A la configuration recliligne correspondent des mou-
vements paraboliques dépejKlanI de d ix paramètres, au l ieu de douze,
dont dépendent les mouvements les plus généraux. Au t r iangle équila"
téral correspondent des mouvements paraboliques dépendant de neuf
pararpètres.

( 1 ) jBulletin astronomique, l. XXXV, 1 9 1 8 , pp. S^I-S^Q.
(2) Loc, ciL, p. 364,
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Dans le problème des trois corps et pour la valeur nulle de la constante
des forces î)ives^ nous nous proposons ici d'étudier quand le temps croît
indéfiniment les mouvements antres c/ne les mouvements paraboliques.
Nous devons donc supposer que l 'un au moins des neuf q u o t i e n t s ^9

^ •11

-r, ^(/== i, 2, 3) n'est pas borné quand le temps croît indéf in iment .
/;i /i

Nous emploierons les no ta t ions (1) du travail cité. Nous poserons

'.r^X,/^, r / m Y / ^ , z^Z^ ( / = i , 2 , 3 ) ,

de sorte que l 'équation (i) en —x-1 devient

(60) ^^A-2x^-^
ai1 0 cil 9 mi à\t

où l'on a substitué clans la fonction U les neuf variables X,, Y/, Z/ aux
neuf variables ;r,, y^ z^ Nous ferons ensuite le changement de
variable

( f, ̂ er\ • u .== iog^,

de sorte que la variable u croît et tend vers -+- ^en même temps que t.
L'équation (60) devient

^X, __ r d^, 2 i â'V
( v t ) , 7U^~~Ï 'du^ 9x''"h ~m~, àTi9

Par les inôî'nes changements de variables, et si l'on pose en outre

Ï -=J^ ou J=r lm,SX, 2 , .

l 'équation des forces vives et l 'équation de Lagrang-e deviennent

(6.) ^(^^^^^^,,X^,

(63) ^Le^-2^^7^
(1) Loc. cif., p. 336 et 364.

Ànn. Ée. Norm., ( 3 ) , XXXIX. •— MARS 1922. 13
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où l'on a substitué comme dans l 'équation (60) les variables X,, Y/:,- Z^
aux variables x^ y^ z^ dans la fonction U.

Éliminons la fonction U entre les deux équations (62) et (63) :

/,,, . '^J ûfj ^ -, /^XA-2

(64) — -+- — ==im^S -7— ?v / du2 du \ du J

et discutons l'équation obtenue.
La fonction J Qsst positive ou n u l l e , et ne •saurait être bornée quand

la variable u tend vers -l-x;, sans quoi ' tous les X/-, Y/;, Z/ seraient.
bornés, et nous retomberions sur une trajectoire parabolique. M a i s J
est f ini pour toute valeur f i n i e de u, puisque I est fini pour toute valeur
finie de t. De même la dérivée — est f inie pour toute valeur f in i e de u^
car on a

f O _ ^ / ^ \ _ F _ _ 4 1du^^r^ 3^
et pour toute valeur finie de t la quant i té ï et la dérivée I' sont f inies.

La fonction J(z/) ne peut avoir de maximum. En effet, à une valeur
de u qui annule la dérivée première —? ne peut correspondre un

maximum de la fonction J(^) que si la dérivée seconde —p et par

conséquent d'après l 'équation (64) la somme Sw,S ( — — ) ' qui ne

peut être négative, f inie ou inf in ie , sont nu l l e s : les neur dérivées —~\

^, ̂  sont nulles. D'après l 'équation (63), — etc— étant nuls , et J
fini, la fonction U(X,, Y,, Z,) est finie, et par suite il en est de même
de toutes ses dérivées partielles par rapport aux neuf variables X,,
Y,, Z,,du premier ordre et d'ordre quelconque. D'après l 'équation (61),
-— étant nul et X, et -ry finis, "-"7— et de même les huit quantités
analogues sont encore finis. En dérivant l'équation (64)

/^ ^J ^J y c^X, ^X/(05) ^ ^ ——— + ——— ==: 21 /71 /S——— ————? ,di^ diê du. du^

c^Ï ' 1 ; ! - ! ! . ! : . ! 1 ! 1 ^ ! " ! 1 • 'on voit que — est n u l . En dérivant l 'équation (61), on voit de même
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d3 X •que --— et les huit quantités analogues sont finis. En dérivant à
nouveau l'équation (65)

d\] d^S ^ ,JX,^X/: ^ <,/^XA2

-.— -+" ——i ̂  ̂ -^n,S—— •——— -h 22-m/S -7— ?du^ du3 du du'^ \ du^ )

on voit enfin que la dérivée quatrième -.— est finie : la valeur u consi-
dérée ne peut correspondre à un maximum de la fonction J(^) que
si — ? et par conséquent —— et les huit quantités analogues sont
nuls. Dès lors la solution considérée du système différentiel formé de
l'équation (61) et des huit équations analogues, se réduit nécessai-
rement d'après le théorème de Cauchy à la forme

Xi== co'nsl., Y^=consl., Z/-==const . ( ^ " = = 1 , 2 , 3)

et correspond à une fonction J(^) constante et à une trajectoire para-
bolique particulière.

Donc, quand u varie de — oo à -4-co et t de o à -+-co, la fonction J(^)
n'a pas de maximum. Etant positive e t - f in ie , mais ne pouvant être
bornée quand, u tend vers + co, celle fonction tend nécessairement
vers 4- a:, et la dérivée — finit par être positive.

/T / /-7V" \ <ï

II résulte alors de l ' équa t ion (62), où les quantités — et Sw,S[ -— )
sont positives ou nulles, que la fonction

•n ( \ Y 7 }=:- ^^'h ^ ̂ 'i _ĵ î _
" ' " 1 ' / ' 1 1 ' / ? "" v/S(X2—X3)2 ^(Xg-xo2 ^/S(Xi-x,y2

tend vers "+" oo y comme la fonction

J = m^m^(\^— X,02+ W3/yiiS(X.3-- XO2-^ ^i^2S(Xi— Xa)2.

Quand J tend vers 4- ̂  avec u et ^ à chaque instant l 'un, et par suite
deux au moins des trois dénominateurs figurant dans l'expression
de U(X;, 'Y/, Z/) sont arbitrairement grands : puisque cette expression
tend vers l ' infini , i l faut qu'en même temps le troisième dénominateur
soit arbitrairement petit. Par suite, il ne peut y avoir échange. L'un
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des dénominateurs , soit v'S(,X, — X,)2, tend vers zéro, et les deux
autres tendent vers l ' in f in i . Les rapports de ces dénominateurs sont
les mêmes que ceux des distances r^, r;^, r^ : donc, si. l 'on revient
aux notat ions du n° 3, le quotient1- tend vers zéro quand t croît indéfi-
niment.

Puisque l'expression

,_ 1 __ î / (mi-i- fn^m^ „ m^m^ ^\ _ P2 p^-i -+• ^•i'}^ A
J —— —— —— —~ î ————————————————— 0 " ~T~ "-—————————— / " l —— ——~ « " " . 1 ^

^ ^\ ^ 1 /ni+w, ) ^{ M J

tend vers l ' i n i i n i , i l f a u t que le quoticnt^-> elafordorila disUmce p,^

tendent ws r in fini»
).) ' '

Dès lors l 'équation (3) en €— est de la fo rme

^__ b br'1 __ b £ _ b _ £
, - — pi 4- -pT — p2 + p- "~ pi ~ ^ ?

puisque le q u o t i e n t 1- tend vers zéro et le quo t ien t 4 v(îrs l ' i^ tmi*

Donc la dérivée ?', et de même les dérivées 'r\ et ' C y tendent vers des;- <„.
limites finies. Los q u o t i e n t s ^ -^5 1 t endent respectivement vers les

trois mêmes valeurs l imi tes , et le quotient' lend vers une limite finie
dont le carré est la somme des carres des trois valeurs précédentes.

Je dis que la limite du quo t i en t^ n'est pas nulle. En effet, démon-
trons d'abord que la dérivée p' tend vers une l imi te , qui sera nécessai-
rement la même que celle du quotient £• L'équation (5) est de là forme1 • i '

(66) p^-Ml-^+^+^^-^^-M-^+^^-T^^
P3 P* P'' P' P

d'après la seconde des formules (u), l ' inégalité (29) et puisque le
quotient, '- tend vers zéro. Pour avoir une limite supérieure de la quan-
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thé YfC— Çr/, formons avec les deux équations (3) en d^ et, ̂  la1 v " cet'1 d^
combinaison

d'où
r^-Çrf= a,a,M(-^ - Çj) ( —— — -i"

r,;, /••

A,.2 „
W/ "y // (" <:'r^—W~=—— = ̂ ,

o3 À

^

d'après l'inégalité (29) et pu isque^ tend vers zéro et 4 vers l ' inl lni .
P ^Tf

En intégrant à partir d'un instant assez éloigné mais fixe, on voit que
la quant i té r^CJ — tr{ est égale au produit de ^ par une fonction bor-
née quand le temps croit indéf in iment , et l'on dédui t

S^—gr/)2 __ bè _ e

p3 . p3 P" 2 '

t^puisque — tend vers zéro. L'équation (66) est donc de la forme

(67) , p^^M:^.

11 résulte que la dérivée première p' f in i t par décroître/et en par-
t icul ier tend vers une l imite quand le temps croit indéfiniment . Donc
Ut dérivée p 1 tend i}ers la limûe positive ou nulle du quotient ^ ( ( ).

Admettons que cette l imi t e commune soit nulle- Mult ipl ions l'équa-
tion (67) par 2;/, et intégrons l 'équation obtenue de l ' instant ^== -hoc

( 1 ) L'existence de ceLte limite de la dérivée ç peal se déduire aussi de FéquaLion
suivante, qui résulte de l ' identité de Lagrange

^^^_S(^:>3,

2 1 . •

et dont le dernier terme est de la forme — et par conséquent tend vers zéro : donc o'
P"

a une limite dont le carré e/st la somme des carrés des limites des dérivées !;', r/, Ç'.

Mais l'équation (67) est utile pour démontrer que la limite commune de p' et r n'est pas

nulle.
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.à l ' instant t : il vient/puisque p tend vers l ' infini et p' vers zéro,

^Md+s^ ^p^^(^s).

^ 3 '3 ___

La dérivée ^ y/p p' de la fonction p' tend vers la limite f inie ^ ^M
i

quand t croît indéfiniment, donc le quotient ^ tend vers la même

limite : circonstance incompatible avec ce f a i t que le quotient-^ tend
^

vers l ' i n f i n i . Donc la limite commune de la dérivée p' et du quotient 2 est
plus grande que zéro.

Considérons l 'équation des forces vives sous la forme (8) : la cons-
tante À est nulle, r^, r^ tendent vers l ' infini et ^, ï]7, i^vers des limites
dont la somme des carrés est plus grande que zéro. Donc l'expression
^..4_y^4-^ ̂  m,4-/??2 ^j ̂ ^ ^^ jin^e négative : il, résulte que

2 .-/• ° •l

la distance r est bornée,
Dès lors nous retrouvons les deux conditions du n° 9 : la distance r

est bornée et la distance p correspondante est un infiniment grand d'ordre i
par rapport au, temps. Par suite le mouvement des trois corps est un
mouvement hyperbolique-elliptique^ représentable en général selon les
résultats obtenus au n° 9, et avec les circonstances d'exception con-
sidérées au n0' 1.0, par les deux mouvements osculateurs classiques,
doni les douze éléments tendent vers des l imi tes ; d'ailleurs les valeurs
limites des deux éléments a et ar satisfont à la relat ion

77l i /7Za lima •=-( /ni 4- Wg ) nu li in a'.

Donc, dans le problème des trois corps, quand la constante des forces
i)ives. est nulle^ le mouvement est exceptionnellement parabolique^ maù
en général hyperbolique-elliptiquey et dans ce cas peut être de trois
sortes différentes suivant celle des trois masses qui s^éloigne indéfi-
n iment des deux autres. Dans l'espace à douze dimensions, toutes les
trajectoires correspondant à la valeur nulle de la constante des forces
vives, sont situées sur la variété algébrique à onze dimensions^ dont
l'équation est l'équation (8) où Ton annule À; toutes ces trajectoires
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dirigées sont des trajectoires liyperboliques-ell.i'ptiques,.de trois sortes
différentes, a l 'exception des trajectoires parabol iques qui forment sur
la variété algébrique à onze d imensions quatre variétés analytiq.ues,
l ' une à neuf d imensions , et trois à dix dimensions.

CHAPITRE IV.

tî. Nous nous bornerons encore au problème des trois corps, et
nous remarquerons que a priori le cas où la constante des forces vives h
est négative se subdivise en trois, selon que la quant i té posi"

V s) .1

tive ï == ̂ ^lk^ tend vers -4- co, est f inie , ou est tantôt bornée, tantôtM.
i n fl n i m e n t gra n d e,

Premier cas : I tend vers •+• ce.

- -Quand le temps croîL indéf in iment 1 1 , à chaque in s t an t l 'une, et par
suite1 deux au moins des trois distances mutue l les sont de l'ordre de
grandeur de la/racine carrée de I. Mais1 les trois distances mutuel les ne
peuvent être s imultanément de cet ordre de grandeur, cardans l'équa-
tion des forces vives (7)5 le premier membre est pos i t i f ou nul , et le se-
cond sera i tvois in de la quan t i t é négative h : donc à chaque ins tan t l ' une
des distances.mutuelles est nécessairement bornée. Dès lors il ne peuty
avoir échange. La même distance mutuelle, soitr^, restera bornée^ et les
deux autres^ r^ et r^, lendroni vers F infini de même que ta quanti té I.

Revenons -aux notat ions du n0 3; r est borné et p tend vers 4-oc;
le r a p p o r t ^ tend vers zéro comme dans des calculs précédents. Je dis

que le quot ient p- tend vers. une limite. En effet Inéquat ion (5 ) est de la
forme . . ,
. r ox - ^^^ brî . SW-WY _ ' ^4-£ , SW-WY(68) .p =^M-y- -i-^-+——p———^--M-^- +———p——, -

d'après la seconde des formules (i i), l'inégalité (29) et puisque r est
borné et p tend vers l ' infini .

Pour avoir une limite supérieure de la quantité ïfC - î^/, et des
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deux quantités analogues, remarquons que les trois quantités y z ' — zf,
^ — x z 1 , .ry—j^sont bornées d'après les formules (10), et par
sui te aussi les trois quanti tés T/C—ÇT/, t^ - ̂ . ̂ - ^d'après les
intégrales des aires. Alors l 'équation (68) devient

(69) , . p^^M1—5, ^
^

puisque p tend vers l ' infini . Comme précédemment, on déduit que p'
fini t par décroître, et par avoir un signe cons tant ; ce signe constant
est nécessairement le signe plus puisque p tend vers + co. Donc la
dérivée p7 tend vers lAe limite finie positive ou nul le . Par consé-
quent le quotient p tend de même vers une limite finie positive ou. nulle.

Si la limite du quotient £ est positive, nous retrouvons les deux con-
ditions du n°9 : la distance r est bornée et la distance p est an infini-
ment grand d'ordre ï par rapport au temps. Le mouvement des trois
corps est un mouvement hyperbolique-elliptique, représentable en
général parles deux mouvements oscillateurs classiques, l 'un hyper-
bolique, l'autre elliptique, dont les douze éléments tendent vers des
limites.

13, MOUVEMENT PARABOLIQUE-ELLIPTIQUE. — SuppOSOIlS 011 Second

lieu que la limite commune de la dérivée p' et du quotient L- sou nulle.
Mult ipl ions l 'équation (69) par 2?', et intégrons l 'équation obtenue
de l ' instant ^==-4-00 à l 'instant t : si p' tend vers zéro et puisque
p tend vers l 'infini, on obtient

. . - p^aM^-^
• ^ ' • P

d'où " . _
- ^pp7^ \/3M(ï +£).

La dérivée 3 Vpp' de la fonction p7 tendant vers l a l i m i t e ^V2^
1 1 ï. 1 1

le quotientp— tend vers la même limite ; donc le quotient ^ tend vers la. ï , t . . _ , ,, , , , . , ^-
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( G» M \ ~3 ' 'limite —j quand le temps croît i n d é f i n i m e n t . Donc, dans le mouve-

ment considéré, ladùlcince p est un infiniment grand d'ordre î par rap-
port au temps, et la distance r est bornée^ et comme les conditions
obtenues dans les différents cas sont différentes , ces deux dernières
conditions sont caractéristiques du mouvementparabolique-elliptique.

Il résulte que tendent vers des limites finies l'intégrale / ^ puis
/0 ^

les dérivées ' ^ , T/, U d'après les équat ions (3), dont la première se
réduit à

"•v _ b ^'2 _ b h ___ b __ b
^ ^"P2"^ P' ~?^?^?"~"J

enfin. ' les six quanti tés Y]^ — ̂ \ ^—^\ - ̂  — Y]^, yz1 — zy\
zx1 — xz^ xyf — yxf d'après l 'équation

<-// ./ // ii/r / ^ ^ / ï 1 \ &/'2 b•nC,"— W= a,a,M(fis - Çy) ( - - - — — = = „
\ ' 2 3 / 1 ;î / P . L

et les équat ions analogues.Notons, ce qui nous sera ut i le bientôt, que,
si l'on désigne par \^ la l imite de la quant i té 'r\Q — i^/, on peut écrire

(70) . ^-Çr/=:Ài-4-^

Les quot ients ^ ^ -. tendent respectivement/vers les mêmes l imites
que les trois dérivées ^, Y]^ 'CJ ; et ces trois l imites sont nécessairement

o t / j ra , ; , , ^2 _i_ "r'â
nulles puisque le quo t i en t L == '-2———;—tend vers zéro.

f €
• 'C Y) f , , , .Enfin les quot ients -, -, ~ tendent vers des limites finies, carie pre-1 ^ 9 P P 7 . l

rnier a pour dérivée par rapport au temps " :

P^-^P^^^P^^^+^+^^^-^^^^^^^O^
p2 11 p3 ' • ' p3 , ! '

cm! . " ! • ^ ' ! ! . ! , : .
py-^' ^^(^'--^^-^(W-^y

^ - " p^

or les deux quantités ^/ — ^y '^Y]'—T]^ tendent vers des limites Unies,
An,ït. Éc. Norm^ (3), XXXiX. — AVRIL 1922. ^ j3
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et les deux quotients ̂  rL sont en valeur absolue inférieurs ou égaux
a i ;on a donc ^v- b ̂ b

II résulte que les quotients 4 ̂  s X 4 > 4? •̂  tendent vers des limites dont
^ p ^ ^ ^

, , . , / ûMVla somme des carres est nécessairement — •\ •i /
Les coordonnées ^ "̂  *C et la distance p n'ont pas seulement un

ordre d ' infini tude-déterminé quand le temps croît indéf in iment : elles
peuvent être mises sous la forme de développements l imités suivant les! i i —i —2-
puissances décroissantes de t, r ' , t\ ï 0 , t '\ t '\ dont les quatre pre-
miers coefficients sont constants, et dont le cinquième est borné.

En effet, revenons d'abord à l'équation (68), c'est-à-dire à réqua-
tion (5) qui, selon la seconde des formules (i i), est de la forme

^-M^^^W
Û" O4 0

et par suite de la forme

(.n p.-^M^^^ IXî+^+•^^'A,^^M^S^+^w / r " p 2 ? 4 1 p3 p^t ^ 1 p3 p4

d'après l 'équation (70) et les deux équations analogues, et puisque r
esthornéet que le quotient^ tend vers zéro. Or nous savons que p7 f init
par être positif et tend vers zéro ; multiplions à nouveau Inéquation (71)
par 2 ̂  et intégrons l'équation obtenue de l'instant ^==^-co a l'ins-
tant t : il vient

: • : „ , • ,, 9M SA? b ;, , ' , " ' •

d'où
p p- p^

^ ^ 'S^î bpp^r^aM——i-.-^-.• , . p p2

et(7a) ^^^-^^^p-
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puisque ^ tend vers zéro. On tire encore de l'équation (72)

1 /- r /-"Tî 1 • S5^-+- £ ÏVpp^^M-;——— i-———7X^
- /gMV 3

^M(9^}

i
puisque le quotient -^ ten^ vers ^a l^ite (9—) î et, en intégrant la

t5 •
dernière équation à partir d'un instant assez éloigné, mais/fixe, on
obtient

p^^-^^lt+bt^

puis ^
/oMN" s.p ^ fQ l î î ) t^+b.

r \ 2 /

Par substitution de cette dernière expression de p, l'équation (72)
devient __ î srf î b

^/pp^V/aM---———— !——îX-^+T;
/-^/^V <;s ;;t
^M^^

d'où
p^ 3 ^-^—— s ^——,x^+K+4

4 /^^^ ^^M(^-)

et
/QMV à SÀ^ K 6

(73) ^('r)'-^-^^-1-;^ .

les deux lettres K désignant des constantes d'ailleurs différentes.
Telle est l'expression cherchée de la distance p.

Revenons de même à l 'équation

/ ^ ! 91-^' ^ ̂ -^-^(^-^gO ;. [^^ ^ ——^— _ — — — — — — — ^ -

Puisque les deux quotients X 1 et les deux expressions ^ /—^,
^ _ ^^ tendent vers des limites finies, le second membre est de la



100 , JEAN CHAZY. • . 1

forme ( i )
K, 4-s ___ K -l- g
-7---7-'

et l'on a, en intégrant de l ' instant t == "+- co à l ' instant ^
^^K±i.
P ,T

Substituons dans le second meiabre de l'équation (74) les deux expres-
sions de Ï? ' analogues à la précédente, les deux expressions des
quantités ̂  — ^CJ y ÇT]'—r^ analogues à l'expression (70) et enf in ,
l'expression (73} de là distance p ; il vient

^/,. K-4-sV,,. b\
> ( K + — — - f K + y

p^--^p7 __ v t\ / v - / _ K. K -4 -S .— ^ ^ ^ — —^4-. ^ ^
p K^ + K ^ 3 +K^ + b ^ ^

d'où
. E ^ K K + £^K+».+__.

P ^ ^

Deux nouvelles appl icat ions du même procédé d o n n e n t successive-
ment

' ' î, ^ K K K+s^I,4-^+ + ,
P ^3 ^ (f

, ., £ „/ K K K ^ '(75) î = K + -+^+ +
P ^ ^ ^ ^

Des expressions (73) et (7,5) on tire la première des trois expressions

// . .^^A^^A.^^-A,^^-}--^»' .! . ' ! 1 , ' : "
1 ' 1 /»' /t 1 1 ! ! 1 1 . , , ..

(76) ' Y] == B^'^ Bi^-h S^-h !̂  ̂  4>
1 ^ ^3

ç ̂ c^ 4- cA- C2+ (5 ̂ ^.
• 1 1 . " ' l l i

 - 1 1
 1 /^ 1 ! p 1 1 '

( 1 ) Dans les équations qui suivent, la leUre K désigne des quanlilés constantes, égales
. ou différentes. ' , '1 1 1 1 1 ! : 1 1 1 1 1 1 \ ' 1 / 1 ! 1 1 ! ' ! 1 : , 1 1 1 - , ' „ 1 , • , ' 1 - 1 1 ' ,, 1 1 1 . ' ! ! - •
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où les coefficients A, B, C, A^ B < , C^ A^ B^ C^ Ag, B;,, €3 désignent
des constantes.

On sait que dans le mouvement parabolique de deux corps le rayon
vecteur et les différences des coordonnées sont représentables au
voisinage des deux valeurs t-=±a3 par des séries convergentes
ordonnées suivant les puissances décroissantes de^, dont les premiers
termes ont la même forme

K.^4-K^-+-K-+- \ +.. .
^ -

que les développements limités qui viennent d'être obtenus. Effecti-
! vement, si, l'on substitue ces développements l imités dans les seconds

membres des équations différentiel les (3), ces seconds membres ont
les mêmes valeurs que si les trois coordonnées oc, y y z étaient identi-
quement nulles, à. des termes en — = -^ près, selon la seconde desP" ^
fo rmules (11). Puisqu'on doit retrouver aux premiers membres les
mêmes expressions de ç, Y], Ç après deux intégrations successives, il
.résulte que les expressions (73) et (76) de la distance p et des coor-
données ^, Y], Ç sont les mêmes que dans un certain mouvement para-
bolique de deux corps, à des termes de ta forme -^ près.

^
Pour représenter à la fois les six coordonnées ̂  Y], ̂  x^ y , z, consi-

dérons les deux mouvements osculateurs définis précédemment : le
premier, déduit du mouvement du point '^y r\y Ç, pourra être elliptique,
parabolique ou hyperbolique, ou présenter tantô t l'un, tantôt l'autre
de ces trois caractères (^ ) . Le second mouvement ôsculateur, déduit
du mouvement du point de coordonnées x , y ^ z , sera elliptique.

Dans la déf ini t ion du premier mouvement oscillateur^ prenons
cormne éléments , au lieu du demi-axe focal a et de la longitude moyenne
de l'époque /o? 1^ paramètre p et l ' ins tant du passage an périhélie T :
ces deux nouveaux éléments sont liés aux anciens parles formules

p^aÇe^—î), , T =
r s j — l o _ CT — 4 4,

\/M.

(1) Selon le signe de l'expression 3(,rç-4-yiq •-t-sÇ)2—-/-2?2 .
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et conservons les quatre autres éléments e, z", rs, 6. Les quatre équa-
tions

YÎ^—Çr/== ^/Mjoshu sin 0,
, ! ^ ç^_^ç/=: ,—^M^sin^cos^,

'Er^r—'f]^==: \/Wpcosi,
t N — /., ^ ' 2M M „, ê 2 —i(77) . ^-}-^-i-ç^_ : = ^ ^ M — — — ^

définissent à chaque instant les quatre éléments p , z, 9, e, et montrent
qu'ils tendent vers des limites finies, la limite du paramètre p étant
selon l'équation

(78) SW—Wy^-Mp

égale à 1 r'F.—^ et plus grande que zéro, et la limite de l'excen-

tricité e étantTunité : pourvu que les valeurs limites À , , ^, v ^ des
trois quantités ^ ( J — t^\ ^ p — Ç^, ^Y]'—r^' ne soient pas nulles à la
fois, et qu'on ait au besoin changé l 'orientation des axes. La longitude
du périhélie vs est déterminée ensuite'par les mêmes équations (52) que
dans le mouvement hyperbolique-elliptique, et tend vers une limite
finie comme dans ce mouvement.

Enfin le sixième élément, T, est défini à l'instant t par les deux
équations
' , . ! , : ï.

(79) eshu—u-^^M^2^1^- ( t — r ) ,
. 1 : , 1 1 1 1 . ! ^ , ! ^ " . p ^ , ^ , . • 1 ' , 1 1 ^
(80) p=-Y^—(<°ch^—ï) , '

entre lesquelles doit être éliminée la variable auxiliaire u, qui est
réelle et positive, si à l ' ins tant considéré le mouvement osculateur
est hyperbolique. Si Fon dérive le premier membre de l'équation (77)
par rapport au temps, et qu'on tienne compte des équations (3),
on obtient une expression de la forme b^^^^^^^ ±^ donc la

- 1 ! , -', 1 1 1 . 1 1 . û ' £ •
.. ^ QÎ__ ^ \ ^ , ! ! , . . . ! ' . , lr ! r ! ! • , ; .1; . -

quantité —— ? qui tend vers zéro, est de la forme -2; par suite, d'après
l'équation (80), la variable auxiliaire u tend vers zéro quand le temps
croît indéfiniment. Rendons les équations (79) et (80) régulières
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pour e = ï , de façon que ces équations s'appliquent immédiatement à
un mouvement oscillateur parabolique, et de façon aussi qu'elles
s'appliquent à un mouvement oscillateur el l ipt ique sans introduction
de valeurs imaginaires de la variable auxiliaire : f a i sons le changement
de variai) le

u^^e^—sl],

qui, en passant à la l imi t e , déduit de l 'équation de Kepler l'équation
déterminant le temps dans le mouvement parabolique de deux corps.
Les équations (79) et (80) peuvent s'écrire

3
'' __ / ^2 __ . \"2"

e(shu--u) 4-^—1) ==^1 ^——:i—^-~T^
p3

,(clu.--i)==£^—^-hi-^

et deviennent

^^^-^^..^-^^-^
6 120 ] e~^ï p5

ru2 , (^I)IP , I_P__!_^ T ' 1 " î 4 " " r p e+i
La dernière équation montre que la quanti té U est un inf iniment grand
d'ordre - par rapport au temps ; et, si l'on modifie U de quantités de la

, • 0 ' '

forme b ou ^ de quantités i n f i n i m e n t petites, on peut réduire les deux" :
équations précédentes à °_+" '«(,-„,.

6 2
p "

U2 _ p ï
2 p ! 2

Par élimination de U entre ces deux équations, et en tenant compte de
l'expression (73) de la distance, p, de l 'équation (78) qui définit le
paramètre^, enfin de l 'équation (70) et des deux équations analogues,
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on conclut que la quanti té T tend vers une l imite f i n i e ( 1 ) . Donc les six
éléments du premier mouvement oscillateur tendent vers des limites finies.

Considérons les six éléments elliptiques du second .mouvement
oscillateur, a\ e\ i\ /^ rs\ 67 : à ces six é léments est applicable un
calcul semblable à celui du n° 9, à cela près que la dis tance p est un
infiniment grand d'ordre ^ au lieu de i, et que les deux équations
finales sont de la forme

d-^' _ b dl'^ _ b
'~7u ~ 7^ ~dt ~~ c'

Donc, aux restrictions près énoncées au n° 9, les .six éléments consi-
dérés sont déterminés à chaque instant, et, sauf peut-être la longitude
moyenne de l'époque l^y tendent vers des l imites f in ies , qui sont posi-
tives pour le demi-grand axe ci' et comprises entre o et i pour l'excen-
tricité e\ ,

Pour démontrer que l'élément /^ a aussi une l imite finie; remarquons
qu^u second membre de l'équation (57) en-—? les seuls termes qui

ne soient pas de la forme -; proviennent de l'expression
. , ^ ! „ , . . , .

' ' _ JL.^ s àR à^ ~ 3t \ (m à^
n1a' àa' ^ àx au' a'2(ï—^cos^) ' à^ ^??

et dans cette expression du premier terme du développement de la
fonction perturbatrice R

m! f^8^)2 _ ^"j^ L p5 ^J

( 1 ) A a fond, la démonstralion cousisLe en ceci, que d 'une part les développernents des
coordonnées Ç, T], t, et la distance p sont les mômes que dans un certain mouvement
parabolique de deux corps à des termes correctifs de la forme -3 près (cf. p. 101), el

•./ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 . 1 • 11 ! . ^ï' ! .1' . . 1 !

que d'autre par t ie paramètre p a, d'après les équations (78) et (70), nn'hne valeiir que
dans ce mouvement parabolique à des termes correctifs de la forme ~ prè,s : les uns et les
autres termes correctifs ajoutent des quantités inf in l inenL petites à. la valeur de T dans le
même mouvement parabolique de deux corps.
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les quantités x^ y, Zy r sont des expressions linéaires en .cosr/ et
sini/, et l'équation différentiel le considérée peut être mise sous la
'forme .»' ^ ;
, o . dl'o _ a COS2 u' -+- (3 si ri 2 //' --)- ycos ^/ -+- ^ si n u' b
[ ) ~ d £ ~ ( T ^ ' T ï o i ^ K 4 " ^

où les quatre coefficients a, p, y, à sont constants, d'après les déve-
loppements (73") et (76) de la distance p et des coordonnées ^, ï),X, et
parce que la différence de chacun des cinq éléments a\ e!y f, 0', m'
avec sa limite est de la forme - (^). De l'équation. (81), -ou de l'équa-
t ion précédente, résulte d'abord que la quantité l[ est de la forme b log^.

Si l'on considère l'équation de Kepler

u' —, e' sin u1 === nf t -h ̂  — ̂ ,

où e\ n' et ^ tendent vers des limites finies, on déduit que le quo-
tient — tend vers la même limite que la quanti té n'. D'ailleurs laif ^^f
dérivée -7- ne tend pas vers cette même l imi te , mai s finit par être posi-

Cf'li

tive : en effet, eu dérivant l 'équation de Kepler par rapport au temps,
on obtient réquation
,^ . , , ,, du! . . de' , dn1 dl'. dvs'
(82) ( i —^cosa^ ) — •==. smu1'— -+- /z'-l- t—- + -r-—•—•>' ' v ' dt dt dt dt dt

dont le second membre tend vers' la limite de la quan t i t é n! : la l.umte
/ •de /l'excentricité e ' étant inférieure à i, la dérivée — finit par être
•positive. Par suite,' au lieu du temps,: on peut prendre la quantité u'
comme variable indépendante, et former, en divisant les équations (81)
et (82), l 'équation

dl'Q _ a ces 2 u' -+- [3 sin 2 u'•+- y cos^/ -+- o sin i t 1 , b .
- 1 ! Jv1 = — — — — — — — — — — — — — — — — — — - ^ • + - — — 4 7

U à •

( 1 ) Car on vérifie facilement que la dérivée —— est de la forme ^ ? et cb.acim& des
. . . . .de' dî1 dm' d^ , , . bdérivées —, —, ——, — de la forme 75 •dt dt dt dt ^

Ann. •Ec. fflarm.^ (3), XXX.ÎX. — AVKIL 1922. .• 1 1 , ! ï4
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puis l'équation

,_, dl. acos2w'-4- 6 s î n 2 ^ / / + 7 c o s ^ ^ 4 - o s î n / / / ^ •
( o5 ) "—— =--•= ———————————————-————————— -t- —4: > •1 du' u' - ^/y

où les quatre coefficients a, p, y, § sont les mêmes constantes que dans
l'équation (81), et où la fonction h est bornée quand la variable u!
croît indéfiniment.

Intégrons l'équation (83) à partir d'une valeur positive de u\ assez
grande et fixe : on sait que les intégrales

'*COS2U' , , /'* Si II 2^ , ,/COSÏU' , , /'* Si
—^', j -- d u , 1 ——;—du.

u' J u'

/ cos^ , , r'&mu,' , , F du1

———du', j-,-^ j ^

tendent chacune vers une limite finie, quand la l imite inférieure est
positive et fixe et que la limite supérieure croît indéfiniment. Donc,
quand z /yOu t, croissent indéf iniment , le second membre de l'équation
obtenue tend vers une limite f inie, et par conséquent la quantité /o? ^t
ainsi les six éléments du second mouvement oscillateur.

Le mouvement parabolique-elliptique dépend évidemment d'onze para-
mètres^ qui sont les valeurs limites des onze éléments osculateurs p^
i, T, ̂  ô, a ' , e\ i ' , l',, CT/Ô'.

Ajoutons ici une remarque au sujet du mouvement hyperbolique-
parabolique. Au n° 8 nous avons dans ce mouvement représenté les six
coordonnées ^, T], ^ <r, y, z, sous forme de produits de £ ou de ̂  par
des séries entières en 4 ̂  —^-? convergentes si t est! assez grand. Une

l i :'1 ^ - frà 1 . - ' ' - ' ^ ' 1 1 1 1 1 1 . 1 , 1 1 \ 1 1 1 ' . 1 1 . 11-
telle représentation est un résultat plus précis que cette proposition
que les douze éléments osculateurs tendent vers des limites finies. Mais
cette dernière proposition est encore valable en général/En ce qui
concerne le mouvement oscillateur hyperbolique défini à partir des
coordonnées ^ 5 Y]y Ç, on démontre que les six éléments en sont déter-
minés à chaque instant, et tendent vers des limites finies, par les
mêmes raisonnements et avecles mêmes restrictions que dans le mou-
vement hyperbolique-elîiptique.
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Pour définir le second mouvement oscillateur, à partir des coor-
données oc, y, z, remplaçons le demi-grand axe - a ' et la longitude
moyenne'de l'époque l[ par le paramètre p ' et "l'instant du passage au
périhélie T\ de façon que l'on a

__/ // , f // 3
i i / in\ i t" —— " i\ W —— *• A ,'3"

,/ ———— /y/ / ., ____ /»/2\ —— / ———— _____________° ———— _________________° „ /y^3r — lv \1 c' ) • ) <- — 'y— — , ' ' . ' - u 9n \jrîn + yn^

et considérons les six éléments p\ e\ i ' y m ' y G', T'. Pour déterminer à
chaque instant les cinq premiers et démontrer qu'ils tendent vers des
limites finies, on peut appliquer les mêmes raisonnements que nous
venons d'appliquer au premier mouvement osculateur du mouvement
parabolique-elliptique : à cela près qu'on devra dériver les équa-
tions (56) pour démontrer que leurs premiers membres tendent vers
des l imites finies (1). L'élément T" sera défini de même par l'élimina-
tion de la variable auxiliaire u' entre les deux équations

.^^^^^^^^(^^^^^
^

r :== ~~ri ( î — ^cos^),ï - G

où le paramètre jo7 est déterminé par Inéquation

S0^~^=(m,+^)j^

et où la distance r est déterminée par le développement résultant des
développements (49) :

^[9(^1+^)1^1 ^-^l-^l ^ K+^
L 2 J î î (Wi-4-W2) - ^

^•2? V^y ^2 désignant comme précédemment les valeurs limites des trois
quantités y z — z y ' y z x ' —• 'ocz\ x y ' — y x ' et K une constante.

14. Considérons maintenant les deux autres cas logiquement pos-
sibles quand la constante des forces vives A est négative, savoir le

(1) Cf. page 79, no^e î,
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deuxième cas où la quantité 1 reste finie, et le troisième cas où la quan-
tité 1 est tantôt bornée, tantôt i n f i n i m e n t grande. Dans les deux cas,
nous ferons seulement quelques remarques au sujet de la question de
la stabilité dans le problème des trois corps. ! . • ^ •

Le cas où la quantité 1 reste finie quand le temps croît indéfini-
ment est évidemment possible : les solutions périodiques et les solu-
tions asymptotiques aux solutions périodiques nous en offrent des
exemples. La question desavoir si la quantité 1 peut être tantôt bornée,
tantôt infiniment grande est une partie de la question de la stabilité
dans le problème des trois corps.

Pour qu'il y ait stabilité dans une solution du problème des trois
corps, Poincaré pose trois conditions (') :

i° Les distances mutuell'es doivent être bornées supérieurement;
2° Les corps doivent ne pas se choquer, et même les distances mu-

tuelles doivent être bornées intérieurement;
3° Le système des trois corps doit repasser une i n f i n i t é de fois aussi

près qu'on veut de la s i tuat ion in i t ia le .

Etudions la première de ces trois condi t ions en supposant que le
mouvement ne comporte aucun choc et dure jusqu'à ^ ;=•= -+~ co. 11 est
évident, d'après l'équation de Lagrange, que la quanti té 1 tend vers
l ' infini et que cette première condit ion ne peut être remplie, quand la
constante des forces vives h est positive. Selon les résultats obtenus
plus haut , dans les deux mouvements parabolique et hyperbolique-
elliptique, la quantité 1 tend de même vers l ' inf in i quand la constante
À est nulle. Quand la constante h est négative, cette première condi-
tion n'est pas remplie non plus dans le prenïier des trois cas que nous
avons définis, où la quan t i t é Ï tend vers l ' inf ini , et où le mouvement
est hyperbolique-elliptique ou parabolique-elliptique, ni dans le troi-
sième cas, si ce troisième cas est possible, où la quanti té 1 est tantôt
bornée, tantôt infiniment grande. Cette première condition est rem-
plie seulement si la constante des forces vives 'h est négative, et si en
outre, selon le deuxième des trois cas que nous avons distingués, la
quantité 1 est finie : c'est seulement alors que les trois distances

(s ) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste,, t.IIÏ, p. 14 ï.
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mutuelles sont inférieures a u n e longueur fixe. Ainsi la question de
la stabilité au point de vue des maxima des distances mutuelles se-
ramené en premier l ien à la question de savoir si notre troisième cas

/est possible, sila quantité 1 peut être tantôt bornée^ tantôt infiniment
grande 5 et en second lieu à décider pour des conditions initiales données
et rendant négatiçe la constante des forces vives lequel des deux ou trois
cas possibles engendrent ces conditions.

CHAPITRE V. ,,
LIMITE INFÉRIEURE DE DEUX, DISTANCES MUTUELLES

. ET LIMITE SUPÉRIEURE DE LA VITESSE D'UN •CORPS

DONT LES DISTANCES A U X DEUX AUTRES SONT • LIMITÉES INFÉRIEU REMENT.

15. Rappelons que le résultat le plus saillant obtenu par M. Sundman
est l'intégration quantitative du problème des trois corps quand les
constantes des aireâ (1) ne sont pas nulles toutes les trois, savoir la
représentation des neuf coordonnées et du temps, de —co à +• oo, par
des fonctions d'une variable auxiliaire, holomorphes dans un certain
cercle du plan complexe de cette variable; de même que dans le mou-
vement elliptique de deux corps, les six coordonnées et le temps
s'expriment en fonctions entières de l'anomalie excentrique.

Pour parvenir à ce résultat, M. Sundman a démontré entre autres
deux propositions auxiliaires. En premier lieu, en supposant que les
trois constantes des aires ne sont pas nulles, M. Sundman a déterminé
une longueur l au-dessous de laquelle deux distances mutuelles ne
peuvent descendre à la fois; cette longueur l est une fonction algé-
brique des masses, des constantes des forces vives et des aires, et enfin
des valeurs init iales des deux quantités (2) l e t — En second lieu, en

( 1 ) Comme nous lo faisons d'ailleurs dans le présent travail, M. Sundman rapporte tou-
jours le mouvement des trois corps au centre de gravité commun.

( î i) En fait, M, Suudman considère, non la quantité I, moment d'inertie (lu système des
trois corps par rapport à leur centre de gravité, mais la quantité '—1——2——3-1 : c'est
cette seconde quantité qu'il désigne par R2.
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supposant encore que les trois constantes des aires ne sont pas nulles,
et s'appuyant sur la première proposition y M- Sundman a déterminé,
quand les distances de l'un des corps aux deux autres sont supérieures
o'u égales à la longueur Z, une limite supérieure V de la vitesse de ce
corps; cette limite supérieure Y est aussi une fonction algébrique des
masses, des constantes des forces vives et des aires et des valeurs ini-
tiales des deux quantités 1 e t — •

Rappelons encore que M. Hadamard a simplifié les démonstrations
des deux propositions précédentes en supposant aussi que les trois
constantes des aires nesont pas nulles, et en modifiant l'enchaîne-
ment" des idées (1)'.

En raison de l'importance des deux propositions précédentes au
point de vue de la stabilité et de la théorie générale du problème des
trois corps/il n'est peut-être pas inutile de présenter les faits à un
point de vue plus intuit if , et notamment clé limiter la vitesse d'un
corps dont les distances aux deux autres sont limitées inférieuremeîit,
même dans certains cas où les trois constantes des aires sont nulles,

Nous utiliserons une transformation de l'expression de la force vive
et une équation employées (2) par M. Sundman. Soient comme préoé-
demmenta?^ y,, ^,( î= i, 2, 3) les coordonnées des trois corps par
rapport au centre de gravité commun, et soient r, leurs distances à
ce centre de gravité : on tire de l'identité de Lagrange

• / / , s^=^+s<M=^
. ^ ! ! ! . ' 1 1 - ^ ! ! i

d'où l'expression
1 : •. ^ 1 ^ > T- ̂  m^ ̂  ̂  Y ̂  ̂  ̂  ̂ Wi-^- ̂  ? ;• ^ 1 :

Dans l'expression précédente de 2 T, multiplions chacun des quatre
termes par 1 ==Sm,r| et appliquons de nouveau l'identité de Lagrange
aux quatre produits ainsi obtenus : avec des combinaisons de signes

(1) Sulletm desSciences matliémaîiques^ ,
( 2 ) C/, SUNDMAN, ÂctaSoc. se. Fermiw, t. XXXIV, ^907, 11° 6, p. 3^ et Acta mathe-

matica, t. 36, 191^, p. 149; CHAZY, Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. j333,
^équation considérée s'é£en4 au problème des ^eorp
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convenables, ces produits deviennent

S m i r j x ^ w, rf = ( 1 /M, r, r\ )2 -4- 2 /n/ m/, ( r, r .̂ — r/, r\ )2,

^^^xS^^^r^^2

= [ImKj^ - ̂  ̂  2m^ [ (j.^ - ̂ J, ) ̂  - (^4 - ̂ .rA) ̂ ]^

D'après l 'équation
• i ' .1 1 , l'rz: ̂ Imir'ir'f

et les trois intégrales des aires

2 m^j't z'i — ̂ .j', ) = \ •
. 2 m^^.r;-—^,^ )==?,,

- 2mt(^/j—j^-)=T/,

on dédait la nouvelle expression
: ,, F2 ^4-^_^^^.Q2

, . 1 - ^ + — — — — — — — — ^ — — — — — — — — . .

Q2 désignant une somme de douze carrés.
D'autre part, en é l iminant la fonction de forces U entré l'équation

des forces vives et l'équation de Lagrange, on obtient

F=3T+2A,

d'où, par substitution de l'expression obtenue de 2 T,

' y lfî _^^2^ ^ Q2 \\'^' l -^— - r , "+- i ̂ 2ns

" ' ' • ! ' 1; ! ! ! ' ! ! ! ! i' 1 ! ' "Multiplions les deux membres de l'équation précédente par -, et inté-
grons l'équation obtenue par rapport à la variable t : il vient

. î / 2 7 2 ^ r j 2 _ L - ^ 2 ' , - .TO2!' . •
(84) . 1 . + 2 À ^^^.^^^v/î^ l^^+const. , . ;
. Vi . > v/i . . 1 J. p

Telle est l'équation cherchée^1).

O)!! résalLe facilement dû ceUe équation que, si la première des deux propositions
;. • ! , ^ - ' , ! 1 1 ' 1 ' 1 ! ! 1 1 1 1 , - • , '̂  • 1 ' 1 1 • ^ ; 1 : 1 , ; ' 1 : f. 1 1 • 1 : / . 1 1 1 . 1 , ,. '1
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16. Durée du mouvement. — Soit un mouvement quelconque du pro-
blème des trois corps, donnant des valeurs arbitraires a la constante des
forces vives et aux constantes des aires. Prolongeons analyfiquement et
réellement ce mouvement sur l'axe réel du plan de la variable complexe ^
en faisant croître, puis en faisant décroître t autant qu'il est possible,
et par conséquent jusqu'à t === +x) et jusque ï == — os : à moins d'être
arrêtés par un choc des trois corps au delà duquel le mouvement consi-

de M* Sundman rappelées précédemment s'était trouvée fausse, si, les trois constantes des
aires n'étant pas nalles, la fonction F avait eu des minima arbitrairement petits, celte
fonction aurait eu nécessairement aussi des maxima arbitrairement grands, de sorte que
dans un tel mouvement ni la seconde, ni la première des trois conditions de Poincaré
n'auraient été vérifiées.

En effet, supposons que dans un mouvement du problème (les trois corps, les trois
constantes des arres ne soient pas nulles, et que les trois distances mutuelles puissent
devenir simultanément arbitrairement petites. Puisque la fonction 1 ne peut s'annuler
pour une valeur finie du temps, ni tendre vers 2éro quand le temps croît indéfini-
ment (c/. page 113, Propriétés de la fonction I), il faut admettre que cette fonction oscille
quand le temps varie, et, étant positive et finie, présente indéfiniment des minirna arbi-
trairement petits, non nuls, et des maxima non arbitrairement petits, finis, mais peut-être
non bornés. D'ailleurs la dérivée F est unie, et par suite nulle en tous ces minima et
maxima. Enfin h est nécessairement négatif. Soient Ii et ïa les valeurs d'un minimum et
d'un maximum consécutifs : appliquons l'équation (84) à l'intervalle de temps compris
entre les instants correspondants ti et ^ (^i < h)' Donc cet intervalle F est nécessaire-
ment positif ou nul, et l'intégrale figurant au second membre est positive ou nulle ; la

1'2 '
fonction —— est nulle aux deux limites. D'où l'on déduit

2/1 ! ! ' ' ,
),2^ p.2 ̂  ̂  },2^.^^,,2 ,

• . • — — — — — — — — — — — ' 2 Â V / I 2 — — — — — ' — — — — — - } - ' ï h /Ii ^ 0, 1 , .
v^ Vi

X2 4- p.2 -4- v2

^J,
2/lK^-V^)to,

ou, puisque Ii est inférieur à la et h négatif,
1 1 1 • 1 : 1 1 1 . ! „ ' ! . ,/fT- }l±^±-il 1 1 1 1 / " 1 1 1 ^ 1 : / : 1 ' 1 1 1 - 1 1 1 •
. 1 ^ , ^ ^^——T^f—9 -.1 1 ! 1 - 1 1 1 , 1 ! ;

Donc, ayant des minima arbitrairement petils, la fonction 1 a nécessairement aussi des
niasima arbitrairement grands.

On peut dire encore que les mouvements où les trois constantes des aires ne sont pas
nulles, et qui vérifient la première condition de stabilité, ne peuvent échapper à la
seconde que parce que deux corps seulement, mais non les trois corps à la fois, se
choquent ou se rapprochent uidéûmœent.
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déré n'admette pas de prolongement réel. Étudions les variations de,
la fonction 1 (z) pendant toute la durée du mouvement ainsi obtenue.

Propriétés de la fonction I(^). — Nous savons de la fonct ion i(t) les
propriétés suiv'antes. Cette fonction et sa dérivée ~ sont finies pour
toute valeur f in ie du temps. M. Sundman a démontré que, si les trois
'constantes des aires X, [JL, v ne sont pas nulles, les^ trois corps ne
peuvent se choquer pour une valeur f inie du temps : alors de i == —oo
à t = -4- so la fonction ï est positive. D'après les résultats obtenus
plus haut ('), quand t tenci vers -+-cc ou vers — co, la fonction I
est nécessairement un inf iniment grand d'ordre 2 par rapport au
temps, si la constante des forces vives h est positive, dans les trois
mouvements hyperbolique (n° 5), hyperbolique-parabolique (n0 8) et
hyperbolique-elliptique (n0 9). Si la constante À est nul le , la fonc-
tion I est un inf iniment ^'rand d'ordre 2 dans le mouvement hyperbo-
l ique-e l l ip t ique et d'ordre - dans le mouvement parabolique (n° 11).
Si la constante h est négative, la fonction I est un inf iniment grand
d'ordre 2 ou ^ dans les mouvements hyperbolique-elliptique (n° 12) et

0 . , *•

parabolique-elliptique (n° 13), correspondant au premier des trois
cas que nous avons distingués; elle est finie dans le second cas, et
tantôt bornée, tantôt inf iniment grande dans le troisième. Enfin j'ai
démontré (2) que dans aucun mouvement la fonction I ne peut tendre
vers zéro quand le temps croît indéfiniment.

Intervalles de première sorte, de deuxième sorte et de troisième sorte. —
Divisons la durée du mouvements intervalles par les instants où la
fonction I passe par des minima, différents de zéro ou nuls, et distin-
guons trois sortes d'intervalles*

Les intervalles de première sorte sont les intervalles pendant lesquels
la fonction I ne possède pas de maximum et ne tend pas non plus vers

(1) Nous avons supposé précédemment que t tendait vers -i-oc, mais il est clair qu'à
tous les résultats obtenus correspondent avec les changements convenables des résultats
valables quand rtend v e r s — w .

(2) Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 33i, note 2; et infra, pp. i23-i%4.
Ann. Éc. jNorm.,. (3), XXXIX. -— AVRIL 1922., i5
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.une limite finie pour une valeur infinie du temps. Les intervalles de
première sorte ont nécessairement une durée infinie, et, quand le
temps croît indéfînii ï ient, le mouvement y devient nécessairement
hyperbolique, ou hyperbolique-parabolique, ou parabolique, ou hyper-
bolique-elliptique, ou parabolique-ell iptique..1

Les intervalles de deuxième sorte son îles intervalles pendant lesquels
la fonction 1 possède un maximum. Les intervalles de troisième sorte
sont les intervalles in f in i s où la fonction 1 ne possède pas de maximum
et tend vers une limite finie pour une valeur infinie du temps. Les
intervalles de seconde et de troisième/sorte ne peuvent exister que si
la constante des forces vives h est négative, puisque pour A ^ o la
dérivée seconde F est positive d'après l 'équation de Lagrange, et la
fonction 1 est un inf in iment grand d'ordre 2 ou ^ quand le temps croît
indéfiniment.

On peut présenter les choses autrement. Si h est positif ou nul , la
dorée du mouvement se compose d'un ou de deux intervalles de
première sorte. Si ' h est négatif, la durée du mouvement se compose
d'un nombre infini d'intervalles de deuxième sorte (2° ou 3e cas), ou
d'un nombre fini, qui peut être nul , d'intervalles de deuxième sorte,
précédés et suivis de deux intervalles qui peuvent être séparément
de première sorte (i'111 cas) ou de troisième sorte (2e cas); de part et
d'autre de l'instant initial, la suite finie, ou infinie des intervalles de
deuxième sorte peut enfin être limitée par un. choc des trois corps.

• ! 1 17. INTERVALLES DE PREMIÈRE SORTE : A2 4- u2 -+- v2 ^> o. — Limite infé-
rieure dei. — Considérons d'abord un intervalle de temps, de première
sorte.,: les limitations de M. Sundman et de M. Hadamard sont valables
quand les trois constantes des aires ne sont pas nulles. Rappelons le
ra i sonnement pa r l eque l . M. Sundman obtient une limite inférieure
de la valeur Ii du min imum de la fonction LEn appliquant l'équa-
tion (84) entre l'instant ^ du min imum I / e t un instant quelconque
de l'intervalle, soit t^ on obtient l 'inégalité • ' . '

À2 4- p2 4- v2 ,, rr - p -+" F-2 Jr vî / i rr+ 2 — — ^ _ _ 4 A ̂  ̂  a ——<——— — 4.A 0^.^ ^ ——— ̂ ^ y AO > ^ ———, ,-

2V/Io V.l.o VA

Si l'on égale les deux membres de cette inégalité, on obtient une
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équation du second degré en \/I., ; désignons par a la racine positive de
cette équation pour h ̂ > o, la racine finie pour h •== o, et la plus petite
des deux racines positives p o u r A < ^ o : la valeur 1^ du. min imum est
supérieure ou égale au carré a2.

Il résulte que les trois distances mutuelles ne peuvent être simulta-
nément arbitrairement petites. D'une façon précise;, si à un, instant de
Fintervalle considéré deux des trois distances mutuelles sont infé-
rieures à la longueur L, la troisième est inférieure à sL, et l 'on a

l<6MÎLCi et par suite a^ôM2!.2. ' •

Donc, dans tout ^intervalle (le première sorte considéré et dans tout
l'intervalle consécutif^ deux au moins des trou dulcinées mutuelles sont
supérieures ou égales à la longueur ( ^ ) •

, ' , ' a

^V^M* .

Si k est positif ou nul, ou si h est négatif et que la durée du mouve-
ment se compose seulement de deux, intervalles de prerniôre sorte, on
pourra toujours choisir pour ^ l 'instant, init ial du mouvement, et
obtenir ainsi une longueur à laquelle deux distances mutuelles sont à
chaque instant supérieures^ de t = — ce à t ^= 4- oo, quand, les trou cons-
tantes des aires ne sont pas nulles.

Limite supérieure de la vitesse d^un corps dont les distances aux
deux autres sont supérieures ou égales à l^. — Dans la même hypo-
thèse P+ [j2 + v2^ o. M.. Sundman limite en fonction algébrique.
des constantes des forc.es vives et des aires et des valeurs initiales des
quantités 1 e t — ? la vitesse de Fun des corps do-nt les distances aux
deux autres sont supérieures ou égaies à l : 1M. Sundman raisonne
par l 'absurde pour obtenir cette limitation., le raisonnement qui suit
est plus voisin d^ celui de M. Hadamard. - . [

D'après le résultat précédent, à chaque instant d'un intervalle-dé
première sorte, deux distances mutuelles au. moins sont supérieures

( i ) On peut évidemment dans cette formule remplacer la somme m^-^- ma-i- m,s==^ï par
lap ins grande des trois masses wi, Wa, rn^. En fait, la longueur /i ne coïncide pas
tout à fait avec la longueur l donnée par M. Sundman.
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ou égales à la longueur /. == ——; nous allons limiter la vitesse du
s> ' & v/6M

corps où elles aboutissent. Si à l ' instant considéré la troisième dis-
tance mutuelle est aussi supérieure ou égale à l^ il est clair que toutes
les vitesses relatives sont bornées par l'équation des forces vives.

Admettons donc que la troisième distance mutuelle est inférieure à
la longueur ^, donc inférieure aux deux autres, et introduisons r les
notations du n° 3. Considérons Inéquat ion
,,. , ,, / a, a^\ ^S^/ ï i \ S(-^—gr/)2

(5) p^=- Mp i^r + TT + ̂ M—^^r - pr) + -—-ï———^
\ ' 2 3 / 1 3 / F \ / 2 ;î / ï ;î / r

et proposons-nous de déterminer une limite supérieure de la distance r,
fixe comme la longueur /,, mais plus petite, et telle que le second
membre de l'équation (5) soit de la forme -4? b désignant une fonction
bornée quand la distance r est inférieure à cette limite supérieure.
D'après des développements en série classiques, les premier et
deuxième termes de l'équation (5) seront de la forme requise si le
quotient - est inférieur à un nombre fixe inférieur a ï , c'est-à-dire,
selon des considérations de géométrie élémentaire, si la distance r est
inférieure à une longueur fixe ^> inférieure à — : la distance p sera

^
9 / *nécessairement alors supérieure à —, a fortiori à 4. D'autre part,
v 3

d'après les formules (10) et les intégrales des aires, on peut écrire
à l'instant considéré l'équation

W ^ .,,r^-?Y/=-——' M , \^b^r ' . .(mi4- m^m.^

et les deux équations analogues. Par suite, le second membre de
l'équation (5) est de la forme

-È. w S^+^V^)2^ b , 1 , : ^:
/ ,- p2 (m^m^m^ 1 p31 ^ 1 1 • ""^^2? ^ i ' ^ ,

si r est inférieur à p, et puisque p est supérieur à ^- A-u tota 1 Inéqua-
tion (5) est à un instant de l'intervalle considéré de la forme

. 1 1 . ! 1 1 1 • ' , 1 1 , é 1 1 1 1 - ' - 1 . 1 1 : 1 ' • \ 1 1 1 : 1 1 : 1 1 1 1 1 ili .: : : ^p»' • . ^ , ^
pourvu que la distancé r soit inférieure à la longueur fixe 4-
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En multipliant l'équation précédente par 2^ et en intégrant l'équa-
tion obtenue, on voit.que dans tout intervalle de temps compris dans
l ' intervalle de première sorte considéré, et où l 'une des distances
mutuelles, r, reste inférieure à 4» 1e carré de la dérivée p' ne peut
varier que d'une quantité bornée, au moins si celte dérivée ne s'annule
pas. D'ailleurs, si à un instant la dérivée p^ s'annule, en prenant cet
instant comme nouveau point de départ de l 'intégration, on voit que
la dérivée p' reste bornée jusqu'à un autre zéro, ou jusqu'à ce que la
distance r devienne égale à 4? ou jusqu'à l'extrémité de l'intervalle.

Par conséquent, si pendant tout l'intervalle de première sorte
considéré les trois distances mutuelles sont supérieures à la longueur 4?
toutes les vitesses sont bornées par l'équation des forces vives. Si
l'intervalle de première sorte considéré se compose d'intervalles où
les trois distances mutuelles sont supérieures à la longueur 4? 6t
d'intervalles où l'une de ces trois distances est inférieure à la lon-
gueur/a» les vitesses sont bornées dans les premiers intervalles partiels
par l'équation des forces vives, et dans les seconds la dérivée p' corres-
pondante est bornée par comparaison-avec les instants les séparant
des premiers, ou parce qu'elle s'y annule. Si enfin pendant tout l'in-
tervalle de première sorte l 'une des distances mutuelles, toujours la
même, est inférieure à 4, la dérivée p' est bornée à l'instant du mini-
mum de la fonction I, puisque la dérivée

^(m,+m,)m 3 , m, m, ^
^ • 1 M. r r /ni 4-ma 1 ,

est nulle à cet instant, que p est supérieur à 4, r inférieur à l^ et
puisque le produit rr'2 est borné par l'équation des forces vives : donc
la dérivée p'est encore bornée dans tout l'intervalle de première sorte.

D'ailleurs, d'après l'équation (85) et les deux équations analogues,
les trois quantités Y]^ - Çr)', 'C^ — ^C, ̂  ~ ̂  sont bornées quand la
distance r est inférieure à L ; et d'après l'équation

^.^^^^^WY -p2

la quantité S , ' 2 4- Y)'2 -+- '(/2 est elle-même bornée, quand de plus p est
supérieur à /., et p7 borné. Donc la vitesse d'un corps dont les dislances
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aux deux autres sont supérieures ou 'égales à la longueur ^ est bornée
dans tous les cas pendant tout Fintermile de première sorte considéré.

i8. INTERVALLES DE PREMIÈRE SORTE : A== a ==v ̂  o. — Considérons
encore un'intervalle de temps de première sorte, et supposons main-
tenant nulles "les trois constantes des1 aires. C'est là une condition
nécessaire pour que les tro-is corps puissent se choquer, et que le
minimum de la fonction I l imitant l'intervalle considéré soit nul , mais
ce n'est pas une condition suffisante. D'après le théorème de Dziobek,
le mouvement est plan ou rectiligne : deux autres condi t ions dans le
mouvement plan, une dans le mouvement rectiligne sont encore néces-
saires. Ces nouvelles conditions (') sont analytiques, mais non plus
algébriques par rapport aux coordonnées et projections des'vitesses
initiales : il semble qu'il doive résulter a priori de ce caractère que la
fonction I, et par conséquent deux distances mutuelles, ne puissent
être limitées intérieurement en fonction algébrique des conditions
initiales.

Limitation des vitesses. — En ce qui concerne les vitesses, il est clair
/que, quand le temps croît indéfiniment, les trois vitesses sont bornées
par l'équation des forces vives quand la constante h est positive, et que
le mouvement est hyperbolique ou hyperbolique-parabolique. D'autre
part, quand la constante h est nulle, les trois vitesses tendent vers
zéro dans le mouvement parabolique; et, quand la constante h est
négative, dans le mouvement parâbolique-elliptiqne, la vitesse du
corps qui s'éloigne indéfiniment des deux autres tend aussi vers zéro, ^
Mais, dans le mouvement hyperbolique-elliptique, quel que soit le
signe de la constante des forces vives, la vitesse du corps qui s'éloigne
indéfiniment des deux autres tend vers une valeur limite finie : i l est
possible que de même cette valeur limite ne puisse être limitée supé-
rieurement en fonction algébrique des conditions initiales.

Nous pouvons remarquer toutefois que la l imi ta t ion que nous avons
établie quand une au moins des constantes ^, p., v est différente de
zéro, de la vitesse d'un corps situé a des distances des deux autres
supérieures ou égales à la longueur /i, est encore valable quand les

(1) Cf. Bulletm astronomique,^,^ 38o;
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trois constantes X, p., v sont nulles, pour la vitesse d'un corps dont les
distances aux deux autres sont supérieures à, une longueur fixe quel- ,
conque. Or, quand la fonction 1 estsupe.ri.eure à la quanti té ôA'PL2,
deux distances mutuelles au moins sont supérieures à la longueur L.
Si donc le minimum clé la fonction 1 est plus grand que zero^ el si l^on en
considère la valeur I , comme connue, on déduit encore une limite supé-
rieure de la 'vitesse d'un corps dont les distances aux deux autres sont

. ̂supérieures a —— '1 • v/6M
Si au contraire le min imum de la fonct ion 1 est nul , on peut limiter

la vitesse d'un. corps dont les distances aux d'eux autres sont. supé-
rieures a une longueur donnée par comparaison avec l 'instant initial
(qui ne saurait être l ' instant, du m i n i m u m ) pendant toutTintervalle de
première sorle qui serait la durée du mouvement réel, au sens physique
du, mot. Si ce mouvement est prolongeable analytiquement au delà de
l ' instant du clioc des trois corps pendant un nouvel intervalle de pre-
mière sorte, nous ne savons rien dans ce nouvel intervalle delà vitesse
de l 'un des corps supposé à distance des deux autres supérieure a une
longueur donnée, mais un tel prolongement ne correspond à aucune
réalité physique. , , ' '

19. INTERVALLES DE D E U X I È M E ET DE.TROISIÈME SORTE. — Limite supérieure
de la vitesse (F un corps dont les distances aux deux autres sont supérieures
à une longueur fixe, quand la fonction 1 est bornée. — Considérons
maintenant un intervalle de deuxième ou de troisième sorte : en
supposant à un instant de'cet intervalle les distances d'un corps aux
deux autres, soit ^3, r,3, supérieures à une longueur fixe quelconque
et la fonction 1 bornée, nous allons limiter la vitesse du corps de
masse m.; : la limitation obtenue sera valable^ que tes constantes des aires
soient nulles ou différentes de zéro.

En premier l ieu, si dans un intervalle de deuxième sorte la valeur
du maximum de la fonction. 1 est L, à l ' instant /a, et si l'on applique
l'équation (8/i ') entre Fins'tant ^ etun instant quelconque / de l ' inter-
valle, on obtient l ' inégalité

r2 x^^2-^ ///î<o^l±j^jL^ fh,/T—— ̂  ^ — — — i — — — — 4 A V-i:=2 ———:==——— •—-4^ V-l-21
2^1 \/I \1^
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où les trois termes du premier membre sont positifs, et, qui limite ( ^ )
en valeur absolue la dérivée F, Donc, si la fonction 1 présente un
nombre f in i ou infini de maxima successifs, tous bornés, à tout instant
de l'un des intervalles de deuxième sorte correspondants, la dérivée I/
est de même bornée.

Considérons en second lieu un intervalle de troisième sorte où la
fonc t i on I, quand le temps croît i n d é f i n i m e n t , tend vers une l imi te
finie par valeurs nécessairement inférieures à cette l i m i t e , puisque la
fonction 1 ne peut posséder de maximum. La dérivée seconde V\ qui,
d'après l 'équation de Lagrange, est égale à .2 U -1-4^? ^st supérieure
à4Â, donc bornée in tér ieurement en valeur algébrique : i l résulte d'un
théorème (2) de M. Hadamardque la dérivée première I7 tend vers zéro.
En appliquant de même.l'équation (84) entre la valeur in f in ie du temps
et un ins tant quelconque de l 'intervalle de troisième sorte, on l imi te
encore la dérivée F en fonction de la valeur l imi te de la fonction I.

D'autre part, si I' est borné, et si les distances aux deux autres de
la masse w^, sont supérieures à une longueur fixe, la vitesse de
cette masse est de même bornée. En e f f e t , si la distance r^ est aussi
supérieure à une longueur fixe, toutes les vitesses sont bornées immé-
diatement par Inéquat ion des forces vives. Supposons donc la dis-
tance r ,2==r arbitrairement petite. Dans l'expression de la dérivée I'

I^(^+^)^ ^, J!1!!^,^
M 1 ' Wi-4- Wa •

p est supérieur à une longueur fixe, r est arbitrairement petit et rr'2
est borné par l 'équation des forces vives : donc p7 est lui-même borné.

( 1 ) A l'instant du maximum dans tinter valle de deuxième sorte, ou quand le temps croît
indéfiniment dans l'intervalle de troisième sorle considéré, la quantité %U -h4 À est négative
ou nulle, les trois distances mutuelles sont bornées infénourement m valeur absolue, et par
suite ni la valeur .{3 ni la valeur limite de la fonction 1 ne peuvent être arbitrairement petites»

(2 ) Dans le cas général ce théorème s'énonce comme il suit : Si une jonction y d'une
'variable x tend vers une limite finie quand x. croît indéfiniment^ et si la dérivée

1 " 1 ' 1 1 fi^' 'y 1 ' 1 ! ! ! ! 1 - ! dy • !

seconde —— est bornée, la dérivée première — tend vers zéro. La démonstration est! . dx2 ^ , ' 1 1 1 , 1 1 1 ! • 1 ' 1 , 1 * 1 . : ' ! dx , . ! „ , ! , ! . , - 1 ! , ! ,
bien connue, et, en s'y reportant, on voit qu^'Z suffit pour (lue le théorème soit exact

: 1 1 ! 1 d^Y •' ' ': ' •' ! ! 1 • '/ 1 / . 1 ! !
que ta dérivée seconde -y— soit bornée intérieurement ou bornée supérieurement.
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Comme précédemment, r et p7 é tant bornés, et ? supérieur à une
longueur fixe, la quantité S72-!-r/^-4-C2 est bornée par l'équation

^+^^p^s«7^2.
D\)Ù le résultat suivant : •"SI la fonction 1 possède une infinité de

maxima successifs^ tous bornésy ou si /a fonction 1 tend quand le temps
croît indéfiniment vers une limite inférieure à une quantiié donnée, à tout
instant de l^ un des intervalles de deuxième ou de troisième sorte corres-
pondants où les distances 7^3, 7^3 sont supérieures à une longueur fîre
quelconque^ (a vitesse de la masse m^ est bornée.

Limite supérieure de la 'oitesse d^un corps dont les distances aux deux
autres sont supérieures à une longueur fixe 5 mais assez grande, quand la
fonction 1 est supposée tantôt bornée, tantôt infiniment grande. — Mais
le résultat précédent subsiste si dans une infinité d'intervalles de
deuxième sorte successifs les maxima de la fonction 1 ne sont pas
bornés dans leur ensemble, comme on doit l 'admettre s'il existe des
mouvements rentrant dans le troisième cas que nous avons distingué
pour h << o (n° 14). Et le même résultat subsiste encore si l'on consi-
dère une inf in i té de mouvements aboutissant chacun à un intervalle
de troisième sorte, si les valeurs l imites de la fonction dans ces inter-
valles ne sont pas bornées dans leur ensemble. Toutefois la longueur
fixe à laquelle devront être supérieures deux des distances mutue l les
ne pourra plus être quelconque; mais devra être choisie assez
grande.

En effet, dans l'intervalle de deuxième ou de troisième sorte consi-
déré, envisageons V intervalle partiel^ qui pourraitètre l ' in terval le tout
ent ier , où la fonct ion 1 est supérieure à la q u a n t i t é awi^L2 , m dési-
gnant la p lus petite des trois masses et L une longueur ddnnée. Tous
les instants de l ' in te rva l le total où deux des trois distances mutuelles
sont supérieures à la longueur L sont nécessairement compris dans
rintervalle partiel ainsi défini. Réciproquement, à chaque instant de
cet intervalle partiel, on peut affirmer que deux distances mutuelles
sont supérieures, non pas à la longueur L, mais seulement à la Ion-

Ann. Êc. TVorw., ( 3 ), XXXIX. •— AVIUL 1922. l6
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o-ueur ^L- Or, le second membre de l'équation, des forces vivesb V3M !

m^m^ 772.17??3 ^3^3 , 7———: -4- ———— -4- ———— -{- ft
^ '12 ^U r^

doit être positif ou nu l ; par suite, si L est assez grand, il faut que
l 'une- des trois distances mutuelles, la plus petite et toujours la même,

' r suivant les nota t ions du n° 3, soit telle que l'on ait

M 2 M3./i ! M21

M-+^+/'>o el '•< , MW3-
————— //- ————— ' y

mL

II résulte que dans tout l ' in terval le partiel considéré les q u a n t i t é s r^,
y^—^y^ ̂  „- gc^', x y ' — YX' sont bornées par l 'équation des forces
vives, et que l 'équation (5) est de la forme

(86) y^.-M. l+_yi
""7"

'/] désignant une quant i té infér ieure ,à ï en. valeur absolue si la lon-
g u e u r L a été choisie assez grande : alors p' varie constamment dans
le.même sens.

A l'instant du maximum de la fonction I, si l'intervalle total est de
deuxième sorte, la dérivée V est nulle , et par suite ^ est borné. Dès
lors, en mu l t i p l i an t l 'équat ion (86) par 2p', et en intégrant l 'équat ion
obtenue à pa r t i r de l ' ins tant du maximum de la fonction I, ou à part ir
de r i n s t a n t où ^ s 'annule, on voi t que la dérivée p' est bornée dans
tou t rintervalle part iel considéré. Si l ' intervalle total est de troi-
sième sorte, on démon t r e comme précédemment que la dérivée I7 (end
vers sséro quand le temps croît indéf iniment ; il résulte que la dérivée ^
finit par être bornée, et par suite qu'elle est encore bornée dans tout
l ' in terval le partiel considéré.

Comme précédemment encore, on déduitque la quantité E^-t-rj^+Ç'2
est bornée dans ïoiu ^intervalle partiel où la fonction 1 est supérieure à la
quantité sm2!^2.

Limite inférieure de 1 pour P + ^2 -hv1^ o. — Quand les trois
constantes des aires ne sont pas nulles, on déduit des l imitations de
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la vitesse obtenues dans les deux cas précédents une liniite infér ieure
de la fonction I. En effet, considérons un intervalle de deuxième ou
de troisième sorte l imité par un minimum de la fonction I borné (1),
soit inférieur a 2m2 L2, L désignant la longueur précédemment déter-
minée. Si dans cet intervalle la fonction 1 n'est pas bornée-, dans
l'intervalle partiel où cette fonction est supérieure à ^w2!.2, r, rr'
et p' sont. bornés, et à l 'instant extrême où 1 est égal à am-'L2, p aussi
est borné, et par suite la fonction "I et la dérivée I7. En appliquant
l'équation (84) entre cet instant extrême et l ' instant ^ du minimum I,,
de I, on obtient l'inégalité

I/2 À2 -i- a2 + ̂  , „ , , .., A2 4- ̂  4- -v2 , , /-r
4- 2 ———/-———. - 4 h v/1. 52 ———f——— — 4 II v-1 i ;

av/ê. yi. \/li

d'où résulte comme précédemment une l imite inférieure de .̂  dans
l'intervalle de deuxième ou de troisième sorte considéré. Si, au con-
traire, pendant cet intervalle la fonct ion I est bornée, il suffit d'appli-
quer la même inégalité entre l ' instant du maximum, ou l ' instant t= ±:co,
et l ' instant du minimum de la fonction I, pour obtenir de même une
limite inférieure du min imum I, .

Donc, dans tout mowement où les trois constantes des aires ne sont
pas nulles^ que ce mouvement comporte ou non des intervalles de
deuxième ou de troisième sorte, onpeut calculer une longueur à laquelle
deux dislances mutuelles sont à chaque instant supérieures, de t == - ce
à t = 4- oo. Ajoutons enfin que toutes les limites obtenues sont des
fonctions algébriques des constantes des forces vives et des aires, et
des valeurs à un ins tant des deux quantités ï et F.

CHAPITRE VI.
DEUX THÉORÈMES RELATIFS AU PROBLEME DKS TROIS CORPS.

20. Nous allons démontrer maintenant deux théorèmes que j'ai
énoncés dans deux Notes aux Comptes rendus,

P) Remarquons que les minima de la fonction I ne peuvent finir par ôire lous arbi-
trairement grands, car alors cette fonction tendrait vers l'infini avec le temps, et d'après
rétude des n08 12 et 13 devrait au contraire finir par croître constamment,
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II ' résul te (') i m m é d i a t e m e n t de l 'équation de Lagrange etJacobi (2)
que, dans le problème des n corps quand le temps croît indéfiniment^
les n corps ne peuvent tendre tous l'un vers Vautre. En effet dans cette hypo-
thèse la fonct ion U tendra i t vers -h ̂  avec t, et d'après l 'équation de
Lagrang'e et Jacobi la dérivée seconde -T^Sm^m/^^., et par suite la

dérivée première -, Sm^/Tz^r^ et la fonction ^mim^^ devraient tendre
de même vers 4- co : ce qui est incompatible avec cette condition que
les —i———l distances r^ tendent vers zéro.

Le premier théorème est une extension de la remarque précédente.

THÉORÈME A. — Dans le problème des trois corps, quand le temps croît
indéfiniment^ il est impossible que deux corps tendent l'un z^ers l9 autre, le
troisième corps restant à distance des deux premiers supérieure à une
longueur fixe (2 ) /

En effet employons les nota t ions du n° 3 : la distance r^=r tend
vers zéro quand le temps croît i ndé f in imen t , et les distances r^, r^
et ? restent supérieures à une longueur fixe.

d^ / ' î

Calculons la dérivée seconde "—-• D'après l'expression (9), l'équa-
tion de Lagrange (2) peut s'écrire

//Zi/Ug <^2/'2 _ ( rn i -h- m^ ) Wg <rf2 p2

Wi-t-^â dt'2 '" M elt1

ou, puisqu'on a
ffi=^sç'=,sa.+,s?.,

W ^^^-^.-.''•• '̂•••(Sg-^.,

Dans notre hypothèse la fonction U tend vers -+- co, et l'expression

' r ' - l f ft it <) / ^\ ^â \ ! ! •Xï 0 ' r l r 1 ^& ^—^p2 ( pr + pr -+" ̂ i^MS^ç 1 -r- - -r-Sfê
A 7 23 ' l;t/ - V 2;ï / 1 3 .

( 1 ) Cf. £ulletm astronomique, l. XXXV, 1 9 1 8 , p. 33i,noLe 2.
B r ( 2 ) Comptes rendue t. 457, 1 9 1 3 , p. 14,00. L'hypothèse qui rai t robjet de ce théorème

est voisine d'une hypothèse émise par M.Painlevé {cf. Levons de Stockfwlm^ p. 585).
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est bornée : la quantité x'^+y Y] .4-^ ̂  est en effet inférieure ou égale
en valeur absolue à rp, r tend vers zéro, et- cTautre part les quo-
tients — 5 -r— tendent vers i, et les quotients —-> — sont bornés.

r^ ^"U \ ^'23 ^'13

Je dis que la quanti té ^/2 •+• Tj / 2+ V 2 est bornée aussi (1). En effet,
d'après les formules (10), les trois expressions y z ' — zy1 ^ z œ ' — x ^ ,
yy1 — y x ' sont de la forme b^r; donc ces trois expressions tendent
vers zéro, et, d'après les intégrales des aires, les trois expressions
y^--^, ^-^/, ^-T^ tendent, au facteur (^+^)7^ ppès, •
vers les trois constantes des aires À, p., v. Dès lors, l'équation (5) est
de la forme
(88) p ,̂

^ désignant une quantité bornée quand le temps croît indéfiniment,
puisque le quotient -1- est borné. Si l'on multiplie l'équation (88)
par ap^ et qu'on intègre 1/équation obtenue par rapport à la variable t,
de l ' instant arbitraire t'o à l ' instant t ÇÎQ <^ ^), on obtient

^•-^o-^
b désignant de même une quantité bornée : de sorte que la dérivée ^
est bornée, du moins tant qu'elle ne s 'annule pas. Si ta dérivée p7

s'annule à un instant, il suffit de prendre cet instant comme nouveau
point de départ de rintégration pour limiter la dérivée p' dans un
second intervalle, jusqu'à son prochain zéro. Et ainsi de suite : la

(1) Cette proposition peut être considérée comme un cas particulier de la proposition
de M. Sundman que nous rappelons plus haut : dans un mouvement dont les conditions
initiales sont données, et où les trois constantes des aires ne sont pas nulles à la fois, à
tout instant où les distances-d'un corps aux deux autres sont supérieures à une certaine
longueur calculable en fonction algébrique des conditions initiales, la vitesse de ce corps
esUnfôrieure à une certaine vitesse calculable de même en fonction des conditions initiales.
Dans l'hypothèse où les trois constantes des aires sont nulles, et dont nous avons examiné
les dinerents cas dans la discussion des n08 18 et 19, la vitesse d'un corps situé à des
distances des deux autres limitées inferieurement, est de même inférieure à une vitesse
calculable en fonction algébrique des conditions initiales, ou bien tend vers une limite
finie. On peut en conclure que dans l'hypothèse figurant dans renoncé du théorème A, la
quant i té E72--}- 71^ 4-Ç72 est bornée ou finie, et la démonstration est terminée par là. En
fait, nous reprenons ici une partie des raisonnements de notre discussion précédente,
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dérivée ^ est bornée par une même quantité fixe dans tous les inter-
valles successifs. Donc, dans tous les cas, l a , dérivée p' est bornée
quand le temps croît indéfiniment. De l'identité de Lagrange on tire
d'ailleurs l'équation

ç^.^ç^p^5!^^

d'où résulte que la somme ^2 -h ïf2 + V 2 est bornée.
Dès lors, dans l'hypothèse de l'énoncé, le second membre de l'équa-

tion (87) tend vers1 -4- co ; donc la dérivée seconde -^-? et par suite la

dérivée première — et la fonction r2 tendent de même vers +00;
condition incompatible avec cette condition que la distance r tend
vers zéro. Ce qui démontre ( i ) le théorème A.

La démonstrat ion 'précédente et le théorème A. sont également
valables, soit que dans l'hypothèse les deux masses m.^ et m^ tendent
vers l'autre sans se choquer, soit que ces deux masses se choquent une
infinité de fois.

(1 ) On peut démontrer facilement aussi le théorème A avec les notations que M. Levi -Civila
a employées d'abord dans le problème restreint (Àcta medhemedica^ t. 56, 1906, p. 3o5),
qu'il a étendues ensuite au problème plan général {Rendicorui dei Liucei^ vol. XXÎV, 1915,
passim}, puis au problème des trois corps dans l'espace {Acta mcithematica^ t. -4'2,
1918, p. 99). C'est dans l 'équation

àW-— == t ^r const. 1 , .
()\^

figurant à la page 3s5 du premier Mémoire cité que l 'hypothèse, dont le théorème A
énonce l'impossibilité, fait 'apparaître une contradiction. En effet la fonction W(^, TI, a, G)
contenue dans cette éqaation est définie comme solution de l'équation aux dérivées par-
tielles figurant à la page 314 du même Mémoire,^ et, d'après les théorèmes généraux, la
constante C étant fixée, est holomorphe au voisinage des valeurs $ === '/] == o. Dans Fhypo"
thèse de l'énoncé, où la distance r et par suite les variables Ç, T] tendent vers zéro quand
le temps croît indéfiniment, cette solution ne cesse pas d'être valable pour représenter le
mouvement. Il est visible d'ailleurâ aur l'équation aux dérivées partielles que dans le
développement de la fonction W suivant les puissances de ç et r^ la constante G n'appa-
raît pas avant les termes du troisième degré : donc au premier membre de l 'équation

àW ! ! . 1 - 1 ! . . ! . ! ! ' ! ! ! !

proposée ~^- devrait tendre vers zéro, tandis que le second membre croîtrait i ndé f in imen t .
' ! 1 • ! (/u • • . . ! ' ! -

Comme l'indiqua discrètement M. Levi-Civila, de ce que les premiers termes <lu dévô"
:• 1 . 1 àW 1 1 1 1 1 • . 1 1 • 1 1 1 ^ , • . ! ! 1-

loppement de -r,- suivant les puissances de Ç et 'r\ sont précisément du troisième degré,t ' ^ • , . • • , • , <J"
résulte qu'au voisinage d'un choc les coordonnées x et y sont par rapport au temps des
infiniment petits d'ordre-.

/ 1 1 1 ! ^ 1 i i i ' . ' ' , ! , , ' ' . / ' !
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Notre second théorème est le suivant :
THÉORÈME B. — Dans le problême des trois corps^ tout choc de deux

corps a lieu dans le plan du maximum des aires ( 1 ).

En eliet, employons les. notat ions du n° 3, m^ et m^ étant les deux
niasses qui se choquent à ' l ' i n s t a n t ^==0. Nous supposons que les
constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, c'est-à-dire que
le plan du maximum des aires existe, et nous prenons ce plan pour
plan xOy : les deux premières constantes des aires sont nulles, et la
troisième, v, est différente de zéro.

Or, quand le temps t tend vers l ' instant du choc, l •==• o, i l résulte
des formules (10) que les trois expressions y^1 — zy\ ^ —" xz! y
xy1 — yx/ tendent vers zéro (2) . Dès lors, en, substituant à toutes les
quantités figurant dans les intégrales des aires leurs valeurs limites à
l ' instant du choc, on obtient

•^oÇo—So^o^ 0 ' Ço^o—£o?o=° i
(m,+ rn^m^ .
————^————(Ço^o—^o)^^

Dans les deux premières équations, le déterminant ^T)^ — Y]^ ne
peut être nul , puisque dans la troisième v est différent1 de zéro; il est
nécessaire que Ço et ̂  soient nuls.

Donc, à l ' instant du choc, le troisième corps et par conséquent les
trois corps sont situés dans le plan du maximum des aires.

D'autre part, au voisinage du choc, les trois coordonnées^, Y], Çson t
'" 1 i • 1 1

développables suivant les puissances de f, et les premiers termes du
développement de ^ par exemple sont en général

^=i:o-^•c:o^+!Kr-+K^3-4-K^ l io, ..., .

K, K,, 1L>, ... désignant des constantes; donc la trajectoire du troisième
cor ps ^ ou du centre de gravité des deux premiers, est tangente à l'instant
du choc au plan du maximum des aires. D'ailleurs il est visible dans la

( 1 ) J'ai énoncé ce théorème dans une Note des Comptes rencùif (l. 168, 1 9 ^ 9 , p. 8 1 ).
Cornine dans tout ce qui précède, nous plaçons rorigiûe des coordonïiôes au centre de
gravité commun*

C 2 ) M. Suadman a donné au voisinage du choc une limite supérieure des trois expres-
sions considérées plus précise que la quantité b \/r^ mais qui nous est inutile ici (cf. Acta
mat/iema£ica.f t. 36, 1 9 1 2 , p. I14)-
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troisième des équations (3) , que la dérivée seconde —, qui ne peut
être par rapport a F inf în iment petit principal t du même ordre que la*> /
fonction "Cy est de l'ordre de ^-5 soit z au moins; donc la coordonnée *(p' , ô
est un infiniment petit d'ordre -I^ au moins.

0

Enfin, si le mouvement comporte plusieurs chocs de deux corps,
aux instants de ces chocs successifs, le moment par rapport au centre
de gravité commun de la quant i té de mouvement du troisième corps
est proportionnel à la somme des masses des deux corps qui se
choquent.

Ajoutons quelques corollaires au théorème précédent.
Si dans un mouvement les trois constantes des aires sont nulles, ce

mouvement est plan d'après le théorème de Dziobek. Si l'on prend le
plan du mouvement comme plan xQy, à l ' instant d^un choc des deux
masses m^ et m^ l'intégrale des aires se réduit à

• • . ^//-—YÎ^^O.

Donc la tangente à la trajectoire du troisième corps passe au centre de
granité commun et par suite au point où a lieu le choc.

En particulier, les deux dérivées ^ et T/ peuvent être nul les à l'ins-
tant du choc. Alors dans le système différentiel holomorphe formé (1 )
par M. Sundrnan au voisinage de l ' instant du choc, t = o, n i les équa-
tions, ni les conditions initiales à cet instant ne changent si l'on
change (2) t en — ï. Donc, de même que les instants où les six projec-
tions des vitesses .̂ , y', z\ ^, Y/, ̂  s 'annulent, l ' instant d 'un tel choc
possède cette propriété que les trois corps ont avant et après, à deux
instants équidistants, la même position relative. La trajectoire du
troisième corps présente un point d'arrêt à l'instant du choc, pu i s
revient sur elle-même, mais la tangente au poin t d'arrêt passe encore au
point où se choquent les deux autres corps, car l'expression ^rf—r^
s'annule avec t. Béciproquement, si un mouvement présente un ins-
tant où les vitesses s'annulent, ou un choc de deux corps à l'instant
duquel la vitesse du troisième corps par rapport au centre de gravité

(l)AcUlmaÉ/lema£ica^|..36^lQî9^p. i2âet i4o.
(â ) Et par conséquent, si l'Oti change aussi les quantités -r', f ^ z^ /•/, ^, r/, Ç^U.GÛ

-^-J^.-^,,;-^^1-^,-1^,1^^- , 1 : 1 • 1 1 , 1,11 ' ' •:, 1.:1 1 1 1 1 1 1 1 / 1 ,•'' /
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des deux premiers est nulle, les-trois constantes des aires sont nulles,
et le mouvement est plan.

"On peut être amené à considérer enfin u n e suite d'instants où la
distance de deux corps tend vers zéro : voici comment.. S o i t - d ' u n e
façon générale à é tudier quand le temps croit i n d é f i n i m e n t un mouve-
ment où les trois constantes des aires ne sont pas nul les . D'après une
proposition de M. Sundman que nous avons étudiée précédemment
(Chap. V), à chaque ins tant deux distances mutuelles sont supérieures
à une longueur fixe ; à chaque instant une seule des distances mutuelles,
qui n'est pas nécessairement toujours la môme, peut être arbitraire-
ment petite.

Par suite, et compte tenu du théorème A, les différentes circons-
tances possibles au point de vue des minirna des distances mutuel les ,
quand le temps croît indéf in iment , sont les suivantes :

i° Les distances mutuelles restent toutes trois supérieures à une
longueur fixe : tel est le cas des solutions périodiques et sans chocs,
et des solutions.asymptotiques à ces solut ions périodiques;

2° Le mouvement présente une, in f in i t é de chocsde deux corps : les
mouvements des trois corps présentant un plan de symétrie (et non
plans pour que les trois constantes des aires ne soient pas nulles)
offrent un exemple de cette seconde circonstance (1) : si la constante
des forces vives est négative, les deux corps symétriques se choquent
une inf in i té de fois, leur distance a une inf in i té de minima nuls. Le
mouvement rectiligne de trois corps offre un exemple analogue, mais
les trois constantes des aires y sont nulles;

3° Deux des trois corps deviennent une inf ini té de fois arbitrai-
rement voisins sans se choquer. M. Andrade a obtenu (2) cette troi-
sième circonstance dans le mouvement plan d'un point matériel at t iré
en raison inverse du carré de la distance par deux points fixes. Ce
dernier problème est une dégénérescence du problème restreint/qui
est lui-même une dégénérescence du problème général des trois
corps; il existe par suite des solutions de ce problème général qui
présentent cette troisième circonstance;

( 1 ) Cf. supra, p. 86; et Bulletin astronomique^ '2e série, Mémoirev^ t. I, p. 188.
( 2 ) Cf. Journal de F École Polytechnique^ 60e cahier, p. 55.

^n/A. Éc.Norm^ ( 3 ) , XXXIX. — . M A I 19^2. 17
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4° Ou enfin a priori les deux circonstances- précédentes peuvent
se présenter simultanément, ou encore les deux corps qui se choquent
ou deviennent voisins ne sont pas toujours les mêmes.

C'est la troisième circonstance que nous avons considérée déjà au
n° 10, et que nous voulons de nouveau considérer ici.

Aux ins tants des minima successifs et arbitrairement petits de la
distance mutuelle J\ 2= r? les trois expressions yz1 -— zy1, zcc1—xz1,
x^ —yx^ sont arbi t ra i rement petites, et d 'une façon précise, selon les
formules (10), sont en valeur absolue inférieures au produit de. la
fonction yr {)ar un^ même quantité fixe pour tous les min ima . Par
suite, si l'on prend comme plan xQy le plan du maximum des aires, à
l ' instant d'un min imum, les équat ions des aires sont de la forme

^^w-,w^^ ^±^^-^=^,
^±^^-..^)=^^,

b^ 63, &3 désignant trois quantités ayant en valeur absolue une même
limite supérieure pour tous les rninima successifs. On tire de ces trois
équat ions les deux combinaisons

<+(<^ -+-&2-/ i - i -ôgÇ ïs/^'^o,
<+(^^+^^-h ̂ 0^=0,

qui expriment qu'à ? instant du minimum Ici droite joignant le troisième
corps et le centre de granité des deux premiers^ et d'autre part la direction
de leurs vitesses font avec le plan du maximum des aires des angles infé-
rieurs à k \IT^ k désignant une quantité positive fixe. • '

Quand les trois constantes des aires, sont nulles, et que l'on considère
une suite de minima de l'une des distances mutuelleâ aux instants
desquels les deux autres distances soient supérieures à une l o n g u e u r
fixe, l 'équation des aires a aux mêmes instants la forme

, ! ' „ ! ^ - ' , ; bi'-^-= b^r. ^ . , 1 :

si l'on prend le plan du mouvement pour plan xOy; cette équat ion
limite supérieurement le moment de la vitesse du troisième corps par
rapport au centre de gravité commun.


