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SUR

LES VARIETES A CONNEXION AFFINE

LA THEQRIE DE LA RELATIVITE GENERALISER

(DEUXIEME PARTIE)

Par M. E. CARTAN.

La premiére Partie de ce Mémoire a paru dans ce méme journal (*).
Dans cette seconde Partie je poursuis I'¢tude purement géométrique
des variétés  connexion afline on métrique. Dans un premier Chapitre,
jétudie le groupe des déplacements associé & un point d'une variété :
a tout contour fermé partant d’un point donné de la variété et y reve-
nant est associé un déplacement : tous ces déplacements forment le
groupe en question. Les groupes associ¢s aux différents points de la
variété sont tous homologues entre eux : ¢’est le théoreme d’homogé-
néité. Je montre comment on peut déterminer la nature de ce groupe
pour une variété donnée. Je signale un résultat au premier abord para-
doxal : si la variété est sans torsion, le déplacement associc & un con-
tour infiniment petit partant d’'un point et y revenant laisse ce point
invariant : cela n’est plus vrai (2 moins que la variété ne soit un espace
affine proprement dit) pour un contour fini quelconque.

Les autres Chapitres sont consacrés i I'étude approfondie des ten-
seurs de torsion et de courbure. Je montre comment on peut effectuer
leur décomposition en tenseurs irréductibles. §en déduis une méthode,
appliquée effectivement pour n=3, pour former tous les invariants
intégraux (scalaires ou vectoriels) attachés i la variéte, au moins ceux
dont les coefficients dépendent lindairement des composantes des ten-
seurs de courbure et de torsion. Certains de ces invariants intégraux

(*) Ann. Le. Norm., 3¢ série, t. XL, 1g23, p. 325-f12; t. XLI, 1924, p. 1=25.
Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Jaxvizr 1925, 3
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avaient déja été formés directement dans la premiére Partic du Mé-
moire. Vindique quels sont tous ces invariants intégraux dans le cas
des variétés 3 quatre dimensions & connexion métrique ou cucli-
dienne et a torsion nulle. Le Mémoire se termine par Papplication de
la méme méthode & la détermination de toutes les formes possibles
de action élémentaire dans la théorie de M. Weyl. Je donne enfin
quelques indications sur les formes possibles de la « quantité de
mouvement-énergie » élémentaire dans la méme théoric.

CHAPITRE VI.

LE GROUPE DES DEPLACEMENTS AFFINES ASSOCIE A UN POINT l)’”NE VARIETE

A CONNEXION AFFINE.

87. Nous avons vu au Chapitre II qu’étant donnée une variété i
connexion affine, & tout contour fermé infliniment petit partant d'un
point m de la variété et y revenant est associé un déplacement affine
infinitésimal de composantes

Q= Alg[w*wb], Qf = Alyp[w*mb].

Si Von fait varier le contour fermé, on obtient une famille linéaire de

déplacements
Q= e“gAég, Qf = e*B Alg,

dépendant des paramétres arbitraires ¢ = — ¢ En général ces
déplacements infinitésimauzx n’engendrent pas un groupe (*).

Il n’en est plus de méme si on considére (ous les contours fermeés
possibles (finis) partant de m et y revenant. A chacun d’eux est asso-
cié, par le procéde indiqué au n® 34, un déplacement affine fini de
Iespace affine tangent en m. 11 est évident que tous ces déplacements
forment un groupe (continu), car si 'on considére deux d’entre eux

(1) Cela veut dire que les crochets deux a deux des transformations infinitésimales

i / W9
XapS = (Aag — Afagz®) d_‘x‘/;

ne s’expriment pas nécessairement d’une maniére linéaire au moyen des Xug f.
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® et @', etsi(e) et (&) sont les deux contours fermés auxquels ils
sont associés, le déplacement ®” obtenu en effectuant d’abord ®,
puis @, est évidemment associ¢ au contour fermé (2”) obtenu en décri-
vant*d’abord (2), puis (') : c’est donc encore un des déplacements
associés a m.

Il résulte de la qu'a tout point m de la variéeé est associé un groupe g
de déplacements affines. Lorsqu’on fait choix d’un systeme de référence
pour I’espace affline tangent en m, ce groupe affecte une forme ana-
Iytique déterminée; il est engendré en particulier par certaines trans-
formations infinitésimales déterminces.

88. Considérons maintenant deux points différents m et m’ de la
varicté. Aces deux pointssontassociés deuxgroupes gelg’. Nous allons
démontrer le théoreme suivant :

Tutorime p’noMocENEITe. — Les groupes associés aux differents points
de la variete sont des sous-groupes homologues du groupe affine G.

Rappelons que deux sous-groupes g et g’ d’un groupe G sont dits
homologues siles équations qui les définissentanalytiquement peuvent
¢tre ramences les unes aux autres par un changement de variables
défini par unc transformation du groupe G, ou encore s'il existe une
transformation T du groupe G telle que le sous-groupe g’ soit identique
au sous-groupe T—'gT.

Pour démontrer le théorcme d’homogénéité, désignons par 8" une
transformation quelconque du groupe g’, correspondant & un certain
contour fermé <’ partant de m’ et y revenant. Considérons alors le
contour fermé (2) obtenu en partant de m, joignant m i m’ par un
chemin déterminé (), décrivant (27) et revenant & m par le chemin y
parcouru en sens inverse. Soit alors T le déplacement affine que subit
I"espace afline tangent en m quand on va de m a4 m’ par le chemin .
Au contour (2) est associé le déplacement obtenu en composant suc-
cessivement les déplacements T, 8" et T-'. Autrement dit, tout dépla-
cement de la forme TS"T! appartient a g, si S" appartienta g’. [l y a
une réciproque ¢vidente. On en conclut la formule

(1) i g=TgT"

C.Q.F.D.



20 E. CARTAN.

.

89. De ce théoréme nous allons déduire une premicre application
importante. Est-il possible que le groupe g associé a un poini arbi-
traire m de la variéié laisse fixe le point m?

Il est d’abord évident que s'il en est ainsi, le déplacement inlinité-
simal associé & un contour infiniment petit devra jouir de la propriété
de laisser fixe le point m. On aura donc nécessairement

Ol— -
’

autrement dit, la variété sera sans torsion.

Mais cela ne suffit pas. En effet, considérons deux points infiniment
voisins m et m’ ¢t rapportons P'espace affine (E') tangent en m’ a
l'espace affine (E) tangent en m. D’apres la formule (1) les opérations
du groupe g[effectuées dans 'espace (1] et les opérations du groupe g'
(rapportées au méme espace ) sont les mémes. Or ces derniéres laissent
fixe le point m’ {ou plutot le point de (K) qui correspond & m’].
Donc le groupe g doit laisser fizes, non seculement le point m de (I5),
mats tous les points infiniment voisins. Autrement dit, le groupe g se
réduit & la transformation identique. Donc les €/ sont tous nuls et la
variété est elle-méme un espace affine proprement dit. Par suite :

Il Wy a que Uespace affine proprement dit dans lequel le groupe g
assocté a un point m quelconque latsse fixe ce point m.

Nous voyons par la que la propriét¢ d’une variété i connexion affine
d’étre sans torsion ne signifie la stabilité du point m que relativement
a un contour fermé infiniment petit partant de m et y revenant.

Cherchons au contraire si le groupe g associé & un point arbitraire m
peutne se composer que de translations, ¢’est-a-dire laisser invariants
tous les vecteurs. 1l faut évidemment pour ccla que les formes Qf
soient toutes nulles, c’est-a-dire que la variété soit sans courbure.
Mais ici cela suffit, car dans cé cas les équations

déi 4 Erar=o

qui définissent le transportd’un vecteur sontcomplétement intégrables ;
on peut donc prendre en tous les points m des systémes de référence
équipollents entre eux, et par suite le groupe g ne contiendra que des
translations. Donc pour que le groupe g ne contienne que des transla-
tons, il faut et il suffit que la variéié soit sans courbure. Dans ce cas,
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comme nous 'avons dé¢ja remarqué, on pourra supposer les compo-
santes @/ de la rotation de I'espace affine toutes nulles.

Le groupe 7 associé & un point de la variété.

90. Avant de chercher d déterminer quel est le groupe g associé a
un point m d’une variété donnée, considérons leffet produit par ce
groupe sur les vectewrs de Pespaces cet effet se traduit analytiquement
par des transformations linéaires et homogénes sur les composantes £°
du vecteur auquel le groupe g est appliqué. Ces transformations for-
ment ¢videmment un groupe v, el tous les groupes y associés aux dif-
ferents points de la variété sont homologues entre eux vis-h-vis du
groupe général des transformations linéaires et homogenes. 1l en
résulte qu’on doit pouvoir choisir le systéme de référence attaché a
chaque point m de mani¢re que tous ces groupes v solent définis ana-
lytiquement par les mémes ¢quations. Voici comment on peut théori-
(quement opérer. :

Choisissons arbitrairement le systeme de référence d’un point parti-
culier m,. Pour fixer le systeme de référence attaché un point
quelconque m, choisissons arbitrairement un chemin (2) allant de
m, & m et prenons pour systeme de référence en m celui qui, er sut-
vant ce chemin, est équipollent au systeme de référence de m,.

On a, dans ces conditions, en considérant les expressions analyliques
des groupes v et v,,

1=1

Allons maintenant de m, A m par un autre chemin quelconque (2,)
et soit T la transformation que subissentles vecteurs de I'espace affine
quand on suit ce chemin de m, & m; on aura, en allant de m, & m par
ce chemin, décrivant ensuite un contour fermé partant de m et y reve-
nant, suivant enfin de m 4 m, le chemin primitivement choisi,

o= Ty.

Hlrésulie de la que T est une trans formation du groupe .
On peut montrer maintenant par un raisonnement analogue que si
Fon va d’un point quelconque m & un autre point quelconque m' par un
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chemin arbitraire, les vecteurs subissent une transformation apparte-
nant au groupe fixe y.

Il resulte de 1a que st le groupe y est défini par les r transformations
infinitésimales

L Of
(2) ij':(a{‘)xé'(—)—.:ij (s=1,2,..., 1),

les composanies o/ de la rotation de Uespace affine seront de la forme
(3) r’)lj: (CL{)SES,

avec r expressions de Pfaff a priori arbitravres ©°.

91. Réciproquement supposons qu’on puisse mettre, par un choix
convenable des systemes de référence attachés aux différents points
de la variété, les composantes o/ sous la forme (3), ot les constantes
(a/), sont les coelficients des transformations inlinitésimales d’un
certain groupe linéaire et homogene . Je dis que le groupe qui
indique comment le groupe g associé a un pointm transformne les vecteurs
est y ou un sous-groupe de .

En effet, la transformation des vecteurs, quand on suit un chemin
donné, est fournie par I'intégration d’un systeme d’équations différen-
tielles .

dii+-EF(ah) s = 0;

cette intégration revient a la composition d’une infinité de transforma-
tions inliniment petites appartenant toutes au groupe y; elle fournit
donc une transformation de ~.

92. 11 résulte de la une méthode pour reconnaitre si le groupe g
associé a un point m de la varicté transforme les vecteurs suivant des
opérations appartenant toutes i un groupe lincaire et homogéne donné
Y ou & un de ses homologues. On choisira pour cela en chaque point m
un systeme de réfévence aussi général que possible, ce qui introduira
n® paramétres, et 'on cherchera & déterminer ces paramétres de ma-
niére 4 avoir les formules (3), avec des expressions &° convenable-
ment choisies. On pourra pour cela exprimer que les w/ satisfont a
n* — rrelations linéaires et homogeénes 4 coefficients constants

7 : i ; ; -
) ahei=o, Bhol=o, ey )}

N o = o.






