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SUR

LES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE
ET

IA DE LA
( D E U X I È M E P A R T I E )

PAR M. E, C A R T A N .

La première Partie de ce Mémoire a. paru dans ce même journal (1).
Dans cette seconde Partie je poursuis l'étude purement géométrique
des variétés à connexion a f f i n e ou. métrkjue. Dans Lin premier Chapi t re^
l ' é tud ié le groupe des déplacements associe a un p o i n t d ' u n e variété :
à tout contour fermé par tan t d 'un p o i n t donné de la variété et y reve-
nant est associé un dép lacement : tous ces déplacements forment le
groupe en question. Les groupes associés aux différents points de la
variété sont tous homologues entre eux : c'est le théorème d'homogé-
néité. Je montre comment on peut dé te rminer la na ture de ce groupe
pour une variété donnée. Je signale un résultat au premier abord para-
doxal : si, la. variété est sans torsion;, le déplacement associé à un con-
tour infiniment petit partant d'un point et y revenant laisse ce p o i n t
invariant : cela n est plus vrai (à moins que la variété ne soit un espace
affine proprement dit) pour un contour fini quelconque.

Les autres Chapitres sont consacrés à l 'é tude approfondie des ten-
seurs de torsion et de courbure . Je montre c o m m e n t on peut effectuer
leur décomposi t ion en tenseurs irréductibles. J 'en déduis une méthode,
appliquée effect ivement pour n=3, pour former tous les invariants
intégraux (scalaires ou vectoriels) attachés à la var ié té , au moins ceux
dont les coefficients dépenden t linéairement des composantes des ten-
seurs de courbure et de torsion. Certains de ces i nva r i an t s intégraux

( } ) Ann. E(\ Nonn.^ 3e série, t. XL, ï9 ' ->3 , p. Ï'..>.~}-^\'i-, t. XLi, K»'^ p. r-^.
Anrt. Ec. Norm^ ( 3 ) , XLIL — JANVIER 192,'). ^
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avaient déjà été formés directement, clans la première Partie du. Mé-
moire. J'indique quels sont tous ces i n v a r i a n t s intégraux dans le cas
des variétés à quatre dimensions à connexion métr ique ou e u c l i -
dienne et à torsion nulle. Le Mémoire se termine par l ' appl icat ion de
la même méthode à la déterminat ion de toutes les fo rmes possibles
de V action élémentaire dans la théorie de M. WeyI. Je donne e n f i n
quelques indications sur les formes possibles de la c< q u a n t i t é de
mouvement-énergie » élémentaire dans la même théorie.

CHAPITRE VI.
LE GROUPE DES DEPLACEMENTS AFFINES ASSOCIÉ À 'UN POINT T'/ITNE V A H I É T É

A. CONNEXION AFFINE.

87. Nous avons vu au Chapitre II qu'étant donnée u n e variété à
connexion aff ine,à tout contour fermé i n f i n i m e n t pet i t par tant d 'un
point m de la variété et y revenant est associé un déplacement a f f i n e
infinitésimal de composantes

^•-= A.apE^G)?], ^i=A^[^^].

Si FOB fait varier le contour fermé, on o b t i e n t u n e f a m i l l e l inéa i re de
déplacements

OJ=e^Ai^ ^=:^A^,

dépendant des paramètres a rb i t ra i res e^ === — e^\ En général, ces
déplacements infinitésimaux ^engendrent pas un groupe ( i ).

Il n'en est plus de même si l 'on considère tous les contours fermés
possibles (finis) par tan t de m et y revenant . A chacun d 'eux est asso-
cié, par le procédé i n d i q u é au n0 34, u n déplacerneni a f f i n e f i n i de
l'espace affine tangent en m. Il est évident q u e tous ces d é p l a c e m e n t s
forment un groupe (con t inu) , car si l 'on cons idère deux d 'entre eux

( l ) Cela veut dire que les crochets deux ;i deux des i ransibrrnat idus i n f i n i l/'smmk;s

X^/=(A^-A4^)^

ne s'expriment pas nécessairement d'une manière linéaire au moyen des XafV.
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(P et de/, et si (9) et (a') sont les deux contours fermés auxquels ils
sont associés, le déplacement cef obtenu en effectuant d'abord (D,
puis ^f, est évidemment associé au. contour fermé (a") obtenu endécri"
vanF'd'abord (e), puis (© /) : c'est donc encore un des déplacements
associés à m.

Il résulte de là qu'a tout point m de la variété est associé un groupe g
de déplacements affines. Lorsqu'on fait choix d'un système de référence
pour Fespace affine tangent en m, ce groupe affecte une forme ana-
lytique dé te rminée ; il est engendré en particulier par certaines trans-
formations mfîni tés i mâles déterminées.

(S8. Considérons m a i n t e n a n t deux po in t s d i f férents m et m' d e l à
variété. Aces deux po in t s sont assoc iésdeuxgroupes^et^ .Nous al lons
démontrer le théorème su ivan t :

ÏHÉORS^ME D'noMOGS^iTÉ. — Les groupes associés aux différents points
de la variété sont des sous-groupes homologues du groupe affine G.

Rappe lons que d e u x sous-groupes g et ^J d ' un groupe G sont dits
homologues si les équa t ions qu i les dé f in i s sen t analy t iquemeni : peuvent
être ramenées les unes aux autres par un changement de variables
déf ini , par u n e transformation d u groupe G, ou encore s ^ i l existe une
transformat ion T d u groupe G telle que le sous-groupe^ soit identique
au sous-groupe T"\ç'ï.

Pour démontrer le théorème d 'homogénéi té , désignons par S' une
t ransformat ion quelconque du groupe g , correspondant à un certain
contour fermé c' partant de m' et y revenant . Considérons alors le
c o n t o u r fermé (3) obtenu en. par tant de m, j o i g n a n t m à m' par un
chemin dé t e rminé (y), décrivant fa') et revenant à m par le chemin y
pa rcou ru en sens inverse . Soit alors T le dép lacement aff ine que subi t
l 'espace a f f i n e tangent en m q u a n d on va de m. à m' par le chemin y.
Au con tour (a) est associé le déplacement obtenu en composant suc-
cessivement les déplacements T, S" et ï~1. Aut rement dit, tout dépla-
cement de la forme TS^T" 1 a p p a r t i e n t a g y si S' appart ient à g ' . Il y a
une réciproque év idente . On en conclut la fo rmule

^) ^:=.g^ T^ï-
C. Q. F. J).
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89, De ce théorème nous allons déduire une première application
importante. Est-il possible que le groupe g associé à un point arbi-
traire îïl de la Dariété laisse fixe le point m ?

Il est d'abord évident que s'il en est a ins i , le dép lacement i n f i n i t é -
simal associé à un contour infiniment petit devra jou i r de la propr ié té
de laisser fixe le point m. On aura donc nécessairement

o/-

autrement dit, la variété sera sans torsion.
Mais cela ne suffit pas. En effet, considérons deux points in f in imeht

voisins m et m' et rapportons l'espace affine (l?) tangent en m! à
l'espace affine ( E ) t angent en m. D'après la formule (i) les opérations
du groupe g [effectuées dans l/espace (E )] et les opéra t ions du içroupe^
(rapportées au môme espace) sont les mêmes. Or ces dernières laissent
fixe le po in t m' [ou plutôt le p o i n t de (E) q u i correspond à m'j.
Donc le groupe g clou laisser fixes, non seulement le point m. d e ( E ) ,
mais tous les points infiniment voisins. Au Ire m ont d i s , le g rouper se
réduit à la transformation i d e n t i q u e . Donc les i^ sont tous nuls et la
variété est elle-même un espace affine proprement d i t . Par suite :

// n\y a que l'espace affine proprement dit clans lequel le groupe g
associé à un point m quelconque laisse fixe ce point m.

Nous voyons par là que la propriété d'une variété à connexion affine1

d'être sans torsion ne signifie la stabilité du point m. que re la t ivement
à un contour fermé infiniment petit partant de m et y revenant.

Cherchons au contraire si le groupe g associé à -un point arbi traire m
peut ne se composer que de translations, c'est-à-dire laisser invar ian ts
tous les vecteurs. Il faut évidemment pour cela que les formes û<
soient toutes nulles, c'est-à-dire que la variété soit sans courbure.
Mais ici cela suffit, car dans ce cas les équations

. • ^4-^c4:=o

qui définissent le transport d'un vecteur son ̂ complètement intégrables;
on peut donc prendre en tous les points m des systèmes de référence
équipollents entre eux, et par suite le groupe g ne contiendra que des
translations. Donc pour que le groupe g ne contienne que des transia"
tions^ il faut et il suffit que la variété soit sans courbure. Dans ce cas,
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comme nous l'avons déjà remarqué, on pourra supposer les compo-
santes co^ de la rotation de l'espace affine toutes nul les .

Le groupe y associé à un point de la variété.

90. Avan t de cliercher à dé te rminer quel est le groupe g associé à
un p o i n t îïi d'une variété donnée, considérons 1/ettet produit parce
groupe sur les recteins de l 'espace; cet effet se t r a d u i t ana ly t iquement
par des t r a n s f o r m a t i o n s l inéa i res et, homogènes sur les composantes çl

du vecteur auquel le groupe g- est appl iqué. Ces t rans format ions for-
ment évidernmeni un groupe y, et toiis les groupes y associés aux dif-
férents po in ts de la variété sont , iKHHologsies en Ire eux vis-à-vis du
groupe général des t r a n s f o r m a t i o n s l i néa i r e s et Ixornogènes. 11 en
résulte qu 'on doi t p o u v o i r choisir le système de référence attaché a
chaque poin t , m de manière que tous ces groupes y soient dé f in i s ana-
l y t i q u e m e n t par les '/wmes équations. Vo ic i c o m m e n t on peut théori-
quement opérer.

Choisissons a rb i t r a i r emen t ie système de référence d^ i in poin t parti-
culier m,). Pour f ixe r le système de référence attaché à u n poin t
quelconque ni, chois issons ar]) l t ra i rem.enfc un chemin (s) a l l an t de
ïïlo à m et prenons pour système de référence en lïl celui qui , ensui-
vant ce chemin^ est équ ipo l l en t au système de référence de nio-

On a, dans ces condi t ions , en cons idéran t les expressions analy t iques
des groupes y et yo,

yo^y.
Al lons m a i n t e n a n t de îïlo à m par un au t r e chemin que lconque (.9^

et soi t , T la t ransfor-mat ion que subissent les vecteurs de l'espace aff ine
quand on suit ce chemin, de m^ a m; on aora , en a l l an t de m^ a m par
ce chemin , décr ivan t ensu i t e un contour fermé parlant de m et y reve-
nan t , suivant enfin de ni à m<; le chemin p r i m i t i v e m e n t choisi ,

y.,=rTy.

Il résulte de là que T est une iransfornwlion du groupe y.
On peut m o n t r e r m a i n t e n a n t par un ra i sonnement analogue que si

l'on va d'un po in t quelconque m à un autre p o i n t que l conque ni' par un
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chemin arbitraire, les vecteurs subissent une t r ans fo rma t ion appar te -
nant au groupe fixe y.

Il résulte de là que si le groupe y est défini par les r transformations
infinitésimales
(2) x^=(a/U/^ ( .=1,2 , . . . , / • ) .

les composantes co^ de la rotation de ^espace affine seront de la forme

(3) c^=~ (r^)^',

avec r expressions de Pfaff a priori arbitraires ^s.

91,. Réc iproquement supposons qu 'on puisse mettre , par un choix,
convenable des systèmes de référence aKachés aux d i l î e r e n t s po in t s
de la variété, les composantes co/ sous la forme (3), où les constantes
(<2/)^. sont les coefficients (.les t r ans fo r îna . l i o î i s ' i n f i n i t é s i m a l e s d 'un
certain groupe l inéai re et homogène y. Je d i s que le groupe qui
indique comment le groupe g- associé à un point m transforme les 'secteurs
est y ou un sous-groupe de y.

En effet, la t r ans fo rmat ion des vecteurs , q u a n d on s u i t un chemin
donné, est fournie par l ' intégral ion d /un système ( r équa î i ons diiïéren-
tielles

^^^(^^^o;

cette intégration revient à la composi t ion d'une i n f i n i t é de I ransfbrma-
tions i n f i n i m e n t petites appartenant toutes au groupe y; elle f o u r n i t
donc une t ransformat ion de Y.

9:>. Il résulte de la une méthode pour reconnai t re si le s r o n p e ^
associé a un p o i n t m de la variété t ransforme les vecteurs su ivant des
opérations appar lenant tonles à un groupe l inéaire et homogène donné
y ou à un de ses homologues. On choisira pour cela en chaque point m
un système de référence aussi général que possible, ce qui in t rodu i ra
n2 paramètres, et l 'on cherchera à déterminer ces paramètres de ma-
nière à avoir les formules (3), avec des expressions CT' convenable-
ment choisies. On pourra pour cela exprimer que les 03'; satisfont à
rr — r relations l inéai res et homogènes à coefficients constants
(4) a^:=o, ^G^==O, ...,. } / ^^^
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On aura ainsi à intégrer un système de Pfaffà , n1 fonctions inconnues .
Pour discuter ce système, on dérivera extérieurement ces équations,
ce qui donnera par exemple, p o u r la première ,

^|[^'o){] -4-^; -=o.

Or la somme a'. [0^ CD^"| est nulle si l'on lient compte des équations (4),
ou, ce qui revient au même, des équations équivalentes (3); car on a

^[^•c4]-^[(^),(^)/-(^),(^)j[^^].

Or les transformations (2) forment un groupe par hypothèse; on a donc

(X.A) --= |;(^(^),- (^),(^)J^ = ̂ pX.p/-= c^a^ |̂

d'où
^[^(4] :=a;c^p(^)p|>^] ==0.

En déthritive, la dérivation extérieure des équations (4) conduit aux
relations

(5) a^==o, ^^=o, .. . , /^•/=:o.

Elles expriment simplement que la transformation de vecteurs associée à
un contour fermé infiniment petit appartient à y.

Les relations (5) donneront, en annulant dans les premiers membres
les coefficients des différents produits | o^o.^), nn certain nombre ('')
d'équations finies par rapport aux paramètres inconnus. // faudra que
ces équations soient compatibles. S'il en est ainsi on les résoudra par rap-
port au plus grand nombre possible d'inconnues; en portant dans les
équations (4), on obtiendra de nouvelles équations de PtafF. Il pourra
arriver qu'il y ait des combinaisons linéaires de ces équations ne conte-
nant plus les différentielles des paramètres inconnus; on exprimera
alors que ces combinaisons sont idejsSiquejm'nt nulles, ce qui. conduira
à de nouvelles relations finies entre les paramètres. II. faudra qu'elles
soient compatibles. Si elles le sont, on obt iendra, en en tenant compte,
un nouveau système (4) et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une
impossibilité ou à un système dont les premiers membres sont linéai-

. ,-, , , , n ( n — ï )
( l ) hn gênerai —————- ( n2 — r ) .


