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LA NOTION DE DIFFERENTIELLE

DANS

L'ANALYSE G É N É R A L E
PAU M. M.UIBICE FRECHET

(Université de Strasbourg)

Introduction.

Objet de T Analyse générale. — L'Analyse fonct ionnel le , créée par
M. Volterra, a essentiel lement pour objet l 'étude des fonctions qui
font correspondre à chaque li^'ne ou surface, à chaque fonction
ordinaire, un nombre détenniné. Nous avons, dans d i f fé rents mémoires,
considéré les fonctions plus générales qui font correspondre un
nombre déterminé à chaque élément d 'un certain ensemble abstrait de
nature quelconque. On peut encore ranger l 'étude de ces fonct ions,
qu'on peut appeler fonctionnelles avec M. Hadamard, dans l'Analyse
fonct ionnel le .

Mais, sans pour cela s'enfoncer dans les nuages, et gardant un
contact étroit avec toute la science acquise, on peut généraliser
encore. Les fonctionnelles que nous venons de décrire peuvent être
considérées comme définissant une correspondance univoque (non
nécessairement biunivoque) entre l'ensemble abstrait considéré et un
ensemble de nombres. Ou, si l'on aime mieux, el les définissent
chacune une transformation d'un certain ensemble d'éléments ou
points d'un espace abstrait en un certain ensemble de points d 'une
droite.

( ^ L e présent Mémoire est le développement d'une Noie des Comptes rendus
du 16 mars ^5, t. 180, p. 8oG (roême titre).
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Or, il n'y a' n u l l e raison pour se l i m i t e r au cas où l ' ensemble t rans-
formé est l inéa i re , L'étude de t ransformat ions d 'une espèce p lus
.générale s'est imposée depuis longtemps.

Depu i s longtemps, par exemple, on a étudié les t ransformat ions de
points en droites, en plans, en sphères, ..., dans l'espace e u c l i d i e n ,
de fonc t ions analyt iques d 'une var iable complexe en fonct ions d 'une
même na ture , etc. Nous avons plus généralement considéré des
t ransformat ions b iun ivoques et b icon t inues (sous le nom d'homéo-
morpliies) entre ensembles topolo^iques abs t ra i t s (1). Il est donc
na ture l et u t i le de se proposer l 'étude des t r ans fo rma t ions d'ensembles
abstra i ts en ensembles abstraits . On pourra d o n n e r à cette étude le
nom d ' 'Ana lyse genrrale emprunlé à M. E. H. Moore. Il suffira ensuite
de par t icular iser les résultats ob t enus en prenant en considération la
na tu re des é léments envisagés pour ob t en i r des applications variées.

Notion de continuité. — La défini t ion de la continui té d 'une trans-
formation ponctuelle M = <D(m) d 'un ensemble abstrait n'offre pas de
difficulté quand on suppose que ces deux ensembles appart iennent à
des espaces où la notion de voisinage a été étendue d'une façon que
nous préciserons plus loin. On peut exprimer cette défini t ion d 'une
façon in tu i t ive en disant que tout point qui est i n f i n i m e n t vois in
d'autres points est transformé en un po in t i n f i n imen t voisin des
transformés des autres points , sanfc attacher nécessairement à l'idée
de voisinage celle de distance numérique.

La Notion de différentielle en Analyse fonctionnelle. — Pour généra-
liser aux espaces, abstraits la notion de cont inu i té , i l nous a fallu
supposer qu'on ne donna i t pas seulement dans chaque espace abstrait
ses éléments ou points, considérés i n d i v i d u e l l e m e n t .

On supposai t , en outre, donnée an té r i eu remen t à la no t ion de
cont inu i té d ' une transformation, une certaine déf in i t ion des points

( ! ) Les dimensions d'un ensemble abstrcdt {Mal ft. //nn.a/,y Bd 63, 1 9 1 0 , p. î 4 5 ) " Nous
appelons espace topologique abstrait 1 1 1 1 espace dont chaque point 'est un élément de
nature quelconque, niais où une définition des éléments d'accumulation des ensembles
de points de cet espace a été fixée.
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d'accumulation ou de l'opération de dérivat ion des ensembles par
l ' in termédiai re d'une généralisation déjà notion de voisinage.

Pour arriver à introduire la notion de différentiel le dans l'Analyse
générale, il va être nécessaire de restreindre une fois de plus la
générali té de l'espace considéré.

Avant de préciser en quoi consiste cette restriction, essayons de
dégager ce qu'il y a d'essentiel dans la not ion de différentielle.

Dans le but de donner un point de départ moins empirique à l ' in tro-
duction de la différentielle dans l'Analyse fonctionnelle, M. Hadamard
a formulé un premier principe.

D'après l u i , le résultât fondamental du calcul différentiel a la forme
suivante : « La différentielle d 'une fonction est une fonction l inéaire
des différentielles des variables. » II est ainsi conduit à considérer
comme fonctionnelles auxquelles on peut étendre les méthodes du
Calcul infini tésimal, toutes les fonctions U(j) dont la variat ion est
une fonctionnelle linéaire de la variation dej ( î ) . Il reste à définir ce
que Fon nomme fonctionnelle linéaire : c'est une fonctionnelle
distributive et cont inue.

Dans la défini t ion précédente, la variation de la fonction r(^) doit
être entendue au sens de Lagrange, c'est-à-dire que c'est la différen-
tielle pour a= a.o, d 'une fonction y{^, a) dépendant d'un paramètre
numérique a et égale pour a = a^ a la fonction donnée.

On voit que le principe de M. 'Hadamard appliqué à l 'Analyse
générale pourrai t s 'exprimer ainsi :

Supposons que nous ayons adopté une définition de la différent iel le
d'une transformation d'un nombre a en un point abstrait. Si l'on fait
dépendre m d'un nombre a, toute fonction abstraite de m, M == ^(m)
dépendra aussi du nombre a. On aura par exemple m -== g (oc) et
M==$[^(a)] . Et il faudra que d ^ [ g ' ( o ( . ' ) ] soit une fonctionnelle
l inéaire de ̂ (a).

Ceci nous fournit une condition qui est bien dans l'esprit du Calcul
différentiel; mais il reste encore à dire ce qui sera la différentielle
d 'une transformation m ==^(oc) d 'un nombre variable a en un élément
abs t ra i t variable m. (Cet te question ne se posait pas pour l'Analyse

( t ) J. îl\DAMARDi Leçons sur le Calcul des Variations^ t. I, Paris, 1910, p. 288.
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fonc t ionne l l e où M étai t un nombre U, m une fonct ion numérique
ordinaire y(.r) d'une variable x et où, par conséquent , on savait
i - p • d ^ ' . dy \denmr — et -— •

ciy. da ]
Le principe de M. Hadamard permettrait donc de ramener le cas de

la correspondance M == ^(m) entre deux é léments abstrai ts au cas où
le second élément m est un nombre. Mais il resterait à élucider ce cas.

D'ailleurs, même dans le cas considé-ré par M. Hadamard, il nous a
semblé qu ' i l y aurait intérêt à adjoindre au pr incipe de M. Hadamard
un autre principe dest iné à mettre i m m é d i a t e m e n t en évidence l ' im-
portance de la not ion de d i f férent ie l le pour l'étude approchée d e l à
fonct ion. C'est le suivant : la d i lFé ren t i e l l e d 'une fonct ion est une
expression simple, approchée de l 'accroissenient de la f o n c t i o n . Le
q u a l i f i c a t i f s imple est précisé par le p r i n c i p e de M. Hadamard en y
remplaçant toutefois la var ia t ion ou d i f f é r e n t i e l l e de l 'argument y de
la fonc t ionne l le Vy par raccroissement Ay de y sans intervent ion du
paramètre n u m é r i q u e a. Le qualificatii « approché » recevra une
première précision si l'on dit que la différent ie l le d 'une fonct ion doi t
être la partie principale de l 'accroissement de cette fonction. Mais pour
éviter les objections élevées contre cette condition dans le cas
classique des fonctions d'une variable et v isant les cas où la dérivée
est nulle, nous préciserons ainsi le sens du mot partie principale :
La différence ent re la d i f f é r en t i e l l e et l'accroissement de la fonction
doit être i n f i n i m e n t petite par rapport à l'accroissement de la va-
riable.

L'analyse précédente condui t alors pour les fonctionnelles numé-
riques à la dé f in i t ion que nous avons donnée en 1911.

Une fonct ionnel le <[>(m) admet une d i f fé ren t ie l le pour l 'argument m^
s'il existe une fonc t ionne l l e o(A/n), l inéai re par rapport à l'accrois-
sement Am de l 'argument m^, qui ne diffère de l 'accroissement
correspondant A<ï>(/no) que par une quanti té i n f i n imen t petite par
rapport à l 'accroissement AW() de l 'argument.

Pour achever cette dé f in i t i on , il suffit de préciser : i° qu'une
fonctionnelle ç($) est linéaire quand elle est continue et, en outre,
distributive, c'est-à-dire telle que Fon ait i den t iquement

?(Si+^=?(Si)-^?(^);
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2° que le nombre A^D^o) sera considéré comme inf in iment petit par
rapport à AW() s'il est inf iniment petit par rapport au nombre qu i
mesure Yéccirt entre les éléments m^ et m^ -h AW().

Enf in , b ien entendu, la différentielle de <&(w) en m^ sera précisé-
ment i?(Aw).

La définit ion est alors complète dans rAna^se fonctionnelle — où
<D(w) est un nombre — lorsque l 'argument m est une fonction
ordinaire. Il suffit de choisir pour l'écart de deux fonctions m(x)
et m^x) une définition en rapport avec la nature des fonctions
envisagées.

Par exemple, lorsque m varie dans le champ des fondions continues
sur un intervalle fixe J, on prendra, pour l'écart de m et m^y le
maximum de \mÇx) ~ m^Çx') \ sur J. Lorsque m est une fonction
arbitraire de carré sommable sur J, on prendra pour écart

[/n(.z') — mo(.z*)]'2^. ...
j

La définition de la différentielle dans !''Analyse générale. — Nous
allons voir qu'on peut étendre sans modification la définit ion donnée
plus haut aux fonctionnelles qu i sont, aussi bien que leur argument,
de nature quelconque, c'est-à-dire aux transformations d 'éléments
abstraits en éléments abstraits. La seule difficulté consiste à préciser
le sens à attribuer aux différentes parties de cette définition. C'est en
le faisant que nous serons amenés à restreindre la catégorie des
ensembles abstraits transformés et à transformer, sans pourtant avoir
à définir la nature de leurs éléments.

Si la définit ion est bien choisie, elle ne s'appliquera qu'à des trans-
formations continues; nous prévoyons donc qu'on devra avoir défini
d'avance dans chaque espace l'opération de dérivation des ensembles.
Mais cela ne sera pas suffisant.

Nous remarquons qu'en regardant la différentielle d'une transfor-
mation comme une transformation simple, approchée, au voisinage
d 'un point , de la transformation donnée, nous sommes sûrs de rester
dans la voie tracée par les créateurs de la notion de différentielle d'une
fonction et nous pouvons attendre de cette différentielle généralisée

Ànn. Éc. Norm., (3),XLII. — OCTOBRE 1920. 38
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les mômes semées qu'à rendus la di f férent ie l le classique dans un
domaine plus restreint. C'est seulement dans l ' interprétat ion de la
déf ini t ion que nous r isquons de faire fausse route.

Analyse de la définition de la différentielle. — Reprenons donc
en détail la défini t ion de la page 296 en donnan t à la fonct ion-
nelle M ==<&(/7î) la signification d 'une transformation univoque de
points m ( formant un ensemble e) d'un espace abstrait en points M
(formant un ensemble R) d'un espace abstrait, dist inct ou non du
premier.

On peut représenter cette définition sous la forme symbolique

( î ) A<l>(mo) — ^N>(7?^o)= o ( A w o)

où nous employons la notat ion o(. . .) empruntée à la théorie des
fonctions pour ind iquer que o(Am^) est inf in iment petit par rapport
à A m y ; et où d^(m^ est une fonctionnelle linéaire de A/??o. On peut
aussi représenter symboliquement la définition des fonct ionnelles
linéaires ç(Ç) par la double condition

(H) • 9 ( ^ + ^ ) = < ? ( ^ i ) + y ( ^ ) <

( I I I ) Si ^ est voisin d'un ensemble d'éléments T], ç(^) est voisin de
l'ensemble d'éléments 9(ïj).

Il reste à interpréter ces trois condit ions.
Tout d'abord, m^ et m é tant deux positions de m, qu'entendra-t-on

par accroissement AW() de m^ à m, lorsque m n'est pas un nombre?
On pourra s'inspirer de la géométrie vectorielle usuelle où cel

accroissement ne serait antre que le vecteur géométricpie m^m.
Alors AW(, est un vecteur abstrait du premier espace, AMo ==A$(wo)

est un vecteur du second espace, d^Çrn^') == ©(Am^) est.un vecteur du
second espace t ransformé l inéaire d^un vecteur du premier. Et pour
interpréter complètement la signification du premier membre de (ï),
il faudra supposer qu'on ait antér ieurement adopté une définition de
la différence entre deux vecteurs du second espace, à savoir ici
A$(w,)- ç(A^o).

D'autre part, la condition (II) suppose qu'on a donné un sens à la
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somme de deux vecCeurs !;,, ^ du premier espace et à la somme de
deux vecteurs ç(^), 9(^2) du second espace.

On voit alors qu'un moyen très général — sinon le plus général —
de donner les significations qui viennent d'être précisées consiste à
supposer que les deux espaces considérés sont des espaces abstraits affines
au sens que j'ai indiqué ailleurs et que nous rappellerons plus loin.

Mais nous n'avons pas encore tenu compte de la condition (III}.
Celle-ci n'acquerrait de sens dans les espaces affines tels qu'ils sont
habituel lement définis que si l'on ne faisait tendre un élément ou
point abstrait vers un autre que suivant un chemin rectiligne* Si l'on
veut restituer à la notion de continuité foule sa portée, nous serons
donc ici amenés à admettre que les deux espaces abstraits où varient
m et M sont non seulement affines mais topologiquement affines au
sens que nous avons précisé ailleurs. Cela se traduit par une nouvelle
restriction qui sera rappelée plus loin.

Enfin, reste à interpréter la signification de o (A/T^) dans l'égalité (I).
C'est un vecteur A du second espace qui dépend d 'un vecteur À == Aw?o
du premier espace. Et le vecteur abstrait A doit être inf iniment petit
par rapport au vecteur X. Dans l'espace topologiquement affine le plus
général, on peut attacher à chaque vecteur un nombre îo qu'on peut
appeler longueur ou norme de ce vecteur. On pourrait donc être tenté
de dire que le N^cteur abstrait A est inf iniment petit par rapport au
vecteur abstrait X si la norme ou longueur de A est inf in iment petite
par rapport à celle de ^/L Mais on sait que, dans un espace affine, les
valeurs absolues des longueurs n'ont pas de signification propre, que
seuls importent les rapports de deux longueurs et encore, en les
supposant prises sur la mê^ne droite abstraite ou sur deux droites
parallèles. Il faut donc donner une définition plus stricte du sym-
bole o(Amo). Un moyen très général consistera à supposer que, dans
chacun des deux espaces topologiques considérés, les points
d'accumulation peuvent être définis au m^yen d'un écart numérique.
Nous entendons par là qu'à tout couple de points A, B, on peut faire
correspondre un nombre(A, B)^ô -- nul seulement si A e tB ne sont
pas distincts — de sorte que A soit point d'accumulation d'un
ensemble de points B, si la borne inférieure des écarts (A, B) positifs
est nul le et réciproquement. .


