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LA NOTION DE DIFFERENTIELLE

LANALYSE GENERALE

Par M. Maunice FRECHET

(Université de Strasbourg)

Introduction.

Objet de I Analyse géncérale. — L’Analyse fonctionnelle, créée par
M. Volterra, a essentiellement pour objet I'étude des fonctions qui
font correspondre & chaque ligne ou surface, a chaque fonetion
ordinaire, un nombre déterminé. Nous avons, dans différents mémoires,
considéré les fonctions plus générales qui font correspondre un
nombre déterminé i chaque élément d’un certain ensemble abs(rait de
nature quelconque. On peut encore ranger I'étude de ces fonctions,
qu'on peut appeler fonctionnelles avec M. Hadamard, dans I'Analyse
fonctionnelle. ’

Mais, sans pour cela s’enfoncer dans les nuages, et gardant un
contact étroit avec toute la science acquise, on peut généraliser
encore. Les fonctionnelles que nous venons de décrire peuvent étre
considérées comme définissant une correspondance univoque (non
nécessairement biunivoque) entre 'ensemble abstrait considéré et un
ensemble de nombres. Ou, si 'on aime mieux, elles définissent
chacune une transformation d’un certain ensemble d’éléments ou
points d’un espace abstrait en un certain ensemble de points d’une
droite.

(1) Le présent Mémoire est le développement d’une Note des Comptes rendus
du 16 mars 1925, t. 180, p. 806 (méme litre).



20 MAURICE FRECHET.

Or, il 0’y a nulle raison pour se limiter au cas ot 'ensemble trans-
formé est linéaire, L'é¢tude de transformations d’une espéce plus
générale s’est imposée depuis longtemps.

Depuis longtemps, par exemple, on a étudié les transformations de
points en droites, en plans, en sphéres, ..., dans 'espace euclidien,
de fonctions analytiques d’une variable complexe en fonctions d'une
méme nature, etc. Nous avons plus généralement considéré des
transformations biunivoques et bicontinues (sous le nom d’homéo-
morphies) entre ensembles topologiques abstraits ('). I est donc
naturel et utile de se proposer’étude des transformations d’ensembles
abstraits en ensembles abstraits. On pourra donner a cette étude le
nom d’Analyse géncrale emprunté a M. E. H. Moore. 11 suffira ensuite
de particulariser les résultats obtenus en prenant en considération la
nature des éléments envisagés pour obtenir des applications variées.

Notton de continuité. — La définition de la continuité d’une trans-
formation ponctuelle M = ®(m) d’un ensemble abstrait n’offre pas de
difficulté quand on suppose que ces deux ensembles appartiennent &
des espaces ol la notion de voisinage a été étendue d’une facon que
nous préciserons plus loin. On peut exprimer cette délinition d’une
facon intuitive en disant que tout point qui est infiniment voisin
d’autres points est transformé en un point infiniment voisin des
transformés des autres points, sant attacher nécessairement a 'idée
de voisinage celle de distance numérique.

La Notion de différenticlle en Analyse fonctionnelle. — Pour généra-
liser aux espaces. abstraits la notion de continuité, il nous a fallu
supposer qu'on ne donnait pas seulement dans chaque espace abstrait
ses ¢léments ou points, considérés individuellement.

On supposait, en outre, donnée antéricurement a la notion de
continuité d’une transformation, une certaine définition des points

(1) Les dimensions d'un ensemble abstrait (Math. 4nnal., Bd 63, 1910, p. 145). Nous
appelons espace topologique abstrait un espace dont chaque point est un élément de
nature queleonque, mais oii une définilion des éléments d’accumulation des ensembles
de points de cet espace a 616 fixée,
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d’accumulation ou de lopération de dérivation des ensembles par
Uintermédiaire d'une généralisation de la notion de voisinage.

Pour arriver & introduire la notion de différentielle dans I’Analyse
générale, il va étre nécessaire de restreindre une fois de plus la
généralité de I'espace considéré. v

Avant de préciser en quoi consiste cette restriction, essayons de
dégager ce qu’il y a d’essentiel dans la notion de différentielle.

Dans le but de donner un point de départ moins empirique al'intro-
duction de la différentielle dans 'Analyse fonctionnelle, M. Hadamard
a formulé un premier principe.

D’aprés lui, le résultat fondamental du caleul différentiel a la forme
suivante : « La différentielle d’une fonction est une fonction linéaire
des différentielles des variables. » Il est ainsi conduit & considérer
comme fonctionnelles auxquelles on peut étendre les méthodes du
Calcul infinitésimal, toutes les fonctions U(y) dont la variation est
une fonctionnelle linéaire de la variation de y (*). Il reste & définir ce
que Pon nomme fonctionnelle linéaire : c¢’est une fonctionnelle
distributive et continue.

Dans la définition précédente, la variation de la fonction y(z) doit
étre entendue au sens de Lagrange, c’est-d-dire que c’est la différen-
tielle pour o= o, d’une fonction y(x, ) dépendant d’un paramétre
numérique « et égale pour o = «, & la fonction donnée.

On voit que le principe de M. Hadamard appliqué a PAnalyse
générale pourrait s’exprimer ainsi :

Supposons que nous ayons adopté une définition de la différentielle
d’une transformation d’'un nombre o en un point abstrait. Si I’on fait
dépendre m d’'un nombre «, toute fonction abstraite de m, M = & (m)
dépendra aussi du nombre «. On aura par exemple m =g(a) et
M=®[g(a)]. Et il faudra que d®[g(«)] soil une fonctionnelle
linéaire de dg(a). A

Ceci nous fournit une condition qui est bien dans I'esprit du Calcul
différentiel; mais il reste encore & dire ce qui sera la différentielle
d’une transformation m = g («) d’'un nombre variable « en un élément
abstrait variable m. (Cette question ne se posait pas pour I’Analyse

(1) J. Hsvamarop, Lecons sur le Caleul des Variations, t. 1, Paris, 1910, p. 288.
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fonctionnelle ot M était un nombre U, m une fonction numérique

ordinaire y(x) d'une variable = et ou, par conséquent, on savait

définir 20 et 2.
do da

Le principe de M. Hadamard permettrait done de ramener le cas de
la correspondance M = ®(m) entre deux éléments abstraits au cas ot
le second élément m est un nombre. Mais il resterait a ¢lucider ce cas.

D’ailleurs, méme dans le cas considéré par M. Hadamard, il nous a
semblé qu’il y aurait intérét & adjoindre au principe de M. Hadamard
un autre principe destiné a mettre immédiatement en évidence I'im-
portance de la notion de dilférentielle pour I'étude approchée dela
fonction. Cest le suivant :la différentielle d’une fonction est une
expression simple, approchée de 'accroissement de la fonction. Le
qualificatif simple est précisé par le principe de M. Hadamard en y
remplacant toutefois la variation ou différenticlle de 'argument y de
la fonctionnelle U, par I'accroissement Ay de y sans intervention du
paramétre numérique o. Le qualificatit « approché » recevra une
premiére précision si I'on dit que la différentielle d’une fonction doit
étre la partie principale de I'accroissement de cette fonction. Mais pour
éviter les objections élevées contre cette condition dans le cas
classique des fonctions d’une variable et visant les cas ou la dérivée
est nulle, nous préciserons ainsi le sens du mot partie principale :
La différence entre la différenticlle et I'accroissement de la fonction
doit étre infiniment petite par rapport a4 Iaccroissement de la va-
riable.

L'analyse précédente conduit alors pour les fonctionnelles numé-
riques a la définition que nous avons donnée en 1gr1.

Une fonctionnelle ®(m) admet une différenticlle pour ’argument m,
s’il existe une fonctionnelle «(Am), linéaire par rapport a I'accrois-
sement Am de l'argument m,, qui ne difféere de l'accroissement
correspondant A®(m,) que par une quantité infiniment petite par
rapport a 'accroissement Am, de I'argument.

Pour achever cette définition, il suffit de préciser : 1° qu'une
fonctionnelle 1&(5) est lin¢aire quand elle est continue et, en outre,
distributive, c’est-d-dire telle que I’on ait identiquement

9(5i+2) =0 (&) +o(6);
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2° que le nombre A®(m,) sera considéré comme infiniment petit par
rapport & Am, s’il est infiniment petit par rapport au nombre qui
mesure 'écart entre les éléments m, et m, + Am,.

Enfin, bien entendu, la différentielle de ®@(7n) en m, sera précisé-
ment o (Am).

La définition est alors compléte dans I’Analyse fonctionnelle — ou
®(m) est un nombre — lorsque l'argument 7 est une fonction
ordinaire. Il suffit de choisir pour I'écart de deux fonctions m(x)
et mo(x) une définition en rapport avec la nature des fonctions
envisagées.

Par e\emple lorsque m varie dans le champ des fonctions continues
sur un intervalle fixe J, on prendra, pour l'écart de m et m,, le
maximum de |m(z) — m,(«)| sur J. Lorsque m est une fonction
arbitraire de carré sommable sur J, on prendra pour écart

\/f[m(aﬁ)—mo(x)]'z dz....
J

La définition de la différentielle dans [’ Analyse génerale. — Nous
allons voir qu’'on peut étendre sans modification la définition donnée
plus haut aux fonctionnelles qui sont, aussi bien que leur argument,
de nature quelconque, c’est-a-dire aux transformations d’éléments
abstraits en éléments abstraits. La seule difficulté consiste a préciser
le sens a attribuer aux diftérentes parties de cette définition. C’est en
le faisant que nous serons amenés a restreindre la catégorie des
ensembles abstraits transformés et & transformer, sans pourtant avoir
a définir la nature de leurs éléments.

Si la définition est bien choisie, elle ne s’appliquera qu’a des trans-
formations continues; nous prévoyons donc qu’on devra avoir défini
d’avance dans chaque espace 'opération de dérivation des cnsembles.
Mais cela ne sera pas suffisant.

Nous remarquons qu’en regardant la dlfferentmlle d’une transfor-
mation comme une transfmmatlon simple, approchée, au voisinage
d’un point, de la transformation donnée, nous sommes sirs de rester
dans la voie tracée par les créateurs de la notion de différentielle d’une
fonction et nous pouvons attendre de cette différentielle généralisée

Ann. Ee. Norm., (3), XLIl. — Ocrozre 1925. 38
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les mémes services qu'a rendus la différentielle classique dans un
domaine plus restreint. C’est seulement dans 'interprétation de la
définition que nous risquons de faire fausse route.

Analyse de la définition de la différenticlle. — Reprenons donc
en détail la définition de la page 296 en donnant a la fonction-
nelle M = ®@(m) la signilication d’une transformation univoque de
points m (formant un ensemble e) d'un espace abstrait en points M
(formant un ensemble E) d’un espace abstrait, distinct ou non du
premier.

On peut représenter cette définition sous la forme symbolique

(D AD(m,) ~ dP(my) =0 (Am,)

o nous employons la notation o(...) empruntée a la théorie des
fonctions pour indiquer que o{Am,) est infiniment petit par rapport
2 Am,; et ot d®(m,) est une fonctionnelle linéaire de Am,. On peut
aussi représenter symboliquement la définition des fonctionnelles
linéaires ¢ (&) par la double condition

(1) ' ?(Ei+ L) =0 (&) + o (&)-

(II1) Si§ est voisin d’un ensemble d’éléments 71, 9(&) est voisin de
Vensemble d’é¢léments ¢ ().

Il reste & interpréter ces trois conditions.

Tout d’abord, m, et m étant deux positions de m, qu’entendra-t-on
par accroissement Am, de m, a m, lorsque m n’cst pas un nombre ?

On pourra s’inspirer de la géométrie vectorielle usuelle ol cel
accroissement ne serait antre que le vecteur géométrique mym.

Alors Am, est un vecteur abstrait du premier espace, AM, = A® (m,)
est un vecteur du second espace, d®(m,) = o(Am,) est un vecteur du
second espace transformé linéaire d’un vecteur du premier. Et pour
interpréter complétement la signification du premier membre de (I),
il faudra supposer qu’on ait antérieurement adopté une définition de
la différence entre deux vecteurs du second espace, i savoir ici
AQ(m,) — o(Am,).

- D’autre part, la condition (II') suppose qu’on a donné un sens a la






