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POLYGONES DE PONCELET GENERALISES

Par M. Bertraxp GAMBIER

. Introduction. — Considérons une surface réglée S quelconque,
sur S une génératrice G arbitravre et sur G un point M arbitrawre : le
plan tangent & S en M coupe S suivant la génératrice G et suivant une
courbe plane C, tangente en M & la seconde direction asymplotique
de S (les développables étant exclues), recoupant G en divers points
Py, P., ..., qui sont tous stnguliers, indépendants du choix de M sur G
et décrivant, quand G varie, les diverses branches des courbes mul-
tiples de S.

St nous faisons la perspective de S sur un plan arbitraive, d’un
pointde vue O arbitraire, les génératrices G deviennent les tangentes
au contour apparent I' en projection, et la ligne multiple de S devient
ane courbe plane C. De chaque point de la ligne multiple partent an
moins deux génératrices; le plan de ces deux génératrices est bitan-
gent & la surface; il peut arriver que ce plan bitangent coupe la sur-
face encore suivant d’autres généralrices, ne passant pas par le point
commun aux deux premiéres; dans ce cas on voit que 'on a réalisé
des polygones de n cotés (n23) dont les sommets sont sur C et dont
les cotés sont tangents & I': ¢’est done la généralisation des polygones
de Poncelet rélatifs & deux coniques.

Il est facile de réaliser de tels couples C, 1" de degré arbitraive; pre-
nons en elfet au hasard deux courbes gauches G, et C, el imaginons
une correspondance ponctuelle entre ces deux courbes, M, point de C,
ayant p correspondants, M., sur C, et M, ayant ¢ correspondants; sur
la surface réglée lieu de M, M,, C, est ligne multiple d’ordre p,
C, dordre ¢; d’un point de €, partent p génératrices dont trois ne
sont pas dans un méme plan (en général); transformonsla sarface par
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dualité: le point M, se transforme en un plan coupant la nouvelle sur-
face réglée suivant p génératrices, dont trois quelconques ne passent
pas au méme point.

Nous allons maintenant nous donner la courbe plane C et chercher
les courbes I' de classe donnée admettant avec C des triangles de Pon-.
celet, puis des polygones de Poncelet. Sil'on a obtenu un couple C, I’
admettant o' triangles de Poncelet, il suffira de considérer C comme
la perspective d’une courbe gauche pour obtenir une surface réglée
admettant =' plans (riplement tangents (et par dualité une surface
admettant une ligne triple).

Le probléme se résout aisément pour une conique C, et la méthode
s'étend elle-méme aux courbes C de degré et genre quelconque. Ce
probléme est en rapport étroit avec diverses théories : équations algé-
briques (et en particulier abéliennes), substitutions et itérations, cor-
respondances biunivoques de deux courbes, classification des courbes
planes ou gauches, classification des surfaces réglées. Je renvoie le
lecteur, pour le cas de deux coniques, au Traité des fonctions ellip-
tigues d’Halphen et & un article que j'ai publié aux Nouvelles Annales
(5° serie, t. I, 1924).

2. Triangles de Poncelet; nombre fini. — Considérons dans un plan
une conique G, et une courbe I, de classe n (n entier Z2); soit M, un
point arbitraire de C,; deux tangentes MM, et M, M issues de M, a I,
recoupent C, en M, et M, ; pour que le triangle M,M, M soit inscrit
dans C, et circonscrit a T, il est nécessaire et suffisant que M, M, soit
tangente & I',; or la droite M, M, enveloppe évidemment, quand
M, décrit C,, une courbe I',,_,, de classe n(n—1); on cherche les
tangentes communes & I', et I', ), elles sont au nombre de n*(n —1);
mais si une tangente commune & C, et T, touche C, en un peint que
jappellerai M, et si nous choisissons pour droite MyM, cette tangente,
M, coincide avee M,, la droite M, M| coincide avec M, M’ et par suite
donne une solution impropre : les points M,, M), M’ sont sur C, et,
Joints sur C,, donnent trois droites tangentes a I',; le triangle corres-
pondant a un ¢oté nul; done chaque tangente 3.C, et I', donne (n—1)
solutions impropres; nous ne devons garder que

w{n—1)—an(n—ri) ou n(n—1)(n—2)
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n(n—i1)(n—2)

3

véritables solutions, ce qui fait seulement triangles,

quand C, et T, sont quelconques. ,
Faisons immédiatement une apphcatlon 3 I'espace; une transforma-
tion homographique permet de supposer que C, est la parabole

nous la considérons comme projection de la cubique gauche (C) :

x

— [, y=1, s=1{".

Sinous posons-
(1) t 4 t,=s, tit,=p,
la corde (¢, t,) de C. a pour équation
(2) ) 8Sx -+ p=o,
de sorte qu'une équation arbitraire
(3) F(s, p)=o
de degré n en s et p peut étre regardée comme I’équation tangentielle
d’une courbe I', de classe n, a savoir I’enveloppe des cordes (z,, t,).
L’¢quation (3) est symétrique en 7, et z, et de degré n par rapport a
chacune, et réciproquement. D’autre part, la corde (¢, tq) de la

cubique gauche est définie d’abord par (2), puis par le plan issu de
'origine

(4) 5 - px=sy,
de sorte que I'équation (3) peut étre considérée aussi comme équation

tangentielle du cone de sommet O, enveloppe du plan (4). D’ailleurs
comme le plan (2, t,, t,) a pour équation

(5) 5—y(to+ ti+ty) + 2 (tly+ Loty + t ) — Lt ty=0,

on voit que le plan issu du point ¢, de la cubique et contenant la
corde (¢,, t,) a pour équation

(6) 5-}’(3+to)+$(P+tos)*tuP‘-—“O,

et que la surface réglée lieu de la corde (z,, 2,) peut étre définie par

'intersection de plans tangents i des cones de sommet (2, 2, ...)
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — FEvRIER 192g. 8
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d’équation tangentielle commune (3), ces plans se correspondant
biunivoquement sur les cones. La surface réglée lieu de la corde (¢, 2,)
de C s’obtient aussitot en écrivant les coordonnées homogénes d’un
point de la droite en jeu

(7) £r={ +0l,, Y =140l =i -0l H=1-+p,

d’ou

(8) yi—ut=g(t,— 1, *, 30 —xy==psil,— 1), sr—)r=pplli—1)"

La surface a donc pour équation

() v 50—y oz —
( N . . - O.
J = 1

La surface réglée S admetla cubique Ccomme ligne multiple d’ordre 7;
elle admet o' plans bitangents correspondant a deux génératrices se
croisant en un point de C; eile admet des plans tritangents exception-

nin—1y(n-—=oa) ; . .
nels en nombre ———— """ donnant sur S d'abord trois généra-
9 .

trices, puis une courbe plane de degré n— 3.

Réciproquement, toute surface de degre 22 ayant C pour ligne mul-
tiple d’ordre n est réglée, car de tout point de cetle surface part une
sécante double de C ayant donc 2n + 1 points communs connus avee S;
cette surface s’obtient par le procédé indiqué ici. Si F(s, p) est effecti-
vement de genre (";—%—gi_ 2)
diverses sections planes, y compris les sections par les plans bi- ou
tritangents.

En particulier, pour n=23 on a une surface S de degré 6, ayant
dewx plans tritangents. Il est commode pour définir S de donner les
deux cubiques (de genre un, de méme invariant) obtenues par les
deux plans tritangents. La génératrice variable établit une correspon-
dance birationnelle (de cubique & cubique) entre ces denx eubiques,
de sorte que la surface peut étre définie par les expressions paramé-
triques

, il en est de méme de S et de ses

r=Apo+Bpw+C +i(a P 4oy 5 plo - m, 4y )
(10} y=Apo+ B po+C=Ropm 4+ o, B p o - o, 7).

s=Aupw 4 Byp'o+ Co+ 2o, po + w, + Bup' o~ o - ‘/._,>._

f=Apw-+Bpo+ C,+ 7\(oc:,[)m =y = By o - @y - 7:;)‘
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Si les constantes A, B, G, , ..., v, sont quelconques, la surface (10)
est bien de degré 6, avec deux plans tritangents exceptionnels, mais
clle n’admet que des points doubles, engendrant une courbe gauche
d’ordre g, coupée par chaque génératrice en quatre points. Les sur-
faces signalées donneront donc une représentation de cette forme (1o)
ol ces constantes A, ..., v, satisfont & certaines conditions; il est
facile de constater alors la différence qui sépare (soit dans le cas de
courbe double de degré g, soit dans le cas de courbe triple de degré 3)
le cas de deux plans tritangents et celui de %' plans tritangents.

Stun plan perce la cubique 2 = o et la cubique 2 =9 en des points
de méme o, il contient la génératrice correspondante. Considérons
done les deux ¢quations
(11) (Au+Ae+Aw+ AN )pew )

(B4 Bye -+ By - Byloyp'o - Cu - Gre 4+ Cow - Gl == 0,

(12) (U - o0 -+ oy - oy ')/)m)_“

A (BB 4 Lo = Bulpe A wy - g U A v e =yl ==,

Les racines o, w,, w, de’la premicre, o', w),, o, de la seconde satis-
font aux relations de congruence suivant les périodes de po :

(13) oy - wy, by 0,

AR ’ ' ’ B
(14) o) -6y b 0, = 3.

Si done 3w, n’est pas une période, il ne pourra y avoir qu'une ou
deux racines communes (saul dans le cas ott 'une des équations dis-
parait identiquement : on retrouve les deux plans tritangents). Mais
si 3w, est période, tout plan bitangent devient automatiquement zr-
tangent; on voit sans peine que Uon peut, sans restreindre, supposer
alors w,=o0 et alors nous avons, en faisant la perspective de la sur-
face d’un point quelconque, les deux courbes annoncées en introduc-
tion avec =o' triangles de Poncelet : dans le cas de la surface & cubique
gauche triple, la perspective a partir d’'un point de la cubique donne
une C, et une I'y, car la développahle circonscrite 4 la surface du point
de vue est de classe6 (égale audegré de S)et comprend les trois géné-
ratrices, il reste donc une courbe I'y de classe 35 si la perspective est
faite d’un point quelconque, on a une C; et une I'y. Pour la surface &
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courbe gauche double de degré 9, on trouve de méme, soit une Cy et
une I',, soit une G, et une I';.

En transformant par dualité la surface de degré 6 qui n’a que des
points doubles et que des plans tangents doubles devient une surface
de méme catégorie; on en conclut done que, de méme que la dévelop-
‘pable enveloppe des plans tangents doubles est de classe g et admet
deux plans triplement tangents, la courbe gauche lien des points
doubles admet deux points triples, théoréme difficile & apercevoir
directement. La surface réglée de degré 6 qui n’a que des points triples
et des plans tangents doubles se transforme par dualité en une surface
réglée de degré 6 n’ayant que des points doubles et des plans tangents
triples, c’est-a-dire représentée par les équations (ro) olt w, est nul et
les constantes A, B, C, «,, ..., v, quelconques.

Nous voyons ainsi comment I’étude des polygones de Poncelet et
celles des surfaces réglées se completent heureusement.

3. Triangles de Poncelet; nombre infini. — Etant donnée une
conique C,, on peut trouver =** courbes I', de classe n fournissant
' triangles de Poncelet inscrits dans C., circonserits & T',; ces

courbes T, dépendent de 2n paramétres (landis qu’'au paragraphe
. . , N nin-+4-3°
précédent on avait la courbe I', générale dépendant de ———)———) para-

métres)-

L’idée directrice est bien simple : C, étant rapportée 4 un paramétre
unicursal 7, I'équation f(#, #') =o est I'équation tangentielle d’une
courbe enveloppe de la sécante (¢, ¢') de C,; si f est dissymétrigue
en? et ¢, la classe de T', est la somme des degrés de fen ¢ et t”, et
alors chaque tangente a une origine ¢, une extrémité ¢ différentiées;
si f est symétrique en ¢ et ¢, la classe de I', est égale au degré de f
par rapport a ’ ou ¢’; du reste, dans ce dernier cas, en prenant pour
variables

(1) s=i'+1, p=1tt,
la relation symétrique f se transforme en une équation

(2) o(s,p)=o






