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DE

PAK M. B E R T R A N D , GAMBIER

1. Introduction. — Considérons u n e surface réglée S quelconque^
sur S une génératrice G arbitraire et sur G un p o i n t M arbitraire : le
plan tangent à S'en M. coupe S s u i v a n t la génératrice G et suivant une
courbe p l ane (^ tangente en M. à la seconde d i r e c t i o n a s y r n p t o t i q u e
de S (les développables étant exclues), recoupant G- en divers po in t s
P|, 1\>, . . . y qui sont tous singuliers^ i n d é p e n d a n t s du choix de M sur G
et décr ivant , quand G varie, les diverses brandies des courbes mul-
tiples de S.

Si nous faisons la perspect ive de S sur u n plan. a rb i t r a i re , d 'un
po in t de vue 0 arbi t ra i re , les génératrices G d e v i e n n e n t les t angen tes
an contour apparent 1' en projection, et la l igne m u l t i p l e de S dev ien t
une courbe p lane G. De chaque p o i n t de la ligne mul t ip le p a r l e n t au
moins deux génératrices; le p lan / je ces deux génératrices est bi lan-
gent à la surface; i l peut arriver que ce p l a n b i t angen t coupe la sur-
face encore suivant d'autres génératrices, ne passant pas par le poin t
commun aux deux premières; dans ce cas on voit que l'on a réalisé
des po lygones -dé n côtés (^3) dont les sommets sont sur C et dont
les côtés sont t angen t s à I' : c'est donc la général isa t ion des polygones
de Poncelet relatifs à deux coniques,

II est facile de réaliser de tels couples G, F de degré a rb i t ra i re ; pre-
nons en ellet au hasard deux courbes gauches C; et C.j et imaginons
une correspondance ponc tue l l e entre ces deux courbes, AI| po in t de Ci
ayant? correspondants, ML, surC,, et AL ayant q cor respondants ; sur
la sur face réglée l ieu de M ) A'L, G ) est, l i g n e mul t ip l e d'ordre p ,
C^ d'ordre y; d'un po in t de Ci par ten t p génératr ices don t trois ne
sont pas dans un même p lan (en général); t r a n s f o r m o n s la surface par
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dualité: le point M.s se transforme en un plan coupant la nouvelle sur-
face réglée su ivan t? génératrices, dont trois quelconques ne passent
pas au" même point .

Nous,allons main tenan t nous donner la courbe plane C et chercher
les courbes F de classe donnée admettant avec C des tr iangles de Pon-.
celet, puis des polygones de Ponceîet. Si l'on a obtenu un couple C, F
admettant oc1 triangles de Ponceîet, il suffira de considérer C comme
la perspective d'une courbe gauche pour obtenir une surface réglée
admettant ce' plans t r ip lement tangents (et par duali té une surface
admettant une ligne triple).

Le problème se résout aisément pour une conique €3 et la méthode
s'étend elle-même aux courbes G de degré et genre quelconque. Ce
problème est en rapport étroit avec diverses théories : équations algé-
briques (et en particulier abéliennes), substitutions et itérations, cor-
respondances biunivoques de deux courbes, classification des courbes
planes ou gauches, classification des surfaces-réglées. Je renvoie le
lecteur, pour le cas de deux coniques, au Traité des fonctions ellip-
tiques d'Halphen et à un article que j'ai pub l ié aux Nouvelles Annales
(5e série, t. II, 1924).

'2. Triangles de Ponceîet; nombre fini. — Considérons dans un plan
une conique Ça et une courbe F/, de classe n (n entier ^2); soit Mo un
point arbitmire de Ça; deux tangentes MoM., et M^M\ issues de My à F/,
recoupent C^ en Mi et M7, ; pour que le triangle Mo M., M', soit inscrit
dans Ça et circonscrit à F,,, il est nécessaire et suffisant que MilVT, soit
tangente à F/,; or la droite M) M', enveloppe évidemment, quand
Mo décrit Cïi, une courbe F,,(/ ,_I) de classe n{n—i); on cherche les
langeâtes communes à F/, et F,^-.,,), elles sont au nombre de n^Çn— i);
mais si une tangente commune à Ça et Tn touche Ça en un peint que
j'appellerai Mo, et si nous choisissons pour droite MoM, cette tangente,
M., coïncide avec M^ la droite M,, M', coïncide avec MyM, et par suite
donne une solution impropre : les points Mo, M^, M', sont sur 62 et,
joints sur G^, donnent trois droites tangentes à F,,; le triangle corres-
pondant a un côté nul; donc chaque tangente à Cg et F,, donne {n—i)
solutions impropres; nous ne devons garder que

/ ^ ( / ^—i ) -~ 2 / 2 ( n — ï ) ou n.{n—i)(n-—2)
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véritables solutions, ce qui fait seulement j ~~ ïl ~ 2- triangles,
quand Ça et Tn sont quelconques.,

Faisons immédiatement une application à l'espace; une transforma-
tion homographique permet de supposer que €2 est la parabole

y — .-z.--==o,

nous la considérons comme projection de la cubique gauche (C) :
^•=:/, r=t\ 's=t:\

Si nous posons'
( l ) • ! ^.i -4- t.^= s^ /., t^= p,

la corde ( ^ , , t^) de C^ a pour équation
( 2 ) j ' -— sx -+- p •==- o,

de sorte qu^une équation arbitraire

(3) ¥(^p)==:o

de degré 'n en s et p peut être regardée comme l 'équation tangentielle
d'une courbe Tn de classe n, à savoir l'enveloppe des cordes (^, ^2)"

L'équation (3) est symétrique en r, et ^ et de degré n par rapport à
chacune, et réciproquement. D'autre part, la corde (^, t ^ ) de là
cubique gauche est définie d'abord par (2), puis par le plan issu de
l'origine
( 4 ) z-\-px-==.sy,

de sorte que l'équation (3) peut être considérée aussi comme équation
tangentielle du cône de sommet 0, enveloppe du plan (4). D'ailleurs
comme le plan (^ t.\y t^) a pour équation
(5 ) ^_j(^4- ^-4- ^) +^(^+ ̂ ,-4- ̂ o)-" Vi^^O?

on voit que le plan issu du point ^ de la cubique et contenant la
corde ( t ^ y ^2) a pour équation
(6) s—y(s^t^^^[p-^t,s')—f^p==:o,

et que la surface réglée lieu de la corde (t^ t^) peut être définie par
l'intersection de plans tangents à des cônes de sommet (^o? ^Ç - • * )

Ann. Ec. Norm^ (3), XLVÏ. —FÉVRIBR 1929. 8
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d'équation tangent ie i le commune (3), ces plans se cor respondant
biunivoquement sur les cônes. La surface réglée l ieu de la corde (t^ ^)
de C s 'obtient aussitôt en écrivant les coordonnées homogènes d'un
point de la droite -en j eu
(7) ^r=/i+p4, ^'==^+0^. ; = = / Y - h p / Ï 0=l4-p,

d'où
(8);' y ^ — . ^ r ^ p t ^ — ^ ) 2 , z0 —.D-^p^ i / i— lî)\ zx—j^==.pp{/\— î.,}1-

La surface a donc pour équation
~^Q ._ ^y ;,r -..,.- y2-1

^ . ^^j^-^-yTir^J-0-

La surface réglée S admet la cubique C comme l igne mul t ip le d'ordre n;
elle admet -oc1 plans b i tangents co r respondan t à deux génératrices se
croisant en un p o i n t de C; ei!e admet des plans I r i t angents exception-
nels en nombre ^^L^l^l/i^—i-) d o n n a n t sur S d'abord trois généra-
trices, puis une c o u r b e p lane de degré n— 3.

Réciproquement , toute surface de degré û/rayant C pour l igne mul -
tiple d'ordre n est réglée, car de tout po in t de cette surface part une
sécante double de C ayant donc 2/1 4- ï points comrrmns con'nus avec S ;
cette surface s 'obt ient par !e procédé i n d i q u é i c i . Si. V ( s , p ) est effecti-
vement de û'enre - /^-—- /— / /——2-, i l en est de même de S et de ses, . ^ . „ ^ ^ , .
diverses sections planes, v compris les seclions par les p lans bi- ou
tri tang'ents. . ,

En par t icul ier , , pour n= 3 o,n a une surface S de de^'ré 6, ayant
deux p lans tritangents. Il est commode pour déf in i r S de donner les
deux cubiques (de genre u n , de même invariant) obtenues par les
deux p lans t r i tangents . La génératrice variable é tabl i t u n e correspon-
dance b i ra t ionnel le (de cubique à cubique) entre ces deux cubiques,
de sorte que la surface peut être détmie par les expressions paramé-
triques

.y r== A p(^ + B p'w +• G -i- À (a pu + &)(, •4- p pf c»-) 4- ^o -!~ '/ ),

j == Aj/Kx» -r- B.ip î) 4- C.i -r- /.(ai pu 4- €>.)„ 4- pi/^ 4- O),, 4- y.i ).

^ =r= A ^ /) &j -h R^ p ' G.) + C.j 4- /. (•a.̂  p c».) 4- îi 4- ^y p ' to 4- ^o 4- y.^),

Q ~= ;\.;i/̂ .j 4- B:ip'6) 4- C:; 4- À(ct;/^ûi) 4- M,) 4- 6:i/^&) 4-" c..),, 4- y;;).
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Si les constantes A, B, C, a, . . ., -y 3 sont quelconques, la surface (10)
est bien de degré 6, a^ec deux plans triîangenu exceptionnels^ mais
el le n 'admet que des points doubles, engendrant une courbe gauche
d'ordre 9, coupée par chaque génératrice en qua t re points . Les sur-
faces signalées donneront donc une représentat ion de cette forme (10)
où ces constantes A, . . ., v:i sat isfont à certaines condit ions; il est
faci le de constater alors la d i f fé rence qui sépare (soit dans le cas de
courbe double de degré 9, soit dans le cas de courbe t r ip le de degré 3)
le cas de deux p ians t r i tangents et celui de co' plans trilang'ents»

Si un p lan perce la c u b i q u e A == o et la cubique A =30 en des p oint s
de même <o, il c o n t i e n t la génératrice correspondante. Cons idérons
donc les deux équat ions

( 11 ) ( A ii -1-- A 1 1 * 4- A,; H' -4" A:,, A ) /./ r>.)
-1" (. fi f( •4-1- B, r .-!- B, ir ~h B, II ) //G) 4- C // -4- G i r 4- G, œ --}- C- h == o,

( i '̂  ) ( a // -}- a, c -•r- a^ n- ~{- a., h ") /) Cr» 4- ^)(i

-r-( Ç)n. 4- Pi c 4- p.^ï' -4~ p;}//. } ? ' ( , } 4- Oi),, 4- y f/ 4- •/i r •4- •/yH' -4- y \ h :=;o.

Les racines <0i, co_>, co;; de' la pœnii,ére, co . , co^ co', de la seconde/ satis-
font aux relations de con^mence suivant les périodes de /KO : •

Si donc 3co<, n'est pas une période, i l ne pourra y avoir qu'une ou
deux racines communes (sauf dans le cas où l^une des équat ions dis-
paraî t ident iquement : on retrouve les deux plans tr i tangents) . Mais
si 3coo est période, tout plan b i t angen t dev ien t au toma t iquemen t tri-
tangeni; on voit sans peine que l'on peu t / sans restreindre, supposer
alors c0(., == o et alors nous avons, en ta isant la perspective de la sur-
face d 'un p o i n t quelconque, les deux courbes annonc.ées en introduc-
tion avec ^'' t r iangles de Poncelet : dans le cas de la surface à c u b i q u e
gauche tr iple, la perspective à part i r d 'un poin t de la cubique donne
une Cy et une r;t, car la développable circonscrite à la surface du point
de vue est de classée (égale au degré de1 S) et comprend les trois géné-
ratrices, il reste donc une. courbe f:» de classe 3; si. la perspective est
fai te d'un point que lconque , on a u n e Cy et une tV Pour la surface à
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courbe gauche double de degré 9, on trouve de même, soit une Cy et
une I\y soit une Crj et une ro-

En transformant par dualité la surface de degré 6 qui n^a que des
points doubles et que des plans tangents doubles devient une surface
de même catégorie; on en conclut donc quey de même que la dévelop-

'pable enveloppe des plans tangents doubles est de classe 9 et admet
deux plans triplement tangents, la courbe gauche lieu des points
doubles admet deux points triples, théorème difficile à apercevoir
directement. La surface réglée de degré 6 qui. n'a que des points triples
et des plans tangents doubles se transforme par dualité en une surface
réglée de degré 6 n'ayant que des points doubles et des plans tangents
triples, c'est-à-dire représentée par les équations (10) où co^ est nu l et
les constantes A, B, C, a.,, . . ., y;., quelconques.

Nous voyons ainsi comment l'étude des polygones de Poncelet et
celles des surfaces réglées se complètent heureusement .

3. Triangles de Poncelet; nombre infini. — Étant donnée une
conique C^ on peut trouver co271 courbes F/, de classe n fournissant
co1 triangles de Poncelet inscrits dans C^, circonscrits* à F,,; ces
courbes I\ dépendent de 'in paramètres ( t a n d i s qu'au paragraphe

précédent on avait la courbe I\ générale dépendant de /^(""1'"3) para-

mè t re s ) -

L'idée directrice est bien simple : €3 étant rapportée à un paramètre
unicursal t, l 'équation j\t1, ^ )==o est Téquation tangentielle d ' u n e
courbe enveloppe de la sécante (Y, r) de 62; si / est dissymétrique
en t' et f, la classe de Tn est la somme des degrés de/en î/ et t\ et
alors chaque tangente a une origine t\ une extrémité f différentiées;
si j est symétrique en t ' et t\ la classe de I\ est égale au degré de/
par rapport à t' ou f; du reste, dans ce dernier cas, en prenant, pour
variables
( î ) . - ! .SV==^+^, p = t ' t ' f \

la relation symétrique/se transforme en une équat ion
W y(.ç,p)=o
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de degré, par rapport à V ensemble s, p , égal au degré de / en t' ou t\
ei nous avons vu au paragraphe précédent que la droite (Y, r) et le
point (,?, p ) se correspondent par dualité; cela montre que si / n'est
pas symétrique, il suffît de former le produit

(3) . ! /(/ /, n/(^ i-^o

pour arriver à l 'équation tangenfcielle ordinaire de la courber ; il se
produit ici une dist inct ion analogue à celle concernant les courbes de
direction; une équation dissymétrique fourni t des tangentes orientées,
et si F ( u , t1, (P) =: o est l'équation tangentiel le ordinaire de la courbe Ça,
l 'équation dissymétr ique f ( t ' , f} == o condui t à une équation tangen-
tielle ordinaire de la forme
(A) • F(^, c, n.-^d)2^ r, u'),

où <1> est un-e fraction r a t i onne l l e de //, v, w.
Cela posé, considérons une courbe F détmie par son équation tan-

ge 'nùel le / ( / , /^ :=: o (que nous supposerons soit symétrique, soit
rendue symétrique); F étant déclasse n, ht, correspondent^ valeurs £ , ,
^a? . • . ? ^1 dont les fonctions symétriques o-.i, o-a, . . ., a,, fondamen-
tales sont exprimées sous forme de fraction rationnelle, de degré n,
en ^(avec même dénominateur). Donc' les fonct ions symétriques fon-
damentales de t, i\ 5 .. ., ^,

( 5 ) S,=:^-,-o-n S,==/cr,4-a^ . . . , S/,.,.i = ta^

sont exprimées rationnellement en t : la courbe (S.,, S^ . . . . S/,+i) est
donc une courbe unicursale de l'espace à TI+I dimensions, de de-
gré n •+-1. Or s'il existe un triangle de Poncelet t, t,, t^ où t est
variable, les équations /(/, x ) = o, f(t^ x} = o ont une racine com-
mune ̂  mais n'ont pas nécessairement "les (n — i) racines communes
^, ^3, . . ., in (on a la circonstance complémentaire que ^ est racine de
la première et t de la seconde) : le point (S^ S^ .... S,^, ) relatif à t
et celui relatif à .̂., sont donc différents.

Supposons donc que nous ayons un cas encore plus particulier :
f étant choisi quelconque sur C^, et t^ .... ^ éteint les extrémités des
tangente}! à T,, issues clé ^ les cordes t,, t-j (i-^j\ i ^ j égaux à i, 2, .- .5 n}
sont toutes tangentes à T,,: dans ce cas, et dans ce cas seulement/te


