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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

SUR

LES INTÉGRALES CURVILIGNES
PAK M. J. FAVARD

Introduction.

Dans les définitions de certaines intégrales curvilignes ou de sur-
faces classiques ( tel les que f fdx ou f f f d x d y ^ on aperçoit

immédiatement que les procédés mis en œuvre dans leurs définitions
peuvent être étendus à des lignes non rectifiables ou à des surfaces
non quarrables et même, tout au moins pour les intégrales curvilignes,
à des continus qui ne sont pas de Jordan.

Ainsi, en axes ocy rectangulaires, soit le continu

(PO Pi) r = 2 -4- sin •̂  si o < ^ $ l ; ^J^ sl ^=o,
3C

irréductible entre les points PQ(,T == o,y== 2) et P^(;y:=i,y==2),
l'aire du domaine, l imité par ce continu, l'axe des j, la droites == i et
Faxe des Xy est égale à

r 1 r ' 'n:^I 2 + sin — dx.
Jo V x )
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Si l'on veut dire que cette quantité est égale à l'intégrale curviligne

f ydx',
W

pour étendre le champ d'application de cette dernière et si simple for-
mule, on est amené à donner, dans ce cas particulier, une définit ion
de l'intégrale curvil igne ci-dessus, en ut i l isant une suite de points du
conlinu d'abscisses croissantes, pour rester le plus près possible de la
définition habituelle, et il nef au t pas être grand clerc pour cela. En
désignant par/(P) une fonction de poin t con t inue s u r ( P o P , ) le même
procédé nous permettra de définir , pour toute fonction /(P), l'inté-
grale

f f(P)C/^J^
Ainsi la puissance du procédé de définition des intégrales curvilignes
déborde l'ensemble des arcs de courbes dejordan. Mais, pour ces der-
niers continus, un ordre des points s'impose dès qu'on a donné le
point initial et le point final, et c'est à partir de cet ordre que l'on bâtit
la théorie. Quant aux cont inus irréductibles il faut donc, avant tout,
en ordonner les points, cela est possible d'après un résultat de M. Kura-
towski rappelé ci-après, mais, naturellement, d'une façon moins
complète que pour les arcs de Jordan.

Cela étant, dans le plan xy, et pour l'élément différentiel dx par
exemple, je me suis proposé de déterminer tous les continus irréduc-
tibles e tels que l'intégrale

f/(P)jft dx

ait un sens pour toutes les-fonctions /(P) continues. Par souci de simpli-
cité on avait, jusqu'à présent, fait seulement la théorie des intégrales
de cette sorte pour les courbes rectifîables ou semi-rectifiables; c'est<

à'dire que, partant d'une métrique sur une courbe, on démontrai t
l'existence de l'intégrale; ici/c'est en quelque sorte le problème
inverse que nous nous proposons ; à parade la définition de l'intégrale,
rechercher quelle propriété métrique d'une courbe forme son domaine
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naturel d'existence; à cette métrique j'ai donné le nom de variation et
les résultats qui suivent expliquent suffisamment cette dénomination,

L'idée directrice de ce travail, savoir : adapter la métrique à un pro-
blème donné n^est cependant pas nouvelle puisqu'elle domine la
théorie de l'intégrale de Stieljes, non plus que la recherche des carac-
tères des cont inus qui admettent une métrique donnée, puisque les
résultats sur les courbes rectifiables procèdent de ce point de vue. Ce
qui est nouveau ici, c'est l'essai que j'ai tenté, dans un cas particulier,
de restituer à chaque problème de ce genre sa véritable métrique, ainsi

.que l'introduction de continus qui ne sont pas des courbes de Jordan.
Ce travail comprend deux chapitres. Dans le premier, j'ai essayé de

faire, dans un espace métrique parfaitement compact, une théorie
abstraite des intégrales curvilignes de la forme

f/(P)
1//0

^U,

où U est une fonction de point donnée, ainsi que de quelques autres
dont les éléments différentiels ne sont pas des différentielles exactes
et qui comprennent les éléments différentiels de la longueur. Chemin
faisant j'ai rencontré une interprétation de l'intégrale de Stieljes.

Je n'ai fait aucune recherche sur les intégrales d'éléments diffé-
rentiels curvilignes qui ne sont pas du premier degré par rapport aux
différentielles, quoique, par exemple, les éléments de la forme (dxy
donnent (lorsque a> i) plus de finesse dans l'élude des ensembles de
mesure nulle de l'axe des x, ou dans Fétude des courbes non recti-
fiables du plan xy (pour a ̂ >l). Les éléments de cette dernière forme
(a == 2) ont été introduits par M. A. Denjoy (') dans une Note récente,
où Fauteur se propose un problème analogue à celui que nous traitons
ici, mais seulement pour des courbes de Jordan et des fonctions qui
satisfont à une condition de Lipschitz.

Par analogie j'ai également essayé de faire une théorie abstraite des
intégrales de surfaces, mais ici, naturellement, les résultats ne sontpas

(1) A. DENÏOY, Sur ^intégration des différentielles totales et la métrique des courbes
(C. jR. Âcad. Se., t. 496, 1983, p. 838-841)
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aussi complets que dans le cas des courbes, car, malgré les recherches
récentes, la not ion de surface est encore assez obscure.

Le Chapitre II est consacré aux applications de la théorie aux inté-
grales curvilignes les plus classiques. Ainsi j'ai pu obtenir des démons-
trations des théorèmes de Green, dans le plan et dans Pespace, où les
hypothèses présentent, je crois, toute la généralité désirable. Malgré
quelques indications qui débordent le cas classique, je n'ai pu
rien faire d'utile relativement au problème qui consiste, étant donnés
un domaine simplement connexe et sa frontière, à transformer une
intégrale double étendue à ce domaine en une intégrale curviligne
étendue à sa frontière.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une courbe soit
rectifiable prennent , dans notre théorie, une a l lu re géométrique et,
quant aux intégrales de surfaces, j 'ai été condui t à la définition de la
variation d'une surface, suivant une direction de plan donnée, et dans
Perdre d'idées de M. Lebesgue. Cette quantité, inférieure à Paire d'une
surface, est aussi plus simple et donne lieu à une condition nécessaire
pour qu'une surface soit quarrable tout à fait analogue à celle qui
exprime qu'une courbe est rectifiable.

CHAPITRE I.
THÉORIE ABSTRAITE.

L Dans un espace métrique parfaitement compact, soit (3 un con-
tinu irréductible entre deux points A etB, la solution complète du pro-
blème qui consiste à ordonner un tel ensemble a été donnée par
M. C. Kuratowski(1) :

Une décomposition de C est dite semi-continue et linéaire lorsque (3
est décomposé en un seul ensemble (cas trivial), ou bien lorsque C est
décomposé en ensembles disjoints, appelés tranches

T,(o^i,AsT^B£T\),

(1) C. KuaATOWSKi, Théorie des continus irrêductil>les entre deux points {Fund. Math,
t. 10, l9'27, p. a'25~275).
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de façon que
lim t.n= t entraîne lim supT^ç^ T/,.

fi ->- oo n ••>- w

M. Kuratowski a alors défini une décomposition D de tout continu
en tranches, qui satisfait aux conditions précédentes et qui est telle
que pour toute autre décomposition D\ toute tranche de W est une
tranche de D ou une somme de tranches de D.

Cette décomposition D peut se réduire à un seul élément, mais, s^il
n'en est pas ainsi ses tranches forment un intervalle; lorsque C est
borné ses tranches sont des continus (qui peuvent ne comprendre
qu'un seul point); si Pon désigne par ^(P) l'indice de la tranche qui
contient un point P du continu, la fonction ^(P) est une fonction con-
tinue de P.

Considérons une suite de points de <3,
'P , (^=0, I/-2, . . . , ^ ; Po=À,P/,=B),

et soient ^ les indices des tranches auxquelles appartiennent ces
points (^o==o, ?//=== i), nous dirons que la suite P/ est ordonnée si
l'on a

^^^•••^.

Si le continu e n'a qu'une tranche, toute suite de points sera dite
ordonnée-

2. Cela étant, soit U(P) une fonction réelle bornée de point, définie
au moins pour tous les points de (3, le continu C sera dit à variation}]
bornée si, étant donnée une suite ordonnée quelconque dépeints , la
quantité

. il
]g|U(P,)-U(P,-,)|

1

a une plus grande limite finie lorsque n augmente indéfiniment, cha-
cune des quantités ti—t-^ tendant vers zéro (1).

(1) On peut remplacer cette condition par la suivante : chacune des distances | P;—iPî-|
tendant vers zéro; ce qui donne une allure plus géométrique à notre déHniLion et
demande quelques modifications évidentes dans nos démonstrations.
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En intercalant des points de division dans une division choisie, on
voit que la quantité qui vient d'être définie est aussi la borne supé-
rieure de l'ensemble des nombres précédents; nous la désignerons
parV,((3),

ri

Ci) Vx,(C) = borne sup^ lU(P , )—U(P, - i ) | .
1 - •

En représentant par co, l'oscillation de U(P) sur l'ensemble des
tranches T( telles que t-i^^tiy on peut encore poser

n

V^j ( e ) == borne sup ̂  c,^.
:i

Nous allons rechercher à quelles conditions doit satisfaire <3 pour
être à variation U bornée.

Tout d'abord, je dis que, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire
que U(P) soit constante sur toute tranche de (3.

La question ne se pose que pour les tranches qui contiennent plus
d'un point. Si, sur l'une de ces tranches, la fonction U n'était pas cons-
tante, alors il existerait sur cette tranche deux points P7 et P^ tels
quel^PQ—t^P^o.

Considérons alors une suite ordonnée de points contenant? fois le
couple (P^P") d'après les remarques précédentes, on a

Vu{e)ïp\VÇPr)^V(Prr)\,

mais? désignant un nombre naturel quelconque^ cette inégalité nous
montre que VuC^) surpasse toute quantité donnée à l'avance, contrai-
rement a l'hypothèse.

Ainsi U(P) apparaît sur le continu comme une fonction de tranche,
soit uÇt) et, d'après la formule (i), on voit que

' . n ! ! , . , •

Yu(<?) = borne sup^l u{ti)—^(^--j) | = variation totale de u ( t ) dans (o, i),

<3 sera donc à variation U bornée si uÇt) l'est dans Pintervalle (0,1).
En désignant par ç>(^) une fonction de tranche, nous poserons

f <f(t)dU=f c?(t)du,
^'Tf) t/fi'AB "O
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de sorte que la théorie des intégrales précédentes coïncidera avec la
théorie des intégrales de Stieljes sur le segment (0,1) de l'axe des î.

3. Nous allons maintenant nous borner aux fonctions U(P) conti"
-nues, il en est alors de même de la fonction u(t) et, par suite, de la
variation <1^) de cette fonction dans l'intervalle (o, ?), variation qui
est une fonction non décroissante de t; enfin, on sait aussi que, dans
ce cas, on a

n

Vu(e)==liœ^[U(P,)-U(P,-i)|,
•l

lorsque n augmente indéfiniment, chacune des quantités î, — ^._i
tendant vers zéro, la suite étant une suite ordonnée.

Au moyen de la fonction U, on peut définir une décomposition semi-
continue et linéaire du continu (3 {sauf que les limites (0,1) seront
•remplacées [o, ¥^((3)] de la manière suivante } : .

A chaque tranche T,r, nous affecterons l'indice ^(î), l'ensemble des
tranches pour lesquelles v a une valeur constante, ensemble dont
l'image sur Paxe des t est un point ou un intervalle fermé, formera une
tranche %p de notre nouvelle décomposition [o^^Vu(<3)]. Cette
nouvelle décomposition est mieux adaptée à la métrique que nous
venons d'établir sur (3.

Soit E un ensemble de points de <3 (ou de tranches), nous appelle-
rons variation V de cet ensemble, et nous désignerons par Vu(E) la
mesure, sur l'axe des P, de l'ensemble Ep des points images des
tranches %p qui contiennent au moins un point de E :

Vu ( E ) = m ( E,) == f dv == / | d\] \.
«^E ^ E

4. Soient maintenant /(P) une fonction continue de point définie
sur e e tP/ (z '= ï , ?., . . . , n) une suite ordonnée de points, ti la suite
non décroissante des indices des tranches correspondantes, désignons
par 7i/- un point quelconque appartenant à une tranche d'indice ô/
intermédiaire entre ^-_i et ^(^-i^û^^)? considérons la quantité

n

( 2 ) ^/(TC,)[U(P..)-U(P,-,)].
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Lorsque n augmente indéfiniment, chacune des quantités t— ^_i
tendant vers zéro, la limite de cette quantité, quand elle existe, sera
appelée une intégrale curviligne étendue au continu C de A à B; nous
la désignerons par

n

( 3 ) f/(PK/U=limV/(7r,)[U(P,)-U(P,-0].
*' rî>

Relativement à ces intégrales, nous nous proposons le problème
suivant :

A quelles conditions doit satisfaire Q pour que l'intégrale précédente
existe quelle que soit la fonction continue /"(P)?

Quand cela aura lieu nous dirons que C est capable dhme intégrale
dans le champ des fonctions continues.

Tout d'abord, puisque l'indice de la tranche est une fonction
continue de point , nous pouvons prendre pour /(P) une fonction
continue de tranche ©(/).

Raisonnant alors comme précédemment, nous voyons tout d^abord
que U(P) doit se réduire à une fonction de tranche; puis, l'intégrale

f ^(f)dl.J= f Q ( t ) d u
•"AT, «^n

devant avoir un sens quelle que soit la fonction continue y(Q, il suit
de là que la fonction // doit être à variation bornée diaprés un résultat
connu. Mais ce dernier résultat veut dire que (3doit être à variation U
bornée,

De plus, lorsque U n'est pas continue, toutes ses tranches de discon-
t inui té ne doivent pas contenir plus d'un point, car, dans le cas
contraire, en prenant pour /(P) une fonction non constante sur une
telle tranche, la quantité (2) n'aurait pas délimite.

Considérons les deux fonctions de tranche :
w(^)== borne inf/(P), M(i î )== borne sap /(P);

1 : 1 '. , , 1 1 1 - ! - 1 1 , P15'!'! . . ! . ! ! 1 1 P s T t 1 : , 1 - 1

chacune de ces fonctions de t est mesurable B. Tout d'abord, chaque
tranche étant un ensemble fermé, il existera, sur chacune d'elles deux
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points au moins P\ et P^', tels que :

^)=/(P,); MO) ==/(?;),

puisque la fonction /(P) est continue. A désignant une constante
donnée, montrons que l'ensemble des tranches pour lesquelles
m(î)^A[M(^)^A] est fermé; considérons pour cela une suite de
tranches T^ ( / i== i , 2 , . . . ) telles que ^(^)$A[M(^)^A], tandis
que les nombres în tendent vers une limite t et que la suite de
points P^(P^) associés à chaque franche convergent vers un
point P^P^). En vertu de la semi-continuité de la décomposition
de e, le point P appartient à la tranche T^; et, en vertu de la continuité
de/, on ^/(P^^AI/^P^^A], ce qui démontre notre proposition.

En désignant par yÇt) la variation de U dans l'intervalle (o,^), les
deux intégrales

f 771 ( t ) €lv, Ç M.(t:)dv
v 0 ^ O

existent donc ; il en est donc également ainsi de l'intégrale

/ [M(t) —m(t,)}cîv= r 'o(^) cîv,
J Q ' JO

où o (^) représente l'oscillation de /(P) sur la tranche d^indice t.
L'intégrale (3) existera lorsque l'intégrale précédente sera nulle;

par suite le continu C sera capable d^une intégrale dans le champ des
fonctions continues lorsque l'ensemble de ses tranches qui contiennent
plus d'un point sera à variation U nulle.

Dans le cas général, je n'ai pu démontrer que cette condition était
nécessaire; cependant on peut trouver autant de conditions néces-
saires que l'on veut en prenant des fonctions/(P) particulières; dans
l'application de la théorie, que nous ferons, nous verrons que la
condition indiquée ci-dessus est nécessaire.

Lorsqu'elle est réalisée, on voit que le continu C est également
capable d'une intégrale dans le champ des fonctions continues pour la
fonction V(P)==P(^ ) (P£T , ) . ,

EnHuy lorsque la fonction U est continue, au lieu d'opérer sur les
Ann. Éc. Norm., (3), LI. —• FASC. 1. 2


