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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

EQUATIONS

INTEGRALES PRINCIPALES

D’ORDRE QUELCONQUE

Par M. Grorces GIRAUD.

INTRODUCTION.

Un certain type d’intégrales principales d’ordre quelconque a été
étudié dans un travail antérieur (*), ou l'on établissait que les trois
théorémes fondamentaux de Fredholm sont valables pour certaines
équations ou figurent des intégrales principales simples ou doubles,
pourvu que le paramétre A qui figure devant I'intégrale ne prenne
pas de valeurs purement imaginaires dont la valeur absolue ne serait
pas inférieure au minimum d’une certaine fonction positive. On verra
ici (Chap. 1II) que ce résultat subsiste pour les équations analogues
ou figurent des intégrales d’ordre quelconque.

(1) Equations & intégrales principales, étude suivie d'une application (Ann. scient.
Ec. Norm. sup., t. 31, 1934, p. 251 & 372). Dans les citations, cet article sera désigné
par la lettre z.

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fasc. 1. 1
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Dans le premier article, le résultat avait été appliqué a la solution
d’un probléme relatif aux équations aux dérivées partielles, du type
elliptique, 2 deux et a trois variables. Cette solution est étendue
ici (Chap. IV) aux problémes analogues, relatifs a tout nombre de
variables. On indique aussi quelques généralisations, qui permettent
notamment de traiter certains problémes mixtes, déja mentionnés
dans un autre article. Dans un autre travail sera développée une
généralisation plus étendue, qui concerne aussi d’autres sortes de
problemes (). '

Le Chapitre I compléte (§ 9 et § 10) un résultat antérieur, qui est
fondamental pour notre objet. La méthode suivie pour ce complément
m’a été inspirée par un Mémoire publié en 1927 par M. Francesco
Tricomi (*), et dont j’ai eu connaissance, grace 3 MM. Jacques Hada-
mard et Ernest Vessiot, pendant I'impression du travail qui a précédé
celui-ci. On pourra comparer le lemme dont se sert M. F. Tricomi (*),
avec celui qui est démontré plus loin (Chap. I, § 5), et qui permet des
raisonnements analogues.

Le Chapitre II résout, pour les fonetions harmoniques de m
variables (m23), un probléme que M. Georges Bouligand avait d’abord
traité dans le cas de trois variables (*). Cette solution m’avait été
annoncée par lettre, et les sagaces commentaires de son auteur m’ont
fait découvrir le moyen ici employé pour édifier la théorie des équa-
tions a intégrales principales d’ordre quelconque. Cette méthode est
plus bréve que celle qui m’avait d’abord conduit au but; en outre elle
permet d’exprimer 4 [I'aide des fonctions élémentaires I'importante
fonction nommeée ici w(9) (Chap, II, § 7), au lieu que ma premiére

(1) Sur une nouvelle généralisation des questions relatives wux équations du type
elliptique (C, R. Acad. Sc., L. 198, 1934, p. 885  887).

() Francesco Tricomi, Lquazioni integrali contenenti il valor principale di un inte-
grale doppio ( Mathematische Zeitschrift, t. 27, 1927, p. 87 A 133).

(3) F. Tricomr, ap. cit., paragraphe 2, formule (32) et explieations qui la suivent.
M. Tricomi n’avait pas énoncé le résultat correspondant au Chapiire I, paragraphe 7 du
présent travail, mais ses raisonnements supposent cc résultat, qui pourrait s’obtenir a
I'aide de la formule citée, dans le cas de deux variables.

(%) GeorGes BouLiganp, GEORGES GIRAUD et Paur DELENS, Le probléme de ta dérivée
oblique en théorie du potentiel (1 vol. de 78 pages, Paris, 1935). Cet ouvrage expose,
dans sa premiére partie, le raisonnement et les idées de M. G. Bouligand,
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méthode donnait ©(9) sous forme de série; c’est seulement pour les
intégrales doubles et quadruples que j'avais d’abord exprimé la
somme de ces séries 4 'aide des fonetions élémentaires (*).

Les notations employées ici sont, pour la plupart, celles du premier
article, dont celui-ci suppose connus les Chapitres I, III et IV.

CHAPITRE 1.
INTEGRALES SUPERPOSEES.

1. Intégrale principale d'une fonction positivement homogéne. —
Soit G(x,, «,, ..., ) ou, par abréviation, G(X) une fonction posi-
tivement homogeéne et d’ordre — m, ¢’est-a-dire qu’on a

G(txy, tog, ..oy tey)) =1"G (2), Loy -\ ZTm),

gquand ¢ est posttif, le point (x,, @,, ..., 2,) ou X n’étant pas en O.

Supposons que cette fonction est sommable sur une hypersphére
(variété a m —1 dimensions) dont le centre est O et dont le rayon est
un. Elle est alors sommable sur toute hypersphére concentrique, ainsi
que dans toute région bornée fermée qui ne contient pas O.

Soient @ et & deux ensembles ouverts bornés, qui tous deux con-
tiennent Q. Soit &, le transformé de & par une homothétie de centre O
et de rapport n>o0; si v est assez petit, &, appartient h .
Soit @, = @ — &, (partie du premier ensemble, qui n’est pas dans le
second). Par définition, I'zntégrale principale de G dans 3 est

{(m) (m)

GdV=1I1im Gdv (dV = élément de champ),
@ 1>0Ja@, .
pourvu que la limite existe. Cette limite dépend du choix de &, qui
doit toujours étre indiqué. Les ensembles &, se nomment les ensembles
d’exclusion. ’
St la limite existe pour un choix de &, elle existe pour tout autre
choiz. En effet soit & un autre ensemble borné ouvert qui contient O,

(1) Equations & intégrales principales (Société math. France, Comptes rendus des
séances de I'année 1933, p. 45 & 51). Une premiére rédaction du présent article expo-
sait ma premiere méthode. ’
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et soient &; et @} les ensembles analogues & &, et & @,. Si v est assez
petit pour que &, et &; appartiennent tous deux a @, il est visible que
les ensembles @, — @;, se déduisent les uns des autres par des homo-
théties de centre 0; on peut en dire autant pour les ensembles
@; — @,. On en déduit que

(m) m)
Gav—[ “Gav
@, @7
ne dépend pas de v, dés que v est assez petit. L’existence d’une
limite pour un terme entraine donc que 'autre terme a aussi une
limite. C. Q. F.'D.

2. Condition pour que l'intégrale principale existe.— En particulier
prenons pour & une hypersphére (domaine a4 m dimensions) de
centre O et de rayon un. Désignons par r la distance de X a O, et
prenons x,=rk, (a=1, 2, ..., m). Lintégrale étendue a la
région 1 <r< R, ol 7 et R sont deux constantes positives données,
est :

. R (n2—1) R (rm—1) .
f r"‘—if G(rEy, -, rhm) dS dr =log— ><f G (L, -y Em) dS,
ki

dS étant I’élément de I'hypersphere de rayon un. La condition
nécessaire et suffisante pour que ce résultat ait une limite quand 7
tend vers zéro est

(m—1)
(1) f GdS=o,

ol l'intégrale est étendue & une hypersphére quelconque de centre O.
D’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 1, (1) est la condition nécessaire et
suffisante pourque l'intégrale principale exuste, quel que soit I’ensemble
& choisi.

3. Théoréme. — Soit, pour un instant, F(z,, ., ..., ®,), une
JSonction positivement homogéne et d’ordre 1 — m, continue et contini-
ment dérivable par rapport a x, quand X n’est pas en O. Alors U'intégrale

(m)

principale

dV, prise au sens du paragraphe 1, existe (quel que
soit &). '

o 0z,
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- F . _ s ’ :
Il est évident que g—; est ‘positivement homogéne d’ordre — m. Si
1
nous intégrons dans la région v <r< R (méme notation qu’au para-

graphe 2), nous trouvons
(m—1) (m—1)
RL =/ Foas— [ Faoas,
S S

dxi R :

8y et S, étant les hypersphéres derayons R et, etw, étant le cosinus
del’angle entre Oz, et la demi-droite issue de O. Orles deux intégrales
du second membre sont évidemment égales; il y a donc une limite
nulle quand v tend vers zéro, ce qui prouve 1’énoncé.

4. Dérivation. — F désignant la méme fonction qu’au paragraphe
précédent, soit @ un ensemble borné ouvert qui contient X. Soit
d’autre part o(A) une fonction qui remplit dans @ une condition de
Holder ('), c’est-a-dire qu’on a, quels que soient X et A,

lo(X) —o(A) | < MLAY(X, A) (M > o0, 0 <</ <1; L=distance).

Considérons la fonction

(m)

(2) w(X)= F(:w'i—.a'l.' ceey Tm— an) o (A) dVy,
@

qui est continue en tout point de @. Nous allons démontrer qu elle
admet par rapport a x, une dérivée continue.
Soit &, une hypersphére (m dimensions) de centre X et de rayon 7;
‘soit @, = D —&,. Si 7 est assez petit pour que &, appartienne & @,
on a
9 (m)

d—xi o, Fla, —ay, ..., xm— apn)o(A)dV,

(m)
= f :F (Zy — Qyy ovvy Tm— Ap) o (A)dV,

Xy
(m—i)
—f F(@y— @y -+ .y @ — am) o (A)m (A) dSy,

(1) R. Lipschitz a considéré ces conditions, méme pour A <1, dans Darticle : De
explicatione per series trigonometricas instituenda functionum unius variabilis arbitra-
rium... disquisitio (Journal fir die reine und angewandte Mathematik, t. 63, 1864,
p. 206 a 308), spécialement théoréme II, p. 3o1. Postérieur est le travail d’Otto Hslder,
Beitrige zur Potentialtheorie (Inauguraldissertation, Tibingen, 1882, y1 pages), spécia-
lement p. 10.
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8, étant la frontiére de &,, et w,(A) étant le cosinus de I’angle entre
Oz, et la demi-droite XA. Quand v tend vers zéro, 'intégrale
d’ordre m tend vers une intégrale principale étendue a @, car la défi-
nition des intégrales principales peut s’appliquer a4 des fonctions non
positivement homogénes (7, I, § 7). Nous écritons l'autre intégrale

(m—1)
f Fay, —ay, ..oy xm—an)[c(A) —o(X) oy (A) dSy
s

“

' {m—1)
—i—o‘(X)f F(o,—ay, «.., Zm— am) @ (A) dSy;
s,

quand v tend vers zéro, le premier terme tend vers zéro, et 'autre ne
dépend pas de 7. Comme les Jimites sont atteintes uniformément
quand X varie dans un ensemble fermé compris dans @, on a

\ ou ™) g :
(3) d_xlu—\/m‘ a:a('xﬂ*au ceey Zo— )G (A) dVy
(m—1)
—~G‘(X)f F(z, — ay, ..., 2m — an) & (A) dSy,
S

ou 'intégrale d’ordre m se prend en valeur principale, en excluant
des hypersphéres infiniment petites de centre X; S est la frontiére
d’une telle hypersphére, et dS est son élément.

5. Théoréme. — Si m est 2 2 et si G est continu, la condition (1) est
ausst la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonc-
tion ¥ positivement homogéne et d'ordre 2 — m, telle que U'on ait

(4) AF =G (A =laplacien);

F est entiérement déterminé si l'on ajoute la condition

(m—1)
(5) f FdS=o,
S

ou'S est une hypersphére de centie O.

Dans cet énoncé, le laplacien est pris au sens généralisé de
M. Zaremba ('). Si les dérivées secondes d’une fonction u(X) existent

(*) Stanistas ZaremBA, Contribution a létude d'une équation fonctionnelle de la
Physique (Rendiconti del Circolo matematico di Pulermo, t. 19, 1905, p. 140 & 150).
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et sont continues, on a

Fu  m—1du TFu

Alt _ = T -_
ar? roor r:

(r = distance de X4 O),
ou Fu est I'invariant différentiel du second ordre, de Beltrami, de u
regardé comme fonction d’un point de ’hypersphére » =1. Rempla-
cons u par F, et supposons seulement que le laplacien généralisé
existe; on a

AF = r— 5F,

Vopération F étant prise aussi au séns généralisé ('), qui est forcé-
ment applicable a F. En faisant » = 1, nous voyons qu’on doit avoir
FF =G.

Or I'équation Fu=o est identique 2 son adjointe, et .sa solution
générale est une constante arbitraire. Donc la condition (1) est bien -
nécessaire et suffisante pour I'existence de F sur cette hyperspheére
r=1 (*); 'homogénéité positive permet d’achever la formation de F.

Cette démonstration prouve que I’équation (4) détermine I 4 un
terme additif pres, du type ar*~"(a = const.). La condition (5) déter-
mine a, ce qui achéve la démonstration.

6. Remarque. — On peut remplacer le laplacien par n’importe

quelle opération X, sa, 3 m, pourvu qu’elle soit du type elliptique
%

et & coefficients constants, cette opération étant au besoin prise au

sens généralisé ; car on raméne ce cas i celui dulaplacien en changeant
de variables d’une fagon linéaire et homogéne.

7. Théoréme. — Soit encore m 2 2. Sotent G et H deux fonctions

(v) Généralisation des problémes sur les opérations du type elliptique (Bull. Sciences
math., t. 36, 1932, p. 248 & 272, 281 4 312, 316 A 352, et errata p. 384), spbcialement
Chap. [, § 2 et § 13. Pour démontrer I'affirmation du texte, on particularisera la décom-
position en carrés introduite au § 2.

(*) Ce passage s’appuie sur une théorie générale pour laquelle on peut consulter un
article cité au Chapitre IV, § 5 du présent travail. Mais le cas actuel a 6té traité d’abord
par M. Emile Picard qui I’a reproduit dans Pouvrage : Lecons sur quelques problémes aur
limites de la théorie des équalions différentielles (viii—~2%1 pages, Paris, 1930), spécia-
lement Chap. X, § 2. '






