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PROPRIETES METRIQUES ANALLAGMATIQUES

CYCLIQUES

Par M. Renxt LAGRANGE.

Dans un Mémoire antérieur (') j'ai proposé une métrique anallagmatique
différente de la géométrie non euclidienne classique, construite de maniére
aussi logique que possible a partir de la distance covariante (ou puissance
réduite) du point de la sphere, comme les distances euclidiennes peuvent se
déduire de la distance du point au plan. Lorsqu’on applique cette métrique a la
figure formée par trois cercles (), les analogies avec les théoremes euclidiens
du triangle sont remarquables et donnent un certain intérét a cette construc-
tion synthétique. Un tel tricercle peut étre considéré comme orthogonal & un
cercle, réel ou imaginaire, servant de base & une géométrie non euclidienne,
ou, pour utiliser le langage du Mémoire cité, servant de base a un champ
cocyclique de bipoints (*). Les cotés sont alors les équivalents des droites en
géométrie euclidienne, et sont représentés par des équations linéaires en coor-
données tétracycliques. Lorsqu’on passe au second degré, on obtient les quar-
tiques bicirculaires ou cycliques planes, dont certaines analogies avec les
coniques sont bien connues. Dans le Mémoire cité, la métrique en question a
déja servi a définir la polaire d’un bipoint par rapport & une cyclique, dans un
champ cocyclique, et 2 montrer que c’est un cercle du champ, donc I'équivalent
d’une droite euclidienne.

(V) Définitions et théorémes de métrigue anallagmatique [Ann. Ec. Norm., (3), t. LIX, fase 1,
1942, p. 1-42].

(%) Loc. cit., p. 34.

{3) C’est un champ de bipoints (couples de points) tel que deux bipoints quelconques du champ
soient cocycliques; c’est encore un champ de bipoints invariants dans une certaine inversion.
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Le présent travail se propose de poursuivre I'analogie avec les coniques, et
I'on verra que celle-ci va trés loin, ce qui confirme l'intérct que peut offrir
cette métrique.

Lorsqu’on reste dans le plan, les deux définitions des coniques communes
aux trois genres sont : 1° celle ot la conique est le lieu du centre d’un cercle
passant par un foyer et tangent a un cercle (ou droite) directeur; 2° celle ou
c’est le lieu des points dont le rapport des distances a4 un foyer et une directrice
est constant. Or, une cyclique plane Q peut toujours étre considérée comme
appartenant & un champ cocyclique dont le cercle de base est un cercle direc-
teur ® de Q. On peut méme supposer que o est réel, car deux au moins des
quatre cercles directeurs d’une cyclique sont réels. On peut alors délinir Q,
soit comme le lieu des bicentres (') des bicercles qui passent par un bipoint
focal de Q ct sont tangents a un bicercle donné, soit comme le lieu des bipoints
dont le rapport des distances anallagmatiques a un bipoint focal et 4 un cercle
du champ est constant. Par contre la définition bifocale qui résulte, pour les
coniques, du parallélisme des deux directrices, n’a pas d’équivalent ici.

[’examen des relations entre les éléments de ces deux définitions, bifoyers,
directrices, bicercles directeurs, excentricité conduit a distinguer trois genres
de cycliques; tout d’abord, la distinction en deux classes suivant que les
(uatre foyers réels sont ou non cocycliques est bien connue; un exemple bien
particulier examiné au paragraphe 5 nous fait préférer dire que Q est de pre-
miére ou de deuxieme classe suivant que son tétracycle directeur est lui-méme
de premiére ou de deuxieme classe, c’est-a-dire qu’il a trois ou deux cercles
réels. Nous partageons ensuite la premiére classe en deux genres, suivant que
la valeur absolue de I'excentricité est inférieure a 1 (genre elliptique) ou supé-
rieure & 1 (genre hyperbolique); le genre parabolique comprend toutes les
cycliques de deuxiéme classe. Il est bien remarquable que cette distinction,
appuyée sur l'excentricité, correspond a des différences de formes dont la
traduction rappelle les trois genres de coniques. C’est ainsi que, dans le champ
cocyclique qui a pour base un cercle directeur réel d’une cyclique Q, celle-ci
n’admet un bicentre anallagmatique réel que si elle appartient aux deux pre-
miers genres; on appelle bicentre anallagmatique un bipoint autour duquel la
transposition anallagmatique conserve Q; c’est le bipoint commun aux deux
cercles directeurs réels de Q qui sont distincts du cercle de base. Les cercles
du champ qui passent par ce bicentre, ou diamétres de Q, rencontrent tous Q
lorsqu’elle est elliptique, de sorte qu’elle est alors constituée par deux ovales
séparés par la base du champ, chacun d’eux entourant un point du bicentre;
Q n’a aucun point réel a I'infini au sens de la géométrie non euclidienne, c’est-
a-dire sur la base du champ. Par contre, une cyclique hyperbolique n’est

(1) Pour la définition, cf. loc. cit., p. 32. Nous y revenons d’ailleurs dans ce travail, pour les
besoins du calcul.
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coupée que par les diamétres qui sont intérieurs a un certain angle, de sorte
quelle est formée de deux ovales intérieurs Pun & 'autre, rencontrant tous
deux la base du champ, et de maniére que le bicentre soit dans la couronne.
Par tout point M du plan, il est bien connua qu’il passe deux cycliques homo-
focales orthogonales; s’il s’agit de cycliques de premiére classe, I'une est ellip-
tique et l'autre hyperbolique. Si A et B sont les deux foyers réels situés du
méme coté que M de la base du champ, les tangentes aux deux cycliques
bissectent le tricercle AMB comme font les tangentes & une ellipse et une
hyperbole, c’est-a-dire extérieurement pour la cyclique elliptique et intérieu-
rement pour I'autre.

L’analogie se poursuit avec les distances du bicentre aux extrémités des
diamétres et celles d’un bifoyer aux cercles du champ tangents (ou tangentes
de la cyclique). C’est ainsi qu’il existe une relation involutive entre les carrés
des distances du bicentre aux extrémités de deux diameétres conjugués (par
rapport aux deux diametres tangents & la cyclique), ce qui est 'extension de
I’énoncé d’Apollonius. La distance du bicentre a I'extrémité du diamétre focal
ne dépend que du rayon du bicercle directeur et non des foyers eux-mémes, ce
qui est le cas des coniques & centre. Enfin, le produit des distances des deux
bifoyers aux tangentes de Q est constant, et ce théoréme admet une réci-
proque. .

Telles sont les propriétés les plus importantes que nous démontrons dans ce
travail, et qui sont évidemment vraies des cycliques de 'espace, par suite de
leur caractére anallagmatique. Il est fait naturellement usage des coordonnées
tétracycliques, avec quelques démonstrations géométriques dans le dernier
Chapitre. Les premiers paragraphes sont consacrés au rappel des définitions
des distances anallagmatiques d’un bipoint a4 un cercle, et de deux bipoints
cocycliques, et a leur expression en coordonnées tétracycliques.

CHAPITRE .
QUELQUES FORMULES DE METRIQUE ANALLAGMATIQUE PLANE.
1. Etant donné, dans le plan, un couple de points, ou bipoint, (BB et le
cercle o, la distance anallagmatique [(BB")a] est définie par (')
2 —_—
[(BB)a]= m\/Ba.B’a,

ou Ba représente la distance de B au cercle o, égale a celle de B a la sphére de

(') Loc. cit., p. 8, lormule (2).
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grand cercle «; cette distance n’est rien autre que la puissance réduite, de
sorte que, si r désigne le rayon de «, on a

T M L (I—’)K — r2> ( DA — /"-’)
3

. BB Bl

(1) [(BB")a =

ou A est le centre de «. Quand « devient rectiligne, Ba devient la distance
euclidienne de B a «, donc (1) se réduit a

dist. Ba a) > (dist. B a a)
BB

(BB)a]r= 4

En particulier, si « est une droite parallele a la droite BB, a la distance d de
celle-ci, 1l vient

o d
(2) [(BB")a] = g

Rapportons la figure au tétracycle dont un cercle w, est « lui-méme; prenons
pour cercles w, et w, les diamétres de o respectivement paraliéle et perpendi-
culaire & BB’; le quatriéme cercle w, du tétracycle est le cercle imaginaire pur
concentrique a o, et de rayon /7. En coordonnées cartésiennes dont les axes O,
Oy sont w, et w,, les équations des cercles du tétracyele sont

(o) @) —r2=0, (0) #+y'+ri=o, () x=o, (o) y=o;
de sorte que si les coordonnées cartésiennes de B, B’ sont
(B) @05 (B) ),

leurs coordonnées tétracycliques sont, par exemple,

2 2 g2 224 v 2

(B) /}1: ‘*—_*——)2’,)-—’ 02: _%,__, /);;::a;, /)4,:‘)",
, o ro___ re - , a4 Y2 g ) ,

(B") b= __lr‘ b= —‘:‘yg —— b=, b=

celles de « sont
gy =1, %s=— 0, a3 o0, o, = O.

L’expression (1) s’écrit alors

[(BB)a =

)

(2242 — )y (224 Yy —r) —02b b
r(y —y)? — Xb,b
ou encore, sous une forme anallagmatiquement invariante,

(3) [(BE)af= 25,0,
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Ceci représente done la distance d’un bipoint i un cercle du plan rapporté a
un tétracycle quelconque. Un cas particulier important pour nos applications
est celui ou (BB’) et « appartiennent & un champ cocyclique dont la base est

le cercle w, du tétracycle; B et B’ sont inverses par rapport 4 w,, ce qui permet
de prendre

b, =—b,, bj=10b, (j=1, 2, 3);
en outre, o,= o0, car « est orthogonal 4 w,; compte tenu de‘v b’ —b2,(3) se
« ‘ /_1
réduit alors a
b,
) (BB = S22

ott le symbole X' a la signification Y-

j=1

Remarque. — Avant de poursuivre, observons que nous aurons I'occasion
d’adopter le tétracycle simple suivant, semblable a celui que nous venons
d’utiliser, et que nous appellerons tetracycle T,. 1l s’agit des quatre cercles
d’équations

(To) (1) a*+y*—pi=o, (w2) 22—+ y*+p*=o, (ws) x=o, (wi) y=o,

ou p? peut étre positif ou imaginaire pur (*). Si o* est positif, T, est dit de
premiére classe; s’il est imaginaire pur, T, est dit de deuxieme classe. Au point
de vue réel, ces deux formes de tétracycle sont anallagmatiquement équiva-
lentes aux deux formes de tétracycles que constituent les quatre cercles direc-
teurs d’une cyclique plane réelle dont les quatre foyers réels sont cocycliques
(1 classe) ou non (2° classe).

Les coordonnées tétracycliques correspondantes d’un point de coordonnées
cartésiennes x, y sont

Pyt g2 @y

€r = ————) Ly == ———————y X3 =X X, =
1 Y 9 —2ip 3 » 4 Y

avec x, — iz, = p, et celles d'un cercle de centre x, y et rayon r,

2 2 p2___ 2 2 2 ___ 2 2
=ty r—p _ XAy —r4o r__Z r J
—_— y = —— ) 3= —» ta

—arp —2irp oo r

gV

1

gy

2. Considérons maintenant deux bipoints cocycliques (AA’), (BB’) de coor-
données tétracycliques a;, a;, b;, b, t=1, 2, 3, 4 respectivement.

(1) T, coincide toujours avec son imaginaire conjugué.
Ann. Ec. Norm., (3), LXII, — Fasc. 4. i 50
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La condition de cocyclisme est

oy ay oy
’ ! ’ 7
oy oy dl, o«
1 My My

(5) v "l =o.
by by by b,

v,ov, v, U

La distance anallagmatique est alors définie par ()

2/ 1 /
(AN (BB = 4 ABAB AT AT

AN BI

et est réelle ou imaginaire pure suivant que les deux arcs AA’ et BB’ du cercle
ne sont pas ou sont empiétants. En coordonnées tétracycliques, ot g, sont les
rayons des quatre cercles w; du tétracycle, on sait que (*)

-2 Z(lib,'
AB _=— 2 —E—bT;
(%) (%)
donc
(6) [(AAY) (BB') Jr= 4!””’”” (2aubi) (2aiby) (2aibi) l

(Zaiaﬁ-) <2blbll)

En particulier, pour deux bipoints d’'un champ cocyclique de base w,, (6) se
réduit a

(“ab)(‘a by |(Xajby)*— ai b}

I / 2

7 N 80 = e e | = |

si l'on prend @,=a;, b;=0, (j=1, 2, 3), a,=—a,, b,=—b,. Plus préci-

sément, avec le tétracycle T,, on peut écrire

(Xa;b;) (Z2a;by)

atb;

(8) [(AAT) (BB') =

ot les deux membres sont positifs lorsque les deux bipoints sont réels, et
négatifs lorsqu’un seul bipoint est réel, l'autre étant d’abscisse réelle et
d’ordonnées imaginaires pures.

Remarque. — Le carré du déterminant nul (5) donne
[(Zee;0;) (Zaiby) + (..al 1) (Berby) — (Zeqar) (Bbiby)P=4( 2 b;) (S, %) (i b)) (2uihy),

donc (6) s’écrit encore

(X 0:) (Zaily) 4+ (Zab}) (i) -
(Ta;a;) (2b;b})

(6') [ (AA') (BB') 2= 2

(1) Loc. cit., p. 16.

.. . N L a;
(%) On choisit souvent les coordonnées a; de maniére que £ — =1.
Qi
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CHAPITRE 11.

LES DEUX DEFINITIONS METRIQUES DES CYCLIQUES.

3. La premiére des deux définitions repose sur le

TueorkNE. — Dans un champ cocyclique plan, le liew des bipoints dont le rap-
port des distances a un bipoint (AA") et a un cercle v fixes est constant est une
cyclique Q de ce champ.

On ne restreint pas les données en supposant que le cercle de base du champ
est le quatrieme cercle v =, du tétracycle des coordonnées. Les coordonnées
de (AA’) sont par exemple (a;,, +=a,)(j=1, 2, 3), et celles du bipoint cou-
rant (MM")(z;, d=x,). Les coordonnées du cercle y, réel ou imaginaire pur
(c’est-a-dire de centre réel et rayon imaginaire pur), sont d’autre part (y;, o).
En vertu de (4) et (7), 'équation du lieu est de la forme
(1) (Yajx;) — a;xi — erai (Xv,z)* = o, .
olt ¢? est une certaine constante. Par exemple, si le champ est lobatchewskien,
w, peut étre supposé rectiligne, et le tétracycle des coordonnées identifié
avec T,. D’aprés (4) et (8), e* représente alors effectivement le carré du rapport
des distances de I’énoncé, et est positif ou négatif suivant que (AA’) et y sont
ou non de méme nature (réels ou imaginaires purs). Par analogie avec les
coniques, c’est le coefficient e de (1) que nous appelons 'excentricité du lieu Q.
Ce lieu est bien une quartique bicirculaire de cercle directeur w. Son équation
s’écrit encore

(2) o (Za) (i) + e (Xagay) (Eyirg)*=o,

dont la forme est anallagmatiquement invariante, et représente donc Q dans
unsysteme quelconque de coordonnées tétracycliques, ot les a;sont les coordon-
nées de A’. (2) montre également que les cercles points A, A’ sont bitangents
a Q aux points de rencontre avec y; A, A’ sont deux foyers de Q et y est la
polaire anallagmatique (*) du bipoint (AA’) par rapport a la cyclique. Nous
appellerons vy la direcurice de Q associée au bifoyer (AA").

La cyclique Q ainsi obtenue est la plus générale, car elle dépend essentiel-
lement de 8 parameétres, qui sont les 3 parameétres du cercle directeur w, les
4 paramétres de (AA’) et v dans le champ cocyclique de base w, et I'excen-
tricité e. Plus précisément, soit w un cercle directeur réel d’une cyclique quel-

(1) Pour la définition, cf. loc. cit., p. 29.
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conque Q, A et A’ deux foyers de Q inverses par rapport a w, et y la polaire
anallagmatique de ce bifoyer; si (AA’) est réel, y est réel ou imaginaire pur;
soit enfin (MM') un bipoint de Q dans le champ de base w, et e la valeur du
[((MM") (AA")]

[(MM")y]
les éléments A, A’, v, e est tangente 4 Q aux 4 points de rencontre avec v, ce
qui fait, avec M et M, 10 points communs outre les points cychques, elle
coincide donc avec elle.

Lorsque (AA’) est sur y, chaque cercle B passant par (AA ) est un lieu de
bipoints (MM") tels que (*)

[(MM')y] = [(MM’)(AA’J'sm@ Y,

rapport La cyclique définie par I’énoncé du théoréme actuel et

donc Q se décompose en deux cercles passant par (AA’) et également inclinés
sur y. Q n’est réel en méme temps que (AA') et y que si e*>>1. On peut
prendre y pour w,, donc y,=y,=7Y,=o0, Y;=1 et ;= 0. (1) s’écrit

(21 + a2y — (ai + a3) (2 + 22+ 2k) — e*alxi=o0
ou )
(asx)— a2 )2+ (e — 1)alxi=o.

Par exemple, si T, est de premiére classe, a, et 2, sont imaginaires purs si Q
est réel, d’ou les deux équations

(ayxy — ay ) i\/e'l——la‘xsz 0.

4. Par analogie avec les coniques en géométrie euclidienne, les cycliques
peuvent étre considérées comme les lieux des bicentres des bicercles passant
par un bipoint donné et tangents a un bicercle donné. Les couples de cercles
(bicercles) dont il s’agit ici sont anallagmatiquement symétriques par rapport
a la base du champ cocyclique, et sont les lieux d’égale distance anallagma-
tique & un bipoint donné, qu’on appelle le bicentre (*).

Le quatrieme cercle w, du tétracycle T étant toujours le cercle w du champ,
supposé réel, désignons par (a;, +=a,) les coordonnées du bipoint (AA"), et
par | k| la valeur absolue de la distance anallagmatique donnée; le lieu des
bipoints (MM") de coordonnées (x;, &=, ) situés a la distance donnée de (AA’)
est déterminé par la formule [(7); I]ou la lettre = remplace b, donc par une
équation de la forme

(¥ ajz))*— iz =K a;z;
ou

(3) Yajxi+ ek 1a,x,=o0 (

Il
+

®

(1) Loc. cit., p. 19.
(2) Loc. cit., p. 32.
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Pour discuter la réalité de ce bicercle, méme lorsque (AA’) et k cessent d’étre
réels, on peut supposer, sans restriction d’ordre anallagmatique, que T est le
tétracycle T,. Les coordonnées tétracycliques de chaque cercle (3) sont pro-

portionnelles aux coefficients des «;, donc de la forme sa;, ¢ VP + 1sa,, avec

Y@+ (KP4 1)a | =2 k2=,
donc

8/

==
ke,

le double signe ¢’ influant seulement sur le signe donné au rayon. Les coor-

données euclidiennes x, y du centre euclidien et le rayon r sont donnés par

o

s(ay—iay) =", X = 1S, y=c \//fg—}- 1181y,

~

done
(4) r=ct'ka,, r =, y=cVk+ia,.

(3) est donc réel lorsque (AA') est réel, ¢'est-a-dire a, et a, réels, ainsi que &;
il T'est aussi lorsque (AA’) est imaginaire, mais d’ abscisse reelle pourvu

VA 41

VA+1
k

k241 o

que ka, et =0,

soient réels; «, et £ sont alors imaginaires, avec

c’est-a-dire o réel et > —1; k est imaginaire pur, soit k=7|k| avec |k|>1;

e
a, est doncimaginaire pur. En résumé, un lieu d’égale distance au bipoint (AA")
est réel pourva que (AA") et le rayon £ soient eux-mémes réels, ou que A, A’
soient imaginaires conjugués, £ étant imaginaire pur et de module >~ 1. Dans
le premier cas, on sait que (3) ne coupe pas o, ce qui se voit d’ailleurs tout de
suite en choisissant T, de maniére que a,=o, a,=1p, a,=o0, a,=p réel;
(3) se reduit a

ixe e\ i24-12,= o,

et rencontre Ox aux mémes points que w,, qui sont imaginaires. Dans le
deuxiéme cas, on choisit T, de sorte que a,=p réel, a,=a,=o, a, =1ip,
et (3) devient

x1—|—ia\/m—larkzm,——q/\_/c—f‘-’-——lxk:o,

qui coupe Oz aux mémes points que ®,, qui sont réels. Enﬁn le bicercle devient
un cercle double du champ pour #* = —1.

5. Ceci établi, considérons un deuxiéme bipoint (BB’) réel, de coordon-
nées (b;, = b,) et formons le lieu des bipoints (MM')(§;, =£,) tels que le
bicercle (1, p’) de bicentre (MM'), qui passe par (BB'), soit tangent au
bicercle (a, o) d’équation (3). Sim est le rayon anallagmatique de (p., '),
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réel en méme temps que (MM'), car ce bicercle est essentiellement réel, les
coordonnées tétracycliques des cercles o et 1. sont respectivement

/)2 X / )
2) a; S\VAT41 () S \,m’+1_
ety k ’ mi m

La condition de tangence entre eux est

I 1 —
Vit 2| —
"a 2+ "1,
mk ({/5‘4 iz v o > l

c’est-a-dire

(5) N4 e\ e = k.

En outre, I’équation

(6) Yo+ h =

exprime que u passe par le point B.

Si (AA’) et k sont reels, on peut supposer «, >0 b, >0, k>o0,m>o0, et
. ne peut étre tangent qu’au cercle o correspondant a e =1: I'élimination de
entre (5) et (6) donne une seule quartique réelle. Si (AA") est imaginaire,
(aa') restant réel, & est imaginaire pur, tandis qu’on peut encore supposer
b,> o0, m>>o0; upeut alors étre tangent 2 « ou i o', et, 'ambiguité %ubsistant
pour ¢, on ohtlent deux quartiques réelles. Aprés substitution dc 22 & pour les
coordonnées courantes, I'équation du lieu Q est alors

(7) (b,,};’a,w,— VR T, Y bjx)) — Ra[(Ybja)t— blat]=o,
ou, sous forme développée,

(8) b (X aja;)+ ai (X bya))— oe\ k2 1a,b, (X ajx;) (X b)) + Kalblal=o.

L’équation (7) met en évidence que les cercles points X'b,x;~+ b,2,= o sont
tangents a la quartique, donc (BB") est un bifoyer, et la symétrie de (8) en les
deux bipoints (AA"), (BB") montre que (AA’) est un autre bifoyer.

St (AA’) et (BB') sont réels, ¢ =1, et I'on a une seule cyclique réelle Q.
ayant quatre foyers réels cocycliques, donc de premiére classe; trois de ses
cercles directeurs sont réels. Si (AA") est imaginaire, » étant O.x, les points
de Poncelet correspondants sont réels et sur Oz, et foyers de Q; donc les deux
cycliques obtenues sont de deuxieme classe, c’est-a-dire que deux de leurs
cercles directeurs sont imaginaires. Les quatre foyers réels ne sont pas cocy-
cliques, en général, mais il y a exception si AA’ et BB’ sont sur la méme per-
pendiculaire & Ox, avec | AA’| = BB’ (par contre la distinction des deux classes
de cycliques par la réalité des cercles directeurs n’appelle aucune réserve).






