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RECHERCHES

SUR LE

FLAMBEMENT DES POUTRES DROITES

SECTION CONSTANTE ET A MOMENT D’INERTIE VARIABLE

Par M. Frorin VASILESCO.

Introduction.

L’emploi, dans les constructions, de poutres de grandes dimensions, consti-
tuées généralement par un assemblage de corniéres (la section de la poutre
st, de ce fait, constante) implique leur dotation d’'un moment d’inertie
variable. La résistance au flambement leur permet ainsi de supporter de
grandes charges et de transmettre des efforts considérables.
La théorie du flambement des poutres droites 2 moment d’ inertic constant
“est connue : la formule d’Euler

détermine la charge critique F,.

Mais aucune étude d’ensemble n’existe, 2 ma connaissance, sur les poutres
a moment d’inertie variable. Quelques lois particulieres de variation de ce
moment ont seulement été envisagées ().

Le but de ce travail est d’exposer les principes d’'une méthode générale pour
["étude des problémes posés par I’emploi des poutres droites a section constante
et » moment d’inertie variant suivant une loi quelconque.

Quelques probléemes seulement, choisis parmi les plus courants, ont été
considérés i titre d’exemples. Mais ils permettent d’apprécier I'efficacité de la

(1) Voir \. Caquot, Legons sur lu résistance des matériaux ( Ministére de I'dir, p. 249-250).
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méthode. La rigueur des raisonnements conduit 4 des résultats précis; les
charges critiques ont des expressions analogues a celles d’Euler, mais avec des
coefficients différents dont le calcul exact, inutile d’ailleurs dans la pratique.
fait appel a la théorie des fonctions de variable complexe. Les mathématiques
pourront trouver dans ce nouveau contact avec le concret, ’occasion et I'aliment
de nouvelles recherches théoriques.

Etude préliminaire.

Nécessité et choix d’une variable intrinséque. — Toute poutre chargée AB est
en général fléchie et comprimée. Si M est un point de sa fibre moyenne, il pent
étre repéré de trois facons : 1° poutre a I'état de repos, par son abscisse AM=s;
2° poutre fléchie et comprimée, par son abscisse curviligne AM = ; 3¢ fibre
moyenne fléchie et comprimée en projection sur la corde AB, par I'abscisse
Am=x. La premiére facon permet la définition du moment d’inertie variable
avec M. La seconde indique la compression subie. La troisieme introduit le
flechissement par I’équation y = y () de la fibre déformée. 11 est essentiel, a
cause de la variabilité du moment d’inertie, d’indicidualiser chaque point de la
fibre moyenne. Comment passer de I'une a l'autre de ces trois variables ?

S’agit-il d’'une poutre chargée de bout, ou soumise en outre a une charge
unitaire constante en chacun de ses points et normale a sa fibre moyenne, ou
chargée de bout et soumise a I’action d’'un moment de flexion appliqué, variable
avec 'abscisse x, la relation

7 l“
s:a—{—f —— cosf do
, ES

est toujours valable. 6 désigne linclinaison de la fibre déformée I' sur la
corde AB, F la charge de bout, E le module de Young et S la section droite de
la poutre. Mais F, E, S sont des constantes et cosf do = dz, d’ou

(1) s:o‘+ES

x.

Si L, X, /sont les longueurs de la fibre moyenne au repos, de I' et de la
corde AB, '

F
(2) L_._E—I—E—Sl,
d’ou la combinaison
(3) : 2.?~—L:25—2+i§—s—(2.1;—l).

L’introduction des variables numériques croissantes de —1 a -1 pour un
parcours de A a B

([') 28 20 22
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transforme (3) en

(5) Lu:ZV—%——g—Slcv.
Cette équation admet la solution u=¢= 1. Retranchée de I'égalité (2)
aprés multiplication par « des deux membres, elle devient

(6) 7 O:Z(u—v)—l—g—é—(u—w).

Mais la fibre moyenne subit en tout point M un effort normal & la section de
la poutre de compression constant; son raccourcissement unitaire est donc
invariable avec M et par suite

S
t’

L Q

d’ott (4)u=rv et (6) u=w est unique.

Ainsi : chacune des trois quantités s, o, x s'exprime en fonction de la variable
sans dimension u, croissant de — 1 a ~+ 1 pour le parcours de A a B.

Le passage recherché s’effectue par I'intermédiaire de u, prise pour variable
intrinséque.

Le moment d’inertie de la poutre au point M(u) peut alors s’écrire sous la
forme ‘
IJ(u)=1II(u),

ol I(u) est une fonction numeérique positive, jamais nulle, égale a 1 pour u=o0
et I, le moment d’inertie au milien O de la poutre.

Sauf indication contraire, 1(u) est supposée fonction paire de u : 1(u) est

symétrique par rapport a O.

CHAPITRE I.

POUTRE CHARGEE DE BOUT.

La fibre moyenne déformée I' (') est rapportée a deux axes de coordonnées
rectangulaires Az, Ay situés dans son plan. Son équation est de la forme

y:V(u):V<27x—I>:}’($);
d’ou ,_
M N 4 "
(7) yi(@)= 7 V'(u).

(1) La courbe I' est supposée plane selon I'usage établi.
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La condition d’équilibre de la poutre s’écrit

1Yy
(8) §H EJ
La courbure % de I' a pour expression
' 1 Ey'(x)
© gy

Mais, dans la théorie de la résistance des matériaux, y’* est toujours supposé
négligeable devant I'unité; cette hypothese se traduira donc par une inégalité
nécessarre a la validité du probléme.

Alors (8) s’écrit

y'(x) et y(2) s’annulent simultanément : les points d’inflexion de I sont donc
ses intersections avec la corde AB et entre deux tels points consécutifs la
concavité est tournée vers AB. Par suite, ¥ et ¥” sont de signes contraires,
d’out I’équation de I'équilibre élastique ’

Fy(z),
Lo

(9) ‘ )(x)=—

Déformations paires de la fibre moyenne : courbes I symétriques par rapport
@ OC (C milieu de AB).

La recherche de y(x) est ramenée a celle de la fonction paire V'(u)
-désignée par o(u). D’apreés (7),
(10) Q::l / o(n)du,

T

car y'(x) est impaire, et

(11) f_ f () du,

car y(x) est paire; de plus, y = o pour u ===1. L’équation (9) devient

(12) I(u)o(u) + /11;11 f dltf o(u)du=o.

Elle détermine o(u).
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Une double dérivation donne

(1‘1['1(1/)(‘9(11)] ke
du? .l o ¢(u)=o.

(13)

Cette équation différentielle linéaire du second ordre admet des solutions
paires et impaires — I(u) est paire, donc o (u), [(u)o(u) Pt——M(—)] sont

simultanément paires ou impaires — explicxtees plus loin. Son mtegrale géné;
rale est la somme d’'une solution paire particuliére ®(u), mutipliée par une
constante arbitraire C et d’une autre impaire {(u), multipliée par une cons-
tante C’, car la parité différente de ces solutions en fait un systéme fonda-
mental. . : _

La fonction cherchée o(u) est donc de la forme C®(u) et doit vérifier I’équa-
tion (12), c’est-a-dire, compte tenu de (13), I’équation

(u (I)(u)—/ ({uf [ 1(u) u)]du:“
- . du?

" d[I(uw)®(u)]  (d[1(w) ®(n)]] _
I(II)(D(LL)-—-/ du[ an - du )uﬂ] —=0.

v

ou

Mais ’accolade est nulle, car 1(u)®(u) est paire, d’ou
I(e)®(u)—Hu)®(u)+1(—1)P(—1)=0

et comme [(—1)5£ 0,
(14) ®O(1)=o.

Cette équation exprime /a nullité de la courbure de T en A et B; pour la poutre
considérée I(u) est connue et ®(u) dépend (13) de

F

(15) ' =g

L’existence théorique de I’équilibre élastique (flambement) avec une fibre
moyenne déformée I', paire et non rectiligne | 9(u)=£o0] a lieu pour les seules
valeurs de %, soient 2,, racines de ’équation (14). La relation

(16) m—

détermine / si la charge F est connue ou, inversement, précise la charge néces-
saire pour un flambement pair de corde AB =1/ donnée. Mais F et / varient en
sens inverse; le minimum F, de F correspond au maximum L de [ et, de plu=,
F est proportionnel 4 2,, d’otu :
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La charge la plus grande incompatible avec un flambement pair de la poutre est

. Lo E1
(17) Fo= ! (Lz %,

o1t 1y est la plus petite racine positive (non nulle) de I’équation (14), explicitée
plus loin (23).

Cest la charge critique paire.

La formule (17) ressemble a celle, classique, d’Buler et en differe par le
facteur 47, & la place de =*.

Remarque. — Pour toute charge F inférieure i F,, la fonction ¢(u) est iden-
tiquement nulle et la fibre moyenne subit une compression simple.

Recherche de la fonction ®(u). — La substitution
(18) I(w)® () =X(u)
permet d’écrire I'équation (13), multipliée par I(), sous la forme

(19) [(w)X"(w) + 21X (u)=o.

Le paramétre A est, comme ®(u), variable avec la charge F, d’ou I'idée de satis-
faire & (19) au moyen d’une série de fonctions paires

(20) X(ww)=Xp(w)+ 12Xy () + X () +...,

sous réserve de vérifier a posterior: sa convergence uniforme.
[’annulation des coefficients des diverses puissances de A livre les équations

[(u) X (u)
Fw) X (w) +Xo () = o,
I(w) X5 (u)+ X, (1) =o,

I

O,

et il suffit d’en retenir les solutions particuliéres

Xo(uw)=r,

"
du

, 1)’

] 1A u d[t u n (lu
X, = { [ — / =
X, (u) [ .(u. “ [(u)l[ (/uL/n‘ l(u)’

Elles sont alternativement positives et négatives et s’évanouissent pour u = o,

sauf la premiére. Le nombre pair des quadratures superposées assurent leur
parité a partir de celle de I(u).

Xi(u)=— [ du
0
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I

Si k désigne le maximum de ) elles satisfont, en outre, aux inégalités

w?
[ Xa(u)| <k 51’

ut
._T’

| Xo(u)| << k2

obtenues par la considération des seules valeurs positives de u.
Ainsi la série (20) est majorée par la série entiére de
hkwr 2R u
2l 4
Elle est donc absolument et uniformément convergente et représente une fonc-
tion entiére de A pour toute valeur de u.
L’équation (14)s’écrit X(1) = o et A, est le zéro réel (positif) le plus petit de la
série entiére en A

A 1 u (llt -, 1 u du n u du
(23) [—f.]o‘ dul“ l(u)J'_A-fo (lltf Tu)[ dufn o)

Sa recherche, rigoureuse ou approximative, ressortit a la Théorie des fonc-

tions analytiques et s’appuiera, en pratique, sur la rapidité de convergence de
la série (23).

(22)° 1+ —i—...:ch\/ﬂu.

La fonction ®(u) a pour expression

-' u u du X u u du " u du _
[‘—_‘/'0![; (llt[ mt—)‘ ‘+‘70~/”\ ([ll[ 'I(—u)'[ duj“\ l(ll) "'].

Elle dépend uniquement de 1(u), c’est-a-dire de la loi de variation du moment
d’inertie de la poutre par rapport 3 son moment médian.

La fibre moyenne déformée I', et son coefficient angulaire dépendent, en
plus, d’un facteur C, car

(II,) )f(_@):(]\/‘”(l[[f I(D(u)du,

(10") d—yzz—lgf ®(u)du.
0

(o4) ®(&)= s

dx

\

Pour le déterminer, il suffit d’égaler la longueur X de I', donnée par la for-
mule (2), ou / est connu (16), & son expression-analytique tributaire de y"*(z’),
donc de C2. Ainsi, a toute charge ¥, supérieure a F,, correspond une valeur
unique de | et une seule déformation paire de la fibre moyenne, (a une symétrie
preés par rapport a la corde AB).

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 3. 33
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C dépend de F, L, S, E et I, (par I'intermédiaire de /). Mais, chose remar-
quable, toutes les déformations, considérées comme fonctions de la variable
intrinséque u, sont proportionnelles entre elles, indépendamment de u. L’étude
de leur allure, diverse selon I(i), se raméne & celle de ®(u); son intérét est
surtout théorique.

(Cas parTICULIER. — Moment d’inertie constant. — Alors I(u)=1 et la série (23)
. = . n* ,
exprime cos V. Par suite A, = j; d’ou (17)

m2 k1,
T

Fo=

C’est la formule d’Euler.

La fonction ®(u) devient ici

o Tu
D(u)=-cos\/ A, u:(‘os—;—;

les seules déformations possibles de la fibre moyenne relatives a des charges F
voisines de et supérieures a F,, sont donc des arcs pairs situés d’'un méme
coté de la corde AB. La courbe I' a pour équation

. u u
© Tu G Tu C T/ ox
y=GC|[ du cg>s—d1¢:—~4—;cos——:~é—;cos— —_— 1)
- A 2 o 2 m? 2\ {

(’est une demi-sinusoide. Il n'y a pas lieu de s’arréter sur le calcul de C.

Dé formations impaires de la fibre moyenne : courbes I'' symétriques par rap-
port a C (milieu de AB). — La fonction

V'(w)y=9(u)

>
o<
w

&y

est ici impaire [o(o)=o0] comme y(x) et il résulte de (7),
dy 2

e = ll[[ yq(u)du—k(:]

u u
y= [ du f o(u)du+ Cu

4 v

et
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“ou C a la valeur
—1 un
C:f du [ o (udu),
0 v

car y =o en A et B. L.’équation (g) s’écrit

(25) I(u)qa(u)—t—,ll [f duf o((t)dzt+Cu]——0

Une double dérivation ramene encore a I’équation différentielle (13), mais ¢ (u).
impaire, est de la forme (/4 (u). La vérification de (25) impose la condition

(x4") ¥(r)=o
et I'argumentation développée pour le cas pair permet la conclusion :

La charge la plus grande incompatible acec un flambement impair de la poutre
est

A 2
(‘)G) Fl: l/-]]

1.2

I

[l

b

ot &, est la plus petite racine positive (non nulle) de U'équation (14'), explicitée
par U'expression (27). Elle peut étre appelée charge critique impaire.

Le calcul de Y (u) s’effectue a partir de (18) et (20), mais les fonctions X;(u)

sont impaires
Xo(w)=u,

:——f du[ I( )
" du
X(_,(u)_* L/O (/n[ l(u f f I()

;. . . , u 3 .
l.a nouvelle série (20) est toujours majorée par (22), car ) <k et par suite
L, est le zéro (positif) le plus petit de la série entiére en )

1 u . R 2 1 U. dtt u 173 u
27 1 — )\f duf Y du + I.'lf 1luf —f (luf ——du
(27) A , Liw) . , L) J, . L(w)

La fonction ¢(u) est

(28) ‘If(u):

u-—/f du
fdu[ du [duf “ d;tf...
I(w) J, , L(w) )

Elle dépend de I(u) seulement.
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Les considérations développées au sujet du facteur C dans le cas pair
s’appliquent également au facteur (.

Utilité de la notion de charge critique impaire. — Si 1(u)=1, la série (27)
, I . i dv LU _9
représente i siny, o A, == et

4mEL,  mEl,

12— /L\?
(5)

Pour une poutre 3 moment d’inertie constant, la charge critique impaire est
donc le quadruple de la charge critique paire (Euler); c’est aussi la charge cri-
tique classique (voir plus bas) d’une moitié de la poutre, résultat évident a priort,
car toute déformation impaire de la poutre se traduit par une déformation
d’une de ses moitiés.

Il n’en est plus ainsi dans le cas général ou 1(u) est quelconque : la poutre et
I'une de ses moitiés n’ont plus la méme loi de distribution pour leurs moments
d’inertie et, d’ailleurs, le moment de la seconde n’est plus symétrique. La
conclusion reste cependant exacte. En effet, soit AC une poutre droite A moment

F,=

e
A “*'i:,‘ C B
" Fig. 3

d'inertie variable suivant une loi arbitraire. Une symétrie par rapport a la
base C engendre une nouvelle poutre AB, de longueur 2AC, 3 moment d’inertie
symétrique (').

Si la déformation I de la fibre moyenne de AB sous I’action d’une charge de
bout F est impaire, 'ordonnée de C est nulle, la courbure de IV en C est nulle
et il en est de méme du moment de flexion en C. L’effort F, seul, s’exerce donc
sur la poutre AC déformée suivant I'arc AIVC. La déformation I symétrique
de I'" par rapport 2 AB est également possible, comme on I’a vu, et ce sont les
seules.

Inversement, si I est la déformation de AC sous I’action de la charge F, la
déformation symétrique I' est possible et 'adjonction au bout de AC de la
poutre CB déformée suivant I engendre la poutre AB a déformation impaire.
D’ou le

THEOREME FONDAMENTAL. — La charge critique d’une poutre droite a section
constante et & moment d’inertie variable suivant une lot quelconque, est la charge

(1) La théorie précédente implique ’existence et la continuité de 1”(z) en tout point de la poutre.
En fait, il suffit de supposer uniquement la continuité de [(w«). (Voir note p. 266). l.e moment
d’inertie de la poutre AB est continu en C.
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critique z'mpal're de la poutre doublée symétriquement par rapport a lune de ses
bases. ‘

L’expression charge critique doit étre entendue ici dans le sens classique,
celui de la pratique courante : la plus grande charge de bout incompatible avec
- une déformation élastique non rectiligne de la poutre (il ne s’agit plusici des
seules déformations paires ou impaires) ou encore avec un flambement de
celle-ci. Pour une poutre 2 moment d’inertie constant elle correspond aux
déformations paires; les impaires donnent une charge critique (impaire)
plus grande. Dans certains cas de variation réguliére de la fonction paire I(u),
I'infériorité numérique de la charge critique paire relativement a 'impaire
parait intuitive; la démonstration mathématique de ce fait implique I’étude
comparative des deux zéros A, et A, des fonctions entiéres (23) et (27).
Mais I'examen de cette question d’analyse pure sort du cadre de ce travail.

CHAPITRE II.

POUTRE CHARGEE DE BOUT, SOUMISE A UNE CHARGE UNITAIRE CONSTANTE
EN CHACUN DE SES POINTS ET NORMALE A SA FIBRE MOYENNE.

b
Soient F la charge de bout eti—J la charge unitaire. Des réactions d’appui

égales a — doivent étre introduites aux points A et B de la poutre déformée, en
équilibre élastique. I/ n’est plus question de déterminer une charge critique, mais

y
p P
7 - - 2
-F F
A\TL___./B e
P.ds r

" Fig. 4.

le moment de flexion maximum pour la piéce, car la charge unitaire provoque
déja un flambement. ‘

>
Il est nécessaire de calculer tout d’abord la somme géométrique R et le

moment résultant G, en un point M de la fibre moyenne déformée suivant la
courbe I', des contraintes exercées sur la section transversale de la partie MB.
Ces vecteurs sont respectivement égaux a la somme géométrique et au moment
résultant en M des forces appliquées sur la partie AM.
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Tout d’abord

>
R=—F+ —,
2

d’ou 'effort normal en M a la section transversale de la poutre

> >
H\: F.
c . . s P " , .
Les quantités infiniment petites par rapport a F et ~ ont été comme d’habitude
négligées, car I’arc AB est supposé trés tendu.

L’égalité (1) et ses conséquences est donc valable.
L’effort tranchant a pour expression

Ri—m— —P—-=— —| — —1

P s > as P
2 L 2 \ L

aux mémes approximations prés. C’est une fonction impaire de u.

Le vecteur G mesuré sur I'axe Az normal au plan acAy (triedre Azyz direct)
a pour valeur algébrique
I)

_— . ,_) /‘
G= z— + ] +)

cary < o, d’ou (4)

)

G=— 4(1—L6)+)l‘<(),

et la condition d’équilibre élastique

I G

;=T
L’équation de la déformation I' est donc

d? @y Pl ) o F
(30) dx EJ ( '—lt)—) ml
puisque
da?
'dTy > o.

La courbe I' est paire; les formules (10) et (11) s’appliquent et 'équation
satisfaite par o(u) devient

P! F
(31) I(u)e(u)= 3 EI( (2) — TET f a’uf 9 (u)du,
ou encore
(32) dA[I(u)o(u)] P Fi

4 = WEL,  GEL U
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Inversement, une solution ®(u) paire de cette derniére équation sera la
solution recherchée si elle vérifie I'équation (31), écrite en vertu de (32)

P PP owr—1

LELC T YT BEL s

“dlT(u)® (u)] ‘d| () D(uw)]
+.[1 e du — (——————du >U:0(u “+1).

Comme le dernier terme -est nul, en tant que valeur pour « = o d’une fonction
impaire, il reste

() ®(u)—

() ® () =1(w)®(u)—1(—1)P(—1)

ou, puisque I(—1)520et ®(—1)=0(+1),
- P?(1)=o.
En résumé, la solution du probléeme est la fonction paire ®(u), vérifiant I’équa-
tion

(33) d:[1(u) ()] = ¥E P

i LY+ BET,

=0

et telle que
1 (I)(I):Q.

Cette derniére égalité exprime ici encore la nullité de la courbe de I' en A
et B.

Recherche de la fonction ®(u). — Elle s’effectue par la méthode indiquée au

Chapitre I. Si
X(w)=1(u)®(u),

X(u) est une fonction paire, nulle pour « =--1, intégrale de I’équation diffé-

rentielle
AX(u) | PE P B
1((6)'—'El'uT— —+ m\(lt)+ ml(u)_o

oude
(34) L) X" () +2X(w)+hl(u)y=0
avec

. Fe P

' =rETn T BEn

L’intégrale générale de (34) est de la forme
(35) X(u) =G Xy (u) + G Xo(u) + f(u),

ou X,(u) et X,(u) sont respectivement une solution paire et une solution
impaire de I’équation
L) X"(w)+2X(u)=0o
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et f(u) une solution paire particuliere de I'équation (34). Mais puisque X(u)

est paire, il faut prendre
C,=o.

D’autre part, la fonction X, () déja calculée au Chapitre I, a pour expression

) . . “du du “du
(36) X1(u)~1—/.‘[ du T )-{—// a’u/ f f T(a)

Il suffit donc de chercher celle de /(u) et de lui donner la forme
f(u):f;(u) + A filw)+ 2 fo(w) +. ..,

ou les fonctions du second membre sont paires. Substituée dans’équation (34),
cette série conduit aux équations

I(w) fo(u)+hl(u)=o,

L(w) fi(w) + fo(u)=o,

L(w) f3 () + fi(u)=o,
d’ou il résulte

Jo(u) =— éu‘-’,

Ji(w) = fd([l( 4
oot o o

La série de f(u) est encore uniformément convergente, car si 4 désigne tou-

jours le maximum de ——> les inégalités suivantes ont lieu

@)
Ifo(u)I<gu'%

ut

Ifi(u>|< ko

: h 4%
|f2_(”) | < ;kaﬁ’

et par suite
vy 7, U°
\j(u)[<h<—! -,_//f4 —|—A~/f2-6—! +"T>"

La série du second membre est entiére.
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Ainsi

(37) b/'(ll):f%[.u2—7.v()‘ (lufo e

+}.2[dz¢f ﬂ] duf 2 du—. ..
<o 0 I(u) 0 0 I(u) 1

Sous une forme abrégée, f(u) s’écrit
h
f” - Py gu),

ol g(u) désigne la série entre crochets.
Il en résulte

X(w)=0C X, () — {—:g(zt).
La constante C, se détermine par la condition X(1) = o, ou
S h
Ci X, (1) — ;’g(l) =0

et par conséquent
' ﬁg‘([)Xi(Lt)—g(u)X1(1).

X(u): 5 X1(1)
Finalement .
(38) ®(u) = SI]fJ g<l>><l<u;&§<u>xl<l>.

Telle est la solution recherchée.
Le moment de flexion G(u) a donc pour expression

. _ Ba o dy 4
Glu)=——"=—Eisgs=— 3 Es0(u)
ou »
’ (39) G(ltt) — E_[ g‘l(l)xl(\l{)——g(u)XI(I)

8 X, ()

et le probléme consiste a rechercher le maximum de savaleur absolue, car G(u)<o,
ou encore de l'expression 1(u)®(u)=X(u). Ce maximum est donné par cer-
taines valeurs de z qui annulent la dérivée

(4o) 2(1) X, () — &' () X, (1)

Parmi elles se trouve la valeur = o car les fonctions X (u) et g'(«) sont
impaires et s’évanouissent pour cette valeur de u.
Une remarque doit étre faite ici. D’aprés I'expression de y (et pour F £ 0),

Pl _ (1) X, _ VX, (1)
(41) )‘:'815[(1—-112)_3(1) (“;{I(If(zt) (1)

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 3. 34






