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ÉTUDE DES R É S E A U X DE C O U R B E S
TRACÉS SUR UNE SURFACE CLOSE

ET EN GÉNÉRAL

LOCALEMENT IIOMÉOMORPHES A UN FAISCEAU DE DROITES PARALLÈLES

PAR M016 DUBOIS-V10LETTE.

INTRODUCTION.

Le but de ce travail est Fétude des réseaux R de courbes situés sur une
surface close. Ces réseaux sont supposés, en tout point de la surface à
l'exception d'un nombre fini de points, localement homéomorphes à un
faisceau plan de droites parallèles. Plus part iculièrement, cette étude porte sur
Pensemble d'accumulation d'une courbe quelconque d'un tel réseau.

Avant d'aborder les réseaux R proprement dits, nous établirons dans une
première Partie quelques résultats généraux relatifs aux Surfaces et aux
courbes fermées simples de Jordan situées sur les surfaces.

Nous établirons dans la deuxième Partie quelques résultats préliminaires
relatifs aux réseaux R. Nous ferons ensuite l 'étude locale de R au voisinage
d'un point ordinaire, puis d 'un point singulier. Enf in , nous déduirons de cette
étude une forme particulière de la formule des points fixes.

Dans la troisième Partie, nous considérerons quelques exemples de réseaux R.
Nous établirons l'existence de réseaux R admettant un système arbitraire de
courbes fermées disjointes, -à l'exclusion de toute autre courbe fermée. Nous
étudierons, d'autre part, un réseau R, tracé sur une surface de genre i, et
admettant nécessairement une ou plusieurs courbes fermées.

Les deux dernières Parties abordent dans le cas général Fétude de l'ensemble
d'accumulation des courbes de R. La quatrième Partie est développée dans le
cadre des restrictions suivantes : i° à tout point singulier aboutit un nombre
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fini de courbes de R; 2° R n'admet pas de courbes fermées; 3° R satisfait à
l'hypothèse (h) suivante : tout point de S est point d'accumulation pour au
moins une courbe de R (Remarquons que cette hypothèse se trouve vérifiée
lorsque les courbes de R sont des trajectoires récurrentes de la dynamique).
Dans la cinquième Partie, nous étudions d'abord les réseaux R satisfaisant aux
conditions précédentes i° et 2° mais non plus à l'hypothèse (A), et nous
montrons que toutes les courbes de R ont le même ensemble d'accumulation.
Il est alors possible de déduire des résultats précédemment établis, l'étude
complète de l'ensemble d'accumulation des courbes de R dans le cas le plus
général. Cette étude souligne le rôle particulièrement important des réseaux R
qui satisfont à l'hypothèse (A).

Je veux exprimer ici ma profonde gratitude à MM. Denjoy et Garnier dont les
conseils et les encouragements m'ont été précieux. J'adresse tous mes
remerciements à M. Valiron pour la bienveillance qu'il m'a toujours montrée,
et je tiens à dire combien je suis reconnaissante à M. Favard : ce Mémoire doit
beaucoup à l'attention particulière qu'il lui a accordée.

Dans ce tableau se trouve précisé le sens exact des termes utilisés :
surface, variété à deux d imens ions ;
surface close, surface qui n'a pas de frontière;
orbe, courbe de Jordan fermée simple tracée sur une surface;
bord (V une surface^ orbe appartenant à la frontière de la surface;
nombre ou orbe de connexion d\ine surface S, le nombre N == 1 — a, où a est le

nombre maximum de courbes fermées que l'on peut tracer sur S sans que la
surface cesse d'être connexe; nous ne considérerons que des surfaces dont
l'ordre de connexion est fini ;

genre d'une surface orientable^ le nombre? = —^—•

PREMIÈRE PARTIE.

1. THÉORÈME. — Soit un orbe T, non homologue à o, tracé sur une surface S de
nombre de connexion q. Il existe une représentation de cette surface sur un
polygone TI à un seul sommet^ dans laquelle à l'orbe T correspond un couple de
côtés associés du polygone. La représentation symbolique du polygone n n'est
pas nécessairement de forme normale, mais elle est exclusivement constituée
par des suites de côtés adjacents du type a^a^ ou a^b^a~b~~.

i° Supposons qu^il existe sur S un voisinage de T qui soit orientable. Une
coupure suivant F remplace S par une surface S^ présentant deux bords et de

nombre de connexion q—i. Il existe sur S' un arc continu P iPa , joignant
deux points situés respectivement sur chacun des bords de S/ et provenant
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d'un même point de F. A cet arc correspond sur S un orbe P. Une nouvelle
coupure, effectuée suivant PiPa, remplace à son tour la surface S1 par une
surface S^, de nombre de connexion q—2, présentant un seul bord de
représentation symbolique F^T^F'T7".

Si la surface Si n'est pas simplement connexe, il est possible de trouver un
ensemble d'orbes, passant par le point commum à P^ et P", et rendant Si
simplement connexe. Il existe donc une représentation de Si su run polygone ^ '
à un seul sommet et i(^q — 2) + i côtés, dont un côté correspond au bord de S^
et dont les autres côtés sont identifiés deux à deux. Il en résulte une
représentation de S sur un polygone à un seul sommet et iq côtés, dont la
représentation symbolique commence par r4'?4"?"?" et comporte exclu-
sivement des suites de termes de la forme a^a^ ou a^b^ crb~. Si la surface S
est orientable, et seulement dans ce cas, la représentation obtenue est de forme
normale et ne contient pas de suite da types a^a^.

2° S^il n'existe sur S aucun voisinage orientable de F, une coupure suivantF
remplace S par une surface S\, à un seul bord de représentation symbo-
lique F^T^. En raisonnant sur S^ comme sur S,i on obtient une représentation
de S sur un polygone à un seul sommet dont le schéma commence par F^T"^ et
ne comporte que des suites de termes de la forme a^a^ ou a~i~b+a~b~. C'est
seulement dans le cas où la coupure su ivant F remplace S par une surface S\
non orientable que cette représentation peut être de forme normale.

2. Définition et propriétés de l^ étranglement d^un orbe F tracé sur une surface S'.
Étant donné un orbe F tracé sur la surface S, nous appellerons étranglement de F
f ensemble des opérations suivantes :

i ° coupure de S le long de F;
2° identification de tous les points appartenant à un même bord de la surface S^

obtenue par la coupure précédente.

S est ainsi remplacée par une surface S\ La courbe F correspond sur S', soit
à un point y, soit à un couple de points ^i et ^2 suivant l 'orientabili té des
voisinages de F sur S. Les points de S n'appartenant pas à F sont en corres-
pondance biunivoque et réciproque avec les points de S7 autres que y
(ou -fi et^).

A. Si l'orbe F ri'est pas homologue à o, nous pouvons, en vertu du théorème
précédent, considérer une représentation de S sur un polygone TI à un seul
sommet, dans laquelle F correspond à un couple de côtés associés du polygone.

1er cas. — F a un voisinage orientable sur S. — Le polygone TI a donc pour
schéma pT^ F-F7-. ..
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L'étranglement remplace TI par un polygone T:i de schéma P^P" . . . . On peut
alors faire disparaître le couple P^P" et obtenir le polygone r/ associé à S ' .
Si le nombre de connexion de S est q et si S est une surface close, le nombre
de côtés de u' est ( 2 ^ 7 — 4 ) - Par suite, S7 est une surface close d'ordre de
connexion (q—2). Remarquons que la suppression des deux couples ne
modifie en rien l'existence éventuelle d'un couple F;T^ dans le schéma de T.,
donc : V étranglement (T un orbe, admettant un voisinage orientable sur une
surface S de nombre de connexion y, remplace S par une surface S7 de nombre de
connexion (q — 2), orientable ou non en même temps que S.

2e cas. — F n'a pas de voisinage orientable sur S. — La coupure suivant Y
transforme S en une surface S\ à u n seul bord et l'orbe r correspond, après
étranglement, à un point unique de S\

Le schéma du polygone TI commence par F^F^. . .. L'identification de tous
les points de F remplace TI par un polygone n7 à un seul sommet et 2.q—2
côtés. La surface S, non orientable, de nombre de connexion q est alors
remplacée par une surface S' close/ de nombre de connexion q — i , qui
peut être ou ne pas être orientable.

B. Si l'orbe F est homologue à o, la coupure le long de F remplace S par deux
surfaces ouvertes S\ et S^ ayant chacune un bord. Dans l'étranglement, S est
remplacé par deux surfaces closes Si et Ss, la courbe F correspondant à un
point Y! de Si et à'un po in t y 3 de Sa.

Nous pouvons représenter chacune des surfaces S\ et S^, sur des polygones iii
et Tia à un seul sommet, admettant (2/^+1) et (2^3+1) côtés qui sont
identifiés deux à deux à l'exception du côté de chaque polygone qui correspond
à F. Par identification des côtés de rii et ^^ correspondant à Fi nous obtenons
une représentation de S sur un polygone à un seul sommet e t (2Ài -r- 2/^3) côtés.
Par suite, Ai + h^ = q.

Comme la surface Sj (ou Sa) se déduit de S\ (ou S,) pap identification des
points de S^ (ou S^) situés sur F, elle peut être représentée sur un polygone
à un seul sommet et 2^1 (ou 2/^2) côtés. Le nombre de connexion delà surface?)
est donc égal à la somme des nombres de connexion de chacune des surfaces Si
^Sa.

Remarque. — Si, au lieu de réaliser l 'étranglement d'un orbe F non homologue
à o sur une surface S, on se contente de réaliser une coupure suivant F, on
remplace S par une surface Si homéomorphe à une surface close, d'ordre de
connexion y — 2 ou q—i (selon la nature des voisinages de F sur S), privée
de deux ou une aires homéomorphes à l ' intérieur d'un cercle.

Plus généralement, en effectuant sur S, a coupures le long d'orbes à
voisinage orientable et p coupures le long d'orbes sans voisinage orientable,
(a et p vérifiant 2a + ? == q), on remplace S par une surface Sa+p, si les orbes
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considérés sont homologiquement indépendants. Celle-ci est homéomorphe à
une sphère privée de (20 + ?) aires simplement connexes.

De même, une coupure suivant un orbe homologue à o, remplace S par
l 'ensemble de deux surfaces ouvertes, homéomorphes à deux surfaces closes
d'ordre de connexion q, et q^ (avec ^+^=çr) privées chacune d'une aire
simplement connexe.

3. THÉORÈME. — Deux orbes I\ et I\ tracés sur S, non homologues à o,
homotopes et disjoints sont isotopes.

Ier cas. — F! a un voisinage V orientable. — Nous pouvons supposer que F 2
n'a aucun point intérieur à V. Il existe alors deux orbes G et (7, disjoints del\
et de Fi, isotopes à I\ et situés dans V de part et d'autre de Fi.

Réalisons l 'étranglement de I\. A I\ correspond sur S' deux points y ' et V.
Aux orbes (7 et G' correspondent deux orbes P et Y" l imi tant des aires (A')
et (A") simplement connexes et contenant l 'une Y, l'autre Y ' . A Fa correspond
un orbe F^ homotope à o donc limitant, sur S', une aire (Aa) simplement
connexe. L'orbe F^ est extérieur aux aires (A^ et (A^) puisque F 2 n'a par
hypothèse aucun point intérieur à V.

(Aa) contient un point et un seul du couple W, sinon une aire de S
simplement connexe correspondrait à (As), et F 2 serait homologue à o.

Soit y le point intér ieur à (As). L'aire (A^) est alors intérieure à (Aa) et
l'aire [(As) — (A^)] est homéomorphe à une couronne circulaire. Il existe donc
une déformation isotope de F 2 en G', et, puisque (7 est lui-même isotope à I\,
F 2 et FI sont isotopes.

2e cas. — FI n^a pas de voisinage orientable. — Dans ce cas, il n'existe pas
d'ordre homotope à I\, et disjoint de I\.

En effet, réalisons l'étranglement de I\. A F, correspond sur S/ un point Y.
S'il existait sur S un orbe Fa homotope à F, et disjoint de Fi, il lui corres-
pondrait sur S/ un orbe F^, homotope à o, l imi tant une aire simplement
connexe (As). Si (A^) ne contenait pas y\ F 2 serait homotope à o sur S, ce qui
est contraire aux hypothèses. Mais si (As) contenait ^, 1̂  limiterait sur S une
aire de nombre de connexion i, et serait ainsi homotope à (2lV) et non à I\.

4. Étude du nombre maximum d^orbes disjoints et homotopiquernent distincts
que Von peut tracer simultanément sur une surface close (Tordre de connexion a.

Considérons sur une surface S d'ordre de connexion q, un système U
d'orbes I\, Fa, . . ., F, satisfaisant aux conditions suivantes :

i° Les orbes de U sont deux à deux disjoints;
2° Les orbes de U sont tous homotopiquernent distincts;
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3° II est impossible de tracer sur S un orbe r\+i sans point commun avec
aucun des orbes de V et homotopiquement distinct de chacun d'entre eux.

Nous allons montrer qu'un tel système comprend un nombre borné d^orbes.

A. Il existe dans U un orbe non homologue à o pourvu que S soit à'1 ordre de
connexion q non nul.

En effet, s'il n'en était pas ainsi l 'étranglement des orbes F, remplacerait S
par un ensemble de surfaces dont la somme des ordres de connexion serait q.
Par suite, sur l'ime au moins des surfaces on pourrait tracer un orbe non
homologue à o ne passant par aucun des points correspondant à un orbe
étranglé. Cet orbe correspondrait à un orbe IVn sur S, non homologue à o,
disjoint et homotopiquement distinct des orbes de U qui ne vérifierait pas la
condition 3°.

De façon plus générale^ il existera dans U un ensemble U^ d'orbes ne morcelant
pas S, et constitué par a orbes admettant un voisinage orientable sur S, et ? orbes
sans voisinage orientable et F on a 2 a + P == q'

En effet, on ne peut avoir 2a+(3 ̂ çs car l'étranglement de l'ensemble des
orbes de Ui remplacerait S par une surface d'ordre de connexion négatif, ce qui
est absurde.

D'autre part, si 200 + ̂ <^q, l 'étranglement des orbes de U n'appartenant pas
à Ui remplacerait S par un ensemble de surfaces dont la somme des ordres de
connexion serait différente de o. L'existence d'orbes non homologues à o sur
l 'une, au moins, de ces surfaces, entraînerait l'existence d'un orbe r,+i sur S,
non homologue à o, disjoint et homotopiquement distinct des orbes de U
qui ne vérifierait pas la condition 3°.

B. Soit I\ un orbe non homologue à o. Une coupure suivant I\, remplace S
par une surface Si admettant deux ou un bords, selon que 1̂  admet ou non un
voisinage orientable.

Doux orbes, autres que I\, homotopiquement distincts sur S resteront homo-
topiquement distincts sur Si. Si, par ailleurs, le système Ui des orbes 1 ,̂
r^, . . ., r^ correspondant sur Si aux orbes Fa, T^y . . ., F; de U, ne satisfait
pas à la condi t ion 3° énoncée au début de ce Chapitre, nous pourrons ajouter
à U, un certain nombre d'orbes F^ . . . .

Ier cas. — I\ a un voisinage orientable. — La surface Si a deux bords F\
etT[.

Il existe, sur S, des orbes isotopes et disjoints de ^^. A chacun d^eux
correspond sur Si un orbe isotope de T\ ou T[. Le système d'orbes 1 ,̂ T^ . . .,
r^, r^, r ' [ , satisfait sur Si aux trois condit ions i°, 2°, 3°. Par suite, si [L est le
nombre maximum d'orbes d'un système U sur S, pii le nombre analogue sur Si,
il vient : p-i^^+ i.
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2e cas. — F! na pas de voisinage orientable. — La surface Si à un
bord T\. Un orbe isotope à T\ sur S, correspond sur S à un orbe homotope
à 2 IV

D'autre part, le système U sur S comprend certainement un orbe homotope
à 2l\; sinon le système U pourrait être complété par un orbe r,+i situé tout
entier dans un voisinage de F\ ne contenant aucun point des orbes T^y . . ., Fi,
et r^, serait homotope à 2Fi . L'ensemble des orbes V\, V\, . . ., 1̂  contient
donc deux orbes homotopes sur Si, et par suite : p-i ̂  p- — i.

C. Nous pouvons opérer sur la surface Si comme nous avons opéré sur S.
Après avoir effectué a coupures le long d'orbes F,, F^ Fj, . . ., T^~\ admettant
des voisinages orientables, et p coupures le long d'orbes 1̂  ̂  . . . . r^^"1 sans
voisinage orientable, nous obtenons une surface Sa+p, admettant (sa + ?)
bords sur laquelle se trouve tracé un système d'orbes disjoints et homotopi-
quement distincts. Si (-20 + ?)=^, 8^+3 est homéomorphe aune sphère privée
de (2a+[?) aires simplement connexes. Le nombre maximum [jia+p d'orbes
d'un système satisfaisant sur Sa+p aux conditions i°, 1°, 3°, vérifie l'inéga-
lité : JJL^ pia+p— a+ P.

Nous nous proposons de déterminer pi. Nous déterminerons d'abord p-a+f-^
puis nous montrerons que (JL = p-a+p— a -+- ?.

D. Nombre maximum (V orbes (Tun système Vr satisfaisant aux conditions i°,
2°, 3° tracés sur une surface 2 de genre nul, présentant r bords Ci, €2, .... C,.

U,. admet touiours un orbe et un seul homotope ào, et hr orbes non homotopes
à o. Parmi ceux-ci, figure un orbe homotope à un bord Ci de 2 ou homotope
à Ci; car, s'il n'en était pas ainsi, Vr pourrait être complété par l'adjonction
de Ci, et ne satisferait pas à la condition 3°. Mais si U,. admet un orbe Fi homo-
tope à Ci et distinct de C,, il existe une aire de S dont les bords sont I\ et Ci.

Cette aire ne peut contenir d'orbes qui ne soient ni homotopes à o, ni homo-
topes à Ci. Par suite on peut remplacer, dans U,., r\ par C sans modifier le
nombre hr et sans qu'aucune des conditions i°, 2°, 3° cesse d'être satisfaite.
Nous supposons donc q-ue Vr admet les /-bord de S.

Un ensemble de coupures, suivant 2, sur les Çhr— r) orbes de U,. non homo-
topes à o et distincts des bords de 2, remplace 2 par Çhr— r 4- i ) surfaces ^,
<J2, . . . , ^^-r+ï d® genre nul, présentant un certain nombre de bords. Une
surface <r, ne peut avoir moins de trois bords, puisque les orbes suivant lesquels
sont effectuées les coupures ne sont ni homotopes à o, ni homotopes deux à
deux. D'autre part, si une surface CT, présentait plus de trois bords, nous
pourrions adjoindre à Vr un orbe séparant CT, en deux surfaces ayant chacune
au moins trois bords. Par suite, Vr ne satisferait pas à la condition 3°. Les
surfaces ^ ont donc chacune trois bords. L'un quelconque des r bords de 2 est
bord d'une surface o-,. Les (A,. — 7') orbes du système de coupures sont bords
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chacun de deux surfaces Œ;. En exprimant de deux façons le nombre total des
bords des surfaces ai il vient /?/.= ir— 2.

Le nombre total d'orbes de U,. est par suite : hr-\-i == a r— 2.

E. Il résulte de l'étude précédente que l'on peut construire sur Sa+p un sys-
tème Uaa+p satisfaisant aux condit ions i°, 2°, 3°, et constitué par [2(20 + p) — 2]
orbes dont les (204- (3) bords de Sa+p.

En passant de Sa+p à S par les opérations inverses de celle qui ont conduit
de S à Sa+p, nous faisons correspondre à Uaa+p un système U d'orbes sur S. Le
nombre d'orbes de U est donc

p. ==: .̂a+p — a+ j3==3(a4- (3 ) — 2.

Il est égal au nombre maximum d'orbes d'un système satisfaisant aux
conditions i°, 2°, 3° sur S, à condition toutefois que deux orbes quelconques
de U soient homotopiquement distincts sur S. Démontrons cette propriété par
l'absurde :

Soient deux orbes Ci, €3 de Uaa+s? correspondant sur S a deux orbes homo-
topes Fi, Fa. Ceux-ci sont isotopes et limitent une aire (A) homéomorphe à
une couronne circulaire. Tout orbe, situé dans (A), est homotope à o ou à r\.
(A) contient nécessairement un orbe F; qui correspond à deux (ou a un)
bords de Sa+3, sinon C^ et Ça seraient homotopes sur Sa+g. Comme 1̂  ne peut être
homotope à o, il est homotope à r\, et par suite C, est homotope à un bord
de Sa+s. Ce résultat est en contradiction avec les hypothèses auxquelles doit
satisfaire Uaa+p-

Le nombre d'orbes d'un système U répondant aux conditions i°, 2°, 3° est
donc

^== 3(a -4i-p)-- 2.

Lorsque S est orientable, le nombre d'orbes de U ne dépend que du genre?
de la surface. En effet, [3 est ici égal à o, et d'autre part :

p. z=z —/ — 2 -==. 3p — 2.

Lorsque la surface S n'est pas orientable^ le nombre ? des orbes sans voisinage
orientable appartenant à U peut prendre toutes les valeurs comprises entre i et q.
Selon la valeur de 8, le nombre d'orbes de U sera plus au moins élevé. Il sera
maximum en même temps que [3. Par suite :

(3==^, a==o, ^y==3^—2.

Ce nombre peut être effectivement atteint, puisque! est possible de trouver,
sur S, q orbes disjoints, homotopiquement distincts, sans voisinage orientable.
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DEUXIÈME PARTIE.

DÉFINITION DES RÉSEAUX R. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES. ÉTUDE LOCALE.

1. Définition des réseaux R. — Nous nous proposons d'étudier des réseaux R
de courbes, couvrant une surfac'e S connexe, close, orientable ou non, d'ordre
de connexion q fini.

Les réseaux R sont assujettis aux deux conditions suivantes :

i° Par tout point M de S, il passe en général une courbe unique de R et il existe
un voisinage V^ de M dans lequel}^ est heméomorphe à un faisceau plan de droites
parallèles;

2° Les points de S pour lesquels il n^en est pas ainsi, appelés points singuliers
de R, sont en nombre fini.

Nous désignerons une courbe continue appartenant à R et dont aucun point
ne coïncide avec un point singulier de R par le terme de caractéristique de R.

Un point M sur une caractéristique, la partage en deux courbes continues
ou demi-caractéristiques d^ origine M.

Dans un homéomorphisme qui fait correspondre point par point à la surface S
une surface S', à un réseau R tracé sur S, correspond courbe par courbe un
réseau W, satisfaisant sur S' aux conditions i° et 2°. Toutes les propriétés de R
que nous étudierons seront des propriétés se conservant dans un homéo-
morphisme quelconque.

A. Un arc de caractéristique est localement homéomorphe à un segment de
droite. L'application udu théorème de Borel-Lebesgue permet d'en conclure
qu'un arc de caractéristique quelconque est l'image biunivoque et bicontinue
du segment (o, i).

Considérons une demi-caractéristique L, d'origine Mo. Nous pouvons définir
une correspondance monotone et continue entre les points M de L et les valeurs
de t telles que o^t<^^o, la valeur t= o correspondant au point Mo.

Plusieurs cas peuvent se présenter :

i° M(?) coïncide avec Mo pour une valeur to ̂  de t. L est une courbe fermée.
Inversement, si L est une courbe fermée, il existe toujours une fonction M(ï)
périodique de période to faisant correspondre L à la demi-droite ^^o, un point
de L correspondant à une infinité de valeurs de t.

2° Si, dans la correspondance, les valeurs positives de t ne sont pas toutes
atteintes, soit ^ la borne supérieure précise des valeurs atteintes, ^ ne corres-
pond à aucun point M< de L, s inon, la correspondance pouvant être prolongée
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