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SUR LES DROITES DE ROREL
DE

CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES
PAR M. YU CHIA-YUNG.

INTRODUCTION.

L/étude des fondions entières définies par des séries de Dirichlet a son
origine dans un Mémoire de M. J. F. Ritt. [9, b] (^ ), qui a introdait la notion
de V ordre linéaire (2). En s'appuyant sur cette notion, MM. S. Mandelbrojt
et J. Gergen [6 et 5] ont établi, pour certaines fonctions entières, l'existence
des droites de Julia, Avec la méthode de sommation qu^il [10, d] avait utilisée
dans la recherche des directions de Borel, M. G. Valiron [10, /] a étudié
les droites de Borel des fonctions entières d'ordre linéaire positif définies par
certaines séries de Dirichlet absolument convergentes partout. A une telle
fonction, il associe une série de Dirichlet ayant uae abscisse finie de conver-
gence absolue. Chaque sommet à distance finie de l'étoile horizontale [1, p. i84]
de la série associée correspond à une droite de Borel de la fonction donnée.

Dans ce travail (3), nous traitons, avec la méthode de sommation de
M. Valiron, le cas des droites de Borel des fonctions entières définies par certaines
séries de Dirichlet on leurs généralisations. Le premier Chapitre est consacré
au cas des séries de Dirichlet. Nous donnons quelques relations entre les
suites des exponentielles et des coefficients des séries et la classification

( 4 ) Les numéros figurant entre crochets dans le texte renvoient à la Bibliographie placée à la
fin de ce Mémoire.

( 2 ) Nous employons ici la terminologie de M. Valiron [10, /].
(3) Une partie des résultats do ce Mémoire ont été résumés dans deux Notes des Comptes rendus

Âcad. Se. Paris, 2-28, 1949, p. 64i-643 et p. i833-i835.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIII. — FASC. 1. 9
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d'après le mode de croissance linéaire des fonctions entières que ces séries
définissent. Les résultats obtenus sont des extensions des théorèmes
classiques. Ensuite, nous exposons les théorèmes de M. Valiron, précisons un
point et donnons des applicat ions immédiates de ces théorèmes. Nous pouvons
comparer les droites de Borel d 'une fonction entière et celles de ses trans-
formées de Cramer [1, Chap. III] qui cont iennent les dérivées de la fonc t ion
donnée comme cas particulier. Une opération inverse de celle de M. Valiron
nous conduit à construire, correspondant à une série de Dirichlet ayant une
abscisse finie de convergence absolue, des fonctions entières d'ordre linéaire
positif définies par des séries absolument convergentes partout telles q u e
chaque sommet à distance finie de l'étoile horizontale de la série donnée
corresponde à une droite de Borel des fonctions associées. L'application d'une
méthode de sommation de M. M. Riesz permet aussi de traiter, dans le cas de
tordre linéaire fini positif, ce problème inverse et le problème originel.

Les transformées de Laplace-Stieltjes et les séries d'exponentielles
complexes peuvent être considérées comme des généralisations des séries
de Dirichlet. Dans la première partie du deuxième Chapitre, nous étudions des
fonctions entières définies par des transformées de Laplace-Stieltjes qui sont
très « voisines » des séries de Dirichlet. Dans ce cas spécial, presque tous les
résultats du premier Chapitre s'étendent. Dans le cas des transformées
générales, nous étendons également quelques théorèmes sur les singularités et
une méthode de sommation des séries de Dirichlet de M. M. Riesz.

Dans la deuxième partie du deuxième Chapitre, nous traitons des séries
d'exponentielles complexes. Ici, il n'est plus question d'ordre linéaire et de
droites de Borel horizontales. Avec M. Valiron, nous in t roduisons Vordre en e1

et étudions les droites de Borel parallèles à toute direction. Nous associons des
séries qui ne sont pas absolument convergentes partout à une fonction entière
d'ordre fini positif en e1' définie par une série d 'exponentiel les complexes
absolument convergentes • partout. Les singularités des séries associées
fournissent des renseignements sur les droites de Borel de la fonction donnée.
M. Valiron [10, e} a étudié cette question avec une autre méthode et a obtenu
des résultats plus précis. Mais ces deux méthodes ne peuvent s'appliquer ni
l'une ni l 'autre à la recherche générale des droites de Borel d'une fonction
entière d'ordre infini en e 1 ' ,

En terminant, je suis heureux de remercier le Gouvernement Français qui
m'a permis de travailler sous la direction de maîtres éminents. Je ne pourrai
jamais exprimer suffisamment toute ma respectueuse reconnaissance à
M. Valiron, qui m'a proposé le sujet de ce travail et m ' a d o n n e des conseils
et des encouragements très précieux. J'adresse mes remerciements respec-
tueux à M. Montel qui a bien voulu présenter mes Notes des Comptes
rendus et publier cet article dans les Annales de VÈcole Normale Supérieure,
et à M. A. Lichnerowicz.
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CHAPITRE I.
FONCTIONS ENTIÈRES DÉFINIES PAR CERTAINES SÉRIES DE DifrICHLET.

1. Préliminaires. — On considère une série de Dirichlet

( l . i ) F(^)=:Va^^"^ ^+1 >/./., Ai^o, lim^==oo, z-==.x-^iy,
•^—— /î=:ao

OÙ . 1

( J . a ) Tim l^ /^=D<oo.
n = oo ^/i

Elle définit, dans son demi-plan de convergence, une fonction holomorphe.
En posant a,, = A^ et en désignant ^c(F) et ^(F) Fabscisse de convergence
et l'abscisse de convergence absolue, respectivement, de F(^), on a les
relations suivantes [5 et 10, /]
(1.3) o^,(F)-^(F)^D;

(1.4) _D^^(F:)+HriT^^^o.
n = as '•n

Soient \^Çx, F) le maximum de A^e^'^Çn = = 1 , 2 , . . . ), et M(.r, F) la borne
supérieure de F(;r+^y)|? —'^^y^0 0? ol1 lr es^ une constante inférieure
à *Ta(F)* M. G. Dœtsch [3] a démontré que logM(;r, F) est une fonction
convexe de x. Si ^(F)=oo, ^(F)=oo, F(^) définit une fonction entière et
l'on démontre, comme dans le cas des séries de Taylor, que log^o-, F) est
aussi une fonction convexe de x.

En effet, on a
(1 .5) lim^^-oo.

Il s'ensuit que, si l'on marque les points P,, de coordonnées (À^, —logA^),
on peut, avec ces points, tracer un polygone de Newton îi(F) convexe vers le
bas et laissant les points P/^ au-dessus ou sur ces côtés, les sommets étant
certains des points P,,. x étant fixé, le terme maximum de plus grand rang
correspond à la plus grande valeur nÇx) pour laquelle la droite de pente x
passant par P^(^) ne traverse pas le polynôme ^(F).

Suivant la méthode de M. Valiron [10, a] dans le cas des séries de Taylor,
on obtient

/ r^ \ . r^ _ r^

]og(J.(^', F ) = = À i [x — — ) pour x<————
\ Ai / AS — Ai

et
A i G a — A a G i € -, , . G s — G

loga(^, P ) ==——^——^——-4- f t^^dx pour ^^———--
Â 2— ^1 JG,-Gi ' f^~~ ̂

En considérant les dérivées à droite et à gauche de log^(^ F), on trouve
que log^(.r, F) est une fonction convexe.
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Puisque pour x <^ ^a(F),
T /^a^^==lim y ^ <?-^'F(^4-<y)^/,

* J 0 -

on a
A^-^M^, F) (n=i, 2, . . . ) ,

et par conséquent
. ( l-6) P-(^ F)^M(^ F), ^<^(F).

D'autre part, quel que soit £>o, on peut choisir un entier positif N(s) tel
que log^<X, /D+^) pour / I^N(£) . Donc

( i ' 7 ) M(^, F)^^A,^- ( ^ = 1 , 2 , . . . ) ,
N(£)- l

== ̂  A/,^»•^•4-VA„eÂ"(•r+D-+-£)e-^(D+£),
1 N(£)

< N ( £ ) ^ ( ^ F ) + ^ ( ^ + D + c , F)^-^,
N (£) D^

< K ^ . ( ^ + D + £ , F), ^<^,(F),

K étant une constante dépendant de F{z ) et £.
Si ^a(F) == oo, logp.(.r, F) étant convexe et indéf in iment croissante, on a

log^+Yi, F)=:log^(^, F)+^ /^(^) , Y Î > O , jo(^)-^oo,

et il s'ensuit que

(1-8) M(^ F ) < p . ( ^ + D + £ , F), £ > o , ^>^(s) .

Les résultats que l'on démontre dans ce numéro sont en effet ceux de
M. Valiron[10,/].

i2. Classification des fonctions entières d'après le mode de croissance linéaire.
— Étant donné une fonction entière <Ï>(^), on défini t M(^, $) comme dans
le n° 1. On peut classifier les fonctions entières d'après leur mode de
croissance linéaire, c'est-à-dire, d'après le mode de croissance de M^y, $).
M. Ritt. [9, b] définit Vordre linéaire de la fonction ^(^) par le nombre

T—'imi'10^10^^ (&)

.r=3o X

et, si o <^ T <^ oo, le le type de son ordre linéaire T par le nombre

-p—logM(^ 0>)cr= lim —-——-———-•e -̂

On dit que la fonction $(^) est tordre linéaire fini ou m/? '̂ suivant T < oo
ou T==OO et qu'elle est du type minimum, moyen ou maximum de son ordre
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linéaire T suivant (7==o, o<c7<oo ou a<oo. La fonction $(^) d'ordre
linéaire T est dite à croissance linéaire régulière si

^litn iogiogM(^ e>)
^=oc .2? '

la fonction $(^) du type cr de l'ordre linéaire T est dite à croissance linéaire
parfaitement régulière si

,. ]o^M(.-r, <^)o" == lim —:—————— .
/?T.fa'==ao cl

D'autre part, soit U(o?) une fonction réelle continue définie pour.r supérieur
ou égal à une constante. Si, quel que soit s ^> o, l'inégalité

M(^, ^ ) > U ( ^ — £ )

est vérifiée pour une suite de .r tendant vers l'infini, on dit que $(^) est au
moins de I ' 1 ordre linéaire de U(.c). Si, en outre, quel que soit £ > o, on a

M'(.r, <î>) < U(^ + £),

pour x assez grand, ce que l'on exprime en disant que 3>(^) est au plus de
l'ordre linéaire de U(^), on dit que 3>(^) est de l'ordre linéaire de U(rr). Si
les deux inégalités ci-dessus sont vérifiées dans chaque bande horizontale
contenant la droite y=jo, on défini t de la même manière V ordre linéaire
de ^Çz) sur cette droite.

Considérons la fonction F(^) définie par ( l . i ) . Supposons dorénavant
que ^(F)=oo, donc ^(F)=oo. F(^) est ainsi une fonction entière. M. Ritt
obtint un théorème analogue à celui de Liouville : S i T Ç z ) n'est pas un poly-
nôme exponentiel^ quel que soit le nombre positif^K, le rapport M(a', F) ; e^ v finit
par dépasser tout nombre donné. Supposons de plus que F(^) ne soit pas un
polynôme exponentiel. Comme dans le cas des séries de Taylor, on peut
étudier la relation entre M(.r, F) et les suites {a,,} et {X, ,} , On a les théorèmes
suivants :

THÉORÈME 2.1 (1). — La condition nécessaire et suffisante pour que F(^) soit
d'ordre linéaire T est que
(2.i) lim10^ =-1

/ < = x >.nl02;A^ T

( — - = — oo si T ==o et — ï = o si T == oo).
\ 7 T /

Démonstration. — Supposons d^abord O<^T<^ oo. Je dis que la condition
est suffisante. Par hypothèse, on a, quel que soit £ ^> o.

'e (T-4- ^V4-8

( 2 .2 ) VA;<

(1) Ce théorème est dû à M. Ritt, mais son énoncé a été publié avec une faute d'impression.
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à partir d'un certain indice no, et d'autre part,

(2.3) VA-^f^d-D)^
\ /^ /

pour une suite indéfiniment croissante d'indices n^ n^, . . . .
PL et p étant des nombres positifs, on considère l'expression

[ e^ "p
———î (^>o),
(^)PJ

comme fonction de x, qui atteint son maximum pour
e^

^~'Ye'
d^où

x == —logx^.

On voit que ce maximum est égal à
[• e^ ~\exp —— .'L^pJ

En vertu de (2.3) et en faisant c == T — £ et M.= ————-» on obtientv / t l ^ . ( T — £ )

(2.4) M(^, F) > exp [^-£)•^•]

pour
^^^^^—log——1 '- (^=1, 2, .. . ).

t — £ 7 •— £

D'autre part, la série
^ ^-^(D+/.) (/: ̂  const. > o, ^ == i , 2, . .. )

est convergente. En outre, on a

(2.5) ——el_<e-D-\ (£>o)
(^nf^

dès que X,,^> (^ )^ + £ ) ( ^ + D + À ) ; (1.2) entraîne que jK^e^^^ dès que n est assez
\P' /

grand. Donc si x est assez grand, (2.5) est vérifiée dès que

n > exp rï^-ti ^+£)(.z+])^)1.

En tenant compte de (2.2), on aura
^ o — T oo ,

M(^, F) <^A„-.À»•^•+^ [ ^T" ^ i
". Ld^^O^'J ' e (T+£ ) '

^o— 1

< K + ̂  A^^'-l- exp [(D + £) (T + g)^4-£)(.r4-n+À-)+i.] exp [e^^]
i

"0 —— 1

3= K + ̂  An^»^-^- exp { [ (D + $)(T -+- s)^+£)(^)+i+ i-) e lT+£)•^•},
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où K est une constante dépendant de k. Il en résulte que, quel que soit £ ^> o,
on a
(2.6) M ( x, F ) < exp [ e^'^ ],

pourvu que x soit assez grand. Donc la condit ion est suffisante.
On voit faci lement que la condition est également nécessaire et que la

condition reste vraie dans le cas où T = o ou ^ = oo .

THÉORÈME '2.2. — ÀÏF(^) est du type a de V ordre linéaire fini'T> o, on a

(2 .7) a^o-^TD^^+i)^
où

T— ( ^ \ /^^T"^a :== lim 1 — \\ \ / A n ) .
// -==. 00 \ ^" ̂  /

Démonstration. — On suppose d'abord o <^ o" <^ oo. Par hypothèse, on a, quel
que soit s ̂ > o, i, /^^^y

v ' ^v——)——/\ /^ /

à partir d 'un certain indice UQ et d^autre part

^/A" /7^a ( i — £)VV/A,,>(—^—n
\ /-^ /

pour une suite indéfiniment croissante d'indices n^ n^, . . . . Comme dans la
démonstration du théorème précédent, on trouve que

M(^, F ) > e x p f ( i - £ ) a ^ ] ,
pour

^^^ra^-s) ^ = I 5 2 ? • • • ) >

Donc a^a. D'autre part, si x est assez grand, on a

M(^, F) < K'+V A^e}"• ^ •+exp[Ta(D+£)( I4-£)^• r - + - T ) - + - Â • ) + l ]exp[a( I+£)e T • ^ • ]
i

^o—'l ' -

==: K' + V A,^À»• t•+ exp { [T(D + c)^11^^4-1^ i ]a ( i + e)e'v•l:} (/' > o),
i

où K^ est une constante dépendant de k. Donc
M(^, F )<exp {[^(D+^^^^+ila^-}- 2£)e ' : c '

»
dès que ^>a?o(£, ^). En faisant tendre vers zéro £ et A, il s 'ensuit
que ^^(TD^1^1^-i)a. En examinant la démonstration, on voit que ce
théorème reste vrai dans le cas où a === o ou a = oo .

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème précédent :
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COROLLAIRE 2. i. — Si D == o, la condition nécessaire et suffisante pour que F(^)
soit du type a de l'ordre linéaire fini T > o est que

(2.8) ' ^(^YW=^.

THÉORÈME 2 .3 .— AÏ D = o, la condition nécessaire est suffisante pour que F(^)
du type a de F ordre linéaire fini T > o soit à croissance linéaire parfaitement
régulière est que la condition (2.8) étant réalisée, on puisse trouver une suite
d^ indices n? telle que
(..„ ;̂ ) ("yA,)=. ^îç=,.

Démonstration. — Nous utilisons les mêmes notations que dans la démons-
tration du théorème précédent. Supposons o < a < o o . Démontrons que la
condition est suffisante. Soit x^x^x^,, en posant

———^^ïïTî^) (0<£< I )•
Nous aurons

M(^, F)^M(^, F ) > e x p [ ( i — £ ) c r ^ > j .

Or, la condition (2.9) entraîne que
. Ve^p^~\

[im ——— == i •
=00 L e p J

e^p41

lim —-—
7Z=oJ ^•tp

Nous trouvons ainsi, pour x assez grand,
M(^, F^exp^i—Ê)2^^].

En achevant la démonstration comme celle du théorème précédent, il est ainsi
prouvé que la condition est suffisante.

Démontrons que la condition est nécessaire. Sinon, il existerait deux
nombres positifs, ^ et y, tels que l'on ait

^n/T-- ^/^^-P)VV/A.<^——^——) .^^\ ^ )

pour une infinité d^intervalles ^</^<^(v==i,2, . . . ), extérieurs les uns
aux autres et satisfaisant à la condition )^ > (i + y) ̂  • Choisissons convena-
blement le nombre £ > o et partageons les termes de la série en quatre groupes,
correspondant respectivement aux valeurs suivantes de l'indice n :

n<n^ ri^n^n'^, nl^<n<n'^ n'^n,

La somme SA,^(n ==1,2, . . . . ^ o — i ) n'aura pas d'influence sur le
résultat. Suivant la démonstration du théorème précédent, on voit que la
valeur absolue de la somme des termes du troisième groupe est inférieure ou
égale à .

exp{( i4-2£) [ ( i - (3)cr-+-2£]^} .
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Pour les deux autres groupes, on a

^[c-^H-p^--^)].
où o désigne la valeur de X^ S = Tcr(i+ e)^, pour laquelle l'expression en

question atteint son maximum. Déterminons .rpar la condition o = (i 4 - ï^ / ,
d'où il suit

Ô , ( l+ ï )^ T^—^ ^>Y-^=^
(^ï) (I+^)

On aura, pour le deuxième groupe,

A^é^-^exp - ^ / i — l o g — ^ ==exp[(I+£)/ : /o•^• c l ,

et, pour le quatrième groupe,

A^-^exp ^Yi-log.-^ ==exp[(i4-£)^cr^],

^ et ̂  désignant les quantités

Â'=—[^iog(^)j, A"=i^r,-io, l -f- Y
2 / Y ° Y

I-+--'-1- ' / J I+I V 1 - ^ - 1 - / !2 aL \ 2/J

Or ces deux quantités sont toutes les deux inférieures à i. On pourra obtenir,
pour une inf ini té de valeurs x indéfiniment croissantes,

M(^, F )<exp[ ( i—yj )o -^ - ] ,

où Y] désigne un nombre positif fixe. F(^)ne serait pas à croissance linéaire par-
faitement régulière, contrairement à l'hypothèse. Notre démonstration est ainsi
achevée. On peut vérifier facilement le théorème dans le cas où 0=0 ou (T == oo .

Par une méthode analogue on établit le théorème suivant :
THÉORÈME 2.4. — La condition nécessaire et suffisante pour que F(^) d'ordre

linéaire fini T ^> o soit à croissance linéaire régulière est que la condition (2. i)
étant réalisée, on puisse trouver une suite d'indices n? telle que

(2.io) l im1 0 8^^-1 . li»108^,.
,=x^ log-À^ T ^^ ^g^,

Remarque. — Si l'on a
lim -,—&— == E <; 4- oo,
^=00 lûgÂ^

la condition (1.2) est vérifiée avec D = o et l'on a [10,^]

lim ^^(^ F) ̂ i
^L^ log^(^, F) ~~1 '

Awi. £'c. Norm^ (3), LXVIII. — FASC. 1. 10
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Dans ce cas, on pourra démontrer le théorème 2. i , le corollaire 2. i et les
théorèmes 2.3 et 2.4 par la méthode de M. Valiron [10, a].

3. Série associée à la fonction entière F(^) ̂  leur prolongement analytique. —
On considère seulement le cas où l'ordre linéaire de F(^) est positif. On prend
une fonction V(.r) définie pour.r^i comme suit :

i° Dans le cas de l'ordre l inéaire fini positif T, étant donnée une suite positive
décroissante {r\^} tendant vers zéro, si l'on a, quels que soient x(^> Xo) et n

log^O, F)> e^-^',
on prend

log^O, F)> e^-^',

V(^)==log^,F).

Dans le cas contraire, on a une suite [x^\ indéfiniment croissante pour
laquelle

logpl(^, 17)=^-^-.

Dans chaque intervalle Çx^ x^^) on prend V(.r) égale au plus grand des
deux nombres log^(.r, F) et ^(T-rirl)•T.

2° Dans le cas de l'ordre linéaire inf in i , on prend
+ +

logV(^) , l og log^ (^ ,F )== max de—-————-—• pour u ̂ .x.
x u

Dans le premier cas, \(x) est une fonction convexe de x\ dans le deuxième
cas V(a-) est une fonction continue. En tout cas, on a, pour x assez grand,
(3 .1 ) V(^)^log^(^, F)

et, pour une suite de x tendant vers l ' infini ,
(3 .2 ) V(^)=:log^(^ F).

En tenant compté de (1.8) et (1.6), on voit que, quel que soit £ ^> o,
(3.3) V ( ^ - + - D + £ ) > l o g M ( . f , F)

pour x assez grand et
(3.4) V(^)^logM(^, F)

pour une suite de x tendant vers l ' inf ini . Donc, en posant W(a?) == ^v(x), F(-s)
est au moins de l^ ordre linéaire de W(rr) et au plus de V ordre linéaire de
W(.r + D). Si D = o, F(^) est de V ordre linéaire de W( x).

Dans le caso<^T<^oo, V^)^^-^^, (o<^^/c<^^)» pour x assez grand;
dans le cas T=QO, V(cr)=== exp|.r^>(.z1)], où ^(.r)^:-0^—'—)- est une fonction

•2?
indéfiniment croissante. Donc dans tous les cas
(3.5) V ( ^ ) > ^ 2 pour ^^Xo>i .
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D'ailleurs dans le premier cas, en vertu de la convexité de V(.r),

<expf-AV^-À)-v^•|W(^^)____L__^,r ,V ( ^ -Â ) -V (Xo ) -
W ( a- ) ~ eVw-vi.r-A) <- "P [̂  ^ _ y» _ x,——r L ^ — /i — Xo J

" , ( ^—/^—V(Xo )1
<exP - A v . .-A-Xo j ^^

pour ̂  assez grand et dans le deuxième cas,
W ( ^ - A ) exp[(^-A)^(^) ]

W(^) ~ exp[^0)(^)] ^ ^ > 0 ^

On aura par conséquent

/ O ^x f ' W ^ — Â ) ,(o.b) f ————-—dx <oo pour tout h^>o.
J W(.T) r

Constraisons la fonction
/^00 ^(^

(3.7) , ^(^)^ ^^

qui est évidemment une fonction croissante de u. Désignons parv(^) le
çUt

maximum de „,—-î ï^t<^ oo, et posonsW [t )
^^n

v(u)=-w-T7" - - ' — W(<

Nous avons, dès que u est assez grand,
/l<" gllt l />'" pUlu__pU pUt,, „/ „>

^^^ W(7y-^W^/ e"<</<=77w^>^TO)=^
^_.//^__ r"^^-6'""-6'^ e'"" _^«)

<«)J, ? ( W ( ^ ) - a M W ( ^ ) ~ 2M

et

/ï i! /?uf y'*'0 fîit '-t// /'c<;

"""^ WTTÏ'"^,, wc,,'"^""^ '•""'"
3^ / t o c -'/!

< — v ( u ) - { - f e 3 ^<2^^ (M) .
ly :? /<

Nous avons donc, pour u assez grand, les inégalités

(3.8) ^vÇuX^ÇuX^uvÇ u).

A la fonction F(^), on associe la série de Dirichlet
(3.9) /(^)=ia^(^)eÀ- (^=i, 2, ...),

dont l'abscisse de convergence absolue ^a(/) vérifie
(3 . io) —D^^( / )^o .

En effet, supposons
e^nt'n

^"^W^-)-
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En vertu de (3. i) on obtient
logv(À,)=^/ ,-V(^)^-logA,

pour n assez grand. D'ailleurs, en vertu de (3.2),
l ogy (^ )^À^-V( / )=À^- log -p . ( ^ F)

pour une suite de t tendant vers l ' inf ini : { t " ^ } . Il en résulte que
l ogv(Â^)^— logA^

pour une suite de ^ telle que ^(C» F)==A^W/^ Donc (3.8) entraîne que

limi^^^^o.
n=y. ^n

(3.10) est ainsi établi en tenant compte de (1.4)-
On va donner une méthode de sommation de/(^). Pour <%(^)<^^(/), on

peut écrire -
^-^ •< -̂1 ^ /* x P^n1 «-'• f 00 n p^n^^r1}

/(.)=2^0»)^=S^/ W^^^f -^TF^
l l l l 1

qui converge absolument et uniformément dans chaque domaine fermé situé
dans le demi-plan x<^XaÇf). On peut donc intervertir le signe de sommation
et celui d'intégration dans la dernière .expression des égalités ci-dessus. Il
s'ensuit que

(3.Ji) ^^/^V^)^ ^)<^(A

Si, aussi petit que soit e ^> o,

F(.yo+ <ro4-;r 4- f'r) i <W(^— s)

dans la demi-bande \y\^o^ .r^Xo, l ' intégrale du second membre de (3. n)
converge uniformément pour les valeurs des dans une demi-bande \y—yo ^Oi,
X^XQ-\- §2» où Si ^> o, 02^> 0? 61 ^lle donne donc la valeur defÇz), prolongée
horizontalement, dans cette bande. On obtient ainsi la proposition suivante :

THÉORÈME 3 . 1 . — Si 2o= x^-^-iy^ est un sommet à distance finie de V étoile
horizontale (1) de /Çz}, F(^) est au moins de tordre linéaire de WÇx — XQ^ sur

y=y^
Démonstration. — Quel que soit £n^>o, il existe un point (En, ïj/i) dans

Pintervalle x—XQ <^£^, y — y o <^ En tel que pour chaque C^^>o e t£^^>o
il existe un E^^> C,, vériHant

| F(^+ r^+ In) | > W(E.~ £,).

(i)^^[i, p. 184].
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Choisissons convenablement deux suites décroissantes { £ „ } et {^} tendant vers
zéro et une suite croissante { C^} tendant vers l 'infini et posons

Zn=^n^- lfn=in-^-'C,n-^- irin'
Nous avons donc
(3.12) |F(^) > W ( ^ — — ^ o — — o ( l ) ) , ^-> 00,J,,-^Jo,

et le théorème est ainsi démontré.

Remarque. — Pour construire la fonct ion V(.r), M. Valiron [10,/] a utilisé
logiM(,r, F) au lieu de logp-(.r, F). Dans ce cas, F(^) est de l'ordre linéaire
de W(.r) et l'on a

V(^)^logM(^, F),

Fégalité étant vérifiée pour une suite de x tendant vers l ' infini. Les inégalités
(3.5), (3.6) et (3.8) restent les mêmes, mais (3.10) est remplacée par

-D^^(/)^D.

On trouve qoe/(^) n^a pas de points singuliers dans le demi-plan x<^ o et que
le théorème 3. i reste encore valable.

4. Droites de Borel de F(^) d'ordre linéaire positif. — Soit A, j=jo, une
droite horizontale. Désignons par nÇk, A, o, ^ > — Z ) le nombre de zéros de
<t>(^) — Z appartenant à la demi-bande \y —jo <^ o, ^ <^ k, o ^> o. Dans le cas
où l'ordre linéaire T de $(^) est fini positif, la droite A est dite une droite de Borel
si, quels que soient â^> o et £^>Q, dès que k^koÇo, £, Z),

,̂ A, à, ^—Z)^^-5)

pour tous les Z sauf deux au p lus (l ' infini compris). Dans le cas de Vordre
linéaire infini, on suppose que ^(^) est au plus de V ordre linéaire de U(rr+ K),
K = const. ̂ o, et ai/ moins de Vordre linéaire de U(^). La droite A est dite une
droite de Borel au moins de Vordre linéaire de logU(.y—À), h= const. ">—K,
si, quels que soient o^>o et £^>o, dès que k^koÇo, s, Z),

n(k, A, ô, ^ — Z ) ^ l o g - U ( ^ — A — £ )

pour tous les Z sauf deux au plus ( l ' inf in i compris). Considérons la fonction
entière F(^) de l'ordre linéaire T^>O. Suivant T<^oo ou T=oo, on établit,
en appliquant le théorème 3. i, les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 4. i . — Si T <^ oo ^ n ^o = ̂ o + zjo est un sommet à distance finie de

rétoile horizontale de f(z\ il existe dans la bande \y —jo ^ 7JL une droite de
2 T

Borel de F(^), j=/, y ' = const., jouissant de cette propriété : on peut trouver
une suite de cercles F,,, z—z,, =0(1), où Zn=Xn-^-iy\ ^->oo, tels que
dans Fn la fonction F(^) prend au moins

^(T4-^ £,=0(1), £.=£^(Z),


