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ESPACES FIBRES

EN SPHERES ET CARRES
DE STEENROD

Par M. Renxge THOM.

AVANT-PROPOS.

Ce travail contient essentiellement la démonstration des résultats parus dans
deux Notes aux Comptes rendus [23] (*). Je Iai fait suivre de quelques applica-
tions, et, dans un dernier chapitre, je traite un probleme sans rapport direct
avec ceux des chapitres précédents; sij’ai tenu a conserver les développements
du chapitre V sur le probléme des variétés-bords, c’est que, chronologiquement,
ce sont ces problemes qui m’ont amené aux résultats de la premiére partie.
Le rapport liant les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney aux nouvelles
opérations définies par Steenrod en cohomologie n’apparut clairement que lors
de la découverte de la formule Sq'U = ¢* W', formule que je trouvai d’abord
dans le cas des variétés plongées, et dont M. H. Cartan me signala ensuite toute
la généralité. Voici, en résumé, le contenu des différentes parties de ce travail.

D’abord une Introduction sur la Théorie des faisceaux donne ’ensemble des
notions techniques nécessaires aux démonstrations des chapitres qui suivent.
L’usage de la Théorie des faisceaux, due essentiellement a M. J. Leray, s’avérait
nécessaire pour donner aux résultats le maximum de généralité; j’ai emprunté
au Séminaire de Topologie algébrique [2] (E. N. S.) de H. Cartan, I’exposition
- des principaux théorémes de cette théorie, ainsi que de récentes généralisa-
tions : j’ai largement exploité, notamment, sa théorie de la cohomologie &
supports dans une famille (@), sans laquelle il serait difficile de s’affranchir
d’hypothéses inutilement restrictives sur la compacité des espaces.

(1) Les numéros placés entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de I’Ouvrage.
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 14
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Le chapitre I contient la théorie additive de la cohomologie des espaces
fibrés en sphéres; I'essentiel de ces résultats est maintenant bien connu; on
sait que la théorie de la suite spectrale de J. Leray a trouvé la une de ses plus
belles applications. J'ai préféré toutefois ne pas utiliser cette notion générale
de suite spectrale, qui n’apparaissait en ce cas que sous une forme trés particu-
liere, pour donner une méthode sans doute moins générale, mais peut-étre
mieux appropriée au cas d’espece; 'introduction, & coté de 'espace fibré en
sphéres E des espaces A et A’ fibrés en boules fermées (resp. ouvertes), se
trouve largement justifiée par 'usage qui est fait de ces espaces dans les
chapitres suivants; de plus, elle conduit rapidement a la suite exacte (10),
dont elle donne une interprétation géométrique intéressante; cette suite exacte
a aussi été considérée par Chern-Spanier dans une publication légérement
postérieure & ma Note [5]. On montre également au chapitre I le rapport entre
la classe fondamentale définie par la suite exacte (10) et la classe caracté-
ristique fondamentale définie comme obstruction : ces deux classes ne sont pas
égales, mais opposées. L’introduction des ®-cohomologies permet de donner
du second homomorphisme de la suite (10) une interprétation multiplicative
sans hypothése de compacité sur la base. Enfin, si la base est une variété, on
établit le rapport de cette théorie avec les résultats de Gysin.

Le chapitre II est consacré au comportement des carrés de Steenrod dans les
espaces fibrés en boules ouvertes A’; ony montre, que si la structure fibrée
admet le groupe orthogonal pour groupe de structure, les classes W' définies
dans la cohomologie de la base par I'action des carrés de Steenrod dans
’espace A’ ne sont autres que les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney.
Suivent quelques applications (théoréme de dualité de Whitney, etc.).

Le chapitre III applique les résultats précédents aux problémes d’immersion;
grace 4 quelques théorémes généraux sur la limite projective des homologies
des voisinages ouverts d’un sous-ensemble fermé, on montre qu’a toute variété
plongée V dans une variété M, on peut associer des classes normales W/
définies topologiquement a I'aide des carrés de Steenrod Sq'; dans le cas diffé-
rentiable, ces classes sont les classes de Stiefel-Whitney de la structure fibrée
des vecteurs normaux. Ainsi se trouve démontrée l'invariance des classes de
Stiefel-Whitney de la structure fibrée des vecteurs tangents 4 une variété diffé-
rentiable. De plus, la théorie de Whitney sur I'immersion des variétés
différentiables dans I'espace euclidien se trouve ainsi dégagée de toute hypo-
thése de différentiabilité. La théorie se généralise méme a 'immersion de tout
espace séparable, localement contractile, de dimension finie, dans une variété;
dans le cas ol ces espaces sont compacts, on montre I’existence d’opérateurs
(déduits des carrés de Steenrod par une relation simple) qui jouent le role
d’obstructions a I’égard de 'immersion dans 'espace euclidien.

On constate ainsi que des notions, primitivement liées de facon étroite a la
structure différentiable, peuvent parfois étre définies de facon intrinséque;
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le chapitre IV poursuit quelques investigations dans ce sens, au demeurant fort
limitées (on y dégage des invariants d’homotopie).

Le chapitre V reprend, avec les techniques de la théorie des faisceaux, les
théorémes classiques de dualité des variétés 4 bord. On en déduit quelques
conséquences nouvelles, semble-t-il, au sujet d’un probléme soulevé par
N. E. Steenrod : Une variété compacte donnée V est-elle le bord d’une variété
a bord compacte ? Un théoréme de Pontrjagin, généralisé au cas non diffé-
rentiable, montre le rapport de ce probleme avec la théorie des classes
caractéristiques. (

Je m’en voudrais de ne pas témoigner &4 M. H. Cartan toute la gratitude que je
lui dois pour I'assistance qu’il m’a apportée pendant ces derniéres années;
tant pour le fond que pour la forme, je lui suis redevable de nombreuses
améliorations.

Je tiens également a exprimer ma reconnaissance 4 M. Wu Wen-Tsiin, dont
I'amicale et confiante collaboration ne m’a jamais fait défaut, et dont les
suggestions furent souvent, pour moi, d'un intérét décisif.

INTRODUCTION.

RAPPEL DE RESULTATS SUR LA THEORIE DES FAISCEAUX.

Les: notions techniques utilisées dans les chapitres qui suivent sont
empruntées a la Théorie des faisceaux; cette théorie est due essentiellement &
J. Leray, qui en a donné un exposé dans [12]; nous utiliserons toutefois la
nouvelle présentation et les développements récents que luiadonnés H. Cartan,
dans les exposés du Séminaire de Topologie algébrique (E. N. S.), années
1948-1949 et 1950-1951; cette Introduction ne contient aucune démonstration;
on se reportera donc a ces exposés, dont nous conservons les notations.

1. — Notion de faisceau.

1. Dernition. — Soit X un espace topologique ; soit K un anneau principal ;
un faisceau de K-modules sur X est un ensemble I muni d’une application p

(projection) sur X telle que : pour tout point z€ X, 'image inverse Fr:pl(x)
(fibre) soit munie d’une structure de K-module. De plus, F est muni d'une
topologie (éventuellement non séparée) telle que :

a. la multiplication par un élément fixe de K, définie dans chacun des F,,
définit une application continue de F dans lui-méme;
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b. la somme o+ f de deux éléments « et 5 d’'un méme F, est fonction
continue du couple (2, 3), le point « variant avec le couple («, 3);

c. la projection p définit un homéomorphisme local : tout élément de F
posséde dans F un voisinage ouvert que p applique biunivoquement et biconti-
nuement sur un ensemble ouvert de I’espace X.

2. SecrioN p’uN ralsceat. — C’est une application continues : X — F, telle que,
pour tout point x€X, s(x)€F,; il existe au moins une section : la section
triviale qui associe & tout point x le zéro de F.; soit s une section de F; on
appelle support de s 'ensemble des points z€X tels que s(x)s£0; c’est un
ensemble fermé.

L’ensemble des sections de F est évidemment muni d’une structure de
K-module; on désignera ce K-module par I'(F).

3. HomomorpHISMES DE FAISCEAUX. — Solent deux espaces X et Y, F un faisceau
sur X, G un faisceau sur Y, et / une application continue de X dans Y. On
appelle homomorphisme de G dans F compatible avec I’application f, une collec-
tion d’homomorphismes ¢, : Gy, - F., ou a parcourt X, satisfaisant a la
condition suivante : soitun couple de points z, €X, y, €Y tels que y,= f(x,);
siz —s(x) est une section de F au-dessus d’un voisinage de z, dans X, et
y - t(y) une section de G au-dessus d’un voisinage de y, dans Y, la relation
0., (t(y,))=s(x,) entraine o,.(¢(f(x)))=s(x) pour x assez voisin de x,
dans X. ;

En particulier, on peut définir le faisceau image réciproque d’un faisceau par
une applicatipn donnée : on se donne un faisceau G sur Y; le faisceau image
réciproquef(G) sur X est tel qu’en tout point x€X, on ait F,= G,,; les o,
- qui sont alors des isomorphismes, définissent un homomorphisme de G dans
fi(G) compatible avec f. Si X est un sous-espace de Y, et / l'inclusion de X

dans Y, le faisceau image réciproque f(G) est appelé faisceau induit par G
sur X.

4. Faisceau sipLe. — On prend un module fixe G on forme le produit G < X
qu’on munit de la topologie produit de la topologie de X et de la topologie
discréte de G; la projection p étant alors Papplication canonique G >< X -» X,
ceci définit sur X un faisceau simple, qu’on désignera par G.

5. Farsceav LocaLeMent sipLeE. — Un faisceau F sur X est localement simple, si
le faisceau induit par F sur tout ouvert assez petit de X est simple. Si 'espace X
est localement connexe, et localement simplement connexe, la notion de
faisceau localement simple est équivalente i celle de systéme local au sens de
Steenrod [17]; rappelons qu’un tel systéme est défini sur un espace connexe
par la donnée d’un homomorphisme % du groupe fondamental II,(X) dans le
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groupe d’automorphismes du module G. En particulier, si I'espace X est
(globalement) simplement connexe, tout faisceau localement 51mple sur X est
simple.

L’image réciproque d’un faisceau localement simple (par une apphcatlon
continue quelconque) est encore un faisceau localement simple.

6. Proburr TENSORIEL DE FAIscEaux. — Ktant donnés deux faisceaux F et Gsurle
méme espace X, on définit leur produit tensoriel F O G; c’est un faisceau tel
qu’en tout point z €X, on ait (F O G),.=F.Q G.; le produit tensoriel de deux
faisceaux localement simples est localement simple.

II. — Groupes de ®-cohomologie.

1. Les ramiLies (®). — On appelle famille (®) une famille non vide de sous-
ensembles fermés paracompacts (*) de I'espace X jouissant des propriétés
suivantes : ‘

1° La réunion de deux ensembles de ® est dans ®.
2° Tout fermé contenu dans un ensemble de ® appartient & ®.
3° Tout ensemble de ® admet un voisinage fermé dans ®.

L’ensemble des points x€X qui sont des ensembles de ® constituent,
d’aprés 3° et 2°, un ouvert de X, et cet ouvert est régulier.

SiI’on s’est donné sur X deux familles (®), @, et @,, I’ ensemble des fermés
de X qui appartiennent a la fois & @, et @, constitue une famille (®) : la famille
®, = ®, ND,; l'inclusion définit évidemment entre familles (@) une relation
d’ordre.

Parmi les familles (®) les plus fréquemment utilisées, notons : la famille &
de tous les fermés, si X est paracompact; la famille JC des compacts, si X est
localement compact. Nous en rencontrerons d’autres.

2. La ®-conomorogie. — Soit donné sur X un faisceau F de K-modules et une
famille (®); on peut alors leur attacher un K-module de cohomologie pour
toute dimension ¢ [notation : Hy(X, F)]. Cette cohomologie est définie axio-
matiquement (cf. [2], "exp. 16); elle peut s’obtenir comme suit : soit G le
faisceau (gradué) des cochaines d’Alexander-Spanier sur I'espace X; on forme
le produit COF, puis le module des sections a supports dans (@) de ce faisceau-
produit [notation : ', (CQOF)]; ce module est muni d’une structure graduée,
avec cobord déduite de celle de C, et son ¢*™ module de cohomologie s’identifie

H%(X, F).

(1) Pour la définition de « paracompact », voir [6].
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Remarque sur la cohomologie de dimension zéro. — Le groupe Hg(X, F),
isomorphe a H°(T'4(COF)), est également canoniquement isomorphe au
module des sections de F a supports dans @, I'y(F). Ceci permet de déterminer
le module Hy (X, F) dans certains cas importants : -

Supposons le faisceau F localement simple, et 'espace X connexe; alors le
support d’une section s€l'y(F), qui est a la fois ouvert et fermé dans X,
contient, s’il n’est pas vide, tout I’espace X. Donc pour que le module Hy (X, F)
soit non nul, il faut et il suffit :

1° Que la famille (®)soit lafamille & de tous les fermés dans X paracompact.

2° Que le faisceau F admette des sections, c’est-a-dire qu’il existe des
éléments du module fibre invariants par les automorphismes induits par le
groupe fondamental II, (X).

En particulier, si F est un systéme local d’entiers et si X est connexe,
H3 (K, F) n’est non nul que si F est isomorphe au systéme simple Z; de fagon
générale, que I’espace paracompact X soit ou non connexe, il existe un homo-
morphisme canonique (I’ « augmentation »)

1 Z—>0%(X,7),

obtenu en assignant a chaque entier p€Z la section correspondante; on
posera
(1) o= A(1).

La classe w sera appelée la classe-unité de N5(X, Z); si X est connexe,
’homomorphisme 2 est un isomorphisme du groupe des entiers Z sur H5 (X, Z)
et la classe w engendre H5 (X, Z).

3. HoMOMORPHISME INDUIT PAR UNE APPLICATION CONTINUE. — Soient X et Y deux
espaces, f une application continue de X dans Y; supposons données sur X une
famille ®, sur Y une famille T telles que 'image inverse 7(1) de tout fermé
7€ Tsoit lui-méme un élément de ®@; enfin, supposons donnés deux faisceaux :
F sur X, G sur Y, et un homomorphisme g : G — F compatible avec 'applica-
tion f3 alors / induit un homomorphisme f*:H.(Y, G)— H%(X, F), qu'on
peut obtenir comme suit: I’application finduit un homomorphisme f: C — C/,
ou C' et C sont les faisceaux des cochaines d’Alexander-Spanier de X et Y

respectivement. f et g définissent un homomorphisme de C (O G dans C'OF,
donc de I'.(CQO G) dans T4 (C'OF); cet homomorphisme, compatible avec la
graduation et le cobord, induit un homomorphisme sur les modules de coho-
mologie H!(Y, ) dans HG(X, F) qui est 'homomorphisme /* induit canoni-
quement par 'application f.
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4. LA SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE. — Soient Y un sous-espace fermé de X, Ule
complémentaire ouvert de X dans Y; soit donné sur X un faisceau I; désignons
par Fy et Iy les faisceaux induits par F sur Y et U respectivement; soient de
méme une famille ® sur X, ®,, @, les familles dans Y et U constituées par les
ensembles de ® contenus respectivement dans Y et U. L’injection Y —> X donne
lieu 2 un homomorphisme

HY (X, F) > 1% (Y, F).

v
Cethomorphisme s’insére dans une suite exacte d’homomorphismes canoniques :

(2) —>H%(X, F)— H’(/I'Y(Y; Fy) — Il’{ITDf(U, Fy) —HG (X, F) — H’{ﬁ\‘, (Y, F,:) —>.

III. — Notion de carapace.

1. DéermNition. — On appelle carapace sur I'espace X un K-module gradué &
avec opérateur cobord ¢ de degré -+ 1, tel que 68 = o, qui jouit des propriétés
suivantes : ‘

A tout élément a€ €L est attaché un fermé o(a), de X, « support » de a,
tel que :

1° o(a)=g¢ si et seulement si a =o.

2° Sia et b sont homogenes et de degrés différents, alors

c'(u»+ by=a(n)uao(b).

3% a(a—b)Ca(a)Ua(b) pour a et b quelconques.
4° o(8a)co(a).

2. CARAPACE INDUITE. — Soit Y un sous-espace fermé de X; la carapace @
sur X définit une carapace sur Y : donnons & chaque élément a€@, pour
nouveau support, I'intersection de son ancien support avec Y; pour satisfaire
a 1°, on fera le quotient de @ par I’ensemble des éléments dont le supportne
rencontre pas Y; on obtientainsila carapace induite par @ sur Y (notation : Ay).

3. FaIsCEAU D'UNE cARAPACE. — A tout point x€X, attachons la carapace
induite A ; 'ensemble des @, muni d’une topologie convenable, constitue un
faisceau gradué F(@); tout élément a€ @ définit une section de ce faisceau
(prendre en toute @, I'image a, de a); il existe donc un homomorphisme
canonique de @& dans I'(F(A@)) qui est biunivoque. On appelle faisceau de
cohomologie de la carapace A le faisceau gradué H"(F()).

Endomorphisme d’une carapace. — C’est un endomorphisme /# du module &,
compatible avec la structure graduée, tel que, pour tout élément a € @,

a(h(u))yca(uw).
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Un tel endomorphisme induit en chaque point « un endomorphisme du module
gradué Q...

4. CARAPACE HOMOTOPIQUEMENT FINE. — Une carapace € sur un espace X est dite
homotopiquement fine, si, pour tout recouvrement localement fini de X par des
ouverts U, il existe des endomorphismes /; (de degré zéro) et un endomor-
phisme % (de degré — 1) de la carapace & tels que :

1° Pour tout a€ @, le support 5(/:(«)) soit contenu dans I’adhérence U,.
2° En chaque point X, les endomorphismes induits par /; et £ dans @, satis-
font a la relation
31,4+ k0 4 0k = identité,
dans laquelle tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.
On dit que la carapace est « fine », si, dans cette relation, I'opérateur £ peut
étre pris identiquement nul.

5. Carapaces D-compLETES. — Soit g lasous-carapace constituée des éléments
de & dont le support appartient a une famille (®) donnée; on dit que A est
®-compléte, si 'homomorphisme canonique Qg —> I'y(F(A)) est un isomor-
phisme sur.

6. CRITERE DE CONVERGENCE DES SOMMES LOCALEMENT FINIES. — Une somme (infinie)
Xa; d’éléments de A est dite localement finie, si tout point de X posséde un
voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de supports 5(a;); une telle
somme localement finie définit évidemment une section de F(A), élément de
F'(F(@)); dire que la somme Xa; converge dans A, c’est dire qu’il existe un
élément a€ @ qui induit cette section, ce qu’on écrit @ =Xa;. On démontre
alors :

Pour qu'une carapace fine soit ®-compléte, il faut et il suffit que toute somme
localement finie d’éléments de @q, dont le support total est dans @, converge
dans @4

7. EXISTENCE D'UNE CARAPACE FINE ET @-compLite. — Soit F un faisceau locale-
ment simple donné surl’espace X; soit Cle faisceau des cochaines d’Alexander-
Spanier sur X; la carapace I'(C O F) sur X est fine et ®-compléte pour toute
famille (®). Le faisceau de cohomologie de cette carapace est nul pour toute
dimension, sauf pour la dimension zéro pour laquelle H°(C O F)=F.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme fondamental de la théorie :

Tueorkme 0.1. — Soit A une carapace sur lespace X ; si :

a. X est de dimension finie, ou les degrés de @ sont bornés inférieurement;
b. A est (homotopiquement) fine;
c. & est ®-complete ;
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d. le faisceau de cohomologie H1(F(A)) est nul pour tout q, sauf peut-étre
pour la valeur g =k;

alors le module W+"(@g) est canoniquement isomorphe au module de ®-coho-
mologie Hy (X, HA(F(A))) de lespace X.

Cet isomorphisme est défini de facon précise au théoreme 5 (exp. 19, p. 8)

[2]; on remarquera qu’il fait intervenir de facon essentielle I'isomorphisme
H*(C(COF)) - H*(I'(F)) du théoréme 1 (exp. 19)[2].

Remarque. — Soit Y un sous-espace fermé de X; st & sur X satisfait aux
conditions du théoréme 0.1 pour la famille (®), il en va de méme de la cara-
pace induite A, pour la famille ®,; la cohomologie de cette carapace @, donne
ainsi la cohomologie de Y (pour le faisceau induit); en outre, la suite exacte de
modules avec cobord o - &;— & - A&, — o définit pour les cohomologies de
ces modules une suite exacte qui s’identifie & la suite définie au paragraphe 8
(n*4) [2].

[V. — Théorie des familles (P).

Soient, sur un méme espace X, trois familles (®): ®,, ®, et &, =, N D,,
trois faisceaux F,, F,, F; et un homomorphisme

h: TF,QF,—T,.

Soit C le faisceau des cochaines d’Alexander-Spanier sur X; 4 induit canoni-
quement un homomorphisme de

T (COF)®Te,(COF,)>Tp (COCOF,.QF,)~>Te,(COF;),

homomorphisme qui, sur les modules de cohomologie des I'y, donne une
application :
Hiy (X, Fy) @ Hy, (X, Fy) — HE (X, Fy),

qui n’est autre que le cup-produit associé i h. Supposons données sur X trois
carapaces @, @3, C qui satisfont aux conditions du théoréme 0.1 : & pour la
famille ®,, @& pour ®,, € pour ®,= &, NP, ; soient k,, k, et ky=Fk,+ £, les
degrés pour lesquels H4(F(&)), H=(F(®)), H*(F(€)) sont éventuellement
non nuls. Supposons donnée en outre une application bilinéaire :

[ aQe->¢

telle que :
1° of(a, b)co(a)na(d);
20 degf(a, b)=dega + degd;
3o of (@, b) = f(0a, b) + (— 1)’ f(a, 0b), p degré de a.

Dans ces conditions est valable le théoréme :

Tutorime 0.2. — Soit g L homomorphisme induit par f sur les cohomologies des

carapaces
g Hri(Ag,) Q@ Hitk(@Bg,) — Hrrovh (Cg,).
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