TARO URA

Sur les courbes définies a la surface du tore par des équations
admettant un invariant intégral

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 69 (1952), p. 259-275
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1952_3 69 259 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1952, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1952_3_69__259_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR

LES COURBES DEFINIES A LA SURFACE DU TORE

PAR

DES EQUATIONS ADMETTANT UN INVARTANT INTEGRAL

Par M. Taro URA.

I. — Introduction.

1. Depuis les recherches de Poincaré ('), les courbes définies par les
équations différentielles & la surface du tore ont été étudiées par beaucoup de
géomeétres, parce que ce probléme intéresse les mathématiques pures ainsi que
leur application a la Mécanique céleste. Il a été démontré sous des conditions
de continuité que, quand le systéme d’équations n’a aucun point singulier, ou
“bien il existe au moins une caractéristique périodique, ou bien le mouvement
du point représentatif est ergodique. Mais, au contraire, quand il yades points
singuliers, le probléme devient trés difficile, et, autant que je le sache,
M. Cherry seul a étudié (*) ce cas, et démontré que le systeme d’équations
différentielles peut donner « the quasi-periodic flow of discontinuous type ».

Quand le systéme d’équations différentielles admet un invariant intégral, et
n’a aucun point singulier, sous certaines conditions, ou bien toutes les carac-
téristiques sont périodiques, ou bien le mouvement du point est ergodique.
La démonstration en a été donnée (*) d'une facon purement analytique par
M. Saito.

(1) J. Math. pures et appl., t. 1, 1885, p. 220-244 ; (Euvres, L. 1, 1928, p. 137-158.
(2) Proc. London Math. Soc., vol. 44, 1938, p. 175-215.
(*) Sugaku, vol. 1, 1949 (en japonais).
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2. Alors je me suis proposé de résoudre la question : qu’arrive-t-il quand le
systeme d’équations admet un invariant intégral et a des points singuliers ?

Dans ce cas, I'un des points singuliers au moins doit étre un centre, selon le
terme de Poincaré, et par conséquent il doit exister un ensemble de caractéris-
tiques périodiques homotopes a zéro. Donc I’extension directe du théoréme de
M. Saito est impossible. .

Dans ce qui suit, nous démontrons un théoréme qui est une extension modi-
fice du théoréme de M. Saito, et d’autres théorémes sur les caractéristiques
périodiques et sur les points singuliers.

Nous considérons le cas qui correspond dans les notations de M. Cherry a la

valeur 3 == 5 cas que lui-méme a écarté, et qui ne peut pas étre traité par sa

méthode. Notre démonstration est tout a fait élémentaire et topologique, mais
nous n’utilisons ni la notion du « nombre de rotation » introduite par Poincaré
et utilisée (*) par MM. Denjoy et Cherry, ni celle du «cycle sans contact »
introduite par Poincaré et utilisée (*) par MM. Denjoy et Siegel.

Pour terminer cette introduction, j'exprime mes remerciements 2
MM. J. Chazy, Y. Hagihara, M. Hukuhara et T. Saito, qui m’ont aidé par
plusieurs remarques importantes a ce sujet.

II. — Hypotheéses et points singuliers.

- 3. Soit T le tore dont les coordonnées = et y ont la période 1 toutes les
deux. Envisageons le systéme d’équations différentielles
(1) % = %‘}—/ =dt,
ou X et Y sont deux fonctions uniformes sur le tore T, et ¢ est un paramétre
représentant le temps. Nous appelons les courbes définies par le systéme (1) les
caractéristiques. Nous supposons les deux fonctions X et Y analytiques sur le
tore, ou seulement développables en chaque point (x,, y,) du tore sous la
forme ‘
( X = a;+ ay (@ — 20) + a2(y — ¥o) + &1,
) LY Z oot oo — eyt antr —
= s+ Ao (X — X0) + Aga (¥ — o) + Eas

ou a,, a,, a,,, a,,, a,, et a,, sont des constantes, et z,, &, deux fonctions
des variables  —a,. y —y,, qui tendent vers zéro plus rapidement que
V(@—2,)* +(y —¥,)* quand (z, y) tend vers (x,, y,) : ¢’est-a-dire que X
et Y sont continument différentiables sur le tore.

Alors nous pouvons classer les points singuliers, c’est-a-dire les points

+) A. DEnwoy, J. Math. pures et appl., t. 18, 1932, p. 333-375.
5) C. L. S1EGEL, Ann. Math., vol. 46, 1945, p. 423-428.
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(@4, y,) Ol @, =a,= o, en deux espéces, comme le fait Poincaré (°). Les points
singuliers de la premiére espéce sont ceux ou l'on a

ay a
(3) ay—= a,= o, " 12

-

Aoy Qoo

dans les développements (2).

D’aprés la définition de Poincaré, pour qu’un point soit singulier de la
premiére espéce, il faut qu'il remplisse une autre condition, savoir que I’équa-
tion (7) que nous envisagerons plus loin, n’ait pas de racine multiple. Mais
cette autre condition n’est pas indépendante de la condition (3) dans le cas que
nous considérons.

Nous supposons d’ailleurs que le systeme (1) n’a que des points singuliers
de premiére espéce. Alors on démontre aisément que ces points singuliers sont
en nombre fini.

4. En outre, supposons que le systeme (1) admel (7) un invariant intégral
positif, ¢’est-a-dire qu’il y a une fonction M uniforme et continiment différen-
tiable sur le tore T, telle que I'on ait

(4) o<m<M<m< ,

ol m et m sont deux constantes positives, et

(5) ' ﬂ M dz dy =K,
N(0)

ou K désigne une constante indépendante du temps ¢, o N(o) est un ensemble
mesurable de points sur le tore T, et ou N(2) est ’ensemble de toutes les posi-
tions & ’époque ¢ des points qui appartiennent a4 N(o) a I'époque t=o, et qui
se meuvent selon les équations (1).

Nous remarquons que dans le cas du tore lacondition plus générale o <M < e
peut remplacer la condition (4), parce que la surface du tore est compacte.

La condition (5) est équivalente a I’équation

IMX) | I(MY)

oz . dy ’
ou
oM oM oX oY
(6) %—X+37Y+M<EE+W>_ .

(%) J. Math. pures et appl., t. 7, 1881, p. 385-393; (Luvres, . 1, 1928, p. 12-20.

(7) H. PoiNcARE, Acta Mathematica, L. 13, 1890, p. 56-b7; Les méthodes nouvelles de la Méca-
nique céleste, t. 3, 1899, p. 4-7; E. CArTaN, Lecons sur les invariants intégrauz, 19225 J. CHAzy,
Bull. Astron., t. 16, 1951, p. 155-156.
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Considérons I’équation (6) en un point singulier. En chaque point singulier
nous avons X ==Y = o, donc I’équation (6) se réduit a

oX oY
MG+ oy )=o

ou encore, a cause de la condition (4), &

OX oY
dx —  dy ’
c’est-a-dire a
(1= — (3>
Envisageons I’équation
ay — A A2
=0
(7) ‘ sy a9 — A ’
Quand on pose
an—=— an=—a,
I'équation (7) se réduit a
a Ay
R=—a?— apan=]| Z o,
Aoy Aoy

et il résulte que les deux racines de I’équation (7) sont réelles et de signes
contraires, ou bien imaginaires pures et conjuguées. D’apres la classification
de Poincaré, il ne peut y avoir de nceud : dans le premier cas le point singulier
considéré est un col, et un col particulier, puisque les deux racines y sont oppo-
sées; dans le second cas c’est un foyer particulier, ou exceptionnellement un
centre.

5. Par un col passent deux caractéristiques et deux seulement. Parmi les
quatre branches de ces deux caractéristiques, le point tend vers le col sur deux
de ces branches quand z — o, et sur les deux autres branches quand 7 > — cc.
Les deux branches sur lesquelles le point tend vers le colquand ¢ — o (oubien
t—>— ) ont la méme tangente au col (fig. 1). Donc, comme Poincaré, nous
conviendrons de suivre 'une des branches de droite ou de gauche, mais non
celle qui a la méme tangente, si nous voulons prolonger la caractéristique
passant par le col.

Au contraire, toutes les caractéristiques passantsuffisamment prés d’un foyer
tendent vers ce foyer en figurant une spirale quand ¢—o ou bien > — .
Mais nous allons montrer qu’il ne peut exister de foyer.

En effet, pour fixer les idées, supposons que les points dans un certain voisi-
nage U du foyer A tendent vers le point A quand ¢— «. Alors dans ce voisi-
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nage U la valeur de l'intégrale (5) est une certaine constante c positive :

ﬂ'M(/mn'y:c>o, o<m<M<m< .

U

Mais, puisque M est un invariant intégral, on a

[y >,

lim ﬂM dz dy =c¢>o.
v

Et il résulte que la mesure de ’'ensemble U tendrait vers I'infini avec le temps,
contrairement 4 notre hypothese. Ce qui montre que, dans les hypotheses
considérées, il ne peut exister de foyer.

Le centre est un point singulier, au voisinage duquel toutes les caractéris-
tiques sont périodiques, et ces caractéristiques couvrent une région fermée

_

dont le bord est une caractéristique périodique sur laquelle il y a au moins

un col.

Jusqu’ici, nous n’avons pas utilisé la nature spéciale du tore; tout le raison-
nement a été local. Donc tous les résultats sont vrais aussi dans le mouvement
du point défini par les équations différentielles (1) admettant un invariant
intégral, dans une région du plan ou d’une surface fermée quelconque.

6. Poincaré a démontré (®) sur le tore, la relation
C—F—N=o,

ou C désigne le nombre des cols, N celui des neeuds, et I la somme du nombre
des foyers et du nombre des centres. Or, dans le cas étudié, il n’y a ni nceud ni
foyer, et nous avons

C=F,
F étant le nombre des centres, c’est-a-dire que le nombre des cols et le nombre
des centres sont égaux.

(3) J. Math. pures et appl., t. 1, 1885, p. 203-208; Wuvres, t. 1, 1928, p. 121-125.
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Pour éviter des explications compliquées, fixons ici la signification de cer-
taines notations. Soit P un point quelconque sur le tore T : nous désignons par
la méme lettre P un certain point parmi les points de la représentation plane du
tore T, qui correspondent au point P du tore. Nous désignons par P(z) la carac-
téristique surle tore qui passe par le pointP a 'époque = o, et nous désignons
également par P(¢) la courbe intégrale qui sur la représentation plane passe a
'époque = o par le point représentatif P auparavant choisi. Nous désignons
encore par P(z) le point correspondant a I’époque ¢ sur la caractéristique P(¢)
du tore, ou sur la courbe intégrale P(z) de la représentation plane.

I1I. — Périodicité.

7. Dans la démonstration des théorémes que nous allons donner, le théoréme
de Jordan et le théoréme de récurrence de Poincaré joueront un grand role.
Ce dernier a été démontré (°) par Poincaré dans le mouvement d’un fluide
incompressible dans un volume fermé, et étendu a un espace d’'un nombre de
dimensions quelconque. Nous ne I'utiliserons toutefois que dans une région
du plan et sur une surface fermée. Et je crois qu’il convient de I'expliquer ici
sous la forme ou nous allons 'utiliser.

THEOREME DE RECURRENCE DE POINCARE. — Dans une région du plan, soit S, ou
bien sur une surface fermée S, nous envisageons le mouvement du point P(x, y)
défini par les équations différentielles

de _dy
(8) Y_—_(lt,

ot les deux fonctions X et Y sont continiiment différentiables ; nous supposons que
le systéeme (8) admet un invariant intégral selon la définition du n° 4, et que la
région S, ou la surface S, a une mesure finie.

Soit U un voisinage quelconque d’'un point P : il y a au moins une courbe inté-
grale Q(¢) telle que le point Q(0) se trouve dans U, et que la courbe intégrale Q(t)
traverse U a infinité d époques différentes, toutes égales a un multiple positif ou
négatif de 7, < étant une constante déterminée par le voisinage U.

8. Avant d’entrer dans le sujet principal de ce Mémoire, nous donnons des
lemmes qui servent de fondement a la démonstration des théorémes I et IT qui
suivront :

LemMe 1. — Dans les mémes liypothéses que celles du théoréme de récurrence que
nous venons de rappeler, nous envisageons le mouvement du point défini parle sys-

(2) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 3, 1899, p. 140-151 el 155-157.
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teme (8). Soit P un point quelconque, qui n’est pas un point singulier, et soit N un
segment passant par P et qui n’est pas tangent a la courbe intégrale P(t) : nous
pousons trouver une autre courbe intégrale Q(t) qui coupe le segment N aux points
Q(ty) et Q(ty), t, et t, étant deux nombres finis et t, < t,. Le segment N peut étre
ausst petit que nous voulons ( fig. 2).

En effet, si le segment N est suffisamment petit, il n'y a pas de point singu-
lier sur le segment N, et toutes les courbes intégrales passant par un point du
segment N ne sont pas tangentes au point N, puisque le segment N n’est pas
tangent a la courbe intégrale P(¢), et que les deux fonctions X et Y sont

continues. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que le
segment donné N remplit ces deux conditions.

Désignons par N le segment ouvert du segment N, c’est-i-dire le segment
que nous obtenons en excluant les deux extrémités du segment N; soit V I'en-
semble des positions ol se trouveront, a toutes les époques ¢ comprises entre
—c et +¢, (—e<t<¢), tous les points appartenant au segment N  I'époque
t=o0, quand ces points se meuvent selon les équations (8), ¢ étant un nombre
positif assez petit.

Alors ’ensemble V est ouvert, puisqu’il n’y a pas de point singulier sur le
segment N, et que toutes les courbes intégrales passant par.un point du seg-
ment N ne sont pas tangentes au segment N. Si nous désignons par Q un point
quelconque de I’ensemble V, la courbe intégrale passant par le point Q & une
époque ¢, doit couper le segment N & une époque 2,(¢, — & <2, < t, +¢).

Nous désignons par U un voisinage du point P tel qu'on a UCV. Ce voisi-
nage U existe toujours, puisque I’ensemble V est ouvert et que le point P
appartient i ’ensemble V.

En appliquant le théoréme de récurrence au voisinage U, nous pouvons trou-
ver une courbe intégrale Q(¢) telle que le point Q(o) se trouve dans U, et que
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la courbe intégrale Q(z) traverse U a infinité d’époques différentes, toutes égales
a un multiple positif ou négatif de <, 7 étant une constante.

Envisageons les deux points Q(o) et Q(k<) (k7 >2¢), £ étant un nombre
entier. Comme les deux points Q(o) et Q(4<) appartiennent au voisinage U et
a fortiord a I'ensemble V, la courbe intégrale Q(¢) doit couper le segment N au
moins en deux points, soit Q(z,) et Q(z,), ¢, et ¢, étant deux nombres finis tels
que I'on a

L <<e; to> kt—e>c¢.
Donc on a ¢, < t,.

9. Cela posé, dans lasuite nous conviendrons d’appeler une courbe intégrale
P () périodique, si elle remplit 'une des trois conditions suivantes :

1° ou bien il existe un nombre positif T tel que

P (o) =P(T);
2° ou bien I'on a .
HmP(¢) = lim P(¢);
Lo t>—=
'3° ou bien il existe d’autres courbes intégrales Q(z), R(z), ..., S(¢) telles
que l'on ait

limP(¢)= lim Q(¢), limQ(¢)= lim R(z), ..., limS(z)= lim P(¢).
> t>—w (> (>—= t>» (>—=

La condition 1° est la condition ordinaire pour qu’une courbe intégrale soit
périodique, et elle est suffisante, parce que les fonctions X et Y, dans toutes
les équations de ce Mémoire, ne contiennent pas le temps ¢. Le nombre T est
la période de la courbe intégrale P(z). D’apreés la condition 1°, nous pouvons
considérer comme périodique la solution correspondant a un point singulier et
a une position d’équilibre, et représentée-par une constante; le point singulier
est ainsi considéré comme une courbe intégrale périodique, et la période
correspondante est arbitraire.

La condition 2° nous permet de considérer une courbe intégrale comme
périodique si les points de cette courbe intégrale tendent vers un col
pour ¢ - o, et vers le méme col pour > — .

La condition 3° signifie que, si une courbe intégrale aboutit & un col, si on
la prolonge un certain nombre de fois suivant la convention énoncée plus haut,
et si I'on revient au point de départ, la courbe intégrale est considérée comme
périodique.

Dans les deux cas 2° et 3°, on peut dire que la période est infinie.

Lemme II. — Si l'on considére le mouvement du point dans une région du plan,
et les hypotheses du théoreme de récurrence énoncées au n° 7, toutes les courbes
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intégrales du systéme (8) sont périodiques. 11 faut remarquer que ce lemme ne
peut s’étendre comme le théoréme de récurrence au mouvement du point sur
une surface fermée arbitraire.

En effet, soit P un point quelconque dans la région S du plan. Si P est un
point singulier, la courbe singuliére P(z)=P est périodique, comme nous
’avons précisé au commencement de ce numéro. Si P n’est pas un point
singulier, nous désignons par N la normale & la courbe intégrale P(z)
au point P, limitée a un segment assez petit pour que toutes les courbes
intégrales passant par un point de ce segment N ne lui soient pas tangentes.
D’aprés le lemme I nous pouvons trouver une courbe intégrale Q(z) qui
traverse le segment N deux fois aux points Q(z,) et Q(z,) (¢, < t,).

Supposons que les points Q(Z ) et Q(Z) soient distincts : je dis que cette

P(t) ,/”—-—‘\\

hypothése conduit 4 une contradiction. Envisageons, en effet, la courbe
) /\ . )
fermée C constituée par I'arc Q(z,), Q(¢.) de la courbe intégrale Q(¢) et par le
PN
segment Q(7,), Q(¢,) de la normale N (/ig. 2).

Soit P’ un point quelconque sur le segment Q(z,), Q(z,) (fig. 3) : d’apres le
lemme I nous pouvons trouver encore une courbe intégrale Q'(¢) qui traverse
le segment N aux points Q'(¢,) et Q'(Z,) situés entre les deux points Q(z,)
et Q(t,).

Jusqu’ici tous les résultats sont valables aussi dans le mouvement sur la
surface fermée pourvu que cette surface ait une mesure finie, parce que nous
n’avons pas utilisé la nature spéciale du plan.

Comme z,— ¢, est fini, il n’y a aucun point singulier sur 'arc Q(z,), Q(z,), et
la courbe C a partout une tangente continue excepté aux deux points Q(¢,)
et Q(¢,). 1l résulte que la courbe C est une courbe de Jordan, et elle partage le

Ann. Ec. Ngrm., (3), LXIX. — Fasc. 3. 34.
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plan en deux parties, que nous appelons S, et S,. Pour fixer les idées, nous
supposons que le point Q(¢,-+¢) appartienne a S,, ¢ étant un nombre positif
suffisamment petit.

Par hypothése la courbe intégrale passant par un point quelconque du
segment N n’est pas tangente a ce segment N, donc toutes les courbes
intégrales passant par un point du segment N doivent traverser ce segment
dans le méme sens. Il résulte que les points Q'(#,+¢')=Q, et Q' (¢,—&)=Q),
se trouvent respectivement dans S, et S,, ¢ étant un nombre suffisamment
petit positif. '

SN
Donc, d’aprés le théoréme de Jordan, il faut que I'arc Q, Q) de la courbe

Q)
intégrale Q'(¢), soit Iarc C/, coupe la courbe C. Or, il n’y a aucun point
singulier sur I'arc ¢/. D’ailleurs aucune courbe intégrale ne peut couper le
segment N de S, 4 S, dans U : d’ou une contradiction. Il résulte qu’il faut que
les points Q(z,) et Q(z,) soient confondus, c’est-a-dire que la courbe inté-
grale Q(¢) est périodique.

Donc, nous avons démontré que la courbe intégrale passant par chacun des
points d’'un ensemble partout dense dans la région S, est périodique, et que la
période correspondante est finie.

10. Désignons encore par P un point non singulier quelconque dans la
région S. Soit comme précédemment N la normale de la courbe intégrale P(?)
au point P, limitée a4 un segment assez petit pour que toutes les courbes
intégrales passant par un point de ce segment N ne lui soient pas tangentes.
Suivant le résultat du numéro précédent, la courbe intégrale passant par
chacun des points d’'un sous-ensemble partout dense du segment N, est
périodique. Soit /() la loi de conséquence définie (*) par Poincaré sur le
segment N, ol x est une abscisse convenablement choisie. Alors f(x) est
continu sur le segment N, et s’annule sur un sous-ensemble partout dense
de N. Donc, f(x) est identiquement nul sur N, et en particulier au point P,
¢’est-a-dire que la courbe intégrale P(z) est périodique.

Il faut remarquer d’ailleurs que la période de la courbe intégrale P(z) peut
étre infinie.

Or, par hypothése, le point P est arbitraire dans la région S. Donc toutes les
courbes intégrales de cette région sont périodiques.

11. Takorkme . — S’¢l y a une caractéristique périodique non homotope a zéro,
Toutes les caractéristiques du systéme (1) sont périodiques.

En effet, soit U(z) la caractéristique périodique non homotope a zéro. Alors

(1) J. Math. pures et appl., t. 8, 1882, p. 251-261; Euvres, t. 1, 1928, p. 44-53.






