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GÉNÉRALISATION

DE LA FORMULE DE FEJER
POUR LES

SÉRIES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX USUELS

PAR M. ROBERT CAMPBELL.

Il est bien connu que dans le développement,

—°-4-^ A^(c^), où Kjn(x) == Opt cos mx + b,n siu mx
2 •^—

1

d^une fonction de variable réelle f(^) en série de Fourier, on peut calculer
explicitement toute somme partielle de rang n :

n

S^)=^+^A,^)
1

par la formule de Fourier. On sait qu'il est également possible de calculer d 'une
manière analogue les sommes partielles ^(a?) obtenues en appliquant à la série
certains procédés de sommation, tels que ceux de Cesaro, par la formule de Fejer.
On sait enfin les services qu'ont rendus les calculs effectifs de ces sommes pour
la théorie de la convergence et de la sommabilité des séries de Fourier, et dans
la théorie de l'approximation.

D'autres développements, généralisant ceux de Fourier, sont souvent utilisés,

en Physique mathématique, en particulier ceux de la forme^A^o^^^) où les <p,,,

désignent une suite de fonctions orthogonales. Dans ces cas, beaucoup plus
généraux, le calcul explicite des sommes partielles analogues aux S,,(.r) ou
aux c^(.r) n^est pas possible. Cependant, si l 'élément y,n(^) est un polynôme
II^(^*), on dispose de la formule très commode, de « Darboux-Christoffel », qui
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généralise directement celle de Fourier et permet de calculer immédiatement la
somme partielle

/?,
S4^)==^A^IL,(^).

0 '

II n'en est pas de même pour la somme de Fejer; il n'existe pas de formule

fournissant, pour une série de la forme^A^lI,,^) la valeur explicite de o-l(^)
i

(première moyenne de Cesaro), a fortiori celle de c^(^) (moyenne C, p ) (p> i).
Étant donné l'importance particulière du procédé de sommation de Cesaro,

nous avons cherché à combler cette lacune; et l'objet du présent Mémoire est
de définir une classe de polynômes orthogonaux II^(^) tels que, dans le

développement VAJLL(.r) d'une fonction, les sommes de Fejer soient calculables
0

explicitement par une formule généralisant la formule classique de Fejer.
Cherchant à étendre le procédé introduit à un large champ de polynômes,

nous avons tenté de traiter le même problème non plus pour la moyenne de
7l

S^A
Cesaro proprement dite, mais pour une moyenne de la forme —,—— qui, pour

^a^
i

certaines valeurs des o^ est équivalente à (C, i) et peut rendre les mêmes
services, soit pour l'étude de la sommabilité, soit pour celle de l'approximation.

Les polynômes IL,(.r) ainsi obtenus se définissent par le seul fait qu'ils
se prêtent à la réussite du calcul; et l ' intérêt de la méthode, en dehors
de sa simplicité, réside, a posteriori, dans le fait que la classe de polynômes
ainsi mise en évidence comprend tous les polynômes usuels ; ceux de Laguerre,
de Legendre, de ïchebychef et de Gegenbauer. Il est à remarquer toutefois que
les polynômes les plus généraux de Jacobi n'appartiennent pas à cette classe.

Généralisant enfin le calcul dans une autre direction, on a cherché si la
méthode pourrait fournir aussi l'expression exacte d'une moyenne quelconque

ÇC,p) de Cesaro pour le développement en série considéré^A^II^(^). On a de
i

nouveau mis en évidence une famille de polynômes, naturellement plus
restreinte que la précédente.

Il semble bien clair, d'après ce qui a été dit, que les conditions définissant
cette classe de polynômes ne seront que des conditions suffisantes, puisqu'elles
ne feront qu'exprimer le seul fait que ces polynômes se prêtent à la réussite
de la méthode sans rien impliquer de la réussite possible d'autres procédés.

L'étude commence par l'exposé de la méthode de calcul pour le cas, parti-
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culierement simple, des séries de polynômes «de Weber-Hermite». L'exposé
dans le cas général s'en trouve allégé. Après avoir donné le principe du procédé
et en avoir vérifié le fonctionnement sur des exemples, l'étude se termine par la
recherche systématique de tous les polynômes répondant aux conditions requises
pour que la méthode proposée soit applicable. Enfin, on montre, à titre de
complément, que la méthode exposée ayant réussi pour la classe considérée de
polynômes orthogonaux s 'applique aussi à d'autres espèces de séries ; et l'on en
donne pour exemple le développement d'une fonction de variable réelle en série
de Neumann.

Le procédé ainsi introduit résout partiellement un problème dont la solution
était peut-être considérée comme impossible. L'absence de cette solution n'avait
pas empêché d'entreprendre l 'étude de la sommabilité de ces séries, et de la
pousser très loin. Il nous a semblé pourtant que l 'obtention d'une formule exacte
pourrait rendre les plus grands services et permettre en particulier de vérifier
si certaines propriétés, démontrées pour les séries de Fouricr, étaient spécifiques
de celles-ci, ou appartenaient aussi à d'autres séries de fonctions orthogonales.

CHAPITRE I.

MOYENNES DE CESARO D'UNE SÉRIE DE WEBER-HERMITE.

1. SOMMATION (C, 1 ) DE LA SÉRIE DE WEBER-HERMITE D'UNE FONCTION. — C'est en

recherchant les sommes de Fejer relatives à une série de fonctions de Weber
que la méthode nous est apparue ( A ) ; il est donc utile, avant de l'exposer dans
le cas général, d'en montrer sur ce cas simple à la fois le principe et la pratique.

ac \

Soit/(^) une fonction développée sous la forme^A^D,,(^)(2) ; la formule
0

de récurrence relative aux fonctions D^ de Weber :

( i ) ^D^(^)=:D,^(^)+^D/,-,(^)

permet de calculer immédiatement la somme partielle S/,(^).
L'expression du coefficient A^ :

A,=——— ( Dn(t)f(t)dt
n\\|cîT:J_^

(1 ) Cf. R. GAMPBELL, Sur les sommations de Cesaro d'ordre entier des séries de FTeber ( C. R.
Acad. Se., t. 233, IQÔI , p. 596).

_ ,r2

( 2 ) D/,(^) n'est pas exactement le polynôme de Hermite, mais la fonction e 4 \\en{x), pour
laquelle les formules de récurrence sont plus commodes.
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permet en effet d'écrire

/ , s; / , i C + " G n { x l t l f t <^ 1 , • p / ^ l D"^•(a') D"(-^')(2) ^^^.L -^r^^ ou ^'^/n D,,,«) D,,(O
Cette formule n'est du reste autre que celle de Darboux-Christoffel dans ce cas

part icul ier . On peut en déduire la l imite pour n inf ini de S^(^) grâce à la formule
asymptotique d^Adamoff :

^)^)'[..<^-^o(^)j.(3) u^^^yr.».^-^ ^
On a a ins i , par un calcul simple et d'ailleurs classique

(S^ S(^)==limS,^)=:lim^ f î^^y^. _ ,\ T c / \ T I / sln u\n ^/ ^ /?) == lim S^(^)=: lim - l ———— f(œ — u) du
n^-^ n>^^J_.. un^-^ n>^^J_.. u

ou encore
,. i r^sm^r,/ //. \ ,/ //, \-| ,I / ' Slll^ [ / U \ [ H.
lim — / —— /( x — — ) + / ( x + —.
^.27rJ_^ ^ y^ ^ n ) ' V y^
lim — / —— /( x — — ) + / ( x + —_ du.
n>..^J .. u r \ ^n] ' V ^n)\

Cette somme S(.r) de la série sera justement égale à f(^\ dans certaines
conditions qui ont été main tes fois étudiées. Une des meilleures qu'on connaisse
est que la quantité t/ j ~ admette une intégrale de Lebesgue.

Remarquons que le noyau de la sommation, c/est-à-dire la quanti té JC(^)
i i l • C^ ..//-./ \ r f U \ -i . . . S1I1 U ., , 1de 1 expression f JC(?/)/( x— — ) d u vaut ici ——; il est le même que pour

J_-^ \ . \ n J

les séries de Fourier. Comme pour celles-ci et pour la même raison, il entraîne
l'existence d'un phénomène de Gibbs.

Soit à calculer la première somme de Fejer (ou la première moyenne de Cesaro)
/^+ "° n—l

I ]^(^)

^nW=Ly,^kW=————— 1 ^ — — — — f ( f ) d t .
n—— n\el'KJ-^ X — t " ' '

k=l

La question se ramène uniquement au calcul de VG/,(.T, t\ ( ou de V )-7A

j \ l

C'est ici que nous faisons intervenir une propriété des D,i qui n'a pas servi
pour le calcul de S^, à savoir que les D^ sont liés entre eux par une formule
de récurrence autre que (2), et faisant intervenir leur dérivée première :

2D^(^)=^D^_i(^) —Dn+i(^).
/l

Or, la sommeYG/^, t) peut s'écrire de deux manières différentes, à savoir:
i

n _

(4) - ̂  D.Ï)/^+^ ̂  (D^ - 7zD,-,) + D,Do
n \ ^^ n\

0
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d'une part, et
n

( V ) + -L D,D,^ -V ̂  (D,^ - ̂ D,_,) - D, Dol n\

d'autre part, en posant pour abréger
Dn=Dn(x), D,^Dn(t).

D'après (3), on peut écrire (4) sous la forme

1 n n V DnDfl , n n- ^ Dn Dn^ - ̂  ——^- + Di Do

et faire une transformation analogue sur (4 /)•
n

Si l'on désigne alors parV la somme VG/,(^, t\ on obtient, en ajoutant les
i

deux expressions telles que (5) qui sont toutes deux égales àY :

i 1 D/, D;,V -L " /;'s= ^_ D,,+) Dn+i D, D^
Do Do2^^ D, D,W w ' D,, D,-'n ^-'n

Le premier terme du second membre de (6) n'est autre que G,,, le problème
revient donc au seul calcul du second. Pour l'effectuer, nous sommerons
séparément :

n n

^DnD'n et ^D^D',..
1 • 1

Pour cela, à la formule de récurrence (2) écrite avec la variables, nous
associons la formule qu'on en déduit en dérivant la même formule en t :

(7)
( X Dn == Dn+i + ri Dn-i,

\ ^D,=D^+^D,_,-D,,

système d'où l'on déduit aussitôt, par combinaison linéaire, l 'équation suivante :

D^D. „, , ._ , DA(x - t) -^ == H(^) - H(^ - i ) - -^F .

avec
Tj _ _s_ D,̂ i Dn
'""^ D,,, D,

„ i D,^, D,et H»== —,n[ D^, D,
n "- _

La sommationV0^' s'en déduit immédiatement puisque V0^ a déjà
— n \ n -

D.D,
été effectuée (par la formule de Christoffel). Et de même pour la sommer —^- •^ 7l!

1
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On obt ient ainsi, pour la première somme de Fejer :

(8) S^)^=^G^ <)= ̂  H^H^Ho-^) - ̂ .̂

On déduit immédiatement de cette expression le théorème analogue à celui
de Fejer des séries de Fourier. En effet, la valeur asymptotique déjà employée
de D,,(.r) permet de trouver immédiatement l'expression de la valeur asympto-
tique du noyau cX^(.r, t) de la somme (C, i), qui s'écrit :

, i . /- , /— ces \!n{x — t ) 2 s ni <//ï {x — t) ^ f \ \
(9) X^, t) == - sm ^n(œ - t) -h 2 ̂ n ——v—————)- - — — v v / + 0( — ,

2 ^ — t { X — t ) - \\n/

d^où l'on déduit, par un passage à la limite analogue à celui qu'on effectue pour
la somme ordinaire S^ et par les mêmes changements de variables, que

/9 ^+x ï [ d /sin u\\ / // \
( ro ) H^^(.)=^/^hmJ^ «[^^J^-^^

Pour que cette limite soit /(^), il taut et il suffît que, pour la valeur de x
considérée et quel que soit £ positif :

lim j [/(^+ Q+/(^--^) — 2/(^)]JC;,(^,^)^==o.
ft>xj^

Telle est la condition de sommabilité (C, i) de la série de Weber-Hermite
de/(^)(2).

Contrairement à ce qui se passe dans les séries de Fourier, la sommation (C, i)
ne fait pas disparaître le phénomène de Gibbs.

Il est d'ailleurs facile de trouver un procédé de sommation qui n'est pas celui
de Fejer (mais qui a des propriétés équivalentes) et qui fait disparaître le
phénomène de Gibbs.

En effet, d'après (3)' le noyau de S,, est asymptotique à s m ' ^ ; donc, si l'on
n n

considère non plus la moyenne - ̂ -S/, mais la moyenne ^= ^-VS^,comme
i i

S^^———, on peut ici, pour avoir l'ordre de grandeur asymptotique de T,;,

appliquer la formule élémentaire
6 , , ô . nQ . . 0n c o s — — c o s ( 2 / z 4 - i ) - s i n—s in (^4 - i ) -

V ^ . , . 2 ' 1 2 ' / 2

S51" /l0 = —————-9———— = ————-Q———•
À:=I 2 sin — 2 sm -

2 2

(2) Cf. CAMPBELL, Sur la sommabilité et la dêrivabilité de la série de FF'eber d'une fonction ( C. B.
Àcad. Se., t. 230, 1951 , p. 910-912).
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Cette moyenne conduit donc directement à une intégrale dont le
noyau I, sïn^nu, toujours positif, ne donne plus le phénomène de Gibbs.

2. CALCUL DE LA MOYENNE (C, ^). — II est maintenant facile de comprendre que
l'on peut calculer de manière semblable toutes les moyennes de Cesaro de la
série.

c; i>Si l'on pose en effet :
S;,=So+ S i— ... 4- S/<-i,
s^=s;+s;+... +s;,_,,

ces moyennes ont pour numérateurs les S^ (les dénominateurs correspondants
étant des facteurs numériques). Il suffît donc d'itérer le calcul précédent. Nous
effectuons cette itération pour la sommation (C, 2).

j i

2s.
Pour calculer 07=-^—, il suffît de sommer les trois termes de Fex-

Se;
1

pression (8), d'où, si x — t = u :

S,=^(H^H»)H--;2G.(-^>
1 1

1L

le calcul revient à la sommation^(H^+ H^).
i

Posons pour la suite des opérations
H^H^, H,==H^

^(/7)^ J_ -̂H D^

" n\ ly/^) D^^n+i ^n

w^ ï_ D,^i D,
^ D^,\ D^

VH,1, s'exprime alors sous deux formes dans le calcul de S;(a?) :

D^H^^D^D,-^^(D^^^^
-2D;

S
n \

^H^ - ̂  D,D;^ +^ ̂  (JD^_^^)
1 ' 1 ' 2D',

On a ainsi à effectuer les deux espèces de sommes : VD^D^ e tVD^D^.
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VD,,D^ se calcule en dérivant deux fois ( i ) comme dans l'opération (7)
xDn=. D ,,+i-t- ^D/,_i,
^=D^+^D^-2D,,

ce qui donne
D.D^ ,D-D-.

v -- / n ! — " — "-1 ~" ,z ! ?

d'où, en n'écrivant pas les termes d'indice zéro (qui donneront, pour n grand,
une contribution nulle dans la moyenne cherchée) :

(^. _ tY ̂  D^ == 2G.- 2(^ - ̂ )H^- (^ - O2!-!;^.

Quant à la somme V——^? elle s'obtient évidemment par la juxtaposition
des deux formules dérivées de (2) :

x D^ + D,,== D^i 4- n D;,_i,

^D^+D, ,==D^4-^D^_i ,

qui donnent de la même manière, en posant x — t == u :

^3^ DJ^ ̂  ̂ ^_ ,,(H^+ FH) + 2^K,,

OU

K,= _i_ D^, D^i
^ ! D. D;,

il en résulte pour S^ la valeur

^=(5 - à + î 0"" (;" ̂ ("^"i)- ;,['K.-(Hi"-HÏ»

Le noyau de la sommation (€ ,2) est alors obtenu par les formules asympto-
tiques (9) et s^écrit

/2 8 [ / 2 \ . 2 "1 , /2 8 d2 fsmu\
^(^,t)-==i/ - —\ — —ï }S1ÏÏU— -COSU \z=i/~ —, ——— ———— •

n' ' \ T: U!>\\U1 ) U \ \ 7T U2 dU- \ U f

La forme du noyau obtenu montre que le phénomène de Gibbs n'a pas disparu.

Remarques. — a. La forme asymptotique obtenue pour JC0,, J<^, JC^ incite à
penser que les noyaux suivants s'expriment eux aussi très simplement à partir
des dérivées successives de -LD-^- Je ne l'ai pas démontré.smu

u

b. Il peut être avantageux d'exprimer S^ en fonction de S^ et de S^ :

^l- \+ â)^ (•- ̂ f-- ï.tA-w-";."^S...(,-^)s;,-^K,,-(H."-Hi,..)].
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Tous les H^ et les K^ qui figurent dans les sommes suivantes sont fonctions
linéaires respectivement des H^ et des K^ (;<^).

Les opérations auxquelles on est ramené pour effectuer les moyennes (C,p)
sont toujours des sommations ident iques ou analogues àcelles effectuées précé-
demment. On peut donc expliciter chacune de ces moyennes et en déduire les
noyaux JC^(^).

CHAPITRE II.

CALCUL DE LA SOMME DE FEJER

D^UN DÉVELOPPEMENT D^NE FONCTION EN SÉRIE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX.

Soit VA,,P^(.r) le développement, dans un intervalle (a, 6), de la
o

fonction /(^) en séries de polynômes P^(^), supposés orthogonaux et normes
dans l 'intervalle (a, 6). Trois Pn successifs normes sont liés par la relation de
récurrence
( i) P,=(A^+B,OP,_,-C.P,_2,

où
A .̂ /--i -^fi„> o, L/,== -.——

A/î—1

La somme partielle du développement Sn= VA,,P,, est obtenue sous forme
0

explicite et quels que soient les P,, par la formule, déjà signalée de Darboux-
Christoffel, qui s'écrit, dans le cas général (3) :

(.) w=—f''pn^ï>"^-¥lt^vn^fwcu.
A/Î_(_I J^ x — t

Cherchons alors s'il existe une manière, analogue à celle employée dans (i),
ii

de calculer les premières moyennes de Cesaro. La somme V.S/., numérateur de
i

la moyenne (C, i), s'écrit des deux façons suivantes :

p p -^-vp r^i±i ^-^i i I p p_1 p p i V p r ̂ +1 ^r-\ _
A' ———— J nr 724-1 ~ i / i i r \ T——— —A—— | "t" *

n+l AJ LA/'+l A/. J Ai
^P.P^+^P.^--^-J+^PiPo,

(3) 1 p p v p rP7+l pr~{} ï p p——fnfn+ï— 7 , ^ r \ T—— — -T— — x- ^i t o .A — — ' - n ^ n + l — ^ S - r } .—— — -J— — x - t l ^o
•^n+l ^Ms L •̂ r-H -ilr J -^l-l

[en posant, comme au chapitre I : Pn(<^) T== P/i? P/^(^) = P/J-

(;') Cf. SZEGÔ, p. 41.
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(Test ici, rappelons-le, que, dans le chapitre précédent, on avait fait intervenir
une deuxième relation de récurrence entre les D/^. Si une telle seconde relation
n^apas lieu, les deux sommations précédentes ne s'effectuent pas, c^est-à-dire
n'admettent pas d'expression plus simple que celle même sous laquelle elles
sont écrites.

Or, dans le cas d'une série de polynômes Pn(^) orthogonaux et normes
quelconques, une telle « seconde relation » n'existe pas. Dans le cas général, la
moyenne (C, i) n'a donc pas d'expression « simple » analogue à celle trouvée
pour les fonctions de Weber-Hermite; mais si l'on suppose, au contraire, que,
comme dans le cas des D^, les polynômes P,, sont liés à leurs dérivées par une
relation telle que

7l

^ d^
(4) P,^)==^(^ n) ̂ P,_^),

Â:=0

alors un calcul analogue à celui qu'on vient d'exposer dans (i) est possible,
comme on va le voir, du moins pour certaines formes de y/,(^, n), ces formes
ayant lieu pour presque tous les polynômes usuels, où il suffit d'ailleurs
toujours de prendre k=i. C'est ce qu'on supposera dans la suite, pour se
limiter aux polynômes orthogonaux habituel lement employés.

La relation (4) sera alors prise sous la forme

(^) P.(^) =fnW P.-l(^) -^(^) P.-I (^).

Nous rappelons sur le tableau ci-joint les expressions de/^(.r) et^(^) dans
les cas usuels (c/. p. 4io)-

n

Une telle relation permet de réduire les quantités Y qui figurent dans (3) à
0

ne porter que sur le seul indice r(les indices r+i et r— i n'y figurant pas). On
n^a ainsi à sommer que les produits tels que

n n

^P,.(x)P,.(t), ^P,.WP',.(t).
o o

Or, on obtient grâce à (i) et (4^) •'
/ P T P
1 ^r-M 1 r \ , T) 1 D r r—1
l A——^A——l^+l^+^+l ]^--A—'

, y . 1 •̂ r-i-l •^r+l ^r

^=——[(A,.^+B,^-/,^)P,+^P,].
^ Ar A,.4_i

n

En tenant compte de (4 /)» l 'une des sommes Yqui figurent dans (3) devient
ri ' • • , •

^P,.(<) [U,(a-) P,(.r)-V,,(.r) P',(a-)],
/•=:0



GENERALISATION DE LA FORMULE DE FEJER POUR LES SÉRIES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX USUELS. 399

où l'on a posé

(6)
V,.^=^-(.^

A/- \ A,.

V,.(..)=^£).

Ainsi le problème se ramène à effectuer les nouvelles sommes VU/.P/.P^
0

n

etVV^P/P', . qui sont immédiatement calculables par le procédé employé
0

dans (i), chaque fois que U,. et V, ne dépendent pas de i\
II est facile de vérifier que cette condit ion définit une classe de polynômes

orthogonaux à laquelle appart iennent ceux de Laguerre (et évidemment ceux
de Weber-Hermite).

La somme VP,P, déjà calculée est fournie par (2) et la somme ^P/P,

( o u ^,P/P,,; se calcule en associant à (i) écrite en x la formule dérivée écrite
en t :

(7)
(A,^ x + B/^ ) P, = P,+, + A—! P,-,,

A/-

( A,+, t + B,̂ , ) P', = P',.,, + A^— P',_, - A,^, P,,
J\.r

système d^où Ion tire par combinaison linéaire :

(8) (.T-t)PrP',=^i(^, t)-âr(^, t),

OÙ
P P'1 r / — i '- r-\

Ar=^ P.. P:.w
la somme VP,.?^. s'en déduit aussitôt.

0

On en déduit la première moyenne de Cesaro ^(^) grâce à la demi-somme
effectuée des expressions (3) :

(9) a^): n + i^-^-.f.'^(^t)
x— t

f(t)dt,

U/. et V,., U/. et V,. ne dépendant pas de r, on peut supprimer l ' indice; en ce cas
l'expression de 1̂  s'écrit

. . ^, r u-u v+v i^,
( Io) ^^[^-^^-^-^-^

+ V 1 ^, V[A^ - Ap] + V[A^ - Ap]
- t ) 2 } ^ 1 x- t • ^? ,x — t (x—tY

S^ désigne lui-même ——(P,^iP,,—P/î+iP/,)? c'est-à-dire l'expression même
A//4-J
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qu'on rencontre dans la formule donnant la somme ordinaire (Darboux-
Christoffel), puisque

n .

( 1 1 ) S,,(^)==ff;;(a.-)==YA,P,(^)= ( ̂ -^f^df.
^ a ^

APPLICATIONS : CAS DU DÉVELOPPEMENT D^UNE FONCTION EN SÉRIES DE POLYNOMES DE

HERMITE ET DE LAGUERRE. — A. Polynômes de Hermite. — Dans le chapitre I, on a
traité le cas du développement d'une fonction en série de fonctions de Weber;
ces fonctions sont liées très simplement aux polynômes de Hermite par la
relation

.r2

( 1 2 ) D/, {x) == e~ T v/^i ̂ n (^),

SC,, étant le polynôme norme de Hermite satisfaisant, par conséquent, aux
deux relations ( i ) et (4') précédentes où

I TC T
A,,=-—-î B,,=0, /„==——, gn=-,=.'

\n \Jiz ^n

On a alors U=^, V=t, V = V = i , et le noyau % de la moyenne (C, i)
s'écrit
(I3) ^=[I-^-7yi]^-î^—7)^+A--<A»+A')]•

Si l'on se reporte à la formule (8), on y constate que le coefficient de G,,
n'est plus ici exactement le même, ce qui a pour effet de modifier le coeffi-
c ien t^ sin ^(a?—t) du premier terme de (10) (chap. I); mais ce terme ne
donne aucune contribution, quand n-> oc, dans la formule asymptotique (n),
qui ainsi est encore valable telle quelle, e t fourni t le noyau de sommation d'une
fonction g(^x) [fonction qui n'est pas soumise aux mêmes conditions qu'au

xî

chapitre I, à cause de la présence du facteur e 4 de (12)]. Ainsi sous des con-
ditions plus larges que celles données par Uspensky et Kowallik ( 4 ) et sur
lesquelles nous n'insisterons pas ici, on a encore en remplaçantypar g ' , l'éga-
lité asymptotique (i i) (chap. 1).

B. Polynômes de Laguerre. — Le polynôme de Laguerre norme £^(x) satis-
fait à ( i ) et (4') où

A/< == —— î B,( == ( 2 n + a — i ) An ;
y n ( n 4- a)

fn-=- (—^-4 -714- a)A^ Sn~==-— A,,^;

d'où
Lî ==. — 3^-+-i , Y == — x.

( /-) Cf. SZEGÔ, p. 200 (th. 9 . i . i6) .
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La somme ordinaire partielle (Tordre n s'écrit [cf. formule (2)]

(i4) S,(^)==f e-^K^^)/^)^
^0

K^ étant le noyau de Christoffel. En désignant par L^ le polynôme de Laguerre
habituel non norme et lié à £^ par

^T(n + a H- i ) ̂ == \J~n~\ L^ ( a > — i ) .

On a la formule asymptotique connue
a __ 1 ^ _ a _ 1 r' __ / T ' T r Ia i .r a i , / -,I — — - — — — — - | /—— / 1 \ 7T

— r^ 4 é1 x ï 4 cos 2 \jnx — a + - —
V/7T L v \ 2 / 2 -

(i5) L^)^—^"'"4^^"1"^ 2^^— (a+ - )- (°)
V/7T L \ 2 / ^

qui, en utilisant commodément la relation L^== L^+i— L^i permet d'écrire le
noyau sous la forme

K^, t) = R(^-0 [^ sinX cosT - v/^sinT cosX 4- 0 ( i )].
x— t

OU
a i/— / oc JL \l a i l X == 2 V^Z- — - + 7 7T,

R^^-1^-^)--^-1 ^ ^
T=.^-(^^)..

Le crochet se calcule facilement en transformant les produits trigonométriques
en sommes, on obtient alors

_ / \ —
sin 2 \ln (\jx -h \/t) — ( a 4- - ) TT . /— / /- /-\ I

K^Q=R(^<) ,- v——^-""^^r^+Od) .
V^ -t- V^ \lx—\/t J

Le premier terme dans'ie calcul de l'intégrale (i4) donnera une contribution
tendant vers zéro avec ï- d'après le lemme de Riemann-Lebesgue. L'autre four-
nira à lui seul le noyau de la sommation. Si l'on y pose 2 \Jn^x — ^ / t ) = u, et
qu'on fasse rentrer les quantités de la forme e'1^ dans la fonction/(?) à déve-
lopper [qu'on écrira, ainsi modifiée, g(t)~\, on obtient alors le même noyau
que pour les fonctions deWeberdu chapitre I, à savoir î- sin^.

D'où l'égalité asymptotique

/ c\ c / x T 2 r°° ~ï / \ sni 2 \ln{\]x —\i~t) ,(16) S4^)==hm - / t -g{t)———v v v v / dt ,
n^^^J^ \jœ — \/t

( 5 ) Cf. SZEGÔ, p. 23i (th. 8.8.3).
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mais comme, alors
^/F==^——^—î où t = . c - ^ o ( l Y ,

2 \/n \ \/n /

2 r x ( /x ul\ . du^ "̂u, ̂ -"v^^r"^-
On retrouve le théorème cTéquiconvergence pour les séries de Laguerre (°).
Pour le calcul du noyau de la sommation (C, i) on pratique de manière très

analogue. Pour calculer A,.de (87), on utilise encore la relation
T a _ j a _ T a — 1
^n—-LJ^+l -LJM•+-l •

et l'équation dérivée de celle-ci. On utilise par ailleurs la formule asymptotique :
/T ^ x a i a 1

- ^-^^"^^sinX
d(^) ^

qui permet d'écrire A,, sous la forme
a 3 je -)-1 _

A^=- l(^)-^-4<o~T-v /^[v /7smXsinT + ̂ cosXcosT].

Le deuxième terme de( io) où interviennent les A/, se compose alors de deux
parties qui sont (en omettant désormais la partie symétrique en x et t qui
figure devant le crochet) :

io I^ (^+^) 2coJ(X-T)^ p^^ ^^ ^ ^^ intégral de (9) cette

quantité, divisée une fois de plus par (^ — t) peut s'écrire

i /— cos 2 \/n ( \,/x — \rt)
^ ^ (^%y ;

2° ^ \/^ W^'— v^)^'^(- +—^ ̂  donnera dans l'intégrale de (9) une con-

tribution nulle à la limite (Riemann-Lebesgue).

Le seul terme effectif qui reste est donc le terme (17); quant au premier
terme de S/^c/. expression (10)] et qui comprend trois parties, les deux pre-
mières sont constantes puisque U ==— ïx et fournissent dans (9) une contri-
bution nulle à la limite^ pour la même raison que dans le chapitre 1 [calcul du
noyau (10) des séries de Weber]. Le terme _ ., 2/° s'écrit ici _ 2°,.
Or, l'expression asymptotique de 2,°, a été calculée ci-dessus et vaut

s in 2 \/n ( \j x — \ / t )
( x - t )

\lx— \/t

( 6 ) Cf. SZEGÔ, p. •>4o.


