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LA QUASI-ANALYTICITÉ GÉNÉRALISÉE
SUR UN INTERVALLE BORNÉ

PAR M. PAUL MALLIAVIN.

Une fonction indéfiniment dérivable, appartenant sur le segment (o, R) à
une classe quasi analytique et dont toutes les dérivées sont nulles en o est
identiquement nulle. Ce théorème classique de Denjoy-Carleman a été géné-
ralisé par M. S. Mandelbrojt [4] dans le cas où R=+oo; la même conclusion
vaut alors en supposant seulement qu'il existe une suite « suffisamment dense »
de dérivées nulles en o.

Dans le cas où R<^+oo? il n^est plus possible d'obtenir la conclusion du
théorème de Denjoy-Carleman lorsque l'on affaiblit les conditions aux l imites.
Notre but sera de montrer que des hypothèses de quasi-analyticité généralisée
entraînent dans ce cas seulement Fanalyticité au voisinage de o. Notre résultat
pourra être considéré comme une extension aux classes quasi analytiques du
théorème d'Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de
Taylor lacunaires ainsi que d'un résultat de Carleman ([2], p. ^S).

Nous établirons en premier lieu une inégalité majorant les coefficients de
certains développements en série de Taylor asymptotique.

Cette inégalité sera obtenue par la méthode des séries adhérentes intro-
duite par M. S. Mandelbrojt pour démontrer son inégalité fondamentale [4],
méthode qui consistera dans le cas qui nous occupe à construire certains
opérateurs différentiels commutables avec le groupe des homothéties.

Cette inégalité donnera le résultat de quasi-analyticité sur le segment (o, i)
cherché.

On établira pour terminer un résultat réciproque permettant de discuter la
condition obtenue (1).

(1) Les résultats de ce travail ont été annoncés dans une Note aux Comptes rendus de l'Académie
des Sciences^ t. 240, 1965, p. 41-
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1. UNE INÉGALITÉ POUR CERTAINS DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. — Rappelons âU
préalable les définitions et notations suivantes.

Etant donné une suite de nombres M,(M,>o), nous lu i associerons ses
fonctions de traces définies par

logT(r) == borner logr — log-M,/) (r > o),

^gSa ( r ) ==: borner logr — logM,,) (r > o),

a désignant une constante positive.
1

On a, pour / - assez grand, si l im^ ==+oo,. ,. M"si l im //

n

T(/-)=S«(r).

Etant donné une suite A d'entiers positifs, nous lui associerons su fonction
de répartition N(ï) égale au nombre d'éléments de la suite A inférieurs à t.
Nous appellerons fonction de répartition approximative une fonction Na(Q
telle que

r I N ( < ) - N , ( < ) [d̂t
^\t)\^

i/o • i "

Étant donné une fonction de répartition approximative NJQ, nous considé-
rerons sa r^^m^ c^cw^ N:(r), c^st-à-dire la plus petite fonction concave
vérifiant N:(^)^Na(Q.

Si Fon pose

q(e) == bome(Na(^) — s / ) (s > o),
<>o

on aura également
q(£)=borne(^(t)-£t)

?>o

et, quel que soit t^> o, on pourra trouver ^ tel que

( 2 ) y ( £ , ) = = N Î ( ^ ) - £ ^ .

Ceci étant, on peut montrer la formule de réciprocité suivante (Mandel-
brojt[4], p. 6)

(3) N î ( ^ ) = bornées)-g^'l.
£>0

En effet, en tenant compte de (2), on a

bornées) -i- et) == borne (N î (^ ) - ̂ t1' ^- E,f),
£>0 f>Q
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borne qui est atteinte pour t=t^ ce qui établit (3). On dira que la densité
D^(A) de la suite A par rapport à { M,,}, est inférieure à p, s'il existe une fonc-
tion de réparti t ion approximative N o ( ^ ) de A telle que

ï— N ^ ( r )limTT,—r——— <p./,=, logT(r) l

II résulte de cette déf ini t ion que la densité de la suite A reste inchangée
lorsque l'on ajoute à A une suite A' telle que

En particulier, si la suite A vérifie l'inégalité précédente, D^(A)=o quelle
que soit la suite { M^}(M,,<^+oo).

2. Énonçons maintenant l'inégalité à la démonstration de laquelle la plus
grande partie de ce travail sera consacrée.

THÉORÈME I. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (o, R), vérifiant V inégalité [f^Çt) [ <^ M,,,

(4) /^(o)=:o si n^A,

A désignant une suite d^ entier s positifs, N(^) sa fonction de répartition.
Supposons que Von ait

(5) f+\gT(7-)^=+^ }[m^)=o^ ,

(6) <</=DM,(A) <+oo.

Alors on a

(7) logi^^ <-plog^R+/^(R)+^(7?) ( o < ^ < — — 4 — — ^ .°\~~p~\ ̂ -^^—-r-.^-/^.^/ ^^-^ 4+R^9^

où À^(R) est une fonction de R déterminée dès que Von connaît M^, A, et x,

où o^Çp) est une fonction de p vérifiant lim ox p = o, déterminée indépendamment
p=+v p

de R dès que Von connaît M ,̂ A, x.

Démonstration. — Nous allons, en utilisant la transformation de Mellin-
Polya appliquée à certaines fonctions holomorphes dans le demi-plan,
construire des opérateurs intégrodifférentiels de projection.

Effectuons d'abord la construction des fonctions holomorphes dans le demi-
plan qui seront ensuite transformées par la transformation Mellin-Polya.
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3. LEMME. — Soit A une suite d^ entiers positif s telle que

y N ( ^ )lim ——— ==o.

Alors y pour toute fonction de répartition approximative Na(^) de la suite A, il
existe une fonction B^(^), holomorphe dans le demi-plan x ^> o, telle que

(8) B^7î):=0 (72.6A),

«,) l,»!̂ ^^
ei2^̂

ÛA désignant le complémentaire de la réunion des cercles de centre n ÇnçA)

et de rayon ^ ;

(10) ]og[Ba(0 /) :=7TNa(ij|) presque partout (oo<j<+oo) ,

(n) lim^^^^o (»eA).
/^^

Démonstration, — Soit Fa(^), ^==.r+(y) la fonction, holomorphe dans le
demi-plan, définie par la relation

^'^^-^"(^T^--^)"1''''^^'"1^^^

on a alors, presque partout sur l'axe imaginaire,

l imlog |F , (a -+(y) |=7rN, ( |y | ) .
.r = 0

D'autre part, lorsque x tend vers l ' infini , on a

log | Fa(^) ; =- .̂  f^^^^ + I, + L+ l3+ L

où en tenant compte de (i) et de lim —-1 = o,

^^^)^,
t•-£wd•-{X.C^•)-^
—r™^-^
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de même, 14== o(.r), d'où
N ( < )

)|==- 2.2- f
«^o

( 1 2 ) W|Fa(^ i+r- ^ -4- 0 ( X ) .

Posons maintenant

97

t-À — z ^
G^)=f[^e\

\çA

suivant [4] (p. 127), nous allons montrer moyennant lim—^ ==o, que

(i3) l o g | G ( ^ ) | = = 2 ^ f N-^^4-o(^) (^€^A).
•^n

On a en effet
log[G(^) |==Si+S ,4-S3 , où \z\=r

-, ^ix r ' N ( ^ ) , r N ( ^ ) , ^ ^ ( ^ ^ / ^"•N(<)
<

"^(^
S^== ^ ^- =2^ / —x- dt-^-ïx \ ——dt= ^x f ——dt-[- o(^),

IX

^-^-r-
A<2/-

,-——— /l Jn 6' J,. î" Jn ^

S2=^log
A>27-

^-^ - ^/Y^^\ ^/ f ^ N t+ ^ O ^ N ( ^ )^-^l^ =o^u -^——— =0(^),

/ S:3=^log
A<2r

}l-^
<0.

Pour démontrer Inégalité (i3), il suffit d'établir sur ÛA une minoration de 83 de
la forme S^^>o(x). Nous distinguerons deux cas : si d'abord r^>io*z1, Finé-

^ _ - ^ | 2 8^— entraîne/'lité

>^ .T^.M^^ ^\ ./N(2r).S3> ̂  log^ - 8 ̂  > N ( 2 r ) log( i - -^ ) >- 0( ̂ -Js^}=o^).
A<2r

Si enfin r <^ ipa?, on a
1 N(2/-)

N ( 2 r )
^ + ^ | < 4 ̂  ^ log | ^ - 7 | > 2 ̂  log/? == N ( 2 r) log -^p-,

A<2 /?==!

N ( 2 r )S.= ̂  log [ •k - z | - ̂  log | À + z\ > N ( 2 r ) log -^ - N ( 2 r ) log4r,
A<2/-

N ( 2 Â - ) , N ( 2 r ) , ,S,>-io^-^log-^=o(^),

A<2r

ce qui établit Fégalité (i3).
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 1. l3
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Nous poserons

B^)=F^)GA(^-^ où Ô^J" ̂ ^^.

En tenant compte de (12) et (i3), on a rrçÛA ;

log |B , (^ ) |=o(^)+2^f f"——)N(^--2^f N ( < ) ( 1 - — — — ) ^
^0 \ ' ' / ^0 \ • /

/l+cc N f^ )
=^0(^)-2^J ^^^^o(^).

(9) est ainsi satisfait; (8) et (10) se vérifient immédiatement.
Enfin, s i jo^A, nous considérerons la suite Ap obtenue en retirant de la

suite A l'élément p. Alors, (i3) sera valable uniformément pour les fonc-
tions GA (^) associées aux suites Ap et ainsi

log 1 GA^P) 1 == ^P F N-^ dt 4- 0(7?),
^o

et, comme
g—Ôy04-2

Ba(/?)=F^)GA,(p)——.J/^

(n) se trouve ainsi établie c. Q. F. D.
Le lemme suivant va permettre de construire, à partir de la fonction Ba(^),

les opérateurs de projection désirés.

4. LEMME. — Soit A, une suite d^ entiers vérifiant lim —-1 = o, Na(^) une fonc-c
tion de répartition approximative de la suite A, alors il existe une suite d^opé-
rateur's linéaires { ?a,p }pç.\ définis sur l } espace vectoriel des polynômes à coefficients
complexes vérifiant

(14) (3^=0 (/ î€À, n^-p),

(15) ^tP=^——^{p^-i^

(16) , degré (pa^P)^degréP(^).

Si fonpose \\ P(^) \\^= max | P(<?) | pour tout x <^ i, on peut trouver une fonc-
O^t^R

tion A^(/i) ^/fe çî/<?

(17) ^ I I Pa^P |!..K< log I I P ||R+ ^(n) \n = degré de P (<) ],

^x(^) étant indépendant de p et vérifiant

(.8.) lim———/'";___ ^,.

" "".(V,̂ )
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n

Démonstration. - Si P(,)=^^ ̂  posera^A :V , on posera pç A :
0

99

^ f3«,,P=Vq, ^+1) ,,^--z—_«.
(/•-/?) (7-+2)" '-̂  ('/•——7lV7--)-0'l

où B»(^) est la fonction associée par le lemme du paragraphe 3, à la
suite A '^A+i , c'est-à-dire à la transformée de la suite A par la h-ans
lation{z z + i). Les propriétés (i4), (i5) et (16) résultent immédiatement de
cette définition.

Pour établir l'inégalité (17) nous allons représenter ̂  , à l'aide d'intégrales
complexes. Posons '

/.+»<"° r> / -,
b(u)==! (.-^î;^^-^; 1 9 1 ^ ^ ,|arg.|<^ ^^,,

alors, en vertu de (9) et (10), b{u) est une fonction holomorphe dans le demi-
plan ̂ > o privé du segment o^^i. Étudions le comportement de è(u) au
voisinage de ce segment, on a, si o < 9 ̂  ",

(») ..,10(^)1=1.^" ̂ ^_ ,̂-,,̂ ,.̂  ̂ .^,^

où, en tenant compte de (10),

^a(9) = borne(log | Ba((y) | — v ^ y ) =: borne (îrNa(j) — 9^).

D'autre part, on aura pour ty > i, d'après (9) et (i i)

"^"^ r^^^-p-^1^^ <c-
C^ étant indépendante de p.

Considérons le triangle T^ entourant le segment (o, i), défini par

^^u=re^^^r^^^t==t,(\s\^t^)^ (u=s+ù).

La formule d'inversion de l'intégrale de Mellin-Polya donne

B«(^) i r
^~^~p~=T)=^j, 6(")^-l^;

?' o

on peut alors écrire (19) sous la forme

(2I) ^,pP(t)=—— C P(tu)b(u)du.
2 t7T t/T
2^.^
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Si to vérifie xto = y <^ i, on aura,

( 2 l 7 ) l |Pa ,^P [|.ïR<4 max |P (^ ) | max \b(u) \ ( o <cp < ^).
"eTo,.^ "€T(?,^ \ 4/

Le maximum de P(^) dans le triangle T^^ va être évalué en appliquant un
théorème de M. Serge Bernstein ([l], p. 112). Si l'on désigne par 1̂  l'ellipse

|^-R|4-M^R(ô+-) (ô>i),
2 \ ° /

on a
max|P(^) | <371 | [ P ] [ R [n= degré de P ( M ) ] ;
iiçT§

le triangle T^vR sera contenu dans l'ellipse 1̂  si

^ ( ô - h i)^:-^— + ̂ (T'̂ '̂TT1^^
2 \ Ô/ COSCp ' * 1 0 .

OU
\_

^=i+^(cp) , avec ^ (c? )=c? (^^——y( i+0(^ ) ) ,

(21') s'écrira alors, en tenant compte de (20),

log[ |Pa , / .P |^R<^^(?)+^a(?)4-0^( l )+ log | ]P | |R ( l > y > ^ ) ;

cette relation est vérifiée quel que soit ç ^> o. En appliquant (3), y étant fixé,
on aura

/ /""T"^
log II Po^P H.R^ ̂ NÎ^îi/.^-J + log II P [|R+ 0^(i) (i > Y > ̂ ),

ce qui établit (17) et (18).
Nous allons effectuer un prolongement « par continuité » de l'opérateur Ra,/^

à certaines classes quasi analytiques. Nous aurons besoin du lemme d'approxi-
mation suivant :

5. LEMME. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (o, R)(R<^+oo), satisfaisant à \f(n)(t')\<^Wn, il existe une suite de
polynômes Q^(^), de degré n, telle que

(22) f(t)==^Qn(t),

o

(.3) 11^)11"<-7^- (a=?)'
^R-J

Sa(r) ayant été défini au paragraphe 1.
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Démonstration. — Rappelons brièvement la démonstration donnée
dans [3] (p. 44).

(T> \

/(/?) ^(i +cos6n est une fonction périodique de période 271. Écrivons son
développement de Fourier

/R \
f^ _ ( i + c o s 0 ) ==VA^cos^6.

\ A j <—
0

En dérivant par rapport à 6, on obtient les relations

A/^+i À^-1"1 H
(24) A^ ==-^-————^-1-- ./' in 2

Les formules de Fourier, donnent après une intégration par parties,

I^^^R ^^
i l , 2i

d'où, d'après (24),
i A ^ i < 2 M ^ ( ^ y («^,2).

En appliquant une nouvelle fois (a4), on obtient

A.-i[_ A^_A^,R / R Y
" 1 — — 2W 2 < '/'+2\^.) ("=ï-î)

et, finalement,
iA,°i<2M^^y (,i^p)

OU

"••̂ s-Th ("=')•^^-R;

En prenant Q^)= A,, cos^ arc cos(2^—^ on satisfait à (22) et à (23).
C. Q. F. D.

6. Énonçons maintenant le lemme d'extension :

LEMME. — Pour p ^> DM, (A), on peut définir une suite ^applications linéaires
Pp,p(jDçA) de V espace vectoriel F des fonctions indéfiniment différentiables
définies sur (o, R)(R<^+oo) vérifiant

\f^(t)\<M^

dans Vespace vectoriel $ des fonctions définies et continues sur tout inter-
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valle [0' ^^4-4} (^^ ^ approchables uniformément sur ces intervalles par
un polynôme de degré n à moins de E/,(/i) où

W ^-iogE,(^)
—— logT(«) >0 '

(26) pp,/, vérifie (i4) et (i5),

(^ [|(3,,/,/i|,,<.V-4^, ..<____,£s,(^) ^p2^'
(28) si /"")(0)=" (W<rt), «/0/-.Î (3^/(<)=0(<").

Démonstration. - Sur l'espace vectoriel s des polynômes à coefficients
complexes, nous définirons une norme, en posant

N N

III P |||,H= inf^ II l\ II, e^"\ où PM =^ ?„(<) [n == degré de ?„(,) ],
" «

l ' inf imum étant pris sur l'ensemble de toutes les décompositions de P(t) de
cette forme, A.,(/i) ayant été introduit dans le lemme du paragraphe 4.

D'après (17), on a

(29) \\^'PiU^\\^,M^\\\P\\u,

les opérateurs Rp,/, définissent ainsi des applications linéaires, continues, de
norme au plus égale à i, de l'espace vectoriel s muni de la norme ||[ |[L dans
l'espace de Banach e{o, a;B) des fonctions définies et continues sur (o, a-R).

Soit E le complété de s par rapport à la norme ||[ |||,,,. p^ l'extension
de pp,p as.

Soit^Q^Qla série de polynômes convergeant vers/(ï) construite en (22).
On aura

(30) I||Q^)|||.H<.^-ç, / in \
^("Rj

qui, en tenant compte de (18) et de Inmr ̂ ^ < p, pour n assez grand (Y) > o)

et en supposant satisfaite l'égalité T(/-)== Sa(/-), donne

(31) log[!lQ,^)(|j^<N*("l/.^- +nn}-iogr^(2n\
\ y I x } \ R y

Remarquons que si l'égalité T(r) == S,(r) n'est pas satisfaite alors

ïogM^O(n), ïogS(r)=0(r) et log||| ̂ (t) \^ <- an.
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La série ||| Q,^) [||̂  sera donc absolument convergente dès que ̂ R i —J— <" i
2 ^/ 1 — ,3?

ou x<^ ^ -^-R2?2 ' a*o^s? ^a serle 0^(0 sera absolument convergente dans £, ce
qui permettra d'identifier/à un élément de £. On aura en vertu de (29) et (3o),

WL-K<2 ilQ^III^<^ e . ^
0 SK(-R-) |

ce qui établit (27), d'autre part
N
:̂̂  ^-t -̂-» p^xW / p^xW

^/-/-lPF,/-Q"II..K<illlQ"lll.x.K=^—————^^=0/——————.
2«\ / 2 N
RT; V^ T-N + l N + l S R ( -,— ) \ SR

ce qui établit (a5), (26) résulte de la définition de p^/, par prolongement
de(3p,p.

Il reste à établir (28). Posons
g-( t)=:t-"f(t)

alors on a

,̂ )^(-,),( ĵ̂ .) „-.,,„.,„,
/•==u

Substi tuons à/^"'^^) son développement de Taylor arrêté à l'ordre r+^,

.-(.)= ,̂ Ï /w<o"-i(-)'(;)^J;iT^^<"fefi(;)^„, ^ ; ^-,• ^-. • i ^^lr(r+«+.) l '""t(nY^\^)r+n
S^=.n—q f=:0 1

ou
P(^)I^I.

Les identités

v/ \ / ^ r(r+/i) r ^~5-l / ^ 1^.(—i)^ Fp-—————— == - ,——— - .^( ï—u) ' / } =0 si o^.n—s—i<q
^ ; \qj T ( r ^ - s - } - ï ) L^^"1 J^i —

donnent

(32) I^OKr^-o^^

Calculons Pp,/>/(Q= Pp,p^(Q en appliquant (21), on a
77Î =^ oc 4- ao

(33) ^^tn^(t)=^ C ^H,,(^)&(^)^==^ r H,,(^)^(^)^=^p^
m=0 ^^o ^^o To^

où H^(^) désigne la série de polynômes construite par le lemme du para-
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graphe 5 et convergeant vers g-{t), où b\u) = u'^u) et où ?* désigne l'opérateur
défini sur s à partir de b\ù) par (21). Justifions les égalités (33). Il résulte de
^i"é^ité 1^)1 < ̂ rJ^")l("eV) que 1 1 p-H.l|,,< ̂  |||H,||̂  il

résulte de (32) et de (^3) que ̂  II P*H,||,.< + oo si ̂ < ̂ ;̂ (̂  est

ainsi une fonction définie et continue sur l'intervalle (o ———"——U-m vaut
\ 'M4+R2p2V'v•" '-^v a u t

dans cet intervalle ce qui entraîne (28). c. Q F D
Avant de démontrer l'inégalité du théorème 1 nous allons énoncer un lemme

d unicité qui s'obtient par un simple changement de variable de théorème de
quasi-analyticité de Denjoy-Carleman.

7. LEMME. ^— Soit g{t) une fonction définie sur le segment (o, R) par la

série g(t) ==^ Qn(t), Qn(t) étant un polynôme de degré n, \\ Q,.(<) [|^ <^ ̂ iogi(«)^ ̂  ^

où T(n) est défini au début du paragraphe l. Supposons que (5) soit valable et que
g{t) = 0(r») quel que soit m > o, alors g-(t) E= o.

Démonstration.— Considérons la fonction périodique ç(9)=^^R( i—cos0)1
et sa série de FourierVû^cosjoO.

En appliquant l'inégalité de Parseval, on obtient
" •'11 N

^\a^<j 9 (o)-^Q„^ R (^-cos9)1l 2 r fO<27^ V e^sW ^o(e6••"îIW).
y>N

En particulier, |^|<B.——^; y(9) est une fonction indéfiniment
dénvable sur le segment (o, R), et l'on a

^(ô) <Bmax N^e5'10^^-9-)
N

ce qui entraîne avec (5) que y(9) appartient à une classe quasi analytique. De
plus l'hypothèse g-(t) = 0 (r») entraîne y(ô) = 0(0'") (m > o).

y(6) a toutes ses dérivées nulles en o donc 9(6) == o. c. Q. F. D.

8. DÉMONSTRATION DE L'INÉGALITÉ (7). - Soit/(f), une fonction indéfiniment
differentiable sur le segment (o, R), satisfaisant aux hypothèses du théorème,
P >DM,(A), pp,/, les opérateurs définis par le lemme du paragraphe 6. Posons

W f,(t)=f(t)-^^l (^çA),

^(f)=f,(t)-^t.-^l.^'(o)
1 q\

7<N
V^P
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Soit y(Q=Pp,^/^). Alors ( i4) et (4), entra înent y(^) = Pp^^(^). En
appliquant (28), on obtient 9(?)=0(^), quel que soit N>o . Enfin (25)
permet d'appliquer le lemme du paragraphe 7 et de conclure y(^)=E;o sur un
voisinage de l'origine qui va être précisé.

En tenant compte de (34) et de (i5) on obtient

PF^(^)=^/-^^Bp(^+i)=o.

En appliquant à l'égalité précédente (27), on obtient

L/^XO)! 2 ( ^ + 1 ) ^ e^W 4
p\ ^ B ' ^ p - } - i ) ^ R ) p 2 u / 2 n \ ' ^<4-TRiP'p

o S^-^-J

ce qui, en appl iquant (n) et en remarquant que p a été assujetti à la seule
condition p > D^(A), entraîne (7) . c. Q. F. D.

9. LA QUASI-ANALYTICITÉ SUR UN INTERVALLE BORNÉ. — L'application de l 'inégalité
démontrée dans le paragraphe précédent donnera immédiatement le résultat de
quasi-analyticité généralisée, objet de ce travail. Nous démontrerons ensuite en
quelque sorte une réciproque qui nous permettra de discuter les hypothèses
sous lesquelles aura été obtenu le résultat direct.

THÉORÈME. — Soit f(t) une fonction indéfiniment dijfférentiable définie sur le
segment (o, R), vérifiant \f(n)(t') | < M,,, où la suite {Mn} vérifie la condition de

quasi-analyticité de Denjoy-Carleman, soit A une suite d'entiers positifs telle que
fwÇo) = o sim^A. Soit à9 •=. D^(A) la densité de la suite A par rapport à {Mj
définie au paragraphe 1.

Alors f(t) est une fonction analytique dans le cercle de centre o et de
4Rrayon . — — 'J 4 + R2 d 2

Démonstration. — D'après l'inégalité (7), on a

— /^(o)|î i 4^-p-^^ où "<î-Ay
ce qui démontre le théorème.

10. COROLLAIRE. — SoitfÇt) une fonction indéfiniment différentiable définie sur
le segment (o, R) et appartenant à une classe quasi analytique. Supposons que
fw (o) = o, sauf pour une suite A { np} telle que^-^- < + oo. Alors f(f) est une

fonction analytique holomorphe dans le cercle de centre o et de rayon R.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — FASC. 1. i4
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Démonstration. — On peut prendre pour fonction approximative de réparti-
tion de la suite A la fonction ident iquement nulle, alors D^ (A) =d= o, l'appli-
cation du théorème précédent permet de conclure.

Remarques. — La conclusion de ce théorème diffère de celle du théorème
d^Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de Taylor lacu-
naires en ce que l'on ne peut affirmer l'holomorphie de f(t) que dans un cercle
de rayon en général plus petit que l ' intervalle oùf(t) est définie. Nous cons-
truirons au paragraphe suivant des exemples montrant que le rayon d'holomor-
phie peut être inférieur à l'intervalle de définition.

Le corollaire est directement inspiré de [4] (p. i53).
On pourrait montrer plus généralement, comme dans [4], que les propriétés

de quasi-analyticité généralisée sur le segment (o, R) ne se modifient pas lorsque
l'on ajoute à la suite A une suite A7 telle que ^ -I <^4-oo.

/?eA'
On peut enfin remarquer que si l'on avait désiré obtenir seulement le

corollaire il aurait suffi de démontrer l'inégalité (7) sous l'hypothèseY^ <^ + oo,
/^eA

hypothèse qui permet de construire beaucoup plus facilement les opérateurs Pp^p
par de simples produits de composition avec des fonctions bornées, définies
sur le segment (o,.i).

Nous allons démontrer un résultat inverse de celui du théorème précédent.

11. THÉORÈME. — Soit A une suite d'entiers positifs, Na(^) une fonction de
répartition approximative de la suite A, M^ une suite de nombres positifs
vérifiant (5). Supposons

\
M71

(35) lim—^-:=-4-oov ' n

(36) <=lmi7T^— (o«^+^),

alors il existe une fonction indéfiniment dérivable f(t) définie sur la droite
(o, 4-00), vérifiant

(37) \fW(t)\<Mn, /^)(o)==o si m^A

et holomorphe exactement dans le cercle de centre o et de rayon , •

Démonstration. — Supposons d'abord r f = i et posons

(38) ^'^.Cc^Bcy)-»'
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où B(^) désigne la fonction associée par le lemme du paragraphes, à la suite A
et à la fonction de répartition approximative Na(^). La formule de Cauchy
donne

.-' ^ „ / ^
^-Ï(TT7WWTT,=°( (i+^B^Q-^^N^

. v<N

ce qui montre, en appliquant (9) et (n), que g{t) est holomorphe dans le
cercle de centre o et de rayon i et exactement dans ce cercle. Dérivons
l'égalité (38) par rapport à r, on obtient, en tenant compte de (10),

\^(t) \ < sup (j -{-pyi-P e-^'-^.
r>o

En tenant compte de (36), on a

log|^)(^) 1 < - p \o^t 4- sup (p log(j +/.) - <logT(j)) 4- 0(7?).

En tenant compte de (35) on a

sup(^log( j+7?)—<logT(j))=logM/,4-o( /?) .
y

D'où
log ^)(^) |<-^lo^+logM^+o(/?) . .

D'autre part, lorsque t est situé sur l'intervalle (o, i), on peut majorer g^Çt)
par la formule de Cauchy. Finalement, on obtiendra

l og^) (<0[< inf (-T? logo+logM^+0(7?), log^ ! -/? log-1——0 + A^
0<ô<l \ 2 )

en tenant compte de (35), on a, en fixant o <^ i,

log \^(t) \ < ]osMp-p\o^§ + Og( i ).

En faisant tendre maintenant S vers i, on obtient

log|^)(^)[<logM^+o(7?) (o^^<+oo) .

Posons maintenant, Y]^ étant une suite donnée tendant vers i, T],,<^ i, £„ étant
une suite de nombres positifs qui sera fixée ultérieurement,

oe

f(t)=^^g{^t)
0

la dernière inégalité entraîne qu'il existe une constante B^ telle que
\^(rînt)\<BnMp (o^«+oo).

En choisissant la suite £„ de telle sorte queV^B^< i, fÇt) vérifiera (87) et


