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LA QUASI-ANALYTICITE GENERALISEE
SUR UN INTERVALLE BORNE

Psar M. Pav. MALLIAVIN.

Une fonction indéfiniment dérivable, appartenant sur le segment (o, R) &
une classe quasi analytique et dont zoutes les dérivées sont nulles en o est
identiquement nulle. Ce théoréme classique de Denjoy-Carleman a été géné-
ralisé par M. S. Mandelbrojt [4] dans le cas ot R=+-o0; la méme conclusion
vaut alors en supposant.seulement qu’il existe une suite « suffisamment dense »
de dérivées nulles en o.

Dans le cas ou R<—+ 0, il n’est plus possible d’obtenir la conclusion du
théoréme de Denjoy-Carleman lorsque I'on affaiblit les conditions aux limites.
Notre but sera de montrer que des hypothéses de quasi-analyticité généralisée
entrainent dans ce cas seulement I’analyticité au voisinage de o. Notre résultat
pourra étre considéré comme une extension aux classes quasi analytiques du
théoréme d’Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de
Taylor lacunaires ainsi que d’un résultat de Carleman ([2], p. 75).

Nous établirons en premier lieu une inégalité majorant les coefficients de
certains développements en série de Taylor asymptotique.

Cette inégalité sera obtenue par la méthode des séries adhérentes intro-
duite par M. S. Mandelbrojt pour démontrer son inégalité fondamentale [4],
méthode qui consistera dans le cas qui nous occupe 4 construire certains
opérateurs différentiels commutables avec le groupe des homothéties.

Cette inégalité donnera le résultat de quasi-analyticité sur le segment (o, 1)
cherché. ~

On établira pour terminer un résultat réciproque permettant de discuter la
condition obtenue (*).

(1) Les résultats de ce travail onl été annoncés dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, t. 240, 1955, p. 41.
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1. UNE INEGALITE POUR CERTAINS DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. — Rappelons au
préalable les définitions et notations suivantes.

Etant donné une suite de nombres M,(M,™>0), nous lui associerons ses
Jonctions de traces définies par

logT () = borne(n logr — logM,,) (r> o),

logSe (r) = borne (n logr — logM,,) (r> o),
nlor :

a désignant une constante positive.

1
n

M
"=+,

n

On a, pour r assez grand, si lim
T(r)=S4(r).

Etant donné une suite A d’entiers positifs, nous lui associerons sa fonction
de répartition N(t) égale au nombre d’éléments de la suite A inférieurs a .
Nous appellerons fonction de répartition approximative une fonction N,(2)
telle que '

1) [N =N <.

Etant donné une fonction de répartition approximative N, (), nous considé-
rerons sa régularisée concave N, (t), ¢’est-a-dire la plus petite fonction concave
vérifiant N3 (2) > N, (2).

Si I’on pose

¢(e) =Dbome(Na(£) —et) (e3> 0),
(>0
on aura également
g(e) =Dborne(Nz(¢) — &)
t>0

et, quel que soit z>> o, on pourra trouver ¢, tel que
(2) g(e) =Nz () — et

Ceci étant, on peut montrer la formule de réciprocité suivante (Mandel-
brojt [4], p. 6)

(3) N (¢) = borne[¢(¢) =+ &t].
£>0

En effet, en tenant compte de (2), on a

borne(g(e) + et) = borne (N5 (¢') — eyt + ept),
>0 >0
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borne qui est atteinte pour =17, ce qui établit (3). On dira que la densité
Dy, (A) de la suite A par rapport a {M,, ], est inférieure & o, s’il existe une fonc-
tion de répartition approximative N,(z) de A telle que

> N;(l‘)
,1,1:nin logT (7) <¢

Il résulte de cette définition que la densité de la suite A reste inchangée
lorsque I'on ajoute & A une suite A’ telle que

2 % <.—i»oo.
IN=P1Y
En particulier, si la suite A vérifie I'inégalité précédente, D, (A)= o quelle

que soit la suite { M,, }(M, <~ ).

2. Enoncons maintenant I'inégalité 4 la démonstration de laquelle la plus
grande partie de ce travail sera consacrée.

Tutorime 1. — Sout f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (o, R), vérifiant U'inégalité | f0(¢)| < M,,
(4) fM(o)=0o si ngA,

A désignant une suite d’entiers positifs, N(t) sa fonction de répartition.
Supposons que l’on ait

+=» »
(5) f logT (7) (711— =+, Iim N(ll) = o,
(6) d =Dy (A) <-+o.
"~ Alors on a
£ (0) N 4
(7) log 3 < —plogxzR + ho(R) + 02(p) o<x<m),

otr h,(R) est une fonction de R déterminée dés que U'on connait M,, A, et x,

. . L. . 0, ; .o, .
ot 0,(p) estune fonction de p vérifiant lim M:0, déterminée indépendamment
: p=-+=n
de R dés que l'on connait M,,, A, x.
Démonstration. — Nous allons, en utilisant la transformation de Mellin-

Polya appliquée a certaines fonctions holomorphes dans le demi-plan,
construire des opérateurs intégrodifférentiels de projection.

Effectuons d’abord la construction des fonctions holomorphes dans le demi-
plan qui seront ensuite transformées par la transformation Mellin-Polya.
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3. LemME. — Soit A une suite d’entiers positifs telle que
lim -N—E—t—z =

Alors, pour toute fonction de répartition approximative No(t) de la suite A, il
existe une fonction B,(z), holomorphe dans le demi-plan x > o, telle que

(8) B.(n)=o- (neA),
(9) lim 0802(2)
24,

| Q, désignant le complémentaire de la réunion des cercles de centre n (n€ )

et de rayon }],
+

(10) log|Bu(iy)|=7nNua(jy|) presque partout (o <y <<+ ),
(1) ]imlo—gmzo (neA).
n>» n
Démonstration. — Soit ¥, (z), (5 =« +iy) la fonction, holomorphe dans le

demi-plan, définie par la relation

N 1 i TUNa(leh) —N([¢])
lOglF“(”)l—‘r./_n Kw?+()’—1)'-’_1+l2>N(lz{)dt+xf_ FEN D

EY

on a alors, presque partout sur I’axe imaginaire,

lim log| Fy (2 +iy) |=nNy(|y])-

r=

D’autre part, lorsque « tend vers 'infini, on a

| +xN L )
]Og|Fa($)|:—.T[:" I(—i|—l|2) dt + 1L+ L+ 1L+ 1,
. N
ou en tenant compte de (1) et de lim —-—(t-—) =o,

1,,:.mf+”N « (D) = NULD gy — o (),

2 (y — i)

—®»

IgzxijN(”')d;_ ( /

I;x:xf '—sz—g—t—)—-—,—a’t:o(x),

() (1+ 22)

):0(1‘),
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de méme, IL,= O(ct’;), d’ou

(12) log| Fo(z)]|=— 2xfx Ilvitt)2dt~+ o(z).

Posons maintenant

A—z Z
Ga (=) :H7\+s et

reA
suivant [4 ] (p. 127), nous allons montrer moyennant lim @ =o0, que
(13) log(G(z)[:gxf”N%dt—t—o(x) (5€84).

0

On a en effet
logiG(z)I:S1+Sz+Sg, ou lZi:I

8 = zf%sz Nt(;)(lt—i—zxf— wdz:mf N—t(;—)—dt—!—o(x),
[t} r 0

8.= Y log Q;f ev:o<}:ﬁ;;>:o<xrf dl\;(”):o(a‘),
A>or N A> a2 : 2
A—z ‘
S;;:Zlog = < o.
A<2/'

Pour démontrer I’égalité (13), il suffit d’établir sur Q4 une minoration de S, de
la forme S; > o(x). Nous distinguerons deux cas : si d’abord r > 102, I'iné-

.o lA—z]? S8x .
galité 'A — | >1— - entraine
x ' 8z N(ar
Sg>Elog<1——87‘>>N(2r)log<I~—T>>~Q( (]‘ )8x>:o(x).
A<or : '
Sienfin 7 <102, 0n a
éN(?/')
|5+ d| <47 Eloolz—?\|>2Zlogp:N(2r)lo N(zr),
) 2 g he
A< p=1
S ——210@[7\—*[—2100[l+~[>N(2r)lovN(2r) — N(2r)loghr
3 5 ~ e ~ el 46 e} ’
A< A<
N(2r), N(ar)
S;>—1ox —-r—logTer =o(z),

ce qui établit I'égalité (13).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 13
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Nous poserons

By (5) = Fa(5)Ga (5) e, _f Pl 2N,

(1—+—t2

En tenant compte de (12) et (13), ona z€Qx :

log]B“(x)Izo(x)—i—zxfOx(t—I? — I+t>N(t)dl—2x£+wN(t)<é _ I_itg>dt '

N
—=o(z)— zxf ﬁ(—ﬁ)t—i,)dz:o(x).

(9) est ainsi satisfait; (8) et (10) se vérifient immédiatement.

Enfin, si p€A, nous considérerons la suite A, obtenue en retirant de la
suite A I’élément p. Alors, (13) sera valable uniformément pour les fonc-
tions Gy, (3) associées aux suites A, et ainsi

log | Ga, <p)|~9pf )dt+°<1)>

et, comme

—Sp-+2

Bo(p) = Fa(p) G, ()

)

(11) se trouve ainsi établi. c. Q. F. D.

Le lemme suivant va permettre de construire, a partir de la fonction B,(z),
les opérateurs de projection désirés.

.. . . .. . N(¢
4. LemME. — Soit A, une suite d’entiers vérifiant lim —% = 0, N, (2) une fonc-

‘tion de répartition approximative de la suite A, alors il existe une suite d’opé-
rateurs linéaires { 3, , |, e n définis sur Uespace vectoriel des polynomes a coefficients
complexes vérifiant

(14) Bapt"=0  (n€A, n#p),
(15) ﬁa,ptP:P+2B&(p+I),
(16) . degré (Bq,p,P) < degré P(¢).

Si ’on pose | P(2) anogllaj{ |P(t)| pour tout x < 1, on peut trouver une fonc-
tion A,(n) telle que S
(17) log || Ba,pP lan<<log|| P |+ Ax(n) [n = degré de P(¢)],
A, (n) €tant indépendant de p et vérifiant

(18) Tim Az (n) 1.

" TrN&(n\/ z )
. 1—a
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Démonstration. — Si P(l)zE a.t", on poserapEA :

(19) Ba P = 2 Tt

ou B,(z) est la fonction associée par.le lemme du paragraphe 3, a la
suite A'=A 41, c’est-d-dire a la transformée de la suite A par la trans-
lation (z, 2+ 1). Les propriétés (14), (15) et (16) résultent immédiatement de
cette définition.

Pour établir I'inégalité (17) nous allons représenter 3, , 4 'aide d’intégrales
complexes. Posons

+xeil
- B, (2) e 7r . En - .
b(u)_f0 Z—p——l)(;—{—l)u du; j()]é;, _[arbu|<5, U=1-+1s.

alors, en vertu de (9) et (10), &(u) est une fonction holomorphe dans le demi-
plan 2> o privé du segment o —<¢-~1. Etudions le comportement de b(u) au

o . . s
voisinage de ce segment, on a, sio < ¢ = >

4+ » .
(20) log|b(re®)|=1log f - Ba.( v) rveerdy | <logm + ¢4 (9),
0

(y +1)(ly —p—1)

ou, en tenant compte de (10), -
¢a(9) = borne(log | By (éy) | — 9y) = borne(nNa(y) — 9y).
y>0 y>0
D’autre part, on aura pour £, > 1, d’aprés (9) et (11)

+% . Ba(x) N .
lq(x+ww~p—o%+”> dt| <Gy,

b (ta+ is) | =

C, étant indépendante de p.
Considérons le triangle T, entourant le segment (o, 1), défini par

. 14 .
T@’,a:{u, u— re-ie <0 Zr= coﬁé) ou t=1¢(]s| étotgcp)l (e=1s ~+it).

)

La formule d’inversion de I'intégrale de Mellin-Polya donne

B, (z) s
CE T zznf b(u)w—'du;

on peut alors écrire (19) sous la forme

(21) Qa,pP(t):‘Z—%Tf P(tw)b () du.

9rto
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Si ¢, vérifie t,=vy <1, on aura,

(a1') [ BapP llan< 4 max |P(w)| max |b(w)] <o<cp < %)

ue oR UET?,:O

Le maximum de P(«) dans le triangle T,., va étre évalué en appliquant un
théoréme de M. Serge Bernstein ([1], p. 112). Sil’on désigne par I'; I’ellipse

iRl sl (3+3)  @>0,

on a
maI)‘ilP(u)i<8” [P Il [n = degré de P(u)];
uel's

le triangle T, ., sera contenu dans l'ellipse I'; si

1 I v ———ro
;<8+§>—COSCP+\/(I—Y + v igte

ou

1

)2_<r+0<q>2)>,

’

I—.Y

d=i (o) avee o) =g

(21”) s’écrira alors, en tenant compte de (20),
1og || BopP llan <1y (9) + 4a(9) + Oy (1) +log [P (1> 1> 2);

cette relation est vérifiée quel que soit ¢ > o. En appliquant (3), y étant fixé,
on aura

log || Ba,p P [len<= WN?(” \/%) +log [P lx+ 0y (1)  (1>7> ),
ce qui établit (17) et (18).

Nous allons effectuer un prolongement « par continuité » de I'opérateur 3, ,
a certaines classes quasi analytiques. Nous aurons besoin du lemme d’approxi-
mation suivant :

5. Lemme. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable d{z’ﬁnie sur le
segment (0, R)(R <+ ), satisfaisant a | [ (t)| <M,, il existe une suite de
polynomes Q,(t), de degré n, telle que

(22) FO =30
(23) I Q¢<z>1|R<§(-%%—> («=13)

S.(r) ayant été défini au paragraphe 1.
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Démonstration. — Rappelons brievement la démonstration donnée

dans [3] (p. 44).

R . T L _
ik <E(I —+ cosO)) est une fonction périodique de période 27. Ecrivons son

.

développement de Fourier

£

fu»(% (1+ cos())) :2 AZ cosn.

0

En dérivant par rapport 4 6, on obtient les relations

1 +1
/ A? A{z—1 _ Aﬁﬂ R

(24) A — o
2n 2

Les formules de Fourier, donnent aprés une intégration par parties,

p+1 |
!A{L <<

S

n
d’ou, d’apres (24),
R \®
|A¢;1<2M,,+2<;;§ ().

En appliquant une nouvelle fois (24), on obtient

[A2-1 | = ﬁ:ﬁiﬁﬂ
n - on

o <oM, (55) =3

2N
et, finalement,

:A31<2MP<%>” (np)
tA31<ST<2%—> (:§>

En prenant Q,(¢) = A, cosn arc cos <2x

ou'

- R) on satisfait a (22) et a (23).

R
C. Q. F. D.
6. Enoncons maintenant le lemme d’extension :
LemMe. — Pour ¢ > Dy (A), on peut définir une suite d’applications linéaires

Bon(PE A) de Uespace vectoriel ¥ des fonctions indéfiniment différentiables
définies sur (o, R)(R <+ ) vérifiant

| () | < Mg,

dans Uespace vectoriel ® des fonctions définies et continues sur tout inter-
/4 :



102 PAUL MALLIAVIN.

4RA . .
valle <0, ﬁ‘T’J (h < 1) et approchables uniformément sur ces intervalles par

un polynome de degré n a moins de E,(n) o

—logE,(n)

(23) 1—1? logT (n) =0
(26) Bp.p vérifie (14) et (15),
' :‘ (3A xl12) ) 4
(27) H@.a,prm<22‘—«,;3’ S Ferrn
n== Sﬁ(‘ﬁ
(28) Si fr(o)y=o (m<n), alors (3, () =0(").
Démonstration. — Sur I’espace vectoriel ¢ des polynomes a coefficients

complexes, nous définirons une norme, en posant
N N
1P flan=inf > || Palwedse,  oit P)=XPu(t)  [n=degréde P,(s)],
0 0

'infimum étant pris sur ’ensemble de toutes les décompositions de P(¢) de
cette forme, A,.(n) ayant été introduit dans le lemme du paragraphe 4.
D’apres (17), on a

W -
(29) 18P o D1l Bo.p P llenZ 11 P [l

les opérateurs (3, , définissent ainsi des applications linéaires, continues, de
norme au plus égale a 1, de I’espace vectoriel ¢ muni de la norme ||| ||| dans
I'espace de Banach (o, xR) des fonctions définies et continues sur (o, xR).

Soit & le complété de ¢ par rapport a la norme || ||ux. (3, I'extension
de 3, , ac. ‘ :
Soitz Q.(?) la série de polynomes convergeant vers f(¢) construite en (22).

On aura

'

‘ eA_.,(IL)
(30) \‘HQn(t)H|1‘R<2-—_

si(%¢)

qui, en tenant compte de (18) et de lim= B%%?T) < g, pour n assez grand (v > o)

et en supposant satisfaite I’égalité T(r) = S,(7), donne

(31) log|l] Qu(?) l.!xR<N*<”\/1—fx+’”’>“°gT<%n>'

Remarquons que si I’égalité T(7) = S,(r) n’est pas satisfaite alors

logM,=O0(n), logS(r)=0(r) et = log|||Qn(2)!|l.x <— an.
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Lasérie H{ Q.(2)

-nseradoncabsolument convergente dés que * PR \/L <1

ou x < 7 R’ s alors, la série Q,(¢) sera absolument convergente dans z, ce

qui permettra d identifier /4 un élément de c. On aura en vertu de (29) et (30),
1B Nan < DU Qulllen< 2 Y,

2n ‘7
"% )
ce qui établit(27), d’autre part,

1 Benf ZBM Qa3 Q= o[,
ENCE

eA,;(Il) !

N+1 N+19R| T SR T
MR L

2

ce qui établit (25), (26) résulte de la définition de {3, , par prol'ongement

de 3.,
Il reste a établir (28). Posons

) =¢f(¢)
alors on a
q

g(")(l):E(HI)' <,]> I‘(ll‘(j;)n)l ,” n}l‘r/—/ (2).

r=0

Substituons & f()(¢) son développement de Taylor arrété a 'ordre r + n,

n—1 q q
p g+s —n+s r r r(/‘+ll) i+ r I
§0=pgy 2 ST R (=) Q)m 5<)r<n§ < >r_—|——
s=n—q r=0 )
ou
IB(e)| <L
Les identités
q
r dn—s—1 .
;(—I)r<;> I‘(r(:—t-,:—)l):[du"_s_1un(l—u)’/]u:1:O- si oZn—s—1<q
donnent
(32) ])i'/)(t);<m2—:_—13 nqe

Calculons 8, ,/(¢) = B,,,°g(¢) en appliquant (21), on a

m—aw= -+ »
(33)  Bont's (t),Z t"u"Hm(tu)b(u)du—t”Z H,,. (1) b*(u) du — "B*g,
To,t, m—0" Tosto

ou H,,(?) désigne la série de polynomes construite par le lemme du para-
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graphe 5 et convergeant vers g(¢), ou b*(u) = u"b(u) et ou 3* désigne l'opérateur
défini sur < a partir de b*(u) par (21). Justifions les égalités (33) Il résulte de
Pinégalite [b*(u)| < (wsce)" [0(@)[(ueTy,) que || B"Ha [l < i (Cosq)n [ s i1

résulte de (32) et de (23) que 2 | B || an<l 4 @ stz < m—), B*g est

ainsi une fonction définie et continue sur I'intervalle <o, tT([;—j—ER?} (33) vaut

dans cet intervalle ce qui entraine (28). C. Q. F. D.

Avant de démontrer I'inégalité du théoréme I nous allons énoncer un lemme
d’unicité qui s’obtient par un simple changement de variable de théoréme de
quasi-analyticité de Denjoy-Carleman.

7. Lemme. — Soit g(t) une fonction définie sur le segment (o, R) par la
série g(t) :j Q.(2), Q. (2) étant un polynome de degrén, || Q,.(t) ||y < '**""(e < 0),
ouT(n) est di;’ﬁni au début du paragraphe 1. Supposons que (5) soit valable et que
g(t) = 0(tm) quel que sott m > o, alors g(t)=o.

Démonstration. — Considéronslafonction périodique o(0)= [ (1 —cose)]

et sa série de Fourier ) a,cos po.

En appliquant I'inégalité de Parseval, on obtient

WA <f l (0)_ZQ”[ (1——0050)]ld0<27z26-105 @) = O (¥ 108 TM),

N+1
En particulier, |ay|<Be"™™™ %5 ¢(0) est une fonction indéfiniment
dérivable sur le segment (o, R), et 'on a

(P(n)(e) < Bml\?x Nnea’ lugT(N—‘.’)’

ce qui entraine avec (5) que ¢(9) appartient & une classe quasi analytique. De
plus 'hypothese g(z) = O (™) entraine ¢(6)=0(9") (m > o).
¢(0) a toutes ses dérivées nulles en o donc ¢(8) =o. C.Q.F.D.

8. DEMONSTRATION DE L'INEGALITE (7). — Soit f(¢), une fonction indéfiniment
différentiable sur le segment (o, R), satisfaisant aux hypothéses du théoréme,

0 >Dy (A), B,,, les opérateurs définis par le lemme du paragraphe 6. Posons
(35) fr = -0 pen),

(q)
g =f0— 3 o[

g<N
qFp
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Soit o(2)=8,,/,(¢). Alors (14) et (4), entrainent 9(¢)=f, ,gx,(¢). En
appliquant (28), on obtient ¢(z) = 0("), quel que soit N>>o. Enfin (25)
permet d’appliquer le lemme du paragraphe 7 et de conclure ¢(z)=o sur un
voisinage de I'origine qui va étre précisé.

En tenant compte de (34) et de (15) on obtient

@ afn(t) 65 f_Pt_:If;(.O)b’(p+1)_0

En appliquant a I’égalité précédente (27), on obtient

Lf7(0) | a(p+1) N e , 4
p! <Bﬂe(p+r)(afl’\)”20‘s (“) R P
R

ce qui, en appliquant (11) et en remarquant que ¢ a été assujetti a la seule

condition ¢ > D, (A), entraine (7). C. Q. F. D.

9. LA QUASI-ANALYTICITE SUR UN INTERVALLE BORNE. — L’application de I'inégalité
démontrée dans le paragraphe précédent donnera immédiatement le résultat de
quasi-analyticité généralisée, objet de ce travail. Nous démontrerons ensuite en
quelque sorte une réciproque qui nous permettra de discuter les hypotheses
sous lesquelles aura été obtenu le résultat direct.

TutoriMe. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (0, R), vérifiant | f (1) | <M, ot la suite { M,,} vérifie la condition de
quasi-analyticité de Denjoy-Carleman, soit A une suite d’entiers posm fs telle que
S (0) —o sime&A. Soit d =Dy (A) la densité de la suite A par rapport a{M,}
définie au paragraphe 1.

Alors f(t) est une fonction analytique dans le cercle de centre o et de
4R
rayon m

Démonstration. — D’apreés I'inégalité (7), ona

— | £ 1
Iim fpp(YO) Z : ; s
» !

R O TSIERS

ce qui démontre le théoréme.

10. CoroLrARE. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur
le segment (o, R) et appartenant & une classe quasi analytique. Supposons que

S (0)= o, sauf pour une suite A{n,} telle quez <+ . Alors f(t) est une

fonctwn analytique holomorphe dans le cercle de centre o et de rayon R.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 14
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Démonstration. — On peut prendre pour fonction approximative de réparti-
tion de la suite A lafonction identiquement nulle, alors D, (A) =d = o, I'appli-
cation du théoréme précédent permet de conclure.

Remarques. — La conclusion de ce théoréme difféere de celle du théoreme
d’Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de Taylor lacu-
naires en ce que I’on ne peut affirmer I'holomorphie de /() que dans un cercle
de rayon en général plus petit que I'intervalle ou f(z) est définie. Nous cons-
truirons au paragraphe suivantdes exemples montrant que le rayon d’holomor-
phie peut étre inférieur a 'intervalle de définition.

Le corollaire est directement inspiré de [4](p. 153).

On pourrait montrer plus généralement, comme dans [4], que les propriétés
de quasi-analyticité généralisée sur le segment (o, R) ne se modifient pas lorsque

I'on ajoute a la suite A une suite A’ telle que 2 ;} < .
ren
On peut enfin remarquer que si I'on avait désiré obtenir seulement le
corollaire il aurait suffi de démontrer I'inégalité (7) sous l’hyp()théseElgI <+,

rel
hypothése qui permet de construire beaucoup plus facilement les opérateurs 3, ,

par de simples produits de composition avec des fonctions bornées, définies
sur le segment (o,.1).

Nous allons démontrer un résultat inverse de celui du théoréme précédent.

11. TatoriMe. — Soit A une suite d’entiers positifs, N,(t) une fonction de
répartition approximative de la suite A, M, une suite de nombres positifs
vérifiant (5). Supposons

1

Mz
(35) Im —2 —+ o
n
e NL()
(36) d._h;nn.logrr(t) (O<d.é+w)’

alors il existe une fonction indéfiniment dérivable f(t) définie sur la droite
(0, + ), vérifiant

(37) [ (¢)] <My, f""’(o)——_o. si m&A

I

et'holomorphe exactement dans le cercle de centre o et de rayon I

Démonstration. — Supposons d’abord d, =1 et posons

+ » tiy.
(38) g”):f_,, B Y






