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APPLICATIONS RESIDUEES

Pax R. CROISOT.

Introduction.

Ce travail a son origine dansla lecture d'un Mémoire de M. P. Dubreil, Coniri-
bution a la théorie des demi-groupes (111) [ ¢f. note (*)]. D étant un demi-groupe
et £ un idéal a droite quelconque de D, les conditions suivantes :

& D = & pour tout L;
&:.D = & pour tout I;

&D == (Z-.D)D pour tout I;
&:.D ==& D-.D pour tout

sont introduites et comparées dans ce Mémoire. Or, E étant I'ensemble ordonné
des idéaux i droite de D, Papplication « définie par L— LD est une application
isotone résiduée de E dans E (¢f. la définition précise au paragraphe 1), son
application résiduelle étant 'application § définie par £ — &-.D. Les conditions
rappelées ci-dessus s'interpréetent facilement a I'aide de « et 3.

Jintroduis au paragraphe I, pour un ensemble ordonné E quelconque, une
application isotone résiduce o de E dans E et son application résiduelle 8, des
conditions systématisant les conditions ci-dessus et je les compare entre elles.
Dans les paragraphes III et IV, j'examine deux cas particuliers dans lesquels o
vérifie @ prior: une condition supplémentaire. L’objet du paragraphe V est
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454 R. CROISOT.

I'examen d'un exemple et d’applications diverses, notamment aux idéaux a
droite d’un demi-groupe. '

[. — Généralités.

Soit E un ensemble ordonné dont nous notons les éléments par des minus-
cules latines et la relation d’ordre par =, Soit @ le demi-groupe des applications
de E dans E, celles-ci étant notées par des minuscules grecques. Pour tout élé-
ment x €E et toute application £ € @, nous désignons par xZ le transformé de x
par Z. Remarquons que les applications biunivoques sont celles des applications
qui sont simplifiables a droite et que les applications de E sur E sont celles des
applications qui sont simplifiables a gauche. Introduisons dans @ la relation
d’ordre suivante que nous notons ¢galement -, aucune confusion n’étant i

craindre :

1l est évident que cette relation est bien réflexive, transitive et antisymétrique.

Elle est réguliere a gauche par rapport a la multiplication de ®@; en effet, pour
g g

toute application { € M,

Veelk, 2 Zaxn=Vx€E, vt Zxln.

Limitons-nous au demi-groupe @’ des applications isotones de E dans 15 la trace
sur @ de la relation d'ordre précédente est également réguliere a droite car,
pour (€ @', on a

i ZLaxn=xlLanl.

Nous désignons par ¢ lapplication identique (isotone) de E sur E.

Soit alors « une application isotone de E dans E qui est supposée de plus
résiduée, ¢'est-a-dire que, pour tout x €E, il existe z€E satisfaisant a s~
et 'ensemble des ¢léments z de E vérifiant cette relation posséde un é¢lément
maximum que nous notons x@3. De cette définition, il résulte que § est une
application isotone de E dans E appelée application résiduelle de 2 ot qu'on a,
quel que soit x€E,

xrZxrub el xBa Z .

Par conséquent, les applications « et 3 définissent une correspondance de Galots
inversée dans E. Réciproquement, la donnée d'une telle correspondance définit
une application isotone résiduée et son application résiduelle (*). En d’autres

(1) Pour plus de détails concernant le lien qui existe entre la notion de résiduation et celle de cor-
respondance de Galois, on pourra consulter P. DusgeiL et R. Croisor, Propriétés générales de la rési-
duation en liaison avec les correspondances de Galois ( Collectanea Mathematica, Seminario mate-
matico de Barcelona, t. 7, 1954, p. 193-203).
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termes, une application z est isotone résiduée si et seulement si

ae @ et IBe® telle que PaeZaf.

S'il en est ainsi, ces relations entrainent afia = o et Baf3 =B, d’ou résulte
que 23 et Ba sont des applications idempotentes.

Remarque 1. — Sil'on munit E de la relation d’ordre inverse, § est une appli-
cation isotone résiduée dont 'application résiduelle est a.

Propriktk 1. — L’ensemble des applications isotones résiduces de E dans E forme
un demi-groupe @, et ’ensemble de leurs applications résiduelles forme un demi-
groupe ®,. Ces deux demi-groupes sont anti-isomorphes, un anti-isomorphisme
étant obtenu en faisant correspondre, « chaque application isotone résiduée o, son
application résiduclle .

En effet, soient oy, 2, €® ¢t B,. B, €0 satisfaisant & B2, - e o, B4,
Podtg e s By,

On a d'abord «, 2, € @' et B,3, € @'. De plus, on a
Boi ooy Boeay=Byoy e Loy B =0 e = a2, 5 B,
d’ou la propriéteé.

Remarque 2. — En particulier, si 2 est une application isotone résiduée dont
"application résiduelle est 3. 2 est une application isotone résiduée dont 'appli-
cation résiduelle est 5.

Exemple. — Soit E= {1, 2, 31|, la relation d’ordre sur E étant induite par la
relation d’ordre habituelle sur I'ensemble des entiers. Le demi-groupe @' se
compose des applications suivantes :

l_n——c;
2 I ) %> 3, 5 —>3;
. =1, 3> 3, } >3
Z 1> 1, 2> 3—9;
VR 2= 2 3—3;
Eito1—>1, 2> 1 3—3;
Zh 1->1, L= 1, 3—=2;
1=> 3, >3, 3—3;
B [ PSR 32
‘4 11, Y- 1, 31

Les applications isotones résiduées sont z,—z¢z, 2, =25%,, «.
0 1 =2

|
L\\
“
I
DA {J\T

e

) -+
wy=Ey. ay=25,. les applications residuelles respectives étant 3,=¢, 3, =
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Bo=2%,, Bs="2. Pa=Fi, 3, =20;. Ecrivons les tables de multiplication de @) et

@, qui mettent en évidence anti-isomorphisme de la propriété 1.

x| ay a oy 9y o Uy X i Pe Bi By Bs Bi Bs
Lo | Go Uy G2 Oy Oy Oy Bo| Bo Br B2 Bs B B
gy | %1 &y 2 Oy Uy Oy Bi| Br B B B B B
O | U &y Oy &y Oy O Ba| B B2 By B B Bs
oy | oy oy oy oy o Oy B { Bs B¢ B Bs Bs Bs
o, | o oy ooy oy ay oy Bi | B B2 Bs Bu Bs B
oy | ay oy o as o oy Bs 1 Bs Bs Bs Bs Bs Bs

Remarquons que @, \U @, n’est pas un demi-groupe car on a, par exemple,
r 4
5163 —Cs-

En désignant par @, le sous demi-groupe de @' engendré par «, application
1sotone résiduée et 3, son application résiduelle, nous nous proposons de com-
parer entre elles différentes conditions exprimant notamment que ¢ est un
¢léement de @,, que « est un élément d’ordre fini, que 2 est une application de
fermeture ou une application d’ouverture (une application de fermeture est une
application isotone = telle que e ZZ = ¢t =*==; une application d’ouverture est
une application isotone = telle que n Zc et =*=17).

II. — Cas d'une application isotone résiduée « quelconque.

De facon a restreindre le nombre de conditions a retenir, nous démontrons
d’abord plusieurs équivalences.

TrkoriME 1. — n étant un entier positif fixé, pour tous les entiers k tels que

11 suffit d’établir I'équivalence suivante :

an—k = Bk e gn—k—L— BA+L pour A vérifiant 0. A < n.

Supposons qu’on ait "= % On en tire fo"~*= B***. De ¢ > Ba, on déduit
alors o~ B4+, Mais on peut écrire aussi o'~ = 3% d’ou résulte, a partir
de e Zaf, et Z 4t dlou Iégalité an—t = f+1,

De la méme maniére, si 'on a a"* =01 on en déduit, d’'une part,
a'h = a3+t et a" A B%, dautre part, o' = 1o et a"F = 3%; par suite, on
a également o~ = @,

COROLLAIRE. — Pour tout entier positif n, les deux conditions o" =z et f'—=¢
sont équivalentes.

(2) On convient naturellement de poser, pour toute application £ de E dans E, 9=,
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Ce corollaire est aussi une conséquence immeédiate du fait que B est I'appli-
cation résiduelle de «" (¢f. remarque 2).
LemMe 1. — L’égalité == af avec € ' implique <= «f3. L’égalité
avec ¢ € ' implique « = (3a.

™

I
o
B

De ¢ =wa&, résulte f = Pal d’ou, puisqu'on a Bac, f—E. On en déduit
uf Zaf=¢, dou aff =¢, puisqu’on a toujours «f3 ¢,

De &« = a, résulte @—Eoc@ d’ou puisqu'on a af3>~¢, B2~%. On en déduit
Ba>Ca=ecdoufPa=c¢ a toujours o Ze.

Lemme 2. — L’égalité e = BE avec L€ @' implique = = Bo. L’égalité ¢ = Ef

avec £ € @' implique ¢ = of3.

Le lemme 2 résulte du lemme 1 si I'on imagine E muni de I'ordre inverse
(¢f. remarque 1).

Propritte 2. — St Uapplication identique < coincide avec un élément de @, écrit
en utilisant p fois « et q fois (3, p étant différent de q, on a @'’ "'=c. Récipro-
quement, si ¢ est égal a o™ (n entier positif), tout élément de 3, écrit en utilisant p
Jois a et q fois 3 avec |p—q| =nestégal ac

Supposons que ¢ s’écrive sous forme d'un mot formé a I'aide de o et {3 :
e= o B7a B, .. oB%, avec p,>>0, p; >0 pour i> I, qj>0 pour j<s,

g, o0, s étant supérieur a 1 si p, = ¢,= 0; posonsZp, =p, qu q et sup-
i=1 =1
posons p == q. 1
Si p, est différent de zéro, d’aprés le lemme 1, on a e =of. Il en résulte que,

dans une expression de e par un mot formé a I'aide de « et 3, on peut supprimer
tout groupement «f3; la suppression d'un tel groupement diminue p et ¢ d'une
unité sans modifier p — ¢. En partant d’'un mot déterminé, on peut faire évi-
demment seulement un nombre fini de telles suppressions; soit alors un mot
égal a ¢ obtenu a partir du mot initial et dans lequel on ne puisse plus faire de
suppression; le groupement «f n’apparait plus dans ce mot qui est nécessai-
rement de I'une des formes o, 3™, B™a", avec m et n positifs. Dans le premier
cas, on a n=p—q(>o0); dans le deuxiéme cas, on a m=¢g—p(>o0) et,
de 3'779'=¢, résulte aussi «'”~7'==e d’aprés le corollaire du théoréme 1; dans
le troisiéme cas, on a n—m=p—gq, le lemme 1 montre que ¢ s’écrit aussi
sous la forme fa, et I'on est facilement ramené a I'un des deux autres cas.

Si p, est nul, d’aprés le lemme 2, on a ¢ = Bu et 'on raisonne de facon ana-
logue en utilisant la possibilité de supprimer le groupement Pz dans toute
expression de ¢ par un mot formé a I'aide de o et (3.

Réciproquement, ¢ =« implique ¢ = (", e = «f}, ¢ = fBa, d’apres le corol-
laire du théoréme 1 et le lemme 1. Partant du mot o* ou du mot 3» égal a ¢, on
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peut reconstituer n'importe quel mot tel que p — ¢ =n ou g — p=n par intro-
duction de groupements =3 et 3

Nous venons done de voir qu'imposer i ¢ de s'¢erive sous forme d'un mot
formé a l'aide de 2 et 3 en utilisant p fois 2 et ¢ fois B, avec p £ ¢, équivaut a lui
imposer d’étre égal a o' 77"

Dans cet ordre d'idées, il nous reste a caractériser simplement les conditions
imposant & e d’étre ¢gal & un mot en « et 3 avee p=y¢. Soit done

([) o a/’tﬁ‘/la/’ﬂ@’/z. . ‘g(/’.s'ﬁ'/x’
AVeC Py >0, p; >0 pourt >1, ¢; >0 pour j< s, ¢, 0, 5 ¢tanl supérieur a1
B S

Sl py=¢,=o0;: en posanthi:p,qu,-: ¢, supposons p = q. Si p, estdifférent
i=1 =1
dezéro, onac=uf} d’aprés le lemme 1. On voitalors facilement que, moyennant
les inégalités p,>>q,, pr+po> i+ oo pitpato o pigi+qa+ .44
(cest- a-dire Ps=q,), la condition = =« entraine, réciproquement, la condi-
tion (1). Au contraire, si ces megal]teb ne sont pas toutes vérifices, la
condition (1) entraine aussi la condition ¢ = a; la réciproque est évidente.
Si p, est nul, on a ¢ = B« d’aprés le lemme 2. Alors moyennant les inégalités
Gr==Pay i G PatPss oo it G G Sspat pat . pe(Cest
a-dire ¢,= o), la condition ¢ = B« entraine, réciproquement, la condition (1).
St ces inégalités ne sont pas toutes vérifices, la condition (1) ¢quivaut a la
condition ¢ = Ja = «f3.
Le théoréme suivant résume ces différents résultats.

TutoriME 2. — La condition e = " 37 o/ 5%, .0 5%, (p, >~ 0, p; >0 pour i >1,
q; >0 pour j< s, {]‘- 03 f>[ st py==¢q,= 0) est équivalente a la condition

e=a""" i ])—Zp g = yqj, a la condition ¢ = a3 si p=q avec p,>-q,.
i=1 j=1

p1 dPpangi+ Gy PP P GG G, d la

condition c=03u si p=q acec p,=0, @ >>Ps, G+ Ga>>po—+ps, ...,

@i+ qGat G PPyt AP go=0, @ la condition ¢ =2 = Bu

dans les autres cas.
On peut caractériser d'une maniére différente ces trois derniéres conditions.

Proprigte 3. — La condition ¢ = a3 est équivalente au fait que o soit biunivoque
ainsi qu’au fait que (b soit une application de E sur E ().

Silon ac=uaf, soient z, y€E tels que xa =yu; on en déduit xaf = y«f
d’on x =y et o est biunivoque. Réciproquement. si o est biunivoque, de

(*) Cf. J. RieuEr, Relation binaires, fermetures, correspondances de Galols [ Bull. Sac. Math.,
t. 76, 1948, p. 114-135 (proposition 5)].
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aBo = o =ca, résulte a3 ==< car = est alors un ¢lément simplifiable & droite
dans @.

Dautre part, de e = «f3, résulte, pour tout x €K, x =243 et le fait que 3 est
une application de Esur E. Réciproquement, si 3 est une application de Esur E,
de Baf=08=~0z résulte 28==: car B est alors un élément simplifiable 2
gauche dans @.

Remarque 3. — Cette derniére partie de la démonstration se rattache i une
propriété trées générale de la résiduation : §7il existe y tel que x=yB8. on

ax=uwxal(").

PropRIETE 4. — La condition « = [3u est équivalente au fait que » soit une appli-
cation de E sur E ainst qu’au fait que [ soit biunivoque. .

Ceci résulte immédiatement de la propriété précédente puisque, E étant muni
de la relation d’ordre inverse, 8 est résiduée de résiduelle « (¢f. remarque 1).

Prorriere 5. — La condition = = a3 = Bu est équivalente a la condition ot = 3z
et au fait que o soit un automorphisme ainsi qu’au fait que B soit un automor-
phisme.

D’aprés les deux propriétés précédentes, il suffit d’établir que, si « et § sont
permutables, on a ¢ = «f§ = fu; ceci résulte de fa —Zz_Zaf.

Concernant les conditions exprimant que « est d’ordre fini, que « est une
application de fermeture ou une application d’ouverture, nous avons les résul-
tats suivants :

Proprigrt 6. — La condition o?= o+ (p entier positif ou nul, n entier positif)
est équivalente a la condition 30 = {3r+".

Il suffit de remarquer que 37 est la résiduelle de 27 et que 27" est celle
de a7 (¢f. remarque 2).

LeMME 3. — La condition o >~ équivaut « la condition 3 < et la condition
o ¢ a la condition 3> ¢.

est la résiduelle de 3 lorsque E est muni de 'ordre inverse.
De méme, « =~ entraine § = ¢ef3 >~ a3 > e. Réciproque comme ci-dessus.

TntoreME 3. — Pour que a soit une application de fermeture, il faut et il suffit
que @ soit une application d’ouverture; ces conditions sont équivalentes a la condi-
tion o« = af3 ainst qu’ a la condition 8= Ba.

(*) Cf. P. DuprewL et R. Crosor, loc. cit., propriété 3. On pourra aussi trouver des cas particuliers
de cette propriété dans M. L. Dusremw-Jacoriv, L. Lesievr et R. Cromsor, Lecons sur les treillis
[ Cahiers scientifiques, Gauthier-Villars, 1953, p. 153 (39) et p. 154 (théoréme 1)].
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Pour que =z soit une application de fermeture, c¢'est-a-dire pour qu’on ait
a*=ua et a > ¢, il faut et il suffit qu'on ait 3>= et 3 =Zc d’apres la propriété 6
et le lemme 3, donc que § soit une application d’ouverture.

Si ces conditions sont réalisées, on a aB=0a?B . ae=u et a=au>afe=xf,
d'ou o =af. Réciproquement, la condition x=af implique o*=afu=u
et = af > .

De méme, la condition 8 = Ba équivaut au fait que, E étant muni de I'ordre
inverse, 3 soit une application de fermeture; elle est donc équivalente aux
précédentes conditions.

TutorkME 4. — Pour que « soit une application d’ouverture, il faut et il suffit
que 3 soit une application de fermeture; ces conditions sont équivalentes a la
condition o = Bu ainsi qi’d la condition ( = af3.

La premiére partie de cette propriété résulte comme ci-dessus de la propriété 6
et du lemme 3.

Silon aa=0a?etac, on en déduit o =030’ ca =2 et a = cfou = Pa,
d’ou o =fa. Réciproquement, la condition o =03z implique o* = afa =«
et o = Ba Ze.

La condition 3 =af3 est équivalente aux précédentes puisqu’elle traduit le
fait que {3 est une application d’ouverture lorsque E est muni de I'ordre inverse.

Afin de comparer entre elles les conditions que nous venons de mettre en
évidence, nous ferons usage des notations suivantes : (p, n) désignera la condi-
tion a? = o”*" ( p entier positif ou nul, n entier positif); (I') désignera la condition
pour que « soit une application de fermeture; (O) désignera la condition pour
que o soit une application d’ouverture; (A), (B), (C) désigneront respecti-
vement les conditions pour que o soit un automorphisme, une application
biunivoque, une application de E sur E.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme fondamental.

TrkoriMe 5. — Les diverses conditions (p, n) et les conditions (F), (0), (A),
(B), (C), sont toutes logiquement distinctes. Les seules implications binaires
existant entre elles sont les suivantes et leurs conséquences logiques : (p, n) = (p', n')
st ’on a p' > p et n' multiple de n; (o, 1)=(F); (0, 1)=(0); (F)=(1, 1);
(0)=(1,1);(0,n)=(A); (A)=(B); (A)=(C). L’ensemble de ces conditions
forme un demi-treillis par rapport a la conjonction logique.

Démontrons d’abord les implications binaires énoncées. L’égalité a?= ar+"
entraine o’ = o+ si I'on a p’> p puis a” =a”*" si n' est multiple de n. La
condition (o, 1), . =¢, implique évidemment que « est une application de
fermeture ainsi qu'une application d’ouverture, et chacune de ces conditions
implique la condition (1, 1), «*=a. Comme on I'a déja remarqué (lemme 1),
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la condition (o, n), a"=z¢, entraine a3 = 3o = ¢, ¢'est-a-dire la condition (A).
Celle-ci entraine évidemment (B) et (C).

Le tableau suivant résume ces implications, étant entendu que (p, n) implique .
(p, n') seulement si n’ est multiple de 7.

(A (11)
N —
(B,)/ (C?,/(W}/ ',__A/(Zl")
,_,./(Zﬁ
T —(p)
...... /(”'{)‘/ |

Fig. A.

Des exemples contraires vont nous permettre de constater que les différentes
conditions retenues sont distinctes et qu’il n’y a pas entre elles d’autres impli-
cations binaires que les précédentes. Admettons provisoirement ces résultats et
montrons que I’ensemble des conditions forme un demi-treillis par rapport a la
conjonction logique. Supposons qu’on ait en méme temps o”=a"" et a”=o"+";
posons p=min (p,, p.), n=7p. g. ¢. d. (n,, ny); (p, n)est la plus faible de celles
de nos conditions qui, d’aprés les implications qui précédent, entrainent a la
fois (ps, ny) et (p., n,); nous devons donc établir qu'on a a?=ar*"; en effet,
a étant d’ordre fini, soient p,> 0 et n, > o les valeurs entiéres minima telles
que o= ; on a nécessairement p,=_p,, p. et n, diviseur de n, et n,; par
suite on a p, = p et n, diviseur de n et il en résulte a?=ar+". Si a vérifie a la
fois la condition (o, n) et la condition (F) ou la condition (O), on a a"=¢=
eta’=o, d’oufacilementa =¢, ¢’est-a-dire la condition (o, 1). Sia vérifie 4 la fois
la condition (p, n) et I'une des conditions (A), (B) ou (C), on a a?=a"*" avec «
simplifiable a4 gauche ou & droite; il en résulte aisement ¢ = «”, ¢’est-a-dire la
condition (o, n). Si « vérifie a la fois les conditions (B) et (C), il vérifie
évidemment la condition (A). S’il vérifie (F) et (0), on a a>x¢e et a ¢,
donc o =¢, c’est-a-dire la condition (o, 1). Sl vérifie 'une des conditions (F)
ou (O) et I'une des conditions (A), (B) ou (C), il vérifie la condition (1, 1) et
'une des conditions (A), (B), (C), donc aussi la condition (o, 1) d’apreés ce
qui précéde.
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