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APPLICATIONS RÉSIDUÉES
PAR R. CROISOT.

Introduction.

Ce travail a son origine dans la lecture d'un Mémoire de M. P. Dubreil, Contri-
bution à la théorie des demi-groupes (III) [cf. note (8)]. D étant un demi-groupe
et X un idéal à droite quelconque de D, les conditions suivantes :

X D == X pour tout X ;
X' .D = X pour tout X ;
Xî> = (X'.D)D pour tout X;

X ' . D = = X D ' . D pour toutcT

sont introduites et comparées dans ce Mémoire. Or, E étant l'ensemble ordonné
des idéaux à droite deD, l'application a définie par âC—âCD est une application
isotone résiduée de E dans E (c/. la définition précise au paragraphe I), son
application résiduelle étant l'application ? définie par 5C—^ â£*.D. Les conditions
rappelées ci-dessus s'interprètent facilement à l'aide de a et (3.

J'introduis au paragraphe II, pour un ensemble ordonné E quelconque, une
application isotone résiduée a de E dans E et son application résiduelle ?, des
conditions systématisant les conditions ci-dessus et je les compare entre elles.
Dans les paragraphes III et IV, j'examine deux cas particuliers dans lesquels a
vérifie a priori une condition supplémentaire. L'objet du paragraphe V est

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXIII. — FASC. 4. 07
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l'examen d'un exemple et d'applications diverses, notamment aux idéaux à
droite d'un demi-groupe.

I. — Généralités.

Soit E un ensemble ordonné dont nous notons les éléments par des minus-
cules latines et la relation d'ordre par ̂ . Soit d3 le demi-groupe des applications
de E dans E, celles-ci étant notées par des minuscules grecques. Pour tout élé-
ment .reE et toute application ^e <33, nous désignons par x^ le transformé de.r
par E. Remarquons que les applications biunivoques sont celles des applications
qui sont simplifiables à droite et que les applications de E sur E sont celles des
applications qui sont simplifiables à gauche. Introduisons dans (Q la relation
d'ordre suivante que nous notons également ^, aucune contusion n'étant à
craindre :

'C^ri^X\^X^, y.VçE.

11 est évident que cette relation est bien réflexive, transitive et antisymétrique.
Elle est régulière à gauche par rapport à la multiplication de (©; en effet, pour
toute application Çec^,

V^-eE, ^^^TÎ=>V^€E, x^^x^.

Limitons-nous au demi-groupe CQ' des applications isotones de E dansE; la trace
sur o5' de la relation d'ordre précédente est également régulière à droite car,
pour Çe^7, on a

x^ ̂  x ri => x'y, ̂  œrtt.

Nous désignons par £ l'application identique (isotone) de E sur E.
Soit alors a une application isotone de E dans E qui est supposée de plus

résiduée, c'est-à-dire que, pour tout ^eE, il existe zçE satisfaisant à zy.^x
et l'ensemble des éléments z de E vérifiant cette relation possède un élément
maximum que nous notons x[ï. De cette définition, il résulte que p est une
application isotone de E dans E appelée application résiduelle de a et qu'on a,
quel que soit»r€:E,

x^xy^ et x^a^x.

Par conséquent, les applications a et ^ définissent une correspondance de Galois
inversée dans E. Réciproquement, la donnée d'une telle correspondance définit
une application isotone résiduée et son application résiduelle (1). En d'autres

(i ) Pour plus de détails concernant le lien qui existe entre la notion de résiduation et celle de cor-
respondance de Galois, on pourra consulter P. DUBREIL et R. CROISOT, Propriétés générales de la rési-
duation en liaison avec les correspondances de Galois ( Collectanea Mathematica, Seminano mate-
matico de Barcelona, t. 7, 1954, p. i93-2o3).
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termes, une application a est isotone résiduée si et seulement si

a ç CQ' et 3 (3 € d^ telle que j3a ̂  s ̂  ap.

S'il en est ainsi, ces relations entraînent apa=a et ?ap=P, d'où résulte
que ap et ?a sont des applications idempotentes.

Remarque 1 . — Si Fon munit E de la relation d'ordre inverse, j3 estime appli-
cation isotone résiduée dont l'application résiduelle est a.

PROPRIÉTÉ 1. — ^ensemble des applications isotones résiduées de E dans E forme
un demi-groupe (Q\ et F ensemble de leurs applications résiduelles/orme un demi-
groupe Û5'.,. Ces deux demi-groupes sont anti-isomorphes, un anti-isomorphisme
étant obtenu en faisant 'correspondre, à chaque application isotone résiduée a, son
application résiduelle j3.

En effet, soient ai, a^e^ et pi, ^^ôY satisfaisant à piai^£^aipi,
^ 0(2^2^ a^ ?2.

On a d'abord ai 02 € ̂  et ̂  pi € (^^ De plus, on a

i3, p, a i a, ̂  ps £0^ ==: p, a^ s ̂  ai pi == a.i £(3.i ̂ : a, a.^ ^a (3.i,

d'où la propriété.

Remarque 2. — En particulier, si a est une application isotone résiduée dont
l'application résiduelle est [3, a" est une application isotone résiduée dont l'appli-
cation résiduelle est ^n.

Exemple. — Soit E == [ i, 2, 3 j , la relation d'ordre sur E étant induite par la
relation d'ordre habituelle sur l'ensemble des entiers. Le demi-groupe W se
compose des applications suivantes :

Les applications isotones résiduées sont ao=£, 0 1 = ^ 2 ? ^2==^ ^i^^
a,,==^y, a;;==E..), les applications résiduelles respectives étant po=£, ^==^5,
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?2 == ̂  ?3= 6^ ?4= Ei. ?.>"= ^7. Écrivons les tables de multiplication de CQ\ et
(©^ qui mettent en évidence l'anti-isomorphisme de la propriété 1.

po p, p, ?3 p, p,x

OQ

Oi
03

a:,
O/,

a;;

Oo

ao
ai

a^

(73

a/..

a;;

Oi

ai

ai

ai

a 3

a:?

^o

o^

a ̂

a^

o^

0.4

a/,

a

a 3

Og

Oi

^0

a:}

Oa

ag

o/.

04

o^

^5
a,,

^0

Os

a 0

a.^
0.-;

0:,

0:;

Oy

^3

PO PO (3l ^•2 3:3 ^ P.

pi pi pi pi p, p, p,
P, P, P, P, ?,„ P4 P.

P3 p. Ri P, P3 -P; P,

P4 P., P. P. R^ P. P.

P,. P, P, P, P, P, P,

Remarquons que d?^^^, n'est pas un demi-groupe car on a, par exemple,
^3=^.

En désignant par COa 1^ sous demi-groupe de CD' engendré par a, application
isotone résiduée et ?, son application résiduelle, nous nous proposons de com-
parer entre elles différentes conditions exprimant notamment que £ est un
élément de (Sy^ que a est un élément d'ordre fini, que a est une application de
fermeture ou une application d'ouverture (une application de fermeture est une
application isotone TC telle que £^T". et T.2= ri; une application d'ouverture est
une application isotone TT telle que T^^£ et r/-^ T.).

II. — Cas d'une application isotone résiduée o quelconque.

De façon à restreindre le nombre de conditions à retenir, nous démontrons
d'abord plusieurs équivalences.

THÉORÈME 1. — n étant un entier positif fixé, pour tous les entiers k tels que
o ̂ Ik^n, les conditions a" "/<'= [^ (2) sont équivalentes entre elles.

Il suffit d'établir l'équivalence suivante :
yn-k-^ p^<=^ a71-^-1 -==- R^-1 pour À vérifiant o ̂  k<^ n.

Supposons qu'on ait ^l^~k= ̂ '\ On en tire pa7^^ P7^1. De £^ [3a, on déduit
alors a7'"71"1^^1. Mais on peut écrire aussi a"""71 ? == p^1 d'où résulte, à partir
de s^ap, a71-71-1^^1; d'où l'égalité a71-71-1 = ^4-1.

De la même manière, si l'on a an-Â-l= ̂ +1, on en déduit, d'une part,
o^-^ap^1 et a^-^^, d'autre part, a7'-^ P^a et a^-^P71; par suite, on
a également y.t^~l'= ̂ '\

COROLLAIRE. — Pour tout entier positif n, les deux conditions a71 = z et ̂ n= £
sont équivalentes.

(2) On convient naturellement de poser, pour toute application ç de E dans E, ç°= s.
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Ce corollaire est aussi une conséquence immédiate du fait que ^ est l'appli-
cation résiduelle de a7' (c/. remarque 2).

LEMME 1. — L'égalité £ = aÇ avec ^çCQ' implique £=a?. légalité £ = Ça
w^c Ç ç ÛV implique £ = pa.

De £=a^, résulte P = p a Ç d'où, puisqu'on a pa^s, p^E. On en déduit
ap ̂  aÇ = £, d'où ap = £, puisqu'on a toujours a^ ̂  £.

De £ = = Ç a , résulte [3 = Ça? d'où, puisqu'on a a?^£, R^E. On en déduit
pa^Ça ^-= £ d'où [3a = £, puisqu'on a toujours ^a^£.

LEMME '2. — L'égalité £=^ w^c Çe^ implique £ = = p a . L''égalité £=£8
w^c Ç € (î)' implique £ = a [3.

Le lemme 2 résulte du lemme 1 si l'on imagine E muni de l'ordre inverse
(c/. remarque 1).

PROPRIÉTÉ 2. — &* l'application identique £ coïncide avec un élément de d3a ̂ ^
en utilisant p fois a et q fois ^, p étant différent de q, on a a^"^^ £. Récipro-
quement, si £ est égal à a" Çn entier positif), tout élément de (Qy, écrit en utilisant?
fois a et q fois ? avec \p — q = n est égal à £.

Supposons que £ s'écrive sous forme d'un mot formé à l'aide de a et 6 :
^a^y/^72., , a^-, avec 7^0, ̂ >o pour /> i , ^>o pour 7 <^

.<? A-

^^o, .y étant supérieur à i si ^=^==0; posons^^=p,^^==^ et sup-
^i ;=:i

posons? 7^^.
Si^i est différent de zéro, d'après le lemme 1, on a £ = ap. Il en résulte que,

dans une expression de £ par un mot formé à l'aide de a et p, on peut supprimer
tout groupement ap; la suppression d'un tel groupement diminue p et q d'une
unité sans modifier p — q . En partant d'un mot déterminé, on peut faire évi-
demment seulement un nombre fini de telles suppressions; soit alors un mot
égal à £ obtenu à partir du mot initial et dans lequel on ne puisse plus faire de
suppression; le groupement ap n'apparaît plus dans ce mot qui est nécessai-
rement de l'une des formes a71, ^m, ̂ a", avec m et n positifs. Dans le premier
cas, on a n=p—q(^>o); dans le deuxième cas, on a m=q—pÇ^> o) et,
de p1 '0--'7 '===£, résulte aussi a177"^^ £ d'après le corollaire du théorème 1 ; dans
le troisième cas, on a n—m==p—q, le lemme 1 montre que £ s'écrit aussi
sous la forme [Sa, et l'on est facilement ramené à l'un des deux autres cas.

Si^i est nul, d'après le lemme 2, on a £ = ?a et l'on raisonne de façon ana-
logue en utilisant la possibilité de supprimer le groupement ?a dans toute
expression de £ par un mot formé à l'aide de a et ?.

Réciproquement, £=a" implique £=[^, £=a?, £=^a , d'après le corol-
laire du théorème 1 et le lemme 1. Partant du mot a" ou du mot ̂  égal à £, on



peut reconstituer n'importe quel mot tel (\ue p — </ = // ou c/ —p =n par intro-
duction de groupements a^ et ^la.

Nous venons donc de voir qu'imposer à £ de s'écrire sous forme d'un mot
formé à l'aide de a et ^ en utilisante fois a et y fois [ri, avec p ̂  y, équivaut à lui
imposer d'être égal à a'7" 7 1 .

Dans cet ordre d'idées, il nous reste à caractériser simplement les conditions
imposant à £ d'être égal à un mot en a et\3 avecjy = </. Soit donc

( t ) £ == a^ [3^ a^ p ̂ . . . ^>s p'/-1-,

avecyji^o, p,^> o pour;^>T, 7y^>o pour /<^.y, y,.^o, s étant supérieur à i

sïp^=(f,=o: enposantVp/^^.Vy^y, supposons p = y. Si/^ est différent

dezéro, o n a s = = a p d'après le lemme 1. On voit alors facilement que, moyennan t
les inégalités p^qi. pi+p^qi+ q^ ' . . ̂ i+^2+.. •+7^-i^i+^/2+.. •+</.v--i
(c'est-à-dire ps^=.qs), la condition £=a? entraîne, réciproquement, la condi-
tion (i). Au contraire, si ces inégalités ne sont pas toutes vérifiées, la
condition (i) entraîne aussi la condition c = = = ^ a ; la réciproque est évidente.
SijOi est nul, on a s = ?a d'après le lemme 2. Alors moyennant les inégalités
q^p2, ?i+ q^p2+p^ ' ' . , ç r l+ç r 2+• • .+y.-i^p2+7?3+- • .+^ (c'est-
à-dire q,= o), la condition £ === pa entraîne, réciproquement, la condition (i).
Si ces inégalités ne sont pas toutes vérifiées, la condition (i) équivaut à la
condition £ -==- ?a == a^.

Le théorème suivant résume ces différents résultats.

THÉORÈME 2. — La condition e = a7'1 ^/1 a7'2 ̂ 2... a^ ̂ /s, (p i ̂  o, p, ̂ > o joo^/' ; ^> i,
^j^>o pour j <^s, y^^o; .y^>i ^ p^==q,.=o) est équivalente à la condition

s == ^p~<1 { si p = ̂ .pf 7^ q === ̂ , ç^, ^ ̂  condition £ = ap '̂ ̂  == y mw pi ̂  yi,

p^ +7)2^^/1+^2, . . ' , p i +p2 + • • • -srps-l^ql +9r2+ . . . + ̂ -t, ^ ^
condition £ == pa '̂ p=q avec pi= o, qi^p^, ?i+ ?2:^7)2+7)3? • • • ?
çrl+^r2+. • .+y,s-2^7?2+p3+- . •+jpv-i» çry=o. ^ ^ condition £=a^= ^a
rfâ/î^ ̂  autres cas.

On peut caractériser d'une manière différente ces trois dernières conditions.

PROPRIÉTÉ 3. —£^ condition £ = ap ̂  équivalente au fait que a soitbiunivoque
ainsi qu'au fait que ? ^o^ ?/^ application de E .yw E (3).

Si Fon a £ == a^3, soient ^, j€E tels que .ra ==ja; on en déduit .ra? ===yap
d'où x=y et a est biunivoque. Réciproquement, si a est biunivoque, de

( 3 ) Cf. J. RIGUET, Relation binaires^ fermetures, correspondance}; de Galois \Bidl. Soc. Math.^
t. 76, 1948, p. ii/i-i^) (proposition 5)].
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a[ îa=a=£a, résulte a?=£ car a est alors un élément simplifîable à droite
dans d3.

D'autre part, de £ = a[3, résulte, pour tout *r€E, x ==:XT.^ et le fait que [il est
une application deEsurE . Réciproquement, si ^ est une application deEsurE,
de [Ïa^ =?= ^£, résulte a^ = s car ? est alors un élément simplifiable à
gauche dans cO.

Remarque 3. — Cette dernière partie de la démonstration se rattache a une
propriété très générale de la résiduation : s'il existe y tel que x=y^, on
?iX=X^ ( /1).

PROPRIÉTÉ 4. — La condition £ == pa est équivalente au/ait que a soit une appli-
cation de E sur E ainsi qu'au fait que p soit biunivoque.

Ceci résulte immédiatement de la propriété précédente puisque, E étant muni
de la relation d'ordre inverse, ? est résiduée de résiduelle a (c/. remarque 1).

PROPRIÉTÉ 5. — La condition £ == a^ == pa ̂  équivalente à la condition a^== ̂ a
^ â^ fait que a ^"o^ ̂  automorphisme ainsi qu^au fait que 8 soit un automor-
phisme.

D'après les deux propriétés précédentes, il suffît d'établir que, si a et ? sont
permutables, on a £ == a? = pa ; ceci résulte de pa ̂  & ̂  a?.

Concernant les conditions exprimant que a est d'ordre fini, que a est une
application de fermeture ou une application d'ouverture, nous avons les résul-
tats suivants :

PROPRIÉTÉ 6. — La condition a^= aip+nÇp entier positif ou nul, n entier positif)
est équivalente à la condition ̂ ^ ̂ p+/l.

Il suffît de remarquer que ^ est la résiduelle de a7' et que ^p+'it est celle
de ^p+n (c/. remarque 2).

LEMME 3. — La condition a ̂  £ équivaut à la condition 3 ̂  £ et la condition
a ̂  £ à la condition p ̂  £.

Eu effet, a-^£ entraîne p===p£^?a^£. La réciproque en résulte puisque a
est la résiduelle de ^ lorsque E est muni de l'ordre inverse.

De même, a^£ entraîne P=£p=;a?^£- Réciproque comme ci-dessus.

THÉORÈME 3. — Pour que a soit une application de fermeture, il faut et il suffit
que ? soit une application d) ouverture ; ces conditions sont équivalentes à la condi-
tion a = ap ainsi qu''à la condition ? == ?a.

(4) Cf. P. DUBREIL et R. CROISOT, loc. cit., propriété 3. On pourra aussi trouver des cas particuliers
de cette propriété dans M. !.. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR et R. CROISOT, Leçons sur les treillis
[Cahiers scientifiques, Gauthier-Villars, 1953, p. i53 (3°) et p. i54 (théorème 1)].
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Pour que a soit une application de fermeture, c'est-à-dire pour qu'on ait
a2 == a et a ̂  c, il faut et il suffit qu'on ait ?2 = ? et ? ̂  £ d'après la propriété 6
et le lemme 3, donc que ^ soit une application d'ouverture.

Si ces conditions sont réalisées, on a ap=a2p:^a£=a et a=a?a^ap£=ap,
d'où a=ap. Réciproquement, la condition a = ap implique a 2 ==apa=a
et a = a(3^£.

De même, la condition p = pa équivaut au fait que, E étant muni de l'ordre
inverse, ? soit une application de fermeture; elle est donc équivalente aux
précédentes conditions.

THÉORÈME 4. — Pour que a soit une application (V ouverture^ il faut et il suffit
que p soit une application de fermeture; ces conditions sont équivalentes à la
condition a == ?a ainsi qu'à la condition 6 = a 8.

La première partie de cette propriété résulte comme ci-dessus de la propriété 6
et du lemme 3.

Si l'on aa^c^eta^, on en déduit pa=pa^£a=a eta=apa^;£pa==pa,
d'où a = = p a . Réciproquement, la condition a=3a implique a 2 = a p a = = a
et a= ?a^£.

La condition ? = a[3 est équivalente aux précédentes puisqu'elle traduit le
fait que ? est une application d'ouverture lorsque E est muni de l'ordre inverse.

Afin de comparer entre elles les conditions que nous venons de mettre en
évidence, nous ferons usage des notations suivantes : (p, 72) désignera la condi-
tion a^= a^ (p entier positif ou nul, n entier positif) ; (F) désignera la condition
pour que a soit une application de fermeture; (0) désignera la condition pour
que a soit une application d'ouverture; (A), (B), (C) désigneront respecti-
vement les conditions pour que a soit un automorphisme, une application
biunivoque, une application de E sur E.

Nous pouvons alors énoncer le théorème fondamental.

THÉORÈME 5. — Les diverses conditions (p, n) et les conditions (F), (0), (A),
W? W? sont toutes logiquement distinctes. Les seules implications binaires
existant entre elles sont les suivantes et leurs conséquences logiques : (p, n) => ( p ' ^ n ' )
si Von ap^p et n' multiple de n; (o, i)->(F); (o, i)=»(0); (F)=>(i, i);
(0)=^>(i, i) ; (0, n)=^ (A); (A) =>(B);(A)=>(C). L'ensemble de ces conditions
forme un demi-treillis par rapport à la conjonction logique.

Démontrons d'abord les implications binaires énoncées. L'égalité ^=^p+n

entraîne a^=a^ si l'on a p^p puis a^=a^ si n' est multiple de n. La
condition (o, i), a=£ , implique évidemment que a est une application de
fermeture ainsi qu'une application d'ouverture, et chacune de ces conditions
implique la condition (i , i), a^a. Comme on l'a déjà remarqué (lemme 1),
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la condition (o, n), 0^= £, entraîne ap = pa = £, c'est-à-dire la condit ion (A) .
Celle-ci entraîne évidemment (B) et (C).

Le tableau suivant résume ces implications, étant entendu que(jy, /^implique
(jo, n ' ' ) seulement si n' est multiple de /?.

(o,.
,A^

(A)^"'"

/ ^
(B) (C)^M-

T
^,nY

.......———V

i .-^-(/tl)
^(^•-•.•••- ^

Fig. A.

Des exemples contraires vont nous permettre de constater que les différentes
conditions retenues sont distinctes et qu'il n'y a pas entre elles d'autres impli-
cations binaires que les précédentes. Admettons provisoirement ces résultats et
montrons que l'ensemble des conditions forme un demi-treillis par rapport à la
conjonction logique. Supposons qu'on ait en même temps a/?l=a/'l+/^l et ap2=oLP's+n2;
posons/? = min (p^ j^), n = p. g. c. d. (n^ n^; (p, n) est la plus faible de celles
de nos conditions qui, d'après les implications qui précèdent, entraînent à la
fois (pi, /ii) et (7)3, /z^); nous devons donc établir qu'on a ^=(xp+n; en effet,
a étant d'ordre fini, soient pp^o et ^o^>° ^es valeurs entières minima telles
que a^°= a^0 ; on a nécessairement po^pi, p^ et n^ diviseur de /?i et n^ ; par
suite on aj^ ^=.P et n^ diviseur de n et il en résulte ocp= a^-\ Si a vérifie à la
fois la condition (o, n) et la condition (F) ou la condition (0), on a a"=£
et^= a, d'où facilement a = £, c'est-à-dire la condition ( o, i ). Si a vérifie à la fois
la condition ( p , n) et l'une des conditions (A), (B) ou (C), on a a^=a^ avec a
simplifiable à gauche ou à droite; il en résulte aisément £=a7 ', c'est-à-dire la
condition (o, n). Si a vérifie à la fois les conditions (B) et (C), il vérifie
évidemment la condition (A). S'il vérifie (F) et (0), on a a^£ et a^£,
donc a= £, c'est-à-dire la condition (o, i). S'il vérifie l'une des conditions (F)
ou (0) et l'une des conditions (A), (B) ou (C), il vérifie la condition ( i , i) et
l'une des conditions (A), (B), (C), donc aussi la condition (o, i) d'après ce
qui précède.
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4^ R. CROISOT.

Exemple 1 . — Désignons par E^(p entier positif ou nul, // entier positif) un
ensemble d'éléments notés ^y, l'indice /variant de o à joe t l ' indice/de i à / î .

-Munissons E ,̂ de la relation d'ordre ainsi définie : e^^e^^ si et seulement
si i^=i'^j-==j'. Considérons l'application a de E^dans E/^ donnée par<^a=é?,^
avec /,===max(o, / — i ) et / ,=r=y+T (mod/?). On voit facilement que a est
isotone et résiduée et satisfait à 7^= ̂ )+/t mais ne satisfait pas à ̂ '= yJ''^11' sauf
sïp' est supérieur ou égal àp et /?/ multiple de /?. De plus l'application a vérifie
la condition (F) seulement pourp==o et /?==i, la condition (0) seulement
pour/j=o ou T e t ^ = = T , les conditions (A), (B), (G) seulement pour p = o.

Exemple 2. — E désigne l'ensemble à trois éléments j i, •>>, 3 ; avec la relation
d'ordre induite par la relation d'ordre habituelle sur l'ensemble des entiers.
Soit a l'application telle que i a = i, •20 == 3 a = 3. Elle est isotone et résiduée.
L'application a vérifie la condition (F) et ne vérifie pas les conditions (0), (R),
(G).

Exemple 3. — Prenons pour ensemble E l'ensemble des entiers naturels avec
la relation d'ordre habituelle et pour application a l'application définie par
/^a=max(i, / /— i ) . C'est une application isotone résiduée. Elle vérifie la
condition (G) mais elle ne vérifie pas la condition (B ).

Exemple 4. — Prenons le même ensemble E mais munissons-le de la relation
d'ordre inverse et considérons l'application y/ définie par nc/J ==/?,+ T . C'est
une application isotone résiduée qui vérifie la condition (B) sans vérifier la
condition (C).

Ces quatre exemples suffisent pour compléter la démonstration du théorème 5.
En effet, d'après l'exemple 1, les différentes conditions (p, ^)sont logiquement
distinctes et sont liées par les seules implications mises en évidence. Le même
exemple prouve que, seule des conditions (p, n), la condition (o, T ) entraîne (F);
la condition (F), n'entraînant pas la condition (B) d'après l'exemple 2, n'entraîne
aucune condition (o, n): ces deux remarques montrent qu'elle ne peut coïncider
avec aucune condition (p, /?). La condition (0) ne peut être impliquée que par
une condition entraînant ( i , i) ; or l'exemple 2 montre qu'elle n'est pas
impliquée par (F), ni par ( i, i ) plus faible que (F) ; la condition (o, i ) est donc
la seule des conditions précédentes impliquant (0) ; d'après l'exemple 1
(ensemble Ei i), la condition (0) n'implique pas (F) ni aucune des conditions (o, ï i ) ,
plus fortes que (B) par exemple; elle ne peut par suite être équivalente à (F)
ou à l'une des conditions (jo, n). Parmi les conditions déjà envisagées, seules
les conditions (o, n) impliquent (A), (B), (C) puisque ni (0) ni (F) ne possèdent
cette propriété d'après l'exemple 1 (ensemble E^) et l'exemple 2; les conditions
(A), (B), (C) n'entraînent aucune des conditions précédentes car aucune de
celles-ci n'est impliquée par toutes les conditions (o, ^); en particulier, aucune
des conditions (A), (B), (C) ne peut coïncider avec une des conditions déjà


