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HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE

Psar M. J. DIXMIER.

INTRODUCTION.

Soit A un anncau de Lie, ¢’est-a-dire un groupe abélien muni d’une multipli-
cation, notée (z, y)— [ 2, y], doublement distributive par rapport a I'addition,
telle que [x, ] =o, et vérifiant I'identité de Jacobi. Soit ® un A-module. Le
groupe de cohomologie ordinaire H*(A, @) sert a classer les extensions B de A
par © qui possédent la propriété suivante : le groupe abélien B est une extension
inessentielle du groupe abélien A par le groupe abélien ©. Nous nous proposons
de définir de nouveaux groupes de cohomologie, que nous noterons HI"(A, 0),
tels que HI?(A, @) permette de classer toutes les extensions de A par ©. Nous
ne résoudrons d’ailleurs ce probléme que si A est sans 2-torsion, ¢’est-a-dire si
la relation 22 = o dans A entraine z = o.

Pour définir les HI*(A, ), nous construirons un complexe standard. Un
complexe analogue, pour les anneaux associatifs, a été obtenu récemment par
S. Mac Lane. Les conseils de S. Mac Lane m’ont d’ailleurs été précieux pour
la rédaction de cet article.

Notations.

On désignera par P I'ensemble des suites finies non vides d’entiers > 2,

par P’ le sous-ensemble de P formé d’une part de la suite réduite a (2), d’autre

part des suites finies non vides et non croissantes d’entiers >~ 3. Sipy, ..., p, EP,
on désignera par (ps, ..., pn) I'élément de P obtenu en juxtaposant les
suites pi, . . ., pr (dans cet ordre).

Pour n=2, 3, ..., 5, (resp. A,) désignera le groupe des permutations
(resp. des permutations paires) de {1, 2, ..., n}. On notera (¢, ..., i,)
I'élément c€$, tel que o(1)=1i,, ..., o(n)=1, On appellera: trans-
position une permutation qui échange deux entiers distincts et laisse les
autres entiers fixes. On désignera par Sf(p, ¢) I'ensemble des permuta-
tions (Zi, v v vy Lps Jus oo vy Jg) €8Bpug telles que @, <. .. <4, ju <o .. <[Jys par
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SE(p, q.r)l'ensemble des permutations (s, ..., 0,571, oy jys kay oo k)ES by
telles que

0O <<...<lIpy, T << <Jo ey <<oo. <k

Pour p=(py, ..., pn)€P, on désignera par S, (resp. A,) le groupe
5, <... <8, (resp. A, ><...><A,). Les ¢éléments neutres de tous ces groupes
seront désignés par e. Pour s €%5,, on désignera par ¢, la signature de o, égale
a +1 si g est paire, 4 —1 si ¢ est impaire. Pour s=(a,, ..., 5,) €5, on
posera eg=-¢; ...%,. Pours, s'€%5,, on a ¢4y = z4eq.

Pour tout entier n, on emploiera pour (—1)* le symbole p(n) d'Eilenberg-
Mac Lane.

Soit A un anneau de Lie. Si z,, ..., , €A, on désignera par|[x,, ..., x,]le
crochetitéré défini inductivement par laformule[z,,...,z,|=[[®1,..., %01 ], ]

On désignera par Z I'anneau des entiers rationnels.

Pour éviter des difficultés typographiques, nous écrirons, par exemple

z{(in ceey ip;./.la --w./.n—p)eﬁf(l’, n—phi<p<ni1Zg=Zn—pij...

au lieu de

(its + s Bp3 fu> -+ os In—p) €BE (P, n—p) A<p<n,1qn—p * *

CHAPITRE 1.

Les croures HI,, (A) ASsoCIES A UN GROUPE ABELIEN A.

Nous allons d’abord définir une théorie de 'homologie des groupes abéliens,
adaptée a I'étude ultérieure de 'homologie des anneaux de Lie.

1. Les croures Z,(A) ET LES HOMOMORPHISMES @y, W, Q;. — Soit A un groupe
abélien. Pour p€P, on désignera par K,(A) 'ensemble des applications de S,
dans A, et par Z,(A)le groupe abélien libre engendré par les éléments de K, (A).
Soit K(A) la réunion des K, (A) pour p€P. Soit Z(A) la somme directe
desZ,(A) pour p€P, somme directe qui admet K(A) pour base. Soit

r(A)=Z2{(p1, -, PR)EP, p1+...+pr—2h=n}Z,, . ,n(A).

Alors, Z(A) est somme directe des Z*(A) pour n>> o0, et Z(A) sera considéré
comme gradué par les Z*(A). Un élément de Z"(A) seradithomogéne de degré n.
D’autre part, tout élément de Z(A) sera considéré comme d’ordre 1. On appellera
degré total la somme de I'ordre et du degré.

Si a€eK,(A) et a’€Ky(A), la fonction s— a(s)+a'(s) est un élément
de K (A). Il y a donc lieu de distinguer entre les opérations « formelles »
d’addition et de soustraction dans Z,(A), et les opérations « fonctionnelles ».
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()n emploiera les signes - ot — pour les opérations formelles, les signes + et =
pour les opérations fonctionnelles.
Pour peP et s€S,, soient By, Oy les automorphismes du groupe Z, (A) qui
permutent entre eux les ¢léments de K,(A) et qui sont tels que
(Dsa) (t) =a(s't), (Pga) (t) =cesa(s't)
pour tout a€ K (A).

Lemme 1. — O, &, —= D,
En effet, on a

(P @ga) (t) =cs(Pya) (57't) =csexa(s!s7't) = esga((s8')'t) = (Vg a) (1),

d’ou le lemme. _

Soient p=_(ps, - .., pr)EP, 1€y, pP'=(Pev» - - -+ Pe—rsy) €EP. Nous allons
définir des isomorphismes W, W, du groupe Z,(A) sur le groupe Zy(A),
consistant i « permuter les variables ». Pour cela, on définit, pour touta€ Ky (A),
les éléments W'.a, ¥.a €K, (A) par les formules

(lII'Ta) (0'1_1(1), ey O';_x(},_)) = (1(0'1, ey G'/l),
(Wea) (F5-1 ++ o5 Toay) = P(Zicj,nsey Pipj) @(T1s - - -5 Th)s
ous, €Y, ..., ESD,.

LemMe 2. — W W =T,

En effet, on a W ¥ a€K y(A), et

(‘F’T‘F’T,a) (O':'~lr—l(1), ey Ur'—lr~1(h)) — P(n) (‘Fit'a) (UT’—‘(H? R GT'*‘(Z))
=pn)p()a(o, ..., 1),

(Por—tz—1(1), ..., Por—1T—1(])

avec
1= i), i) Pr— 0 P () = < (), 0> () PiP) = >, v <ew () PP
7' = Zicj, v Pib)
On a alors

‘ n'+n= 2{i</,7)>7()), (@) <) |pip;s

+E {1<J, 7 () > 7)), 7' ({) > 7' ()) | pip;
i<y, 7)) > 7)), (@) <P ()) jpips
§l>/,f(l > 7(), 77 (8) <7T()) | pip)
Z

—

i < J, (i) > 7)), T (§) > ()) | pepy
i>j, 7)) > 7)), ' (§) <)) | pips (mod2),
done
n+n= Z{i<j,7()>7()), TT(l)>TT(/)} PiDj
+ i<y, (@) <), (&) > TU()) [ pipj = Zicj st Pib)-

D’ou le lemme.

Lemme 3. — Sotent p=(ps, ..., pr)€P, t=(71, ..., T1)ED,, ¢ €L,
=Ty -+ +» Tpmy)- On @ W, By = O, T". '
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En effet,
(W@, a) (500s -+ - Tpr) = p(n) (V) (31, -y a) =p(n)va(s;'an ..., ' o1)
((I);.‘» %a) (GP—‘U“’ ey O-p_l(,l‘) - gt'(lp‘éa,) (75_14(1)0'9. 1)y = vy 751_1(/”0'?._1(11,)
=eyp(n)a(titor, ..., 7' 0n).

Il est clair que eg=¢. D’autre part,

= Zicj, o(i>plp PiPj = -
D’ou le lemme.
Sotent p=(p4, ..., pr)EP, avec h >1,i€{1,2, ..., h}, et

P/:(Ph e ooy Pimtsy Pigay - ‘,l)/L)GP-

Soit €%, Nous allons définir un homomorphisme Qf du groupe Z,(A) sur le
groupe Zy(A) consistant a « fixer la 2™ variable égale 4 o ». Pour cela, on définit,
pour tout a€ K,(A), I'élément Q,a€ Ky (A), par la formule

(Q5a) (G1y «v vy Tiay ity «vey Tn) =A(C1y «vvy Tigy Oy Tigty «vvy Th)e

Dans les énoncés des lemmes 4 et 5, les signes qui interviennent ont une
signification fonctionnelle et non formelle.

Lemme 4. — Sotent

P:(P‘U-°-7[7/z)€P (T”""T/l)eﬁp’ [E{Ia%---,/l}, G'E/'a/;..

On a

Qéf@(’fn cees TR ™ E":iq)g'-h e Vi1 Titts -uw'-h)gf:i—‘f"
“En effet,

(LD, .. x)@) (Tiy < vy Timty Tigty ooy O)

= (‘I’(v,,l..,r,,)a) (G1y «v vy Gicty Oy Tigty « - -y Ok)

—_— —1 —1 —1 —1 —1

=g Eq (T 00,y ey Ty Tty T7 Oy Ty Gity « o5 T Oh)

—_ i —1 ~1 ~1 —1

... erh(Qri—xga> (7101, vy TN Oty TE Oity + - vy TR OR)
’ i

= Eri(q)rcl,...,t,»_‘,riﬂ,..‘,*:h)gri—lca) (G1y « ooy Gicts Tisgty ooy Th),s

d’ou le lemme.

Lemye 5. — Sotentp=(p,, ..., p»)EP, 1€ 5,, c€Y, Ona

T—1(5)°

Q6 We= p(Zc i<k, i>ip Pr—1 (1 Pk~ Ze—siisk,icaipo e Pr) W Q54

oir 7' €S,y est défini de la maniére suivante : soient O l'unique application
croissante de {1, ..., h—r1}sur{x, ..., (Q)—1,v*{@)+1, ..., h},etnla
permutation de {1, ..., (i) —1, v ()41, ..., h}| qui transforme le k*"
terme de la suite (1, ..., v*({)—1, v (i) +1, ..., h) en le k* terme de la
suite (<7(1), ..., T —1), v (i+1), ..., T4(R)); alors, 7't =01 0.
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En effet,
(Qa‘lp'l:a) (Fe—1tyy + s Ot—1(i—1)y Tr—1(i41)y ++ > Ur—i(h))
= (W) (Toiayy « -+ s Tot(iot)s Ty Trifipt)y - -y Tr—t(hy)
= P (Zjch,wji>cto PiPE) A (Ot -+ s Tomsiias Ty Txi(iaas - -5 O4)
= p(Zjct, sk P Pk) (‘Qrtr_1 Oa) (a1, « vy Oemtg—ts Tr—t(i) 41, - - -y Ok)
= P (o<, i>c P10 Pr~+ et @53k, 1<5 () Po—1 0.Pk)
(P Q5T @) (G, + - w5 Trt(imtyy Tr—t(ira)s =« +» To—i(hy),

d’ou le lemme.

2. Lgs 6rovees Y,(A). — Soient L un anneau de Lie, x4, .. ., z, des éléments
de L(n>x2). Pour tout c€%5,, soit ¥o=[Zsu), ..., Lsw]. Soit vy un homo-
morphisme d’un sous-groupe de L dans le groupe abélien A, défini aux points y,.
L’application o — 7(y,) de S, dans A sera notée (L, n; @, ..., @,). 013
notera J,(A) I'ensemble des applications de 5, dans A du type précédent.

Lemme 6. — Soit L(X,, ..., X,,) l'anneau de Lie libre cngendré sur Z par les
indéterminées X,, ..., X,. Soit a€K,(A). Pour que a€J,(A), il faut et il
suffit que toute relation Z-linéaire vérifice par les [Xg), .., Xom] (0l o
parcourt 3,,) soit vérifice par les a(a). :

Si a vérifie la condition du lemme, il existe un homomorphisme v du
sous-groupe de L(X,, ..., X,) engendré par les [ X5, ..., X;,] dans A tel
que a(a) =1([Xsw), - - -» Xo(n]) pour tout s €%, done

a=(L(Xy, ..., Xp)y 05 Xuy oo, Xp)€Jn(A).

Réciproquement, si a= (L, v/'; @4, ..., x,), toute relation Z-linéaire vérifiée
par les [ X5, - - ., X ] est vérifiée par les [, - . ., @], donc par les a(c).

Soit p=(pi, ..., pr)E€P. On désignera par J,(A) I'ensemble des a€ K,(A)
tels que, pour touti =1, ..., A, I'application partielle s;—a(ay, ..., a5, . . ., 32)
de S, dans A, ou l'on fixe arbitrairement les variables ¢, €%, pour k=44,
appartient a J, (A). Si p=(n), on retrouve I'ensemble J,(A). Soit J(A) la
réunion des J,(A) pourp€P. Les ¢léments de J(A) seront appelés applications
jacobiennes (a valeurs dans A). On désignera par Y,(A) le groupe abélien
libre engendré par les éléments de J,(A); ce groupe est un sous-groupe de Z,(A).
La somme directe des Y,(A) sera désignée par Y(A); elle admet J(A) pour
base; on posera

Y (A)=2{(ps, ., pr)EP, py—+...+pr—2h=n|Yp(A).

On a Y(A)CZ(A), Y'(A)cZ*(A). Le degré, Uordre et le degré total sur Z(A)
induisent un degré, un ordre et un degré total sur Y(A).

La somme ou la différence (au sens fonctionnel) de deux éléments de J,(A)
appartient a J,(A), comme il résulte aussitot du lemme 6.
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Lewmwe 7. — Soient p=(p,, ..., p.)EP, a€l,(A), i€l1, ..., h},
T, Uélément de 5, qui consiste a transposer 1 et 2. Alors,

A(Try vy Tiy wevy TL)=— (s « - - TiT0) - -+ T})-

1l en résulte que a est parfaitement déterminée par sa restriction a Ay.

En effet, soit b application de &5, dans A obtenue en fixant o, ..., 6y,
Givas » s 0. Onabel, (A), donc b =(L, n; 2y, ..., x,). Alors
b(oim0) = ([ Zo,me 1) Zoymes o1 Toymepy ) = 0([Zoy25 Zoyapy Zoyy +-os Zaypy])
- — n([xqi(”, xai(g), .Zl?(;i(;;), P .Iff;i(/,‘,’ ]) = b(U{).

D’ou le lemme.

Lemme 8. — Sotenta= (L, v; 2y, ..., x,) et T€%5,. On a

P.a= (L, n; Lr—1(1)y =+« *Z'T*‘(“))'
En effet, on a
(¥:a) (o) =a(v"'e) =n([Zc—suy -+ ) Zitow])-

D’autre part, si y; =, ., et b= (L, n; 2.y - . ., Z:s,)), ON A
b(o)=n([Youy -+ Yom]) = n([Ze—tou) -+ s Teig])-
D’ou le lemme.
LemMe 9. — Sotent pe€P, a€l,(A), t€5,. Alors,
Vaclp(A),  Biaclp(A).

En effet, si I'on fixe toutes les variables sauf une dans ®.a, I'application
obtenue est, d’aprés le lemme 4, du type ®.b, ou b est jacobienne. Alors, ®.b est
jacobienne d’aprés le lemme 8. Donc ®.a€J,(A) par définition de J,(A) et,
par suite, ®ra€J (A).

Lemme 10. — Sotent
P=(pi ---»pu)€P,  ae€lp(A), €8,  P'=(peaqy .- pw) EP.
Alors
lpzaEJp'(A)v qf’/faer'(A)'

En effet, fixer toutes les variables sauf une dans ¥'.a revient a fixer toutes
les variables sauf une dans a, et I'on obtient donc une application jacobienne.
Donc W.ae€l,(A) et, par suite, ¥.a€Jy(A). |

Lemve 11. — Soient
P:(Pu "'aph)€P7, P’:(PH s ooy Pie1y Pigay --*7P1¢)€P7 aEJp(A), Ueﬁ,;i.
Alors Qza€ly(A). St p;= 2, Q; est une bijection de J,(A) sur I (A).



HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. 31

La premiére assertion résulte aussitot de la définition de J,(A). La deuxi¢me
résulte immédiatement du lemme 7.

Lorsque p;= 2, nous pourrons donc considérer la bijection réciproque (Q5)~*
de Jp(A) sur J,(A).

Soient p = (P15 - -+ pr)EP et a€ly(A). Distinguons deux cas :

1° Tous les p; ne sont pas égaux & 2 : soit p’ I'élément de P obtenu en
supprimant les 2 dans la suite p. Si, dans a, on fixe égales a e les variables
correspondantes, on obtient un ¢lément b de J(A) qui sera désigné par Ra.

2° Tous les p; sont égaux a 2 : soit p'=(2). On désignera par Ra I'unique
¢lément b de I, (A) tel que b(e)=a(e, ..., ).

Dans les deux cas, 'application @ — W a est une bijection de J,(A) sur J,(A)
d’aprés le lemme 11.

3. Lgs croupes X, (A). — Soit toujours A un groupe abélien. Dans J(A), nous
allons définir une relation d’équivalence R. Ce sera la relation d’équivalence la
plus fine telle que, pour a€J, (A), on ait :

o0 PR
a=®ya (modR) quel que soit t€ S,
a=W.a (modR) quel que soit T € 5,;
a=Q,a(modR) si p;= 2.

(Cette définition est justifiée par les lemmes 9, 10, 11).

LemMe 12. — Soient a€l,(A), b€l (A). Pour que a et b soient équivalentes
modulo R, il faut et il suffit que Rb soit de la forme WP Ra.

Soit R, la relation
R est de la forme Wi D Ra.

Montrons d’abord que R, est une relation d’équivalence. La relation R,
est évidemment réflexive. Elle est symétrique, car, si Wb =¥ 0 Na,
on a Ra=&, . W_Rb, daprés les lemmes 1 et 2, donc Ra est de la
forme W,_ @, Wb d’apres le lemme 3. Elle est transitive, car, si e =W, &, Kb,
on a Re=""_ 0, W . d;Ra, donc Re est de la forme W, &, Ra, d'apres les
lemmes 1, 2, 3.

Si Wb =W_.®,Ra, on a, modulo R,

b=R =0 Ra=PRa=NRa=aq,

donc
b=a (modR,) entraine b=a (modR).

Pour établir la réciproque, il suffit d’observer les points suivants :
1° ®ya=a (modR,). Car,si a€l,  , (A),t=(7, ..., %) et pp=2,0na
Q, Pya = By (e:,2%,a),
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d’apres le lemme 4. Compte tenu du lemme 7,
e, QL a=Qla, donc QL ®ya = dy Q. a.

Donc R®; a est de la forme @ Ra, d’ou notre assertion.
2° W.a=a (modR,). Car, d’aprés le lemme 5, si p._.,= 2, on a

QL WLg =W, Qg

Donc WW.a = W, Ra, d'ou notre assertion.
3° Qla=a (modR,) si p;=2. Car RQ a =NRa.

Lewve 13. — Sotent a€J,(A), b€ly(A), a et b étant équivalentes modulo R.
Alors, p' se déduit de p par une permutation et par insertion ou suppression
éventuelle d’entiers 2. Les degrés de a et b sont égaux. Si a est donnée, on peut
choisir b de fagcon que p' €P', et p' est déterminé de maniére unique par p.

La premiére assertion résulte aussitot de la définition de R. Soitp=(p., ..., ps).
Si I'on permute les p;, ou si 'on insére un 2 dans la suite des p;, la quantité
pPi+ ...+ pr.— 2h ne change pas; d’ou I'assertion relative aux degrés. Si a est
donnée, et si tous les p; sont égaux a 2, la suite p’ ne comporte que des 2; en
prenant b =Ra, on ap’=(2)€P’, et (2) est évidemment le seul élément de P’
qui peut se déduire de p par permutations, insertions ou suppressions d’entiers 2.
Si a est donnée, et si tous les p; ne sont pas égaux a 2, on peut choisir pour p’
le réarrangement non croissant de la suite des p; distincts de 2, et I'on a
alors p’ € P’; 'assertion d’unicité est évidente.

Soit a€J(A). On dit que a est dégénérée si a est équivalente 4= a modulo R.

LemMe 14. — St a est dégénérée, et si b est équivalente a a, b est dégénérée.

En effet, =b est équivalente & == a (par exemple d’aprés le lemme 12), donc
équivalente a a, donc équivalente a b.

Nous allons maintenant définir un groupe abélien X (A) par générateurs et
relations.

Les générateurs sont les éléments de J(A).

Les relations sont les suivantes :

a="b si a et b sont équivalentes;

a= o si a est dégénérée.

Autrement dit, X(A) est le quotient du groupe Y(A) par le sous-groupe
qu’engendrent les éléments suivants :

(1) a—b, ot a et b sont des applications jacobiennes équivalentes;

(2) a—+ (=a), o a est une application jacobienne quelconque;

(3) a, ou a est une application jacobienne dégénérée.

On désignera par Y'(A) ce sous-groupe, de sorte que X(A)=Y(A)/Y'(A).
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Lemme 15. — Y'(A) est le sous-groupe de Y (A) engendré par les éléments suivants :

(4) a—-(.I):e,m_e,aycM“e{a, oua€l, ,(A) et ol c€S, est une transposition
de deux entiers consécutifs;

(5) a—V¥ia, ou a€l,  ,(A) et ou €S, est une transposition de deux
entiers consécutifs;

(6) a—Qla, oita€l,, .., (A) et o pr—2;

(7) a—+ (=a), ot a est une application jacobienne quelconque;

(8) a, o a est une application jacobienne dégénérée.

.....

II est clair que les éléments considérés appartiennent a Y'(A). 1l suffit de
montrer que, si a et b sont deux applications jacobiennes équivalentes, @ — b est
somme d’éléments de type (4) ou (5) ou(6). Or (lemme 12), ona b =W, d;Ra.
Donc

a4—b=(a—W8a)—(b—-B8b)+ (e — O Ba) + (P Ve — V0 Ra).

Les éléments ¢ — Ra, b — Wb sont sommes d’éléments du type (6). Comme
toutt€S, ,, estproduit d’éléments delaforme(e, ..., e,q,¢e, ..., ¢), o étant
une transposition de deux entiers consécutifs, Wa — ®;Wa est, compte tenu du
lemme 1, somme d’éléments du type (4). Comme tout €5, est produit de
transpositions de deux entiers consécutifs, ®;Ra — W ;R a est, compte tenu
du lemme 2, somme d’éléments du type (5). D’ou le lemme.

Soit X,(A)[resp. X*(A)] I'image canonique de Y,(A) (resp. Y*(A))dans X(A).
On a

X(A) = 2,00 X" (A) = ZpepXp(A).

ProposiTioN 1. — Le groupe X(A) est somme directe des X" (A) pour n >~ o.

En vertu du lemme 13, les éléments du type (1) ou (2) ou (3) sont homogénes
pour le degré de Y(A), ce qui prouve la proposition.

Autrement dit, le degré dans Y(A) définit par passage au quotient un degré
dans X(A), pour lequel les éléments homogénes de degré n constituent le sous-
groupe X"(A).

On dira encore que tout élément de X(A) est d’ordre 1, et I'on appellera
encore degré total la somme de I'ordre et du degré.

Rangeons deux applications jacobiennes @, b dans une méme classe si a est
équivalente a b ou 2 = b. Soit J(A) 'ensemble quotient de J(A) par cette nouvelle
relation d’équivalence (qui ne sera considérée que momentanément). Pour
tout a€J(A), soit Yuj(A) le sous-groupe de Y(A) engendré par les applica-
tions jacobiennes de a. Il est clair que Y(A) est somme directe des Yq(A)
pour a€J(A). D'autre part tout élément du type (1) ou (2) ou (3) appartient
4 un sous-groupe Y[(A). Done, si Xpj(A) est I'image canonique de Yjq(A)
dans X(A), X(A) est somme directe des X(g(A) pour a€J(A). Par ailleurs,
X(a)(A) =0 si la classe a est formée d’applications jacobiennes dégénérées.
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Soit a€J(A) une classe formée d’applications jacobiennes non dégénérées.
Alors, a est réunion de deux familles disjointes (a,),q, (=a.), d’applications
jacobiennes non dégénérées, les a, étant toutes les applications jacobiennes
équivalentes a 'une d’entre elles «,. Avec ces notations :

Lemme 16. — Soit Em,a,~+ Xn,(=a,) un élément de Yj(A). Pour que cet
élément soit dans Y'(A), il faut et il suffit que Xm,— Zn,.

Si Zm,= Zn,, on a, modulo Y'(A),

Ima,~+ Zn, (=)= (Em)a,+ (Zn:) (=) = (Z2m,) (a,~+ (=a,))=o,

done Em.a,+Zn,(=a)€Y'(A). Réciproquement, I'ensemble des élé-
ments Xm,a,+ Zn,(=a,) tels que m,= Xn, est un sous-groupe de Yj(A) qui
contient tous les ¢lements du type (1) ou (2) ou (3) appartenant a Yq)(A), done
qui contient Y'(A)N Yq(A). D'out le lemme.

ProrosiTion 2. — a. Le groupe X(A) est somme directe des X,(A) pour p€P'.

b. Pour tout pE€P, X,(A) est un groupe abélien libre, de sorte que X(A) est un
groupe abélien libre.

c. Pour tout p€P, on a Xy(A)=Y,(A)/(Yo(A)NY'(A)), et Yo,(A)NY'(A)
est le sous-groupe de Y, (A) engendré par les éléments suivants :

(9) a—b, ot a et b sont des éléments équivalents de J,(A);
(10) a- (=a), ot a est un élément quelconque de J,(A);
(11) a, otk a est un élément dégénéré de J,(A).

Avec les notations du lemme 16, I'application

Smya,+ Zn, (wma,) > Z(m,— n,)

est un homomorphisme du groupe Y,(A) sur le groupe Z dont le noyau
est Y (A)NYq(A). Ainsi, X[(A) est isomorphe & Z. Done, pour tout pE€P,
Xp(A), qui est somme de certains des X[,(A), est un groupe abélien libre
d’apres les remarques qui précédent le lemme 16.

Soit y € Yp(A). Les composantes de y dans les Y[,(A) appartiennent encore
a Y,(A). Si y€Y'(A), ces composantes appartiennent aussi a Y'(A). Pour
prouver le ¢ de la proposition, il suffit donc de prouver qu'un élément y
de Yp(A)N Y (A)NY' (A) est somme d’éléments du type (9) ou (10) ou (11).
C’est évident si o se compose d’applications jacobiennes dégénérées. Sinon
avec les notations du lemme 16, on a

y=2Zma,+ In,(==a), avec Xm,— XIn,.

Puisque y €Y, (A), les a, qui ne sont pas dans Y,(A) ont un coefficient nul.
Soit 1, tel que a, €J,(A). On a, modulo le sous-groupe de Y,(A) engendré par
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les éléments de la forme (g), (10) ou (11)
y=(2Em)a,+ (Zn,) (=ma,) = (Em,) (&, + (==a,)) = o0,

ce qui démontre c.

Toute application jacobienne est équivalente a un élément d'un J,(A),
avec p€P’ (lemme 13). Donc X(A) =X, ep X, (A). Soient p et p’ deux éléments
distincts de P'. Sia€J,(A) et @’ € (A), le lemme 12 entraine aussitot que les
classes a et o’ de J(A) qui contiennent @ et o’ sont distinctes. Donc, si a et a’
sont non dégénérées,

X(a1 (A) N Xpp (A) =o.

Comme X(A) est somme directe des X,(A) pour a€J(A), on voit que X(A)
est somme directe des X,(A), peP'.

Prorosiion 3. — Le groupe X"(A) est somme directe des X, ., (A)
pour (py, ..., pr)EP, pi+...+p,—2h=n.

Ceci résulte aussitot de la proposition 2a et de la définition des X*(A).
En particulier, on a

X0(A) =X, (A),

X' (A) =X5(A),

X2 (A) =Xy3(A) +Xi(A),

X3(A) = Xy05 (A) + Xuz(A) + X5 (A).

4. Les enxpomorpmisMES D Er 0 paNs Y(A) Er X(A). — Nous allons faire du
groupe gradué X(A) un complexe en y définissant un endomorphisme bord o.
Cet endomorphisme sera obtenu, par passage au quotient, a4 partir d'un
endomorphisme D de Y(A).

Soient n et p deux entiers tels que 1< p <n. Soit

(Try vevs bps Jiy oo vy Jop)EBE (P, n—p).

Sotent X, ..., X, des indéterminées, qui engendrent sur Z un anneau de
Lie libre L(X,, ..., X,,). Pour c€ %5, et t€%5,_,.4, posons

Y. =[X . Xia'p)]’ Y, = X/’n} e ) —— Xin——pv

sy

puis formons [ Y:u), Yea)s -+ +s Yeiuope) |5 autrement dit, si » est Pentier tel
que ©(r) =1, formons

[Xjr(i)—a’ MR X]‘-:(r-fi)_ﬂ ]7 Xjr(r+x)—17 MR} X/’r(nfp H)~1]'

Lemme 17. — Il existe des entiers rationnels

C(lty voas Lo Jty < ooy Jueps Ty Ty )






