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HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE

PAR M. J. DIXMIER.

INTRODUCTION.

Soit A un anncaii de Lie, c'est-à-dire un groupe abélien muni d'une multipli-
cation, notée Çx, y) -> \x, y], doublement distributivc par rapport à l'addition,
telle que \x, x^=o, et vérifiant l'identité de Jacobi. Soit © un A-module. Le
groupe de cohomologie ordinaire H2 (A, ©) sert à classer les extensions B de A
par @ qui possèdent la propriété suivante : le groupe abélien B est une extension
inessentielle du groupe abélien A par le groupe abélien ©. Nous nous proposons
de définir de nouveaux groupes de cohomologie, que nous noterons HJ^A, @),
tels que HJ^A, ©) permette de classer toutes les extensions de A par ©. Nous
ne résoudrons d'ailleurs ce problème que si A est sans 2-torsion, c'est-à-dire si
la relation ix = o dans A entraîne x = o.

Pour définir les HJ^A, ©), nous construirons un complexe standard. Un
complexe analogue, pour les anneaux associatifs, a été obtenu récemment par
S. MacLane. Les conseils de S. MacLane m'ont d'ailleurs été précieux pour
la rédaction de cet article.

Notations.

On désignera par P l'ensemble des suites finies non vides d'entiers ^2,
par P ' le sous-ensemble de P formé d'une part de la suite réduite à (2), d'autre
part des suites finies non vides et non croissantes d'entiers ̂ 3. Si pi, . . . , p/^€P?
on désignera par (pi, . . . , p/^) l'élément de P obtenu en juxtaposant les
suites pi, . . . , ph (dans cet ordre).

Pour n ==2, 3, . . . , '8^ (resp. 3^n) désignera le groupe des permutations
(resp. des permutations paires) de { i , 2, . . . , n}. On notera Çii, . . . , ^)
l'élément oçÔ^ tel que a(i)=ii, . . . , G-(n)===^. On appellera* trans-
position une permutation qui échange deux entiers distincts et laisse les
autres entiers fixes. On désignera par fSîÇp, q) l'ensemble des permuta-
tions (t'i, . . . , ip ; j\, . . . , jq) € Qp+q telles que î'i < . . . < ip, j\ < ... <^jq ; par
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26 J . DIXMIER.

MGp, q, r) l'ensemble des permutations^,, ..., ̂ ;y\,.. ,,^; k,, ..., ̂ eJS-^,,
telles que

<i<...<^ ./i <•..<//, ^ <...</<•,.

^Pour p=Cpi, . . . . ^)€P, on désignera par jSïp (resp. 5lp) le groupe
ô^X. . •X^(resp.^x...x5l^). Les éléments neutres de tous ces groupes
seront désignés par ^. Pour cre'SL on désignera par £„ la signature de G-, égale
à +i si a est paire, à — i si cr est impaire. Pour s=(cri, . . ., o^e'S'p, on
posera £g= ̂ . . . £^. Pour s, s'e'8^, on a £^= £^.

Pour tout entier n, on emploiera pour (— i)^ le symbole p(/i) d'Eilenberg-
MacLane.

Soit A un anneau de Lie. Si^i, . . ., ^eA, on désignera par [^, . . .,^]le
crochet itéré défini inductivement par la formule \x^,..., x,^ == [[^i,..., ̂ _i], .yJ.

On désignera par Z l'anneau des entiers rationnels.
Pour éviter des difficultés typographiques, nous écrirons, par exemple

^ { (h, . . ., ^;y'i, . • .,j'n-p)ç^f(p, n—p), i <,p <^, i^q^n—p } . . .

au lieu de
y

(;i,..., ip;/\,... ,/^—p)e^if (/9, n—p), !</?</z, l^q^n—p ' ' • •

CHAPITRE I.
LES GROUPES HJ^ (A) ASSOCIÉS A UN GROUPE ABÉLIEN A.

Nous allons d'abord définir une théorie de Fhomologie des groupes abéliens,
adaptée à l'étude ultérieure de Fhomologie des anneaux de Lie.

1. LES GROUPES Zp(A) ET LES HOMOMORPHISMES <t^, W,, û^. — Soit A un groupe
abélien. Pour peP, on désignera par Kp(A) l'ensemble des applications de Ôp
dans A, et par Zp(A) le groupe abélien libre engendré par les éléments de Kp(A).
Soit K(A) la réunion des Kp(A) pour peP. Soit Z(A) la somme directe
desZp(A) pour p€P, somme directe qui admet K(A) pour base. Soit

7.rl(A)=l{(p„ ...,^)eP,^i+...+^-2À=^}Z(^.,^(A).

Alors, Z(A) est somme directe des Z^A) pour ^^o, et Z(A) sera considéré
comme gradué par les Z^(A). Un élément de Z^(A) sera dit homogène de degré n.
D'autre part, tout élément de Z(A) sera considéré comme A'ordre i. On appellera
degré total la somme de l'ordre et du degré.

Si ^eKp(A) et ^'eKp(A), la fonction s-> a{s)+a'Çs) est un élément
de Kp(A). Il y a donc lieu de distinguer entre les opérations « formelles»
d'addition et de soustraction dans Zp(A), et les opérations « fonctionnelles ».
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On emploiera les signes + et - pour les opérations formelles, les sienes+et-
pour les opérations fonctionnelles.

Pour p€P et s€^«p, soient $s, ̂  les automorphismes du groupe Z (A) qui
permutent entre eux les éléments de Kp(A) et qui sont tels que

(^sa){t)=a(s-lt), ((^ff)(t)=e^(s-'t)

pour toutaeKp(A).

LEMME 1. — (&g $3. == €>sg-.
En effet, on a

(4>s^a) (t) =£s(<I>^ffi) (s-'t) = ̂ -«(s'-'s-1!;) == £ss'a((ss')-'t) = (<&^«) (t),

d'où le lemme.
Soient p=(^, .. .,p,)eP, T€Ô/., p'=(A-,,p • . .,A-(/.))€P. Nous allons

définir des isomorphismes T,, ^ du groupe Zp(A) sur le groupe Zp<A),
consistant à « permuter les variables ». Pour cela, on définit, pour tout a € Kp (A),
les éléments ̂ a, y^€Kp.(A) par les formules

(^a) (o-T-i(i), ..., i7T_i(A))== 0(0-1, . . . , c r / , ) ,

(^Ot) (O-T-.(I), . . . , O-T-IJA)) == P(^i<j.^t}>-[{j)piPi) «(O-i, . . . , TA),

où^e^,. . . , ^€'81^.
LEMME 2. — y^, = q^,.
En effet, on a W'^,açK^_^ ..̂ ,_,_.,,(A), et

(y',<F',,a) (o,,-,,-.(i), .... ̂ .-,^(A)) = p(ra) (^a) (^-.(D, ..., ^-.(Â))
==p(M)p(re')a(<Ti, ..., O-A),

avec

" = •2i</,T(I•l>T(/•l7?T'-l(t-)/?T'-'(-)= •^'(ZXT'tATT'I^TT't/l/W = ̂ T'tl^T'I/I.TT'tiXTT't/)/»;/?/,

"'= ̂ i</-, T:'W>TU)PiPj-

On a alors

»'+«= •S{«y,T'(()>T'(y),TT'(()<TT'(./)^,7,,

+ 2 { «7, T'(/) > T'(Y), TT'(O > rr'(y) ̂ ,̂ -
+ i { «y, T'(;) > T'C/), TT'(î) <TT'(y) }/?,7,,

+ 2 { (• >J; T'(i) > T'(y), TT'(î) < TT'(y) ĵ ,-̂ ,

^ ^ { < <7, 7'(î) > T'(j),\T'(i) >^'(j) }p,p,

+^{i >J, T'(i) > T'(y), TT'(î) < TT'(y) }̂ ,̂ . (moda),
donc

/»'+n ̂  1{ i <y, T'(I) > T'(y), TT'(() > TT'(y) j.̂ .̂ .
+ i { (• <y, ^(0 < T'C/), TT'(î) > TT'(./) }p,p, = ̂ ,^,^-^.

D'où le lemme.

LEMME 3. - Soient p=(p,, . . . , ^)eP, t=(^, .... ï^e'S'p, p€JSi,,
*'= (^-•(i)' • • • ' ̂ -(A)). On a Wp^ = ̂ iFp.
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(Tp^a)(crp_i(,., ..., o-p-t(/,)=p(^)(^a)(o-i, ..., o•/0=p(^)£ta(T71c^l, . . . ,^1^)

(<I^a)(o-p_^ .... Œp-.^)==£v(<F^)(T^^^.(,^ ...,Tpl^)0-F-^)

^Êi/p^MTY1^ . . . , T^Œ/,).

Il est clair que £1= £i/. D'autre part,

^^ ̂ i<J.^i)>^PiPj=1 n-

D'où le lemme.
Soientp=(/?i, .. ., ̂ )eP, avec A> i, ? e { i , 2, . . ., A } , et

P'=(7^ •••,^-i^+iî ...,/^)eP.

Soit o'e1.2'^. Nous allons définir un homomorphisme Q!^ du groupe Z (A) sur le
groupe Zp-(A) consistant à « fixer la i^ variable égale à cr». Pour cela, on définit,
pour tout aeKp(A), réiément û^eKp<A), par la formule

(^a) (o-^ . . ., o-,_i, o-^i, . . ., o-^) = a(<7i, . . ., o-,_i, o-, o-^, . . ., o-/,).

Dans les énoncés des lemmes 4 et 5, les signes qui interviennent ont une
signification fonctionnelle et non formelle.

LEMME 4. — Soient

p==(pi, ...,/?/,) €P (ïn ..., T/Oeôp, /e { i , 2, ..., A j , crç^.
0/z ^

%^k,..,T,)= £^^,..,^,^,..,^^1^.

*En effet,
(i2a^,...,^)a) (Œi, . . ., (7,_i, (7,+i, . . ., (7^)

=: (^k,...,^)^) (^i^ • • ^ ^-i? o"? o-z+iî • • ^ OA)
== ST, . • • £^0 (T71 O-i, . . . , T7_\ (7,_i, T^-1 o-, T^\ Cr,+,, . . . , T^1 O-/,)

= £T, . . . £^(^^1^0) (ï71 O-i, . . . , T7_\ 0-,_i, T^\ 0-^ , . . . , T^1 O-/,)

^^(^TI,...,^-!^^,...,^)^^^) (O-i, . . ., (7,_i, 0-^, . . ., o-^),

d'où le lemme.

LEMME 5. — Soient p=(j?i, . . .,^)eP, re'S'/,, cre'8i^_,^. O/z a

^0- ̂ T = ? ( -ST-I (;)< ,̂ Z>T(Â:)^T-1 (Z)^À + ̂ T-^)>^, f<T(À:)7?T-l (z^^ ) y^ ̂ ;-1^ ,

o;̂  T'e^-i ^^ défini de la manière suivante : soient 0 l'unique application
croissante de {i, . . ., h — i } sur {i, ..., T-^Q— I,T-^)+ i, . . . , A } , ^ ï j / ^
permutation de { i , . . ., T-^;) — i^ ï-i(î) 4- i^ , . ̂  h] qui transforme le k1^6

terme de la suite (i, . . ., T- '̂) — i, T-^;) +1, . . . ̂  h) en le k16^ terme de la
suite (r-^i), . . ., ̂ (î—i), T-i(^4-i), . . ., T-I(A)); ̂ o^, T'-^Ô-^O.
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En effet,

(f^^W^a) ( O^-I(D, . . ., o^-i(;_i), o^-i(;+i), . . ., cr^-i^))

== (T^a) (O-T-l(l), . . . , O-T-I(^I), (7, 0-T-l(;+ip . . . , CTT;_I(/,))

=ZP(^/<k,^')>^[k)p/Pk)a(<7i, . . ., 0\-i(;)_i, <7, <7 -̂i (;)+i, . . ., O-/,)

= P^J<k^U}>^k\PjPk) (^l(i)a) (°^ • • ̂  0-T-1^-^ 0-T-i(;)+l, • • • , 0-/J

== p ( l̂ -i (z)<Â:, ;>T(^T-I (;)7?/: -h ̂ -i (z)>^, ;<T (k)P^ (i)Pk )

. (<F^^;-l^a) (OT_I(I) , . . ., (7^_i(,_i), o-^-i(^), . . . , o^-i(/,)),

d'où le lemme.

2. LES GROUPES Yp(A). — Soient L un anneau de Lie, ̂ i, . . ., a^des éléments
de L(^^a). Pour tout cr^'S'^, soit y^=\x^^, . . ., x^n}\' Soit Y] un homo-
morphisme d'un sous-groupe de L dans le groupe abélien A, défini aux points y y .
L'application a—ïj (y^) de f^n dans A sera notée (L, Y ) ; x^, . . . , x^). On
notera J^(A) l'ensemble des applications de JSi^ dans A du type précédent.

LEMME 6. — Soit L(Xi, . . ., X.n) Vanneau de Lie libre engendré sur Zpar les
indéterminées Xi, . . ., X^. Soit â€K^(A). Pour que û€J^(A), il faut et il
suffit que toute relation Z-linéaire vérifiée par les [X^D, ...; X^(^)] Çoù a
parcourt JSî ) soit vérifiée par les ^(o').

Si a vérifie la condition du lemme, il existe un homomorphisme T] du
sous-groupe de L(Xi, . . ., X,,) engendré par les [X^^, . . . . X^/,)] dans A tel
que ^(^^^([X^i), . . ., X(,(,,)]) pour tout are'S',,, donc

a=(L(Xi, ..., X,,), Y Î ; X,, ..., X^)eJ^(A).

Réciproquement, si û=(L, ^ / ; x^, . . ., ^), toute relation Z-linéaire vérifiée
par les [X^(D, . . . , X^(,,)] est vérifiée par les [^(D, . . . , x^-,^ donc par les ^(o-).

Soitp==(j0i, . . . ,jo/,)eP. On désignera par Jp(A) l'ensemble des <2eKp(A)
tels que, pour tout? ' = i, . . ., h, l'application partielle (Ji-> ^(o-i, . . ., CT;, . . ., CT/,)
de j8ï^ dans A, où l'on fixe arbitrairement les variables a'^e'Sï^ pour k^i,
appartient à J^(A). Si p==(/î), on retrouve l'ensemble J^(A). Soit J(A) la
réunion des Jp(A) pourpçP. Les éléments de J(A) seront appelés applications
jacobiennes (à valeurs dans A). On désignera par Yp(A) le groupe abélien
libre engendré par les éléments de ïp(A) ; ce groupe est un sous-groupe de Zp(A).
La somme directe des Yp(A) sera désignée par Y(A); elle admet J(A) pour
base ; on posera

Y " ( A ) = Z f ( / ? , , . . . , /? / , ) eP,7^.4-. . .+7?/,-2À==^}Yp(A).

On a Y(A)cZ(A), Y^A^Z^A). Le degré, l'ordre et le degré total sur Z(A)
induisent un degré, un ordre et un degré total sur Y(A).

La somme ou la différence (au sens fonctionnel) de deux éléments de Jp(A)
appartient à Jp(A), comme il résulte aussitôt du lemme 6.
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LEMME 7. — Soient p=(pi, . . . , pk)eP, ^eJp(A), i ç { ï , . . . , /^,
TT o Vêlement de j8i^ çw consiste à transposer i ^ 2. Alors ̂

a((7i, . . . , (7;, . . . , (T/,) ==— ^(O"i, . . . , O^-TTo, • • . , O-/,).

7/ ^/i résulte que a est par f alternent déterminée par sa restriction à 5lp.

En effet, soit b l'application de jS»^ dans A obtenue en fixant cr^, . . ., (7/_i,
cr^, . . ., Œ/,. On a &eJ^(A), donc 6 = (L, ï]; ^i, . . ., ^^). Alors

^(^•7ro)=YK[^7ro(i)^(ï-^o(^ •••^o^o^i)])^ 1<î([^a,C2), ^(7,(i), ^(3), ..., ^o,(/^)])

^——^([^Cr^lj^CT^S),^^^, • • . , ^<7;(/.;)]) ==——^(0-,).

D'où le lemme.

LEMME 8. — Soient a = (L, T] ; ̂ , . . ., .r/,) ̂  T € "Sïrt- Chi a

^0==: (L, Y?; ^T-I(I), . . ., ^-T-l(/z)).

En effet, on a
(^^(a^^T-^^Yî^^-i^i), .. ., ^T-IO(/,)]).

D'autre part, si y,=x^^ et b = (L, T) ; ̂ -^), . . ., ^-i^), on a

^(°')= ^([7(7(1), • • •/7a(^)])=yî([^-i(7(i), . . ., ^-ia(/z)]).

D'où le lemme.

LEMME 9. — Soient p€P? ^€Jp(A), t€'Sip. Alors,
^taçJp(A), ^aeJp(A).

En effet, si l'on fixe toutes les variables sauf une dans ^a, l'application
obtenue est, d'après le lemme 4, du type <t^&, où b estjacobienne. Alors, ̂ b est
jacobienne d'après le lemme 8. Donc $t^eïp(A) par définition de ïp(A) et,
par suite, <î>t^€îJp(A).

LEMME 10. — Soient
p==z(p,, ...^)çP, açJp(A), T€%, p'^^-id), .. .,^-I(^)€P.

Alors
W^açJp'(A), W,açJy'(A).

En effet, fixer toutes les variables sauf une dans ^y^a revient à fixer toutes
les variables sauf une dans a, et l'on obtient donc une application jacobienne.
Donc W^aeîp'(A) et, par suite, ^ûçJp^A).

LEMME 11. — Soient

p=(/?i, . . . ,7^)eP, ?'==(?„ ...,p^pi^ . . . , /?/ , )€P, aeJp(A), o-e^..

Alors û^€Jp'(A). Si pi= 2, û^ est une bijection de Jp(A) sur Jp'(A).
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La première assertion résulte aussitôt de la définition de Jp(A). La deuxième
résulte immédiatement du lemme 7.

Lorsque pi= 2, nous pourrons donc considérer la bijection réciproque (û^)~1

de Jp<A) sur Jp(A).
Soient p== (pi, . . .,jo/,)eP et açJp(A). Distinguons deux cas :
i° Tous les pi ne sont pas égaux à 2 : soit p^ l'élément de P obtenu en

supprimant les 2 dans la suite p. Si, dans a, on fixe égales à e les variables
correspondantes, on obtient un élément b de ïp'(A) qui sera désigné par lia.

2° Tous lesp, sont égaux à 2 : soit p'=(2). On désignera par Ma l'unique
élément b de ïp^A) tel que b(e) == a(e, . . ., e).

Dans les deux cas, l'application a -> lia est une bijection de Jp(A) sur Jp'(A)
d'après le lemme 11.

3. LES GROUPES Xp(A). — Soit toujours A un groupe abélien. Dans J(A), nous
allons définir une relation d'équivalence R. Ce sera la relation d'équivalence la
plus fine telle que, pour a € : J ^ ^ ( A ) , on ait :

a==^a (modR) quel que soit t€'ëi^.^;
a =EEE W^a (modR) quel que soit T € Ôh \
a==:Q\a (modR) sip;=2.

(Cette définition est justifiée par les lemmes 9, 10, 11).

LEMME 12. —Soient aeJp(A), &€Jp'(A). Pour que a et b soient équivalentes
module R, il faut et il suffit que T&b soit de la forme W,^THa.

Soit Ri la relation
Mo est de la forme ^(D^Ma.

Montrons d'abord que Ri est une relation d'équivalence. La relation Ri
est évidemment réflexive. Elle est symétrique, car, si TiHb=W^THa,
on a THa=^-iW^Mb, d'après les lemmes 1 et 2, donc M^ est de la
forme W^^THb d'après le lemme 3. Elle est transitive, car, si Mc==y^t^^»
on a Têic=W^tW^t^ia, donc Me est de la forme ^V'^yUa, d'après les
lemmes 1, 2, 3.

Si M& = ̂ '^'tISia, on a, module R,
b==m=W'^1Sia=^1Sia^=1Sia-=a,

donc
b==a (modRi) entraîne b == a (modR).

Pour établir la réciproque, il suffit d'observer les points suivants :

i° ^\a=.a (modRi). Car, si ^GJ^^.^^A), t==(Ti, . . ., T/,) et p,;==2, on a
^^a=^(£^a),
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d'après le lemme 4. Compte tenu du lemme 7,

s^^a=^a, donc ^^a =^^0.

Donc M^tû est de la forme ̂ [^a, d'où notre assertion.
2° ^=:^(modRi). Car, d'après le lemme 5, sip,_^=2, on a

^y.a^w^-1^.
Donc M^û = W,,Ma, d'où notre assertion.

3° Û^EEEû(modRi)s i^=2. Car %^==îla.

LEMME 13. — Soient aeJp(A), &eJp<A), a et h étant équivalentes modulo R.
Afor^ p^ ^ ûfeW^ ûfe p par une permutation et par insertion ou suppression
éventuelle d'entiers 2. Les degrés de a et b sont égaux. Si a est donnée, on peut
choisir b de façon que p^ ç P^ et p' est déterminé de manière unique par p.

La première assertion résulte aussitôt de la définition de R. Soit p =(p^,... ,^).
Si l'on permute les p,, ou si l'on insère un 2 dans la suite des p,, la quantité
pi+ . • . +ph— 2 A ne change pas; d'où l'assertion relative aux degrés. Si a est
donnée, et si tous les p, sont égaux à 2, la suite p' ne comporte que des 2; en
prenant b = Mû, on a p'= (2)eP', et (2) est évidemment le seul élément de V
qui peut se déduire de p par permutations, insertions ou suppressions d'entiers 2.
Si a est donnée, et si tous les pi ne sont pas égaux à 2, on peut choisir pour p'
le réarrangement non croissant de la suite des p, distincts de 2, et l'on a
alors p'eP'; l'assertion d'unicité est évidente.

Soit ûeJ(A). On dit que a est dégénérée si a est équivalente à — a module R.

LEMME 14. — Si a est dégénérée^ et si b est équivalente àa,b est dégénérée.

En effet, -6 est équivalente à -û (par exemple d'après le lemme 12), donc
équivalente à a, donc équivalente à 6.

Nous allons maintenant définir un groupe abélien X(A) par générateurs et
relations.

Les générateurs sont les éléments de J(A).
Les relations sont les suivantes :
a = b si a et b sont équivalentes ;

a == o si a est dégénérée.

Autrement dit, X(A) est le quotient du groupe Y(A) par le sous-groupe
qu'engendrent les éléments suivants :

(1) a — b, où a et b sont des applications jacobiennes équivalentes;
(2) a + (— a), où a est une application jacobienne quelconque ;
(3) a, où a est une application jacobienne dégénérée.
On désignera par r(A) ce sous-groupe, de sorte que X(A)=Y(A)/Y /(A).
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LEMME 15. — Y'(A) est le sous-groupe de Y(A) engendré par les éléments suivants :
(4) ci—(S)l(e,...,e,(!,e,...,e)a7 ou a € Jp,, ...,^(A) et où (7 € j8ï^ est une transposition

de deux entiers consécutifs;
(5) a—W^a, où a€J^,,...^^(A) et où T€J8i/t est une transposition de deux

entiers consécutifs ;
(6) a—Sl\a,oùaç.î^^p^PL)etoùpi=^',
( ̂  ) a + (— û), o?/ û ̂  î//z^ application jacobienne quelconque ;
(8) a, où a est une application jacobienne dégénérée.

Il est clair que les éléments considérés appartiennent à Y^A). 11 suffit de
montrer que, si a et b sont deux applications jacobiennes équivalentes, a — b est
somme d'éléments de type (4) ou (5) ou (6). Or (lemme 12), on a M6 == W'^TSia.
Donc

a — b ==. (a — ma) — (b — ̂ b) -+- (M^ — O^Ma) + (^îia — ̂ ^ma).

Les éléments a—%a, 6 — M 6 sont sommes d'éléments du type (6). Comme
toutte'Ëi^..^ est produit d'éléments de la formel, . . ., e, cr, e, . . ., e), a étant
une transposition de deux entiers consécutifs, T&a—^[îîa est, compte tenu du
lemme 1, somme d'éléments du type (4). Comme tout Te'8^ est produit de
transpositions de deux entiers consécutifs, <Ï>tMa—y^tîlâ est, compte tenu
du lemme 2, somme d'éléments du type (5). D'où le lemme.

Soit Xp(A)[resp. X^A)] l'image canonique de Yp(A) (resp. Y^(A))dansX(A).
Un a

X(A)^Z^oXyl(A)==ipepXp(A).

PROPOSITION 1. — Le groupe X(A) est somme directe des X'^A) pour n-^o.

En vertu du lemme 13, les éléments du type (i) ou (2) ou (3) sont homogènes
pour le degré de Y^A), ce qui prouve la proposition.

Autrement dit, le degré dans Y(A) définit par passage au quotient un degré
dans X(A), pour lequel les éléments homogènes de degré n constituent le sous-
groupe X^A).

On dira encore que tout élément de X(A) est tordre i, et l'on appellera
encore degré total la somme de l'ordre et du degré.

Rangeons deux applications jacobiennes a, b dans une même classe si a est
équivalente à b ou à — 6. Soit J(A) l'ensemble quotient de J(A) par cette nouvelle
relation d'équivalence (qui ne sera considérée que momentanément). Pour
tout fteî(A), soit Y[a](A) le sous-groupe de Y(A) engendré par les applica-
tions jacobiennes de rt. Il est clair que Y(A) est somme directe des Y[o|(A)
pour aeJ(A). D'autre part tout élément du type (i) ou (2) ou (3) appartient
à un sous-groupe Y[aj(A). Donc, si X[a](A) est l'image canonique de Y[aj(A)
dans X(A), X(A) est somme directe des X[a](A) pour rteî(A). Par ailleurs,
X[a](A) == o si la classe a est formée d'applications jacobiennes dégénérées.
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Soit (xeJ(A) une classe formée d'applications jacobiennes non dégénérées.
Alors, a est réunion de deux familles disjointes (a,)^, (-^)^ d'applications
jacobiennes non dégénérées, les a, étant toutes les applications jacobiennes
équivalentes à l'une d'entre elles u,^ Avec ces notations :

LEMME 16. — Soit ^m,a,+^n^a,) un élément de Y[o](A). Pour que cet
élément soit dans Y^A), il faut et il suffit que ^m,== 2^.

Si î^m,=^n,, on a, module Y^A),

2m^4- 2 ̂ (— a,) EEE (Im.,)a^ (In9) (— aj == (ZmQ (^+ (— aj) EEEE o,

donc S/n^+S^—^eY^A). Réciproquement, l'ensemble des élé-
ments 2m^4-2^(—^) tels que ^m,=^n, est un sous-groupe de Y[a](A) qui
contient tous les éléments du type (i) ou (2) ou (3) appartenant à Y[a](A), donc
qui contient Y^A^Y^A). D'où le lemme.

PROPOSITION 2. — a. Le groupe X(A) est somme directe des Xp(A) pour p € P'.
&. Pour tout p€P, Xp(A) est un groupe abélien libre, de sorte que X(A) est un

groupe abélien libre.
c. Pour tout peP, ^^Xp(A)=Yp(A)/ (Yp(A)ny(A)) ,^Yp(A)nY / (A)

est le sous-groupe de Yp(A) engendré par les éléments suivants :

(9) a — b, où a et b sont des éléments équivalents de Jp(A) ;
( 10) a + (— a), où a est un élément quelconque de Jp(A) ;
(n) a, où a est un élément dégénéré de Jp(A).

Avec les notations du lemme 16, l'application

1^0(4- I^(—(2() ->î(m^— n^)

est un homomorphisme du groupe Y[a](A) sur le groupe Z dont le noyau
est Y^A^Y^A). Ainsi, X[a](A) est isomorphe à Z. Donc, pour tout p€P,
Xp(A), qui est somme de certains des X[a](A), est un groupe abélien libre
d'après les remarques qui précèdent le lemme 16.

SoityeYp(A). Les composantes dey dans les Y[a](A) appartiennent encore
à Yp(A). Si jeY^A), ces composantes appartiennent aussi à Y^A). Pour
prouver le c de la proposition, il suffit donc de prouver qu'un élément y
de Yp(A)nY[a](A)nY^(A) est somme d'éléments du type (9) ou (10) ou (n).
C'est évident si a se compose d'applications jacobiennes dégénérées. Sinon
avec les notations du lemme 16, on a

j==Im^t4-^^i(—ac), avec îm^==în,.

Puisque yeYp(A), les a, qui ne sont pas dans Yp(A) ont un coefficient nul.
Soit lo tel que ^eJp(A). On a, modulo le sous-groupe de Yp(A) engendré par
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les éléments de la forme (9), ( 10) ou ( 11 )

y == (Im,)a^+ (In:) (— ̂ ) == (im,) (0^4- (—^o)) ̂  o^

ce qui démontre c.
Toute application jacobienne est équivalente à un élément d'un Jp(A),

avec peP' (lemme 13). Donc X(A)=2pep'Xp(A). Soient p et p'deux éléments
distincts de P\ Si â€Jp(A) et ^GJp'(A), le lemme 12 entraîne aussitôt que les
classes a et ù' de J(A) qui contiennent a et a' sont distinctes. Donc, si a et a'
sont non dégénérées,

X^(A)nX^(A)=o.

Comme X(A) est somme directe des X[aj(A) pour aeJ(A), on voit que X(A)
est somme directe des Xp(A), pGP^.

PROPOSITION 3. — Le groupe X'^A) est somme directe des X^ ^,^(A)
pour{p^ . . .,?/,) eP^,pl+. . .+pn—^h=n.

Ceci résulte aussitôt de la proposition 20 et de la définition des X^A).
En particulier, on a

X«(A)==X,(A),
X1 (A)=X3(A),
X^A^X^A^X^A),
X3(A)=X3,3,3(-A)+X4,3(A)4-X,(A).

4. LES ENDOMORPHISMES D ET à DANS Y(A) ET X(A). — Nous allons faire du
groupe gradué X(A) un complexe en y définissant un endomorphisme bord à.
Cet endomorphisme sera obtenu, par passage au quotient, à partir d'un
endomorphisme D de Y(A).

Soient n etp deux entiers tels que i <^p <^ n. Soit

(^ '-^p\J^ "^Jn-p)ç^(P^-P)'

Soient Xi , . . ., X,, des indéterminées, qui engendrent sur Z un anneau de
Lie libre L(Xi, . . ., X,,). Pour açôp et re^-^-n, posons

î:== [X^^p • • • , X^ ], Y^ = X^, ..., 'Yn-p+i '==- X^_-p,

puis formons [Y^D, Y^(2) , . . . , \^n-p^\}\\ autrement dit, si r est rentier tel
que r(r) = i, formons

[^/T(l)-l' ' ' "> X/^^-,)-^, [X^, . . ., X^J, X^^^^_^, . . ., Xy^_^_J.

LEMME 17. — /^ existe des entiers rationnels

C(h, • • ., I p ' i j i , • • ^ A-^; T, O-, P)




