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DÉFINITIONS DE LA SOMME
ET DU

PRODUIT PAR SCALAIRE EN TERMES DE DISTANCE
PAR M. MAURICE FRÉCHET

(Paris).

RÉSUMÉ.

L'auteur montre que pour déterminer un espace de Ranach et, plus généralement, un
espace vectoriel distancié, il n'est pas nécessaire de poser a priori les définitions de 6, |[^|[,
x +j, ^\.x. Au moins quand il s'agit d'un espace vectoriel distancié « tendu, » (défini plus
loin, p. 227), on peut formuler ces définitions uniquement en termes de distances. D'ailleurs,
ces définitions gardent un sens pour un espace distancié quelconque, mais elles peuvent
conduire à o, i ou plusieurs déterminations de ^+J et de À.;r. Pourtant, elles donnent
une détermination unique de x -\- y et aussi de ^\.x pour des catégories d'espaces distanciés
très générales, comprenant des espaces vectoriels distanciés non tendus et même d'autres
espaces distanciés pour lesquels aucune structure vectorielle n'est donnée d'avance. On
pourra, alors, en appliquant nos définitions à ces espaces, les considérer comme de « quasi-
espaces vectoriels distanciés ».

Ces extensions seront données par l'intermédiaire des « centres de gravité » et, s'il est
nécessaire, des « moyennes T » de Shafik Doss.

Des exemples suivront.
Enfin un Complément montrera à ceux qui s'intéressent au Calcul des probabilités,

l'origine de ce Mémoire dans cette science et plus particulièrement dans notre théorie des
« éléments aléatoires, de nature quelconque ».

PREMIÈRE PARTIE.

MOYENNES EXTENSIVES ET CENTRES DE GRAVITÉ.

INTRODUCTION. — Le présent Mémoire trouve son origine dans notre étude des
éléments aléatoires de nature quelconque. Cependant, il peut être exposé indé-
pendamment du Calcul des probabilités et c'est ce que nous ferons par la suite.
Nous renverrons à un Complément, qu'on pourra négliger (p. 255), Fexplica-
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224 • M. FRÉCHET.

tion du lien de ce Mémoire avec le Calcul des probabilités et de l'origine des
définitions que nous allons poser ici a priori.

MOYENNES ET MILIEUX. — Nous appellerons système Z, un système composé de
deux éléments (ou points) x, y d'un espace distancié (Q (1) auxquels sont
affectés deux coefficients numériques ou « poids », p et q (p^o, q^o,P+q=1)' — ' — ^

Nous appellerons système U tout système Z particulier pour lequel^ = q (= -1 V
Nous appellerons « moyenne extensive » de Z tout élément y de d3 pour lequel

la quantité numérique
(1) ^{a)=.p(x, aY-^-q(y, a)2

atteint sa borne inférieure, quand a = -y.
Quand q==o, on a ^(a^^Çx, a)2 et il devient clair qu'alors, il y a une

moyenne extensive et une seule de Z, à savoir Y==.T. De même pour p= o,
on a y =y.

Quand p et q sont -^ o, on voit que plus o2^) est petit, plus a sera voisin à
la fois de x et de j. Une moyenne extensive de Z est donc plus représentative
du système Z qu'un point z pris au hasard. Nous allons chercher dans quelles
conditious on peut obtenir une moyenne la plus représentative possible. Un
premier pas dans cette voie consiste à partir de l'égalité
( 2 ) ^(a) =pq[(œ, a) -+- { y , a)p+ [p{œ, a) — q { y , a)]2

et de l'inégalité qui en résulte
(3) ^-(a)^pq{.x, yY.

Ainsi la borne inférieure de a2 (a) est au moins égale à la quantité pq{x,yY
(qui est indépendante de a). Il est clair qu'on aura une moyenne, y, de Z
d'autant plus représentative que ^(y) se rapprochera SL^ pqÇx, j)2.

La plus représentative sera celle pour laquelle (72^)=pq(.y, y)2. D'ailleurs

(4) ^-(^-pqÇx.yY-^pq^x, a) + (j, a)]2 - (x, j)2; + \p{x, a) - y(j, a) }\

Les deux crochets sont ^o. Donc, pour qu'il existe un élément § de CD tel
que le premier membre soit nul^ il faut et il suffit qu'il existe un élément S tel
que les deux accolades s'annulent pour a = à.

(1) Nous rappellerons (pour pouvoir nous référer aux détails par la suite) qu'un espace distancié ̂
(souvent appelé espace métrique) est un ensemble E d'éléments quelconques sur lequel on a défini
pour tout couple a, b d'éléments de CD, une « distance », c'est-à-dire un nombre réel (a, b) tel que :

i" (a, 6)==(6, a)^o;
2° (<^, b) = o équivaut à dire que a et b ne sont pas distincts;
3° on a P« inégalité triangulaire >?

(a, ^)^(a, c)-h(p, b).
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Si § existe, ce sera une moyenne extensive d'un type particulier. Pour cette
raison, nous lui donnerons une appellation particulière, A cet effet, observons
que o devra vérifier le système

(5) (^ y } = (x, ô) + (j, ô) ; p {x, ô) = q\y, ô).

Et réciproquement, si un élément ç vérifie ce système, on aura

^(è)^=pq(œ,yY-.

Dans un langage généralisant celui de la géométrie euclidienne, on pourra
dire que la première relation (5) exprime que o est situé sur le « segment» xy,
« entre » x et y. D'ailleurs, (5) est équivalent à
(6) (œ, ô) == q(x, j), (j^ ^) =p(.ï, j).

On peut, de même, exprimer d'après (6), une autre propriété de S, en disant
que à « partage le segment xy en segments proportionnels à q et p ».

L'ensemble de ces propriétés conduit naturellement à l'exprimer en disant
que à est un « centre de gravité » du système Z.

Dans le cas oùjo= q, nous dirons que § est un « milieu du segment xy »
On observera que si Z a plusieurs moyennes exténues, dont, au moins^ un

centre de gravité', toutes ces moyennes extensives sont des centres de granité de Z,
Car, s'il y a au moins un centre de gravité de Z, c'est que la borne inférieure
de ^(â) est égale à pqÇx, y)2 et alors toute moyenne extensive y de Z devant
faire atteindre à ^(û?) cette borne inférieure, sera aussi un centre de gravité
deZ.

Mais un système Z peut avoir une (ou plus d'une) moyenne extensive, sans
avoir de « centre de gravité ».

Tel est le cas où CD se réduirait à une droite ^Ç dont on aurait supprimé
l'intervalle — i <^ ^ <^ + i. En prenant p=q= - 5 et x= — i, y = + i, on
aura

o-2 (a) == - (i + a)2^ - ( i — a ) 2 == ï-{-a2 ^ avec \a ^i.

Le minimum de o'(^) est atteint pour a= ±i ; il y a donc deux moyennes
extensives de Z. Par contre, il n'y a pas de solution en 8, pour \ï ^i, des
relations (6) qpi sont ici

| i + ^ | = i — à ==ï.

Il n'y a donc pas de « centre de gravité » de Z.
Un système Z peut avoir zéro centre de gravité comme dans cet exemple ou

un tel centre, comme sur la droite complète, ou plus d'un tel centre comme
dans l'exemple de la page 240.

CENTRES DE GRAVITÉ GÉNÉRALISÉS. — Revenons à un espace distanciô û? quçl-
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conque. Un « centre de gravité » S de Z a été défini comme une solution en y du
système (6), qu'on peut écrire sous la forme

(^)==| i—7?|(^, j), (j^)=[^ |(^j).

Nous généraliserons, en vue de la suite, la notion de centre de gravité en
remplaçant, dans ces relations, jo, qui était supposé compris entre o et i, par
un nombre réel quelconque X.

Nous appellerons d'abord, U un système composé de deux points x, y de û3,
affectés respectivement des «poids» X et i — A . Et nous dirons que g est un
« centre de gravité généralisé » du système Z', si c'est un élément de l'espace (Q
tel que
(7) • (^)= i-^(^j) , ( j^)=|À|(^j) .

On peut d'ailleurs exprimer cette définition en la ramenant à la définition
primitive du centre de gravité S. .

Quand o^X^i, le centre de gravité généralisé devient un centre de gravité
tout court.

Quand X^> i, on peut écrire (7) ainsi

(^, ^) = (^ — i) (^ y ) , (j, g) == À(^ , y )
d'où

(x, g) -==. —^- (j, g\ (œ, y ) = ̂  (y, g),

c'est-à-dire que x est sur le « segment » y g « entre » y et g et que x divise ce
segment dans le rapport de ^ à —.— ou de i à À — i ; x est le centre de gravité

i . itout court du système composé de g et y affectés des poids y et i — .•
Quand À <^ o, (7) devient, en posant V'= — À,

(x, g) = (ï + ̂ /) (^ y), { y , g) = //(^ j)

OU
l ^

• . (^j)=^-^(^^ (j^)= 7-^7^^)

et l'on voit que y est sur le « segment » xg « entre » ̂  et g et divise ce segment

dans le rapport de ——y à~^~T ou encore de — X à ï. Autrement dit, y est un

centre de gravité tout court du système des points x et g affectés des poids -—r

et^l^-f-A)}i - ^ L v -^yJ
Remarque. — Si (D est un espace vectoriel distancié (2), tout système T y a au

( 2 ) A. Michal appelle un tel espace, espace linéaire norme.
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moins un centre de gravité généralisé qui est

^ i = À . ^ 4 - ( l — À ) . j .

En effet

et de même
(^^)=:| [( i -À)( j-^[ [=[ i-À (^j)

( j )^i)= ^ l ( ^ j ) .

Dès lors, les relations (7) sont bien vérifiées pour g'=g\.

EXEMPLES D'UN SEUL CENTRE DE GRAVITÉ GÉNÉRALISÉ. — II est bien COnilU qu'un

système î! a toujours un centre de gravité généralisé et un seul dans les espaces
euclidiens à un nombre fini de dimensions et même dans l'espace de Hilbert.
Sans avoir à en rappeler la démonstration, il nous suffira d'établir cette pro-
priété pour les « espaces vectoriels distanciés tendus », dont les espaces en
question sont des cas particuliers.

ESPACES TENDUS. — II y a déjà longtemps, nous avons appelé espace vectoriel
distancié tendu, tout espace vectoriel distancié (3) (dont la définition est rap-
pelée page 229) qui jouit de la propriété suivante (4) : pour tout système de
trois de ses points x, y, z, la relation

\\x-y\\=\\x-z\\^r-\\z-y\\

équivaut à dire que z est sur le vecteur x, y , entre x et y, c'est-à-dire qu'il
existe deux nombres a, ^ (a^o, P^o, a + ^ = i) tels que

z = y.x + Pj.

Ceci étant, si l'espace distancié CD est un espace vectoriel distancié tendu :

i° Tout système Z a un centre de gravité et un seul.

En effet, pour que o soit un tel centre, il faut et il suffît qu'on ait, à la fois
(8) \\x-^\\-^\\y-^\\=\\x-y\\,
(9) P\\^-^\\=q\\y-^\V

Puisque (33 est tendu, l'égalité (8) implique que S est de la forme a*r+ (3y
indiquée ci-dessus. Alors (9) devient

(10) p^\\y-^'\\=q^\\y-^)'

Pour x=y, nous voyons d'après (8) qu'il y a un centre de gravité et un
seul.' S=x=y.

(3) Nous aurons à nous référer plusieurs fois par la suite aux numéros des axiomes à la base de
la définition des espaces vectoriels distanciés. Ceux-ci sont rappelés à la fin de cet article, p. 229.

(4) Voir p. 142 de notre Ouvrage : Les espaces abstraits^ Gauthier-ViIIars, Paris.
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Pour ^7^7, on doit avoir

p^=qa ou p ( i — a) == ya, d'où a=p,

et de même ? = y. Il y a bien un centre de gravité de Z et un seul

^ = z p x ^ - q y .

2° Mais de même, il y a un centre de gravité généralisé de l! et un seul.

Le cas où o^X^i vient d'être examiné, en prenant 7?==X, d'où
S=X.^+ ( i—X)j .

Pour \ ̂ > i, on a vu que x doit être le centre de gravité tout court de y et g,
de sorte que si g existe, on doit pouvoir écrire

(n) ^==aj+(3^;

alors en posant p= ̂  on doit avoir, d'après (n)

^\\^-y\\=p\\§-y\\.
d'où, pour g^. y,

.6^ et ^=i-j;

et par suite
/ I \ J

^i-^j+^

d'où, encore
(n bis) ^=-À.^+ ( i — À ) j .

Pour g= y , on aurait d'après (i i), x =y== g-.
Si g- existe, il est donc unique. D'ailleurs, en portant cette expression (n)

de g dans (7), on vérifie que ces équations sont satisfaites. Ainsi pour A ^> i, il
y a un centre de gravité généralisé de T! et un seul.

On verrait, de même que ce résultat subsiste pour \ <^ o»
Inversement, si dans un espace vectoriel distancié, tout système î' a un

centre de gravité et un seul, un tel espace est un espace tendu. En effet, suppo-
sons qu'on ait
(12) (x, . .-)4-(^J.)==(^J).

Alors, on peut trouver X tel que
(13) À(^ z ) = ( i - 7 . ) ( z , y ) ;

il suffit de prendre
(i4) ^=-__iLZ__ „ tfiZL

(^)+(^j) (^j)

[Si (^,y) était nul, on aurait d'après (12), Çx, z) = (j, z) = o et toute
valeur de \ vérifierait (i3)].
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Et, d'après (12) et (i4)? oi1 aurait o^X^i. Mais d'après (12) et (i3)
z serait le centre de gravité, g de 11 et l'on aurait d'après la remarque de la
page 227 :

g=\.X^- ( l — À ) j :

l'espace considéré est bien tendu.
En résumé, pour un espace vectoriel distanciez il est équivalent rajouter qu'il

est tendu ou que dans cet espace, tout système î! a un centre de gravité généralisé
et un seul.

CAS DES ESPACES DISTANCIÉS. — La seconde forme de la condition précédente a
un sens (et nous sera utile) pour tout espace distancié; nous la répéterons donc
à part pour ce cas général.

CONDITION H. — Un espace distancié quelconque, 05, réalise cette condition H, si,
dans cet espace^ tout système î! admet un centre de gravité gêner alise (définie. 226)
et un seul.

Nous dirons qu'un tel espace est un espace (© / '. Nous donnerons plus loin,
dans la troisième partie, plusieurs exemples et, entre autres, deux exemples
d'espaces distanciés formés des mêmes éléments mais où les définitions de la
distance sont différentes, l'une vérifiant la condition Hy l'autre, non.

LES ESPACES VECTORIELS DISTANCIÉS. — Nous allons avoir à nous référer aux
numéros des axiomes qui servent à définir les espaces vectoriels distanciés
(appelés aussi espaces linéaires normes). Nous aurions pu renvoyer à ces
numéros tels qu'ils figurent dans notre Ouvrage, Les espaces abstraits, aux
pages 126, 126 et i4o- II sera plus commode pour le lecteur de les retrouver
ici. Nous en avons supprimé les n08 4, 7 et 8, qui d'après Flamant, sont des
conséquences des autres.

Soient x, y , z trois éléments quelconques de l'espace considéré, a, b deux
nombres réels quelconques :

i° x -+-y est un élément bien déterminé de cet espace ;
2° x^-y=y-^x\
3° (^+j)+^=^+(y+^);
5° II existe un élément 9 de cet espace tel que x + 9 == x ;
6° a.x existe et est un élément de l'espace considéré;
9° a\x-^ry)=a.x^ra.y\
10° Ça + b).x = a.x-\- h.x\
n° î .x= x\
12° Çab).x= a.(b.x) ;
i3° l l ^ l l^o ;
i4° [ x^ = o équivaut à x= 9;
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i5° \\a.x\\=\a .lia-Il;
16° ]^+y[|^||^[+|

M. FRÉCHET.

DEUXIEME PARTIE.

DÉFINITIONS, POUR UN ESPACE DISTANCIÉ (©^ D'UN ÉLÉMENT NEUTRE, D^UNE NORME,

D'UNE SOMME ET D'UN PRODUIT PAR SCALAIRE.

ÉLÉMENT NEUTRE. — Dans un espace distancié C^' défini p. 229, on peut prendre
pour élément neutre n'importe quel élément de CQ', sans avoir à modifier les
définitions annoncées qui vont suivre.

Cependant, dans l'application de ces définitions à un espace distancié déter-
miné, il peut arriver qu'on simplifie cette application en choisissant convena-
blement l'élément neutre, (comme on le voit dans l'exemple de la page 247).

Nous représenterons par Q l'élément neutre choisi.

NORME. — On définit nécessairement comme norme d'un élément a de ( D ' , la
distance de a à l'élément neutre 6 :

| [ a [ | == (6 , ^ ) .

SOMME. — Nous définirons d'abord le « milieu », z de deux élé-
ments x, y, de (Q\ comme leur centre de gravité quand on les affecte de poids
égaux p = q = - . On a alors

(15) (^)=(j,^)=^(^j).

Ceci étant, la somme x-{-y de x et de y, sera un élément s de (J5 tel que la
demi-somme de 9 et s soit précisément z. On aura alors

(16) (6^)=(^)-(6,.).
2i

On peut aussi définir s comme un centre de gravité généralisé du système 6, z
affecté des poids respectifs 1 et 2, puisque (16) peut s'écrire sous une forme
analogue à (7).

(^)===|i-À (6,^
(9, s) ==. \ ̂  | (6, -s), avec ici À ==2.

Dès lors, en vertu de la condition H de la page 229, quels que soient x, y de C Q ' ' ,
z puis s, qui sont des centres de gravité généralisés, existent et sont chacun
uniques une fois donnés y et x ; chaque couple x, y de points de 0^' a ainsi « une
somme » et une seule.

PRODUIT PAR SCALAIRE. — Nous définirons le « produit par scalaire », y= \.x,
de chaque éléments de (Q' par un nombre réel A, comme le centre de gravité
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généralisé du système composé des points 6, x affectés des coefficients i — X , À.
Autrement dit, d'après (7) et par définition, ce produit scalaire y devra être un
élément de ûV vérifiant les relations

(17)
(x,y)= i - À [ ( 6 , . z 1 ) ;

(6,j)= À [ (6 ,^ ) .

En vertu de la condition H, nous savons qu'étant donnés 6, xet\, il existe
un élément y et un seul vérifiant ces relations. Ce seray=X..r.

Remarque. — II est clair, que, comme il le fallait, ces définitions sont équi-
valentes aux définitions classiques dans les cas les plus simples comme ceux
où ÛS' est un espace euclidien à un nombre fini de dimensions.

On le voit aussi, indirectement, en considérant ces espaces comme des cas
particuliers des espaces vectoriels distanciés tendus, pour lesquels la démons-
tration suit.

Si ton a soin, en effet, d'appliquer nos définitions des pages 280 à 281, en
prenant pour élément neutre, l'élément neutre choisi a priori pour un espace
vectoriel distancié tendu déterminé G, on a vu que tout produit par scalaire, ^,
de l'élément x par un nombre réel À, est, par notre définition de la page 281,
un centre de gravité du système 7J1 constitué de 9 et x, affectés des coeffi-
cients i — À et X. Or, d'autre part, on a vu, (page 228) que, pour un espace tel
que G, tout système T a un centre de gravité généralisé et un seul, soit
l'élément
(18) A.^+ ( i -À) . j .

On aura donc, dans le cas actuel,

w == ̂ .x + (i — À ) . Q , d'où w-z^^.x.

Quant à la somme s de x et y, on sait que, par notre définition de la page 280,
c'est le centre de gravité généralisé du système 9, ^affecté des coefficients i et 2,

m étant le centre de gravité du système x, y affecté des coefficients J et J-.
D'après (18), on aura d'abord

2 2

m= ï (x-^-y),

puis
s •==. | 2 m + 11 — 2 1 0 == 2 m, d'où s = x -+-- y .

Enfin, on a défini la norme, ^(p. 280), de x, comme

n=.{x, 9)=: x— 0 -=\\x .

Ainsi se trouve établi dans le cas des espaces sectoriels distanciés tendus, que si
Von ignore volontairement, d'abord, la structure d'un tel espace G pour n'en

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 3. 3o
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retenir que la définition de la distance

(x,y)=:\\x—y\\,

nos définitions des pages 280 à 281 permettent si l'on garde le même élément
neutre, de retrouver la structure initiale caractérisée par \ \ x \ |, x + y et \ .x.

Remarque. — En appliquant les quatre définitions précédentes à un espace
distancié simple, il arrivera fréquemment qu'on aboutisse ainsi par un long
détour à une ou plusieurs définitions connues d'avance ou auxquelles l'intuition
aurait pu nous conduire directement. Mais, il est évidemment intéressant et
utile de savoir qu'on a pu retrouver des définitions relatives à des espaces par-
ticuliers connus en partant de définitions beaucoup plus générales.

En outre, au lieu de chercher à tâtons à imposer à un espace distancié W par-
ticulier une structure d'espace vectoriel distancié, nos définitions permettent
d'y arriver directement.

En revenant à des espaces distanciés quelconques, nous avons vu, p. 280,
que, quand ils vérifient la condition H, on peut déduire de la seule notion
de distance les définitions d'un élément neutre 0, d'une norme \\x\\, d'une
somme x-\-y et d'un produit scalaire \.x.

Nous vérifierons ci-après que ces définitions satisfont à plusieurs des pro-
priétés qui sont attribuées à ces notions, dans la définition d'un espace vectoriel
distancié. De sorte que les espaces W apparaîtront comme de « quasi-espaces
vectoriels distanciés ».

PROPRIÉTÉS. — Abandonnons maintenant les espaces vectoriels distanciés
tendus pour considérer les espaces distanciés CD' vérifiant H et comparons les
propriétés de la nouvelle structure qui vient d'être définie page 280 pour (Q'
avec celle d'un espace vectoriel distancié.

Recourons pour cela à la liste de ces dernières propriétés, telle qu'elle figure
à la page 229.

Les conditions 2°, io°, 18°, i4° résultent des définitions mêmes de la somme,
du produit par scalaire et de la norme.

Les conditions i° et 6° résultent de ces définitions et de la condition H.
La condition 5° résulte de l'hypothèse H. Car si l'on appelle m le milieu de 6

x, s la somme x + 9, on aura

(0,m)=(^m)= (6^ ),

(^m)==^m)=(-^.

Or, d'après (17), ceci entraîne

x == 2m, s == 2m

et d'après H,
s==.v ou 5° x-^-^-==.x.
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De même, en posant y = h.x, on a d'après (17)

(6 , j )= | ? . [ (6^ ) ou ; À . œ\\=\^\.\\x ,

c'est-à-dire i5°.
Nous laisserons ouverte la question de savoir si, parmi les conditions res-

tantes : 3°, 9°, io°, i2°, i6°, il en est encore qui sont satisfaites ^et lesquelles),
pour un espace CD' quelconque T

Extension aux moyennes (T).

UNE OBJECTION. — Les définitions précédentes ont été données dans le cas où
l'espace considéré est un espace CQ', c'est-à-dire un espace distancié où tout sys-
tème Z a un centre de gravité et un seul.

Mais les exemples des pages 288 et 248 montrent qu'il existe des espaces dis-
tanciés très simples où il y a plus d'un centre de gravité. Dans un tel cas, il
peut y avoir plusieurs déterminations de x +y et de k.x, ce qui est gênant.

UN REMÈDE. — II peut donc y avoir intérêt à essayer de choisir parmi les
centres de gravité de Z, l'un d^eux qui soit le plus représentatif (en un certain
sens à définir) du système Z.

Si l'on y réussit, on remplacera dans la définition de la structure cherchée,
en particulier dans les définitions données plus haut de x-\-y et de \.x, le
centre de gravité par cet élément plus représentatif.

Le choix devra, en particulier, être tel qu'il coïncide avec la moyenne clas-
sique dans le cas des espaces vectoriels distanciés où cette moyenne est l'élé-
ment px-\-qy (même dans te cas où l'espace n'est pas tendu) et où il peut y
avoir plusieurs centres de gravité (exemples des pages 240 et 261).

PREMIER CHOIX D^ÉLÉMENT PLUS REPRÉSENTATIF. — NOUS avions d'abord peilSÔ à

fixer notre choix sur un centre de gravité deZ, soit y', jouissant, delà propriété
suivante : appelons 2,, un sphéroïde (de l'espace distancié considéré), ayant
pour centre, un centre de gravité, soit y de Z et comprenant tous les centres de
gravité ^i de Z. Si, quand on fait varier y et le rayon de IL, la borne inférieure
de ce rayon est atteinte pour -y^'y^ y sera le centre choisi, qu'on appellera
moyenne (C),

Un tel choix donne de bons résultats quand il s'agit du cas oùp = q ( — î-) et,
par suite, permettrait de définir la somme x-^-y de façon satisfaisante. Mais il
n'en est plus de même pour p ̂  q comme le lecteur pourra s'en assurer sur les
exemples des pages 240 et 2&i (Note 1).

DEUXIÈME CHOIX D^ÉLÉMENT PLUS REPRÉSENTATIF. — NOUS âVOllS ensuite pensé à là

« moyenne (T) » définie par Shafîk Doss(5). Nous avons constaté, en effet, que,

( s ) Voir la Note, p. 255.
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comme on va le voir, la moyenne (T) du système Z est toujours en même temps,
un « centre de gravité » de Z (mais non réciproquement) :

Par définition, un élément o de l'espace distancie. (S considéré, sera une
moyenne (ï) de Z, si l'on a

(18) (o, a) ̂ p {x, a) + q (j, a)

quel que soit l'élément a de û3. On devra donc avoir, en particulier, en prenant
pour a, soit x, soit y :

09) (^ ^^(-^j). '(^.y)^(^.j).
D'où

(^ r)^(ô, ^) -4- (ô, y ) ^ { x , y )

et par suite
(x, y)=(à, ,^)+ (o , r ) .

Donc
[q {x, y ) - (û, x)} + [/? (a', y ) - (ô, j)J == o

et comme les deux crochets sont ^o, d'après (19), chacun d'eux est nul,
c'est-à-dire que
(20) • (û, x}-==i.q(x, j), (ô, y ) = p ( x , y).

Autrement dit, d'après la définition par (6), o est bien un centre de gravité
de Z.

Nous verrons sur les exemples des pages a43, 261 et 253 qu'on peut citer un
espace distancie et un système Z, pour lesquels il y a une infinité de centres de
gravité et seulement un moyenne (T), Ainsi, un centre de gravité n'est pas
nécessairement une moyenne (ï) et, d'autre part, il peut arriver que l'objection
de la page 235 se trouve levée quand on remplace comme élément représentatif
de Z, le centre de gravité par la moyenne (T).

Remarque. — Dans un espace vectoriel distancée qu'il soit « tendu » ou non,
tout système Z a au moins une moyenne (T) qui se confond avec la moyenne clas-
sique. En effet, si dans l'inégalité de définition (18) de la moyenne (ï) de Z,
nous prenons ï==px-{-qy, l'inégalité prend la forme

\\p(^ — a) 4- q(y — a) I I ̂  \\p {x — a) \\ + || q(y — a) \\

vérifiée quel que soit a en vertu de l'inégalité triangulaire. Z a donc au moins
une moyenne (T) : S ==p^ + q y '

La moyenne (T) étant définie à partir d'une inégalité sera en général plus
difficile et plus longue à calculer que le centre de gravité. On aura donc intérêt
à chercher d'abord s'il y a un centre de gravité unique. Même dans le cas
contraire, ce calcul n'aura pas été inutile pour chercher s'il y a une moyenne (T)
puisque celle-ci doit se trouver parmi les centres de gravité.


