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QUELQUES RESULTATS

DANS LA METRIQUE DES PERMUTATIONS

Par M. Rext LAGRANGE.

(Dijon).

INTRODUCTION.

Etant données une suite P, de n objets distincts a,, a,, ..., a, et une permu-
tation P=10,, b,, ..., b, de ces mémes objets, nous appelons « écart de a;
entre P, et P » la valeur absolue de la différence de ses rangs dans P, et P. Si g;
a le rang £; dans P, cet écart e(a;)=|k;— ¢|. Nous appelons « écart des deux
permutations » en question la borne supérieure de 'ensemble des e(a;), soit

[Py, Pl =supfe(a)lizss . . n

Cet écart satisfait les axiomes de la distance dans une métrique, et I’ensemble
des n! permutations devient ainsi un espace métrique fini. Il est de plus homo-
géne, en ce sens que le nombre des éléments composant une boule @(P; ¢) ne
dépend que du rayon p de cette boule. Nous nous proposons d’évaluer ce
nombre pour ¢ < 4, c’est-a-dire le nombre des permutations situées aux dis-
tances 1, 2 ou 3 d’'une permutation donnée. Nous nous en tenons a ces valeurs
de o, et c’est déja trés compliqué pour I'écart 3.

Outre les permutations orientées dont il vient d’étre question, on peut consi-
dérer les permutations non orientées. Chacune de celle-ci est la classe P*
formée par deux permutations orientées opposées P=0b,, b,, ..., b, et

_ A 1. .
P=b,, ..., by, b,. Leur nombre est Z)— si n>> 2. On peut faire de leur

ensemble un espace métrique en définissant la distance de deux telles per-
mutations P}, P* par I'écart
|P;, P*|=inf{|P,, P|, | P, P|}.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. 25
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Les permutations P et P* sont ouvertes. On peut aussi former des permuta-
tions fermées en placant les a; aux n sommets d'un polygone ; elles sont elles-
mémes orientées ou non. Une permutation fermée orientée est la classe @
des n permutations ouvertes orientées déduites de l'une d’elles P par
permutation circulaire. Par exemple, @, estla classe formée par les permutations

Pé=ap, arny, ooy Qnyai, ..., @y | (k=1,2, ..., n).
Leur nombre est (n — 1) ! Leur espace est métrisé avec I'écart
]wo,wlsz{]P P|}k/z~

32y, 10

Enfin, une permutation fermée non orientée est la classe @* formée par les
deux permutations orientées opposées @, @ engendrées par deux permutations

, 5 n—r1)! .
ouvertes opposées P et P. Leur nombre est (~———)——)— si » > 2. On peut encore
en faire un espace métrique avec l'écart
|®}, o | =inf{| @, |, | B0, | |-

Ces divers espaces sont homogeénes, et nous résolvons également pour eux
le probléme énoncé pour le premier.

CHAPITRE I.

PERMUTATIONS OUVERTES, ORIENTEES ET NON ORIENTEES.

1. Permurations orientees. — Il est commode de représenter les a; par les
nombres entiers i((i=1, 2, ..., n). Dans ces conditions, P,=1, 2, ..., n, et,
siP=b,,b,, ...,b,

e(b) =|b;—1l;

I'écart des deux permutations est
IPo,Pl:SUP{Ibi—~il}i:1,z,,‘,,n- .
Cet écart |P,, P| est évidemment symétrique et n’est nul que si tous les

b;—i=o, donc si P=P,. Considérons une troisiéme permutation P'=125,
b,, ..., b ;son écart avec P, est
| Py, Pl =sup{|b; — | }iz1.,. .,
D’autre part,
' | P, P'|=sup{| k(i) — (&) | }izt,0, ..y
ou k et A sont définis par b, = b, = ¢. Avec ces notations, on a encore

[Po, Pl=sup} | k(D) —i|}i=1,2,... 0 [Po, P'| =sup{| A (i) — | }=1,2,.. ,n-
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Or
Ph(i) —h(i) | Z k() — i+ h() —i]
entraine
[A(D) —h(@) | =[Py, P+ [Py, P/,
“done

[P, P'| | Py, P+ | Py, P/

Les trois axiomes caractéristiques d’une métrique sont satisfaits et I’ensemble
des permutations P constitue, avec cet écart, un espace métrique fini de n!
éléments. Les distances sont des nombres entiers, et le diamétre est n —1.

Nous désignons par ®(a; n) le nombre des permutations dont la distance a
une permutation donnée P est inférieure ou égale a «; il ne dépend évidem-
ment que de «, et le nombre des permutations a la distance « de P est

(1) ¢(a;n) =®(a;n) —® (a—1; n).

2. D’une maniére générale, un espace métrique fini homogéne E est caracté-
risé par les distances /; des éléments entre eux deux a deux, soit

h=o<lh<b<<...<,

[, étant le diamétre, et par les nombres N,(Ny=1) des éléments situés a la
»

distance /, d’'un méme élément. N:E N, est le nombre cardinal de E. Par
k=0

exemple, pour n=3, le nombre N des permutations formant E est 6; les dis-

tances sont o, 1, 2, avec (*)N,=29(1;3)=2, Ny=o0(2; 3)=3. Un schéma

est formé par les six sommets d'un hexagone dont les cotés sont égaux et

mesurent 1 et les diagonales 2. Bien entendu, on peut construire bien d’autres

espaces métriques homogénes de six éléments. Par exemple, on peut supposer

o< i< bh<<ly<<ly, avec Ny=N;,=N,—=N,=1 et N;=o2.

Le schéma serait un hexagone, avec ses cotés et les g cordes joignant ses som-
mets; trois des cotés non adjacents deux 4 deux mesurent /, les trois autres /,;
les cordes sous-tendant deux cotés consécutifs mesurent /; et les diagonales
mesurent /,;

Pour n =4, le nombre N des permutations constituant E est 24, et les dis-
tances sont o, 1, 2, 3, avec

Ny=1, Ni=o(1; 4) =4, No=¢(2;4) =9 et Ny=19(3; 4) =1o0.
En voici un schéma. Désignons par P, la permutation 1, 2, 3, 4. Placons aux
sommets d’un quadrilatére plan P, P,P,P, cette permutation P, et

P,=1, 2, 4, 3, P,=2, 1,3, 4, P,=2, 1, 4, 3.

(*) Ces valeurs de Nj, N, sont immédiates, mais elles se trouvent également dans les résultats
qui seront obtenus plus loin. Cette observation s’applique aussi a ’exemple suivant.
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On donne la mesure 1 aux six cotés et diagonales de ce quadrilatére. Elevons
quatre segments perpendiculaires de mesure 1 au plan de ce quadrilatére, aux
quatre sommets, soit P, P;, P,P,, P,P,,, P,P,;, les extrémités représentant les
permutations

J— P / D e o 4 B Jup— J— .
P;=1, 3, 2,4, Py=1,14, 2, 3, Pi=2,3, 1,4, Pii=2, 4, 1, 3;

chacune différe du sommet associé par transposition des deux chiffres médians.
Dans ce second plan, chacune de ces quatre permutations est le sommet d'un
quadrilatére qui s’en déduit comme P, P,P,P, de P,, par transposition des deux
derniers chiffres, ou des deux premiers, ou par ces deux transpositions simul-
tanées. Ainsi, P, fournit le quadrilatére P, PP,P;, ou

P,=1, 3, 4, 2, P.=3, 1, 2, 4, Pe=3, 1, 4, 2;
P, fournit P,P,,P,.P,,, ou

Po=1u, 4, 3, 2, P,=4, 1, 2, 3, Pow=14, 1,3, 2;
P, engendre P,,P,,P,,P,;, avec

Pyy=9, 3, 4, 1, Pi;=3, 2, 1,4, Py=3, 2, 4, 1;

b
enfin, P,. engendre P, P, P,,P,,, avec
Pls:gs[h?% I, PM:4727 1737 P‘-’0:4a 2, 35 I.

Dans ce plan, outre les seize cotés et les huit diagonales qui mesurent 1, on relie
par des segments de méme mesure 1 les couples P, P,,, P.P,;, P,y Pyy, Py, Pyy.
Les quatre sommets qui sont encore adjacents a trois sommets seulement sont
Py, Pis, Pig, Py, opposés aux sommets qui sont reliés au premier plan. Il suffit de
les relier a un troisi¢éme plan par quatre perpendiculaires au second plan, de
mesure 1; les extrémités associées représentent les permutations P,,, P,;, Py,
P,, qui se déduisent respectivement de P, P,,, P,4, P,, par transposition des
deux éléments médians comme dans le passage du premier plan au deuxiéme;
ces permutations, dans 'ordre P,, =3, 4, 1, 2, P,,=3,4,2,1, P,.=14, 3, 2, 1,
P,;=4, 3, 1, 2 forment un quadrilatére déduit de P,, suivant la loi de forma-
tion des cinq quadrilatéres précédents, et les quatre cotés et les deux diago-
nales complétent ’ensemble des 48 segments de mesure 1, a raison de quatre
segments issus de chaque sommet. Les neuf P; dont la distance a P, est 2 sont
naturellement, dans le deuxiéme plan, P, P,, Py, P,, P,,, P,;, mais aussi P,,,
P,;, et, dans le troisiéme plan, P,,. Les permutations dont la distance a P, est 3
sont les sept sommets P,,, P,., P,,, P,s, Py, Pyy, Pyy du deuxiéme plan, et les
trois sommets P,,, P,,, P,, du troisiéme.

3. Carcur pe @(1; n). — Le premier élément 1 de P, ne peut occuper que
les rangs 1 ou 2 dans P. Les permutations P=2b,,b,, ..., b,, oub,=1
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forment I’ensemble {1, (2, 3, ..., n),}| ou nous convenons de désigner par
(ay, a,. ..., a,) 'ensemble des permutations formées par ces n éléments, et
par (a,, a,, ..., a,), le sous-ensemble de ces permutations dont I'écart avec
a,, a,, ..., a, est inférieur ou égal a «; le nombre des permutations P ou
b,==1 est donc ®(1; n—1). Lorsque 1=10,, b, est nécessairement 2 et les
permutations correspondantes forment 'ensemble {2, 1, (3, 4, ..., n),}; leur
nombre est ®(1; n —2). Nous obtenons ainsi la relation de récurrence

(2) O(1;n)=D(1;n—1)+P>;n—2).

Il est clair que le raisonnement conduit a faire ®(1;0)=1 et ®(1; p)=o
pour p < o. La suite des ®(1; n) n’est rien d’autre que la suite de Fibonacci,
avec les valeurs initiales ®(1; 0) = ®(1; 1)=1. Les premiéres valeurs ® (1;7)
et o(1; n) sont fournies par le tableau :

no........ 0. 1. 2 3. 4 5 6. 7. 8 9. 10. 1. 12. 13. 14, 15.
Q(r5n).... 1 1 2 3 5 8 13 ar 34 55 89 144 233 377 610 987
9 (r;n).... o o 1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 232 376 6og 986

ou I’on utilise, pour la troisiéme ligne, la formule
(15 n)=@(15n) —@(057) =@ (15n) —1
de la relation (1).
4. Aurres Expressions DE ®(1; n). — L’étude classique de la relation de
récurrence (2) conduit 4 'expression
®(1; n) =Azi+ Bz,
ou &,, &, sont les racines de *— x — 1 =0, et ou A, B sont tels que

D(1;0) =A4+B=i,
Q(1;1) =Az,+Bay=1.
On en déduit

. . _.1;’11+1*——-27’2L+1__1_ /I+\/5 n—+1 I——-\/S n—+1
) “"-"”)——x—i:zr—ﬁ[( =) T\

k=0
TutoreME. — On a également
BN
(4) (;n) =Y (n—2q q),
. q=0
ou

(a, Fa)_(oz—l—ﬁ)!

T alpl
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En effet, (4) donne bien
D(1;0)=P(1; 1)=1
et il suffit de montrer que son expression vérifie la relation de récurrence (2).

Grace a 'identité
(Ol, 5)2(‘1—]7 5)’*‘(‘1’ 6"‘0*

I'l '1 o Si n est in] ir;
) palr,

®(15n) =1+ 2 [(n—1—2q,q)+ (n—2¢, g —1)]+ <07 g) si n est pair.

qg=1

Ceci s’écrit encore

[*] 1] o
(o sinestimpair;

D(1;n) = 2 (n—1—2aq, q)+ Z (71—2—2(],(])—1—?

| 1 sin est pair,

g =0 qg=0
=®(r;n—1)+ 2 (n—2—a2q,q)=®(t;n—1)+®(1; n—2).

¢=0

C. Q. F. D.

(4) s’interpréte de maniére intéressante. Classons en effet les permutations
P en classes C,; d’aprés le nombre 2¢ des éléments de P, dont I'écart est 1 avec
P,, ou, ce qui est équivalent, d’aprés le nombre ¢ des transpositions effectuées
dans P, pour former P. Soit N,(n) le nombre des permutations de C,. Il est
clair que Ny(n) =1. Dans C,, la transposition unique intéresse deux éléments
consécutifs 7, {41, pouri=1, 2, ..., n—1, donc

Ni(n)=n—1=(n—2,1).

Dans C,, les permutations déduites de P, par deux transpositions dont la pre-
miére est celle de p avec p + 1 sont au nombre de

Ny(n—p—1)=(n—p—23, 1),

donc, en vertu de I'identité

n
2 (rya) = (n, a+1),
r=>0
n—:i n—h

N, (n) :2 (n—p—3, 1):2 (ry1)= (n—4, 2).

p=1 r==~0

D’une maniére générale, si 'on admet que N,(n)=(n—2¢, ¢) jusqu’a une
certaine valeur ¢ de I'indice, les permutations de la classe C,.,, dont la pre-
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miére des ¢ + 1 transpositions effectuées sur P, est celle de p avec p+ 1 sont
au nombre de

Nr;(”_P_l):(”“_l*'zq-I% q)a
done

n—1—2q n—2—2q

Npw(n)= Y (n—1—2¢—p, )= X, (r,9)=(n—29—2 g+1).

p=1 r=>o0

L’expression de N,(n) est générale pour 1 g = [’—;], ce qui démontre (4).

Remarque. — Dans I'expression (3) de ®(1; n),

]x2|:¢5;1:0,618016...,

-1
2

done 7 est du signe de (—1)", inférieur a 1 en valeur absolue, et rapide-

ment trés petit quand » croit. ®(1; n) est ainsi la valeur approchée a une unité

1 n+t

\/5.@1 , par défaut ou par excés suivant que n est impair ou pair. Il
suffit donc de connaitre une valeur trés approchée du logarithme de x, et du
cologarithme de \/5 pour calculer aisément ®(1; n). Malheureusement la pré-
cision des logarithmes risque d’étre insuffisante. Par exemple, avec les loga-
rithmes élémentaires a cinq décimales, on aurait

I+ \/g

2

pres de

log = 0,208 984, log \/5 = 0,349 485, colog \/5 =1,650 515,

d’ou résulte
log® (15 19) 7 20 < 0,208 984 + 1,650 515 = 3,830 195;

n étant impair, on est amené a la valeur ®(1; n) =664, au lieu du nombre
exact 6 765.

5. CarceL pE ®(2; n). — Il est clair que ®(2; n)=n! pour n 3. Suppo-
sons donc n> 4. Il sera commode de préciser la convention faite au début
du paragraphe 3. Parmi l'ensemble de permutations représentées par
(ay, a,, ..., a,),, nous serons conduits a distinguer des sous-ensembles définis
par des restrictions concernant I’écart de certains des premiers éléments. Par
exemple, nous représenterons par (a,, a., ..., a,), 'ensemble des permuta-
tions dont I’écart avec la permutation écrite entre parenthéses ne dépasse pasa,
mais telles que a, présente un écart au plus égal a /(i< a); de méme
(ay, ayy ..., a,) (j< &) représente le sous-ensemble de celles ot @, a un
écart au plus égal a j, I'écart de a, ne dépassant pas i. Dans le méme esprit, nous
distinguerons plus loin des sous-ensembles (ay, as, ..., a,)Y" (k<) en limi-
tant a , j, k les écarts respectifs des éléments a,, a,, a,. Les nombres des per-

mutations de ces divers ensembles seront désignés respectivement par ®(a; n),
®i(a; n), DIk (a; n).
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Ici « =2, donc T'élément 1 de P, ne peut étre que b,, b, ou b, dans P. Les
permutations P ou 1=2>, ou b, sont, avec nos conventions, au nombre de
®'(2; n). Lorsque 1=b,, b, est nécessairement 2 ou 3, et b, est 2, 3 ou 4. Les
permutations ou b, =2 forment la réunion des deux ensembles {2, 3, 1, (4,
5, ..., n)j et {2, 4, 1,(3,5,...,n),{, car, dans le deuxiéme, 3 ne peut
étre que b, ou b;; leur nombre est ®(2;n—3)+ ®'(2; n—3). Celles ou
b,=3 forment la réunion des deux ensembles {3, 2,1, (4,5, ..., n),}et
{3, 4, 1, 2, (5,6, ..., n),}, et leur nombre est ®(2; n—3)+ ®(2; n— 4).
Nous obtenons ainsi une premiére relation

(5) D(2;n)=® (2;n) +2P(2;n—3)+D®' (2;n—3) +D(2;n—4).

Exprimons, d’autre part, ®'(2; n) en fonction des ®(2; k). Les permuta-
tions en question, ou b,=1, sont au nombre de ®(2; n —1); celles ou b,=1
formentlaréuniondesdeux ensembles{2,1,(3,4,...,n).}et{3,1,(2,4,...,n),};
leur nombre est ®(2; n —2)+ ®*(2; n — 2). Nous avons ainsi une deuxiéme
relation
(6) Pt(2;n)=P(2;n—1)+DP(2;n—2) + D' (2; n—2).

Compte tenu de (6), (5) est remplacé par la relation de récurrence

(7) D(2;n)=0(2;n—1)+DP(2;n—2)+2P(2;n—3)
+®(2;n—4)+D' (2;n—2) + B (250 — 3).

L’ensemble (6), (7) est une relation de récurrence vectorielle portant sur un

vecteur d’ordre 6. Mais il est plus simple de déduire de ces deux relations une

relation de récurrence pour ®(n) en retranchant les deux formules ()

relatives 4 ®(2; n) et ®(2; n—1). Compte tenu de (6), on obtient tout de suite
la relation de récurrence du cinquiéme ordre seulement (*)

(8) D(2;n)=2@(2;n—1)+2P(2;n—3) —DP(2;n—5).

Dans ces formules, on doit faire ®(2; o) =1, mais ®*(2; 0) =o. L’addition
des relations (6) d’indices n, n — 2, n — 4, ... donne dans tous les cas

n—1

(9) @ (2 0) =Y D (25 k),
k=0

qui exprime ®'(2; n) en fonction du symbole ®. Réciproquement, on déduit
de (9) 'expression de ®(2; n) en fonction du symbole ®*, savoir

D(2;n)=0'(2;n+1)— D' (2;n).

(2) On peut associer en effet I'expression (6) de ®1(2; n—1) a (7), ce qui conduit a former le
vecteur d'6léments ®(2; n—17) (i =o0, 1, 2, 3) et P1(2; n—)) (j =1, 2). La matrice d’ordre 6
de la relation de récurrence vectorielle a les valeurs caractéristiques de la matrice associée a (8),
et, en plus, la valeur caractéristique —1.
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Pour les premiéres valeurs de n, (8) fournit aisément le tableau :
Reeerinen 0. & 2 3 4& 5 6 T 8 9. 10. 10 12. 13. 14.
®(2;n)... 1 1 2 6 14 31 73 172 Loo 932 2177 5081 11854 27662 64554

Grace a ce tableau et a celui des valeurs de ®(1; »), on peut former les
valeurs de o(2; n) =®(2; n) — ®(1; n) pour ces valeurs de n.

Remarque. — (8) conduit a 'expression

(10) ®(2; n) =Y, Mty

k=1
ou les @, sont les cinq racines de I’équation

0(z)=2"—2a'— 22+ 1=0,

qui sont simples, trois d’entre elles étant réelles, respectivement comprises
dans les intervalles (—1, 0), (0, 1) et (2, 3), et les deux derniéres imaginaires
conjuguées. Les 2, seraient fournis par les valeurs de ®(2; »n) pour o = n 4.
Ces observations sont d’un caractére plus théorique que pratique.

6. ®*(2; n) n'est pas sans intérét. Il résulte de (9) qu’il vérifie la méme
relation de récurrence (8) que ®(2; n). Seules les valeurs initiales différent, et
'on obtient, a I'aide de (6) ou de (g), le tableau ;

Pouveiainn 0. 1. 23 4 5 6 7. & 9. 10 1. 12 13. 14,
®i(2;n).... o 1 2 4 10 24 55 128 300 700 1632 3 869 8890 20744 48406
7. Ervoe pE ®(3;»). — ®(3;n)=n! lorsque n est inférieur a 5. Suppo-

sons donc n 5. Pour simplifier I'écriture, nous écrirons ®(n) pour ®(3; n).

Le nombre des permutations P o1 b, =1 est®(n—1). Lorsque 1=a,, b, est
2, ou 3, ou 4. Les permutations ot b, = 2 forment’ensemble{ 2, 1, (3, 4, ..., n), |,
au nombre de ®(n — 2). Celles ou b,=3 se répartissent entre quatre ensem-
bles, d’aprés la valeur 2, 4, 5 ou 6 de b,, qui sont

{371727 (4,5, '-'7’1')::}7 {371
{3, 1,5, (2,4, 6, ...,72):1;’2}, {3, 1,

et . qui contiennent respectivement ®(n—3), ®'(n-—-3), ®'*(n—3),
®'22(n—3) de ces permutations. Les permutations P ou b,= 4 se répar-
tissent de méme entre les quatre ensembles

{471727 (3,5,...,”):2;}, {47 1737 (2,57---7’1);}’7
}[‘7 1757 (2) 37 61 "'7”)?5,1 ;7 {4? 1’6? (2’ 37 5, 77 "'7’l):1l71‘2}3
contenant respectivement ®*(n—3), ®'(n—3), d*'(n—3), ®***(n—3)
de celles-cl.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. 26
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Considérons maintenant les permutations P ou 1 =20,. b, est encore 2, 3
ou 4. Celles ou b, =2 se répartissent, d’aprés la valeur 3, 4 ou 5 de b., entre
les trois ensembles

2,3, 1, (4,5, ..., )5}, 12,4, 1,(3,0, ...,n)2}, f2,5,1,(3,4,6,...n)2%}
{ {

contenant respectivement ®(n—3), ®*(n—3), ®**(n—3) de celles-ci.
Celles ou b, = 3 se répartissent entre

%37 2, I, (47 5) L) 73)3}7 }37 47 1, (27 57 ey Il):]}}, {3) 57 I, (27[h 67 RN} ”):1;’2}7

contenant respectivement ®(n—3), ®*(n—3), ®"*(n—3) permutations.
Celles ot b, = 4 donnent de méme les sous-ensembles

{4y2,1, (3,5, ...,n)3 ), {4,3,1,(2,5, ....n)3 ), 14,5,1,(2,3,6,...,n)1"}
de ®*(n—3), ®*(n—3), ®**(n—3) éléments.

Enfin, lorsque r=24,, donc b,=2, 3 ou 4, b, est 2, 3, 4 ou 5 et b, est 2, 3,
4, 5 ou 6. Les permutations ou b, = 2 forment trois ensembles d’apres la valeur.

3, 40ub de b,, partagés eux-mémes en trois sous-ensembles chacun, d’aprés
la valeur admissible de b,. b, = 3 fournit ainsi les trois sous-ensembles

{2’ 747 7 (5 6 )3}? {2’ 37 57 I, (47 67 "'7’7’):‘;’}? {2, 37 67 ]? (47 57 7?"'1"’);::’2 }7

contenant respectivement ®(n— 4), ®*(n—4), ®**(n—4) permutations.
b,= 4 donne les trois ensembles

F2, 0,3, 1, (5,6, ..,n), b, {9, 4,5, 1,(3,6, ...,n)b ), {2,4,6,1,(3,5,7,...,n)1?}
de d(n—4), ®'(n— 4), ®**(n — 4) éléments. b,=>5 donne de méme
{2,5,3,1, (4,6, .., )3}, f2,5,4,1,3,6,...,n)}, {2,5 6,1, (3,4,7,....,0)" ],

donc ®*(n — 4), ®*(n— 4), ®**(n— 4) permutations. Pour b,=3, b, est 2,
4 ou 9, et chaque valeur de b, fournit trois ensembles de permutations d’ apres
la valeur de b,. On obtient ainsi les neuf ensembles

£3,2,4,1, (5,6, ..., n0)3}, §3,4,2,1,(5,6,...,/z)3},
{3 2,5, 1, (4,6, .. 7”)2); {3747 51,2, (6,7,...,”)3},
]‘3 2, 6, 1, (475)71“ 7n)'2) {3>476)172 (5,7,...,”):‘;;,

‘{335a2917 (/h ,...,n)i}
{37 57 4) 1,2, (6a VEIRERE) 77,);
'{3757651727 (4,’7,...,72)

ce qui donne en tout

2®(n—4)+2®(n —5) +P'(n—35) +2®(n—4) +P2(n—35) + D22 (n—4)
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permutations. Enfin, pour b,=4, b, est 2, 3 ou 5, et les permutations corres-
pondantes se répartissent entre les neuf ensembles
{4,2,3,1,(5,6,...,n)3}, 14, 3,2,1, (5,6, ..., n),},
)

{4,2,5,1, (3,6, ..., n)}}, {4,3,5,1,2, (6,7, ..., n)},
{4’2)67 I, (3,5,77"'7’1):1,2}7 {4’3’6’ 1,27 (5777""’1)%}7

3
{4,5,2,1, (3,6, ...,n)}}
{4) 5) 37 1, 23 (67 7, ""n)3;’7
{47 57 6’ ]7 2, 3) (77 87 ety "’)3)’7

et leur nombre est ainsi
20 (n—4) +20(n—5) +®(n—6) +20' (n—4) +P*(n—5) +®2(n—4).

L’addition de tous ces résultats exprime ®(n) en fonction de certains ®(k),
o' (k), ©*(k), d*2(k), ®*>*(k) d’argument k inférieur a n, et de ®*-*-*(n — 3),
®*-22(n — 3), soit

(1) ®(n)=P(n—1)+®n—2)+30n—3)+6®(n—4§)+ 4P —5)+ P(n—6)
+ 4@ (n—3) +4® (n—4) +® (n—5) +3D(n—3) +4DT(n—4)
+2@2(n —5) + 20 (n —3)+ D (n —4)+ 202 (n —3) +- 202 (n — 4)
+ @2 (n—3) + 20> (n—4) + P2 (n—3) + D22 (n—3).

8. Exprimons les deux derniers termes de cette somme en fonction des sym-
boles ® ayant moins de trois indices. Soit d’abord ®*-*:2(n). Dans les permu-
tations b,, b,, ..., b, correspondantes, 1 est b, ou b,. Celles ou b, =1 forment
I'ensemble {1, (2, 3, ..., n);*|, et celles ou b,=1 se répartissent entre les
trois ensembles

{2,1,(3,4,-..,71);‘;}, {37'72a ([h 5?"'3’1)3;’ {6, r 2, (33 5)'-‘7,1):[.}\
On a donc
(12) P2 (n)=®(n—3)+® (n—3) +P>(n—2) +d®2(n—1).

Les permutations de l'ensemble {(1, 2,3, ..., »);*} se répartissent en
quatre sous-ensembles suivant que 1=~5,, ou 1=">, avec la valeur 2, 3 ou 4
de b,. Ce sont

1, (2,3, ., fe, 1, (3,4, ..., 0)5
(‘33 I, (2,~/Ia ey n)t}’ %4’ I, (27 37 5’ "'7’1),’1” ;’

d’ou résulte la formule
(13) P22 (n) =P (n—2) +DP(n—2)+P"'(n—2)+ B (n—1).

®''(n) s'exprime aisément en fonction des symboles a un indice. Dans les
permutations P en question, 1 est b, ou b,. Celles ou 1= b, forment I'ensemble

{1,(2,3,...,n),}, et sont au nombre de ®'(n —1). Celles ou 1= b, forment
les trois ensembles

{2, 1, (3,4, ---771)3}, {3, 1,2, (4, 5, "'7n)3}a {47 1,2, (3,5, "'»”)3}!
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donc
(14) Pt (n) =®(n—2)+P(n—3)+® (n—1)+ D (n—3).

Enfin ®*(») s’exprime en fonction des seuls symboles ®, ®*, ®*:2, Les per-
mutations correspondantes se répartissent entre quatre ensembles fournis
respectivement par la valeur 1 de b,, et par 1 = b, avec b, = 2, 3 ou 4. Ce sont

{1, (2,3, .ooym)s), d2,1, (3,4, ..., n): 1,
{3, 1, (2,4, ...,n)5}, {4, 1,(2,3,5, ..., n)}%},
donce .
(15) P (n)y=b(n—1)+P(n—2)+P*(n—2) +0*2*(n—2).

Grace a (15), les relations (14), (12) et (13) sont remplacées successivement
ar
d Pt (n)=2®(n—2) +2®0(n—3) +20(n—3) +&>*(n—3),
12 (n)=®(n—3)+P(n—4) +®(n—75)
(16) +®(n—2)+®*(n—5) + P (n—1)+ P2 (n—5),
D22 () =®(n—3) +30(n—4) +2®(n—5) +®*(n—2)
+ ®2(n—4)+20*(n —5) + D> (n — 1)+ P2 (n — 4) + D> (n — 5),

puis, enfin, (11) par

(17) ®(n)=®(n—1)+®(n—2)+3P(n—3) +10®(n—14)
+16@(n—5) +14®(n—6) +7®(n—7) +3®(n—8) + 3P*(n—3)
+ 4@ (n—4) + 82 (n —5) + 8P (n—6) + 4P*(n—7) +3P*(n —8)
+ 2@ (n—3)+ 3P (n— 4)+ P> (n — 3) + 3D 2 (n—4)+ 4D (n—5)
+6@22(n—6) +3D>*(n—17) + 2022 (n —8).

9. Il reste a exprimer ®(n), ®*:2(n) et ®>-* (n) en fonction des quatre sym-
boles conservés dans (17).

Tout d’abord ®*(n) est la somme de ®*(n) et du nombre des permutations P
ou 1 a effectivement I'écart 2 avec Py, c’est-a-dire que 1="b;. b, est alors 2, 3
ou 4, tandis que b,=2, 3, 4 ou 5. Les permutations ou b, = 2 se répartissent
entre les trois ensembles

(2,3, 1, (4,5, ....n)s}, {2,4,1, (3,5, ...,n)}}, {2,5,1,(3,4,6, ...,n)0%};
celles ou b, = 3 se répartissent entre

{32, 1, (4,5, ..oon)sfy (3,4, 1,(2,5, .. n)if, {3,5,1,(2,4,6, ..., 0%,
et celles ou b, = 4 entre

{4,2,1,(3,5, ...,m)}, {4,3,1, (2,5, ...,n)}}, {4,5,1,(2,3,6,...,n)011}.
Il vient ainsi

D (n) =@ (n) +2®(n—3) +2®'(n—3) +~2®2(n—3)
+ @t (n—3) + ®12 (n — 3) + D> (n — 3),
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ou, compte tenu de (15) et (16),

18) ®(n)=@®(n—1)+®(n—2)+20(n—3)+20(n—4) +4®(n—5)
+2®(n—6) +P*(n—2) +202(n—3) +2®(n —5) + 2P (n —6)
+ @12 (n—3) + @2 (n — 2) + P2 (n — 3) + 2D 2 (n —5) + ®22(n — 6).

Chez les permutations correspondant & ®"*(n), 1 est b, ou b,. Celles ou
1=>5, forment 'ensemble {1, (2,3, ..., n);}, et leur nombre est ®*(n—1).
Celles ou 1=1b, se répartissent entre les trois ensembles

{2’1’ (374""’71)5‘}* {37 I, (27 47""”>:§}! {4? 17(2’ 37 57’“7’2):11’2;7

et leur nombre est
D(n—2)+d (n—2)+ 02 (n—2).

Compte tenu de (15), on a donc

(19) ®2(n) =®(n—2)+P(n—3)+P(n—4) +P(n—1)
: +®(n—4) + 02 (n—2) +~ D2 (n—4).

Enfin ®*2(n) est la somme de ®**(n) et du nombre des permutations P
dans lesquelles I'écart e(1) = 2. Dans ces conditions, 1 = b, tandis que b, =2,
3 ou 4. Les permutations ou b, = 2 forment les trois ensembles

f2,3,1, (4,5, ....n)a}, fo2,4,1, (3,5, ...,n)3}, 12,5,1,(3,4,6, ...,n)5*%};
celles ou b, = 3 se répartissent entre

{3,2,1, (4,5, ...,m)s}, {3,4,1,2,(5,6,...,n)}, {3,5,1,2,(4,6,...,n)}},
et celles ou b = 4 entre

{4y 2,1, (3,5, ...,n)}}, {4,3,1,2,(5,6,...,n)}, {4,5,1,2,(3,6, ...,m)};

par suite,

@22 (n) =@ (n) +2®(n—3) +2®(n—4)
+ @' (n—4) +2®*(n—3) +P*(n—4) + D *(n—3).

Compte tenu de (15) et (19), on a donc

(20) ®22(n) =P (n—2)+3P(n—3)+3®(n—4) +P®(n—-75)
+®(n—6)+®(n—1)+2®(n—3) + 20 (n—4) + ®*(n — 6)
+ @2 (n—2) + P22 (n—3) + B2 (n— 4) + B2 (n — 6).

Pour les calculs numériques, il est commode de conserver ®'-*(n) dans I'expres-
sion de ®*-*(n), sous la forme

D22 (n) =02 (n) +2®(n—3)+2®(n—4)+P®(n—5)+P®(n—6)
+a2®*(n —3) +®(n—4) +P(n—6) + B2 (n—3) + ®2(n —6).
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10. L’ensemble des relations (17), (18), (19), (20) constitue une relation
de récurrence vectorielle d’ordre 28 si I'on associe aux 8 éléments ®(n —7)
(i=o,1,...,7) les 8 éléments ®*(n—j)(j=o0, 1, ..., 7), les 4 éléments
O 2(n—k)(k=o, 1, 2, 3) et les 8 éléments ®**(n— h)(h=o0, 1, ..., 7).
Mais cet ordre peut étre abaissé a 23 en observant que (17) ne fait intervenir
que les ®*(n—j), ouj=3, 4, ..., 8 aulieude 1,2, ..., 8, les ®**(n — k),
ou k=3, 4aulieude 1, 2, 3, 4, etles ®**(n—h), ou h=3, 4, ..., 8 au lieu
de 1, 2, ..., 8. Nous associerons ainsi a 'expression (17) de ®(n) les expres-
sions (*)

(18) n—1)=P(n—2) +P(n—3)+2®0(n—4) +2@(n-—5)+4®(n—06)
+2®(n—79)+®*(n—3) + 2®>(n—4) + 2®*(n— 6) + 2®*(n — 7)
+ D2 (n—4) + D22 (n— 3) + D22 (n—4) + 2022 (n — 6) + P> (n — 7),
19y ®2(n—2)=@(n—4)+P(n—>5) +P(n—06)
+ @2 (n — 3) + P*(n — 6) + P2 (n — §) + D> (n — 6),

et

(20") 2 (n—2)=®(n—4) +3P(n—5)+3P(n—6)+®(n—7)
+®n—8) +d*(n—3)+2®02(n—5) +2®(n — 6) + O®*(n — 8)
+®'2(n—4) +®*2(n—5) +®>2(n —6) + ®>2(n — 8).

Nous prenons pour vecteur V, la colonne des éléments ®(n—1)(i=o, 1,...,7),
O(n—j)(j=1,2,...,7), 2 (n—2), ®*2(n— 3) et les ®**(n — h) (h= 2,
3, ..., 7). Les lignes de rang 1, ¢, 16, 18 de la matrice H de la récurrence

(?'[) V= Ilvn-—i

sont les coefficients des formules (17), (18"), (19’), (20), tandis que chacune
des 19 autres lignes a tous ses éléments nuls, sauf un seul égal a 1. Le premier
vecteur V, a tous ses éléments nuls, sauf le premier ®(o)=1. Il vient ainsi

Vn: H"VO,

et I'on sait que, lorsque n croit indéfiniment, chaque élément de V, a une valeur
asymptotique de la forme K&* si les invariants de structure de H sont tous
égaux a 1, et, dans le cas contraire, de la forme Kn"E", & condition qu’il y ait
une valeur caractéristique £ de valeur absolue maximale; £ est alors réel. Dans
tous les cas, ®(3; n) =o(n!). Il serait intéressant de rechercher les invariants
de structure de H, mais c’est trés compliqué. Voici le tableau des premiéres

(*) Nous prenons 'expression ®2(n—r1) au lieu de ®2(n —2) car celle-ci introduit @12 (n—5)
alors que 'argument minimal de ®'-2 dans les autres formules est n — 4.
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valeurs des quatre éléments ®(3; r), ®*(3; n), ®*2(3; n), ®*2(3; n) calculés
a l'aide de (17), (18), (19), (20) :

2.

............ 0. 1. 2. 3. 4 5. 6. 1. 8. 9. 10. 11.
®3;n)...... 1 1 2 6 24 78 230 6795 2069 6 404 19 708 60216 183988
..... o 1 2 6 18 60 184 560 1695 5 200 15 956 48 916

@' 2(3;n).... o o 2 4 12 32 108 336 1036 3120 9 540 29 244
3;n).... o o 2 6 18 46 146 460 1436 4 352 13 252 40 532
. 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 39916800

11. OsservaTions NuMERIQUES. — Dans les quatre lignes de résultats de ce

tableau le rapport de deux nombres consécutifs doit tendre vers la valeur carac-
téristique £ de valeur absolue maximale, si celle-ci est unique. Le tableau des
valeurs de ces rapports est

M 0. 1. 2 3. 4 5. 6. 7. 8. 9. 10.
d%{g?—;)—l) ............. L 2 3 4 3,25 2,95 2,93 3,065 3,005 3,077 3,055
%—) ------- e 02 3 3 3,33 3,066 é,o43 3,027 3,067 3,068 3,066
Eq;%?%’_—:}[—) ----------- - o 2 3 2,66 3,375 3,111 3,083 3,011 3,058 3,065
%%%”)—‘—) ........... © o 33 955 3,196 3,15 3,125 3,03 3,065 3,058

et la convergence vers une limite voisine de 3,06 est manifeste. Il est & présu-
mer que H a une caractéristique de valeur absolue maximale, voisine de cette
valeur.

La méme observation relative aux valeurs de ®(1; n), ®(2; n) et ®'(2; n)
est encore plus nette car leurs tableaux sont plus riches. Avec ®(1; n) on
obtient la suite des valeurs :

P 0. 1. 2 3. 4. 5. 6. 1.
(Dg(;l’?:)l) T2 1,b 1,66 1,6 1,625 1,616 1,619
’ .
Noviivnnnnnonn 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14.
D1, n+1 .
1(11(,1; 0 ) 1,617 1,618 1,618 1,618 1,618 1,6180 1,6180
M M ’ 1 /5 -+ »
qui tend rapidement, comme prévu, vers le nombre d’or - —= 1,618 016.
Avec ®(2; n) et ®*(2; n) on obtient les suites de valeurs :
Rt 0. L. 2 3. 4. 5. 6. 7.
D(2;n41 . .
€(I)(2;n) i 1 2 3 2,333 2,214 2,355 2,493 2,325
1 .
w ......... o 9 2 9,’5 ?‘r/l 2,20 2’39‘7 2’344

D' (2; n)
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Tlee e eiaenannennnns 8. 9. 10. 1. 12. 13.
QO+ 2,33 2,336 2,334 2,333 2,333 2 333
D (2;n) .
Di(2; n+1)

......... 3 < A ‘
D (25 1) 2,333 2,331 2,334 2,334 2,333 2,333

Aux milliéme prés, 2,333 est la plus grande racine de I'équation 6(z)=o0 du
paragraphe 5.

12. RemarqQue. — On peut se débarrasser des éléments ®*-*(k) en observant
que (19) fournit I'expression de ®*2(n)— ®*2(n— 2) en fonction des seuls
symboles @, ®*, ®*-2, Il suffit donc de former, a partir de (17), (18) et (20) les
différences

D (n) —®(n—2), P2 (n) — P2 (n — 2), D22 (n) — P22 (n — 2)

pour éliminer ®'-*. Les expressions ainsi obtenues pour ®(n), ®*(n— 2),
®*2(n— 2) en fonction de celles d’argument plus petit, et que je ne reproduis
pas ici, conduisent a former le vecteur V, d’é¢léments ®(n — ) (i =o, 1, ..., 9),

O*(n—j)(j=2,3,...,9), ®**(n—k)(k=2, 3, ..., 9); son ordre est 26
au lieu de 23, de sorte que ce qu'on gagne du coté des symboles est perdu, et
au-dela, sur U'ordre de la relation de récurrence.

13. PermuTATIONS NON ORIENTEES. — Chaque permutation ouverte nonorientée P*est

laréunion de deux permutations orientéesP =b,, b,, ..., b,et P =b,, ..., b,, b,,
. , . . , 1 .

dites opposées. Le nombre des classes P* ainsi formées est snlsin>o2. De

méme, P est la classe formée par Py=1,2, ..., net Po=n, ..., 2, 1. Par
définition, I'écart de P, et P* est

|P;, P*|=inf{|P,, P|,| P, P|].

Il vérifie les axiomes d’une métrique. 1l est, en effet, symétrique, car I'écart de
deux permutations ouvertes est égal a celui de leurs opposées. Il ne peut étre

nul que si P,=P ou P, donc si P{=P*. Soit enfin une troisiéme classe P,
formée par P’ et P’. D’aprés les inégalités
|P, P'|=|P,P'|=|Py, P|+|Py, P'| et |P, P|+|P, P
|P,P'|=|P, P |<|Py, P|+ P, P| et |Py, P|+]|P, P
I’écart | P*, P’*| est majoré par les quatre seconds membres, alors que
| P}, P*|+ | P, P*| =inf{| Py, P|+ | Py, P, IPO,P[+|P0, F’l,
|P07 I_)I—O—IPO, PII’ IPOvFI"_]PU’ l—)/‘}
est le plus petit de ces quatre seconds membres, donc

| P4, P | Py, P [Py, PR,
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14. 1l est facile de déduire de la valeur de ®(«; ») le nombre ®*(a; n) des
permutations P* dont la distance a P, ne dépasse pas a. Tout d’abord, on voit
aisément que ®*(a; n)=®(a; n) dés que n est assez grand par rapport a «.
Il suffit que » soit tel que la simultanéité de [P,, P|=Za et IPO, ﬁ!éa soit
impossible; pour que celle-ci svit réalisée il est nécessaire que chacun des deux
é¢léments extrémes 1 et n de P, soit un des b; dont I'indice vérifie simultané-
ment les inégalités 1 =i ~a+1 et n—a=—in; cest impossible si
a+1-=n—ua,doncsin>20-+1, doule

TutoriMe, — O*(a; n)—_~(I>(oc;' n) pour n>> 9.0 1.

D’une maniére générale, b; ayant le rang b; dans P, et les rangs respectifs ¢
et n+1—idans P et P, I'inégalité | P, P*| o exige qu’on ait simultanément,
pour tous les i de 1==in,

l—aZb i+ a,
(22) . ’ .
n+1—i—aLbZn+1—1i+ a.
La compatibilité de ces inégalités exige que ¢ vérifie

n 1 . n 1
+ —aLr L _)|_—+a.

R . n1 n-1 R
donc le segment| 1, n]doit étre inclus dans [ — — o, —— + oc] , ce quis’écrit
1 )
nl —aéléné, +I—|—a.
2 2
On obtient ainsi pour n la double inégalité
(23) 1ZnZ20 1.

Dans ces conditions, la comparaison des deux premiers membres de (22)
permet de décomposer (22) en

(24) n+1—i—abLi+a pour I:ién;'_l
et

(25) l—aLb=Zn+1—1i+a pour n+léién.

(25) s’écrit encore

(25) n+1—1i—oZLb, i+ a pour Iéién_klg

2
de sorte que I'ensemble (24), (25") équivaut a (22).
En particulier, pour n =2 + 1, on retrouve tout de suite sur ces inégalités
que b,=0b,= a4 1. Pour n =24, elles s’écrivent

a—+1— ié’ !
l bzaz—M—i

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. 27

Zoa—+1 pour 11 a.
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On en déduit de proche en proche que
(byy bag) = (o, a—+1),  (boy bagy) = (@ —1, a—+2), ..y (ba, basy) = (1, 2 @),
ce qui donne 2* permutations P telles qu’on ait simultanément
| Po, P]:lPO, pléa,

et qui font double emploi dans I'évaluation de ®*(a; 2«). On a ainsi démontré
que
(26) D (a5 2a) =P (a; 20) — 2%,

15. Ces observations suffisent pour traiter tous les cas ou «a=~3. Avec a =1,
on sait en effet que
D (1; n) =D(1; n) pour n>x3,
et (26) donne
D" (1;2) =P (15 2) —1,
ce qui se vérifie tout de suite. Pour « =2,
®* (2, n) =P (2;n) pournx)H et D (2;4) =D (2; 4) — 2.

On voit d’ailleurs que ®*(2; n) = gn! si 2 -n-4, done

O (2; 1) =D (2;1)=1,

P (2;2) = 1=D®(2;2) —1,
P (2;3)= 3=D(2;3) —3,
O (25 4) =12 =D (33 4) — 2.

De méme ®*(3; n)=®(3; n) pour n>>7; sa valeur estn?! pour 2 ~n-_5,
car, dans ce dernier cas, la condition b, < b, entraine | P,, P|=3; on sait enfin
que, grace a (26), ®*(3; 6) =®(3; 6)— 4, d'out résulte le tableau des valeurs
comparées

D (3;1)=D(3; 1) =1,

®*(352) = 1=0(3;52) —1,

P (3;3)= 3=Dd(3;3) —3,

D (3;4) =12=®(3; 4) — 12,

D" (3;5)=60=®>(3;5) — 18,

@*(3; 6) = 226 =B (3; 6) — 4.

CHAPITRE II.
PERMUTATIONS FERMEES ORIENTEES,
16. Une permutation fermée orientée est définie & une permutation circu-

laire prés. On peut encore considérer une telle permutation @ comme une
classe de n permutations ouvertes orientées, qu’il sera commode de qualifier
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« d’équivalentes ». Par exemple, &, est la classe engendrée par P,=1,2,...,n,
c’est-a-dire la classe des n permutations

Pr=k, k41, ..., n, 1, ..., k—1 (k=1,2, ..., n), avec Pl =P,.

. I
Le nombre des permutations @ est —n!=(n—1)!.

L’écart de deux permutations @ = {P*},_y », . . et @' ={P"},_, .,

|, &' | = inf { | PX, P | i j=1,0,.. ne
Il est clair qu’on a également

|®, ® | = inf{| P!, P"% |}y

2, ..,

Cette définition est symétrique, et |@, @'|=o entraine I'égalité de P* avec
I'un des P, donc @ = @’'. En outre

| Pk1 P’h ‘ é] Poa Pk} -+ I poa P//L lv
donc
Iwy E’léinf{ | P07 Pkl -+ IPO) Plh ] }}{,/I:l,?,“.,ll'
D’autre part,

|, w|=inf{ | Py, P¥| sz o, .0 et | @, © | = inf{ | Py, P"| }1ey o,

32,0

entrainent
lmm o I -+ |5507 ml I — il’lf{ l P07 Pk I -+ l PO) PI,‘ l }k,lz:l,‘l,,‘.,na
done

|®, | <L |, |+ | B, T

L’axiome de I'inégalité triangulaire est vérifié et cet écart est assimilable a la
distance dans une métrique.

17. 11 s’agit de comparer 4 ®(«; n) le nombre W («; n) des permutations
dont la distance 4 @ est au plus égale 4 «; ce nombre ne dépend pas de .
Prenons donc @,, et considérons les permutations @ telles que |@,, & |=«.
On peut alors associer 4 Py=1, 2, ..., n une permutation P*=2b,, b,, ..., ),
de la classe @ telle que | Py, P*| =Za. Dans quel cas peut-on affirmer que P* est
le seul élément de @ qui vérifie cette condition ? Cherchons donc si @ contient
une deuxiéme permutation P*=b,, b..,, ..., b,, by, ..., b, telle que
| Py, P¥| Za. Observons en passant que la transposition de P* avec P* équi-
vaut au changement de £ en n+ 2 — £, ce qui permet de se borner aux seules
valeurs de 4 vérifiant la double inégalité

n-—+ 2

22k Z 5
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Pour un b; d’indice ¢ inférieur a £, la limitation des deux écarts fournit les
quatre inégalités
l—a b Zi+ a,

2
(27) li+n+1—hk—aZbZi+n+1—hk+a,

qui imposent a £ la double inégalité

n -+ 2
2

(28) n4+1—aoa_kZ
Pour k¢ n, on trouve de méme

(29) {—azZb =i+ a,
9 | i+1—h—aZLb;Zi+1—k~+ «a,
d’ou résulte

(30) 2Lk Z2a+1.

(28) et (30) ne sont compatibles que si n = 4, donc W (a; n) = ®(«; n) pour
n > 4.

Examinons de plus prés ce qu'on peut déduire de ces systémes pourn = 4o,
4oa—1 et go— 2.

Pour n=4a, (28) n'admet que la valeur k=2a—+1. (27) donne alors
b;=1+ o pour 1 =i =2 a, tandis que b;=1 — a pour 20 + 17 Zn, dapres
(29), donc by="0,,,;= i+ a pour 1 =i =2, ce qui est impossible.

Pour n = 4o —1, (28) exige que k soit égal a 2. On a encore

bi—=i+ «a pour 1=iZL2a—1,

tandis que
l—oaLb;Zi+1—a pour 20 ZiLfa—1.

Toutes les valeurs minorantes des b; surpassent « — 1, doncil n’y a pas de solu-
tion si « est supérieur a 1.

Soit enfin n=4a — 2. (28) et (30) donnent 20 — 1 ZkZ2a si a> 9, ce
que nous supposons. Pour k=2« —1, on a ensuite

bi=1i+ «a pour 1ZiZ2a—2,
et, d’aprés (29),
l—aZLbZi+2—a pour 20 —1 i Z4fa—2;
la plus grande des valeurs majorantes trouvées pour b; est 3, qui est inférieur

andés que a>>3. Pour k=12a, (27) et (29) donnent respectivement

I+a—1Lb =i+ a pour 1Li L2 —1
et
l—aZLbZi+1—a si 20=L0L0ba—2;
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dés que « est supérieur ou égal a 2, on voit qu'aucun b; ne peut atteindre la
valeur n. Ainsi il n’existe pas de solution pour n = 4o —2si «a>3, et 'on a
établi le

TatoriMe. — W(a; n) est égal a ®(a; n) pour n> 4a, ainsi que pour
RN fo— 1 sia>x2, et pour n>>x fo— 2 5T o> 3.

Remarque. — Pour n= fa — 2 et « = 2, la discussion qui précéde a fourni
la seule valeur k =2a—1=3, avec ;=i + 2 pour 1 =i Z2eti —a2_b,—1
pour 3 :6, d’ou résulte immédiatement le couple unique P!, P* avec
P*=3, 4, 1, 2, 5, 6. On a donc démontré en méme temps que

W(2;6) =®(2;6) —1=r2.

18. 1I est utile d’examiner encore la valeur 4 — 3 de n. Si a2, (28) et
(30) se réduisent 4 20 — 2 k20 —1.Si k=20 —2, (27) et (29) donnent
respectivement

b—=i+a pourr1LiLoa—3 et (—aLbLi+3—a pour2a—2LiLba—3;

st done 4 =20 —3 et 2a+ 1 40— 3, c’est-a-dire si a>>4, les cinq élé-
ments b,, b,, by, b,, b,,., ne disposent que de quatre valeurs numériques, ce
qui est impossible. Pour k=2 —1, on a de méme

l+o—1Lb;Z1i+a sl IéiéZd—2

et
l—aZb 10— a2 pour 2o —1LiZbha—3;

mais alors, si 3=Z2a—2, donc si a>x3, les cinq éléments b,, b,, by, b,
b,ay4 ne disposent que des quatre valeurs o, a—+1, a+2, a4+ 3, et il n’y a
encore aucune solution. Pour « =3, donc pour n=¢, on voit aisément que
k=20 — 2=4 fournit la solution unique P*, P* avec P* =4, 5, 6, 1, 2, 3, 7,
8, 9. On a ainsi établi que

W(3;9)=®(3;9) —1 =6403.

Pour « =2, donc n=1>5, la premiére valeur k=2 donne b, =3 et
1 —2.2b,=Z1+1 pour 215,

les permutations P* admissibles forment la famille

1 ; 3
3 2 39 ) 4’
5

ol
ou l'on convient de représenter dans la 4" accolade les valeurs admissibles
de b;. by # 4 réduit la famille 4 I'ensemble des P*=3, (1, 2), (4, 5) ou,
suivant I'habitude, (b., b;)=(1, 2) signifie que b,, by=1, 2 ou 2, 1 et

2 S =N SUIENY
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(biyb5)=1(4, 5) que b,,b;,=4, 5 ou 5, 4; by=4 fournit la seule solution
P'=3, 1, 4, 2, 5. k=2 fournit ainsi cinq solutions. #= 3 donne

I+1ZLb; =0+ 2 pour 1=i-"2
et

1 —22b;Z1 pour 3275,
et les P' correspondantes ont I'une des formes

. 1 3
) 2 3’ 4'
3 14 (s

Ceci exige b,=1, b,=75, et fournit donc trois solutions : 2, 3, 1, 4, 5; 2, 4,
1,3,5et3, 4, 1,2,5. On a obtenu en tout huit couples P*, P* appartenant a
huit classes distinctes, done 'égalité

[

¢
Y (2;5) =P (2;5) —8=123
19. Pour o =1, nous savons ainsi que

. W(r; n) =®(1; n) st n

Ay

4

Pour n =12, (n—1)! est égal a 1, donc
Wr;2)=1=®(152) —1;
pour n=13,
Wiy 3)=(n—1)! —=a2=®(1; 3) —1.
Pour a =2, W(2; n)=®(2; n) si n>>7, et nous venons de voir que
W(2;6) =®(2;6) —1, ‘If(z;S):(I’(z;S)«&
Pour n 4, il est clair que W' (2; n) =(n—1)!, donc (*)
Y(2;2)=1=®(2;2) —1, W(a;3)=a==®d(2;3) —
et enfin '
W(2;4)=6=®(2;4) —8.
Lorsque o =3,
W(3;n)=®(3; n) pour n 210,

et nous savons également que W(3; 9)=®(3; 9)—1. Il est clair que
W(3; n)=(n—1)! pour n 5, car, alors, dans 1, b,, b,, b,, b; I'écart de b,,
by, b,, b; avec 2, 3, 4, 5 ne dépasse pas 3 ; ainsi

W(3;2)= 1=®(3;2) —1,

W(3;3)= 2=®(3;3) —4,

W(3;4)= 6==2(3;4) —18,

W(3; 5) =4 =®(3; 3) — 54

(*) Cf. le tableau du paragraphe 3.
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La différence ®(3;n) —W'(3; n) ne demeure inconnue que pour n==6,
7 ou 8.

Nous évaluerons directement W'(3; n) pour n==6 et 7. Soit d’abord n=©6.
Les classes @ sont celles des permutations P* =1, (2, 3, 4, 5, 6). Parmi ces per-
mutations P =1, b,, b,, b,, b;, b,, cellesou b,, b,, b,, b,, b, aun écartinférieur
a4avec2,3,4,5,6 ontle méme écart avec P, etleur classe vérifie | &,, @ | < 3.
Leur nombre est ®(3; 5)=18. Etudions les 5!— 78 = 42 autres, ou I'on a
nécessairement 2 =20, ou b6 ="b,. Lorsque 2 =0, on voit tout de suite que
| Py, P*|3; leur nombre est 24. Les 18 autres (6 =10,; 2 5£b,) sont telles
qu’on ait

[Py, P13 si 526, et 270, [Po, P3| =3 813205 et 2320,;
[Py, PH1 3 si bbb, et 23:£0by;

I'une de ces doubles conditions est toujours remplie, donc leurs classes con-
viennent et
Y (3; 6) =98 + 42 =120 =P (3; 6) —110.

20. Lorsque n =71, les classes des permutations P'=1, b,, b,, ..., b;, ol
by, by, ..., b; a un écart inférieur a 4 avec 2, 3, ..., 7, ont elles-mémes un
écart inférieur a 4 avec @, ; leur nombre est ®(3; 6) = 230. Les autres sont au
nombre de 6 ! — 230= 4q9o, et nous les répartissons entre six familles d’aprés
la valeur de b,. :

Les permutations P' ot b,= 2 se partagent elles-mémes en quatre groupes,
d’aprés la valeur 3, 4, 5ou6de b, ; b, differe de 7 afin que I'écart de b., b, ..., b;
avec 2, 3, ..., 7 surpasse 3. Les 24 permutations P'=1, 2, (4, 5, 6, 7),
3 du premier groupe conviennent car |P,, P"|=_3. Dans les trois autres
groupes, les P* ou b,=1 retiennent seules 'attention, soit six par groupe.
Avec P'=1, 2, 7, (3,5, 6), 4, | Py, P"| =3 si by £ 3 et |P,, P*| 3 si by =3,
et les six permutations conviennent; avecP'=1, 2, 7, (3, 4, 6), 5, | P,, P*| <3
sib, £ 3 et by 6, tandis que |P,, P*| =3 si b,=06, de sorte que quatre per-
mutations conviennent; avec P' =1, 2, 7, (3, 4, 5), 6, seul P’ peut avoir un
écart inférieur a 4 avec P,, pourvu que b, 3, b;5£5, et 'on a trois solutions;
ainsi 6 + 4 + 3 =13 des 18 classes de ces trois groupes conviennent. La pre-
miére famille fournit 37 classes convenables sur 42.

La deuxiéme famille, caractérisée par b,= 3, fournit cinq groupes, suivant
la valeur de b,. Si b,=2,|P,, P*|>3 pour les 24 permutations, mais
| Py, P7| <3 les 24 classes conviennent. Chacun des groupes ou b; =4, 5 ou 6
ne contient que dix permutations P* vérifiant |P,, P*| >3, car il faut, pour
chacune d’elles, 2 = b, ou 7 =1>b;; dans le dernier groupe, seules les 6 permu-
tations P*=1, 3, (4, 5, 6), 2, 7 sont a retenir. Dans le groupe ou b, =4, les
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6 permutations P' =1, 3, (5, 6, 7), 2, 4 sont telles que |P,, P*| =Z3; avec les
4 permutations P'=1, 3, 7, (2,5, 6), 4 ou by~ 2, on a
[Py, PT| 23 si 2a=0b, et [P, P"|Z3 si b, b;, by=06, 2, 5;

g des dix classes de ce groupe conviennent. Pour b, =5, les 6 permutations
P'=1, 3, (4,0, 7), 2, 5 sont telles que | P,, P*| =3 ; parmi les 4 permutations
P'=1,3, 5, (2, 4, 6), 5 ou by~ 2, la permutation ou b,, b;, by=©6, 2, 4
convient seule, avec |P,, P?| =Z3; 7 des 10 classes de ce groupe conviennent.
Lorsque b; =6, b,= 2, seul P? peut avoir un écart inférieur a 4 avec P,, ce qui
suppose b;=4; il en est de méme pour P*'=1, 3, 7, (2, 4, 5), 6 ou by~£2,
avec P’=b;, b,, 6, 1, 3, 7, b, st b,=£ 2, donc 2=10;; 4 des 10 classes de ce
groupe conviennent. Enfin on voit tout de suite que le groupe ou b,=17 ne
fournit aucune classe convenable. Ainsi, 44 des 6o classes de cette famille
répondent a la question.

Dans la troisiéme famille, définie par b, =4, les deux groupes ou b, =2
ou 3 contiennent chacun 24 permutations P* telles que |P,, P*|>3; pour
b; =5 ou 6, onretient les 10 permutations P* pour lesquelles 2 = b, ou 7 =10,
et, pour b,=1, les 6 permutations P* telles que 2=b,. Lorsque b, =2,
[Py, P"| =3 si 35£b,, mais [Py, P*| =23 si 3=10,; les 24 classes du premier
groupe conviennent. Si b,=3, |P,, P"| 3 si2£b, et b,, mais |P,, P*| 3
si2=1by; si 2=10;, seul P’ peut avoir un écart inférieur a 4 avec P,, ce qui
exige b =0,; 20 des 24 classes du second groupe conviennent. Dans le troi-
sieme groupe, P'=1, 4, (3, 6, 7), 2, 5 est telle que |P,, P*|==3 si 3£b;,
mais |P,, P?| =3 si 3=0b,; avec P'=r1, 4, 7, (2,3, 6), 5 ou 25£b,, seul P’
peut avoir avec P, un écart inférieur a 4, ce qui suppose b,, b;, by=6, 2, 3;
7 des 10 classes du troisiéme groupe conviennent. Lorsque b, =6, P'=1, 4,
(3,5,7), 2,6 n’est telle qu'on ait |P,, P*| =3 qu’avec k=15 et b,=13; pour
P'=1, 4,7, (2, 3,5), 6 avec b~ 2, il faut encore k=25, avec b,, b;, by=>5,
2, 3; 3 des 10 classes de ce groupe conviennent. Pour la méme raison qu’avec
la deuxiéme famille, aucune des classes du cinquiéme groupe ne convient.
Cette famille fournit ainsi 54 classes acceptables sur les 74.

Dans la quatriéme famille, b, =15, et les cinq groupes fournis par les diverses
valeursde b, contiennentrespectivement 24, 24, 10, 10 et 6 permutations P*, telles
que |P,, P'| surpasse 3, comme dans la troisiéme famille. Comme dans celle-ci,
on voit que les deux premiers groupes (b, =2 et b, = 3) fournissent respective-
ment 24 et 20 classes convenables. Dans le troisiéme groupe, les 6 permutations
P'=1,5, (3,6, 7), 2, 4 sont telles que |P,, P*| 3 si 340, et |P,, P7| 3
si 3=10;; pour les 4 permutations P'=1, 5, 7, (2, 3, 6), 4 avec 25£0b,,
|Py, PT| 3 si b, b;,=2, 3, et |P,, P?|3 si b;, by=12, 3, tandis que
[Py, P*| > 3; ce groupe fournit 8 classes. Quatre classes du quatriéme groupe
(b;=106) conviennent seulement; en effet, avec 2 =b, |P,, P?|3 pour
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b5~ 7 et b, 3, tandis que b, =1, b, < 2 entrainent | P,, P*| =3 pourvu que
b., b;, by =4, 2, 3. Ici encore, aucune des 6 classes du cinquiéme groupe ne
convient, et cette famille contient 56 classes acceptables sur 74.

Dés que b,=06 ou 7, |P,, P'| surpasse 3 et les 120 permutations P* des cin-
quiéme et sixieme familles sont a retenir. Chacune de celles-ci est encore parta-
gée en cing groupes suivant la valeur de b;. Dans la cinquiéme famille, le
groupe ou b, =2 fournit 24 classes, car |P,, P"| =23 si 3£ b, et |P,, P*|Z3
si3=1b,.Sib,=3,|P,, P|Z3si2=0b, ou b,; pour a=1b,, on a P’ =2, 3,
1,6, (4,5, 7),donc|P,, P*| Z3; pour 2=0b;, P*=2, b,, 3, 1, 6, b,, b, vérifie
| Py, P?| 3 pour b, =4 ou 5; ce groupe fournit 12+ 6 4 4 = 22 classes con-
venables. Si b, =4, |P,, P"|=_3 si 2=0b, ou b, et 3£ b,, tandis que
| Py, P°| 3 pour 3 =0, si 2=0,; ces deux positions de 2 fournissent ainsi
1oclasses; pour2 = by, | Py, P*| 23513 £ b;, tandisque2 =b,, 3 = b, entrainent
|Py, P?| <3, donc les 6 classes correspondantes conviennent; pour 2=1b,,
|Py, P?| <3 pourvu que b,=5 ou 7 et by=23 ou 5, ce qui fournit 3 classes;
ce groupe fournit 19 classes convenables. Dans le quatriéme groupe, b, =5 et
| Py, P*| ne peut étre inférieur a 4 qu’avec k=75 ou 6; avec P*=1b;, b,, 5, 1, 6,
by, b, il faut by~ 2, b, 2 et 3, 7 £ b; et b,, tandis que dans P =b,, 5, 1, 6,
by, b., by, il faut 2 £ b, et b;, 3£b;, 75£b,; on ne retient donc que les P* ou
5 % b,. Discutons d’aprés la valeur de b; : si b; =2, il faut k=5, avec b, =4
ou 7, by=3 ou 4, ce qui donne 3 classes; si b,=23, il faut encore k=15, avec
(bs, b.)=(4, 7), donc by==2, ce qui donne 2 classes; si b;=4, on a b,=2
ou 3; dans le premier cas,|P,, P®|3; dans le deuxiéme, |P,, P*| >3, car
2 =10, ou b,, mais |P,, P*| =3 pour b,=12, b,=1, ce qui donne respective-
ment 2 et 1 classes; si b;=1, il faut £ =206, avec b, =3 ou 4, ce qui donne 4
classes. Ce groupe fournit ainsi 12 classes. Aucune des classes du cinquiéme
groupe ne convient, et cette famille donne 77 classes acceptables sur 120.

Dans la famille définie par b,=1, seules P* et P® peuvent avoir un écart
inférieur a 4 avec P,, dans chacun des 5 groupes. Dans le premier, P* = b,, 2,
1,7, by, by, by et PP=0b;, by, 2, 1, 7, by, b,, donc [Py, P*| 3 pour by=23 ou
4.etb;~£3, et | Py, P?| 3 pour b,5£3, b; =3 ou 4, by 6; on voit ainsi que
les 6 classes ou by,=23 conviennent, ainsi que les 6 classes ou b,=4; pour
by=">5, b;=23 fournit 2 classes et b;= 4 en fournit 1; 15 classes de ce groupe
conviennent. Si b,=3, P*=0b,, 3, 1, 7, b;, b,, b;, donc |P,, P*|3 pour
by=2o0u 4, 2£b, et b;, tandis que P'=1b;, by, 3, 1, 7, by, b, montre que
|Py, P*| 3 pour 25£b, et b,, by=12 ou 4, b, % 6; on voit ainsi que b; =2
fournit 6 classes; b,= 4 en fournit 2 avec b,=2, et 2 avec b;=12; by;=>5 en
fournit 2 avec b, = 2; ce groupe fournit 12 classes sur 24. Avec b, = 4, P*=b,,
4, 1,79, by, by, b, done [Py, P*| <3 pour by=20u 3, b;=>5 ou 6, b,5~ 2, et

' =b;, by, 4, 1, 7, by, b,, donc | Py, P?| 3 pour by5=£2,b,=5 ou 6, b,=2
ou 3, b, 6; par suite, les 6 classes de b= 2 conviennent; pour b, =3, 2 des

permutations P¢ conviennent ainsi que 2 des P?, ce qui donne 4 classes; by =5
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. 28
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fournit une seule classe, donc 11 classes de ce groupe conviennent. Avec b, =25,
P*=b,,5, 1,7, 0b,,0,, b;, donc |P,, P* | Z3 pour b,5£ 2, b, =4 oub, b, £6,
et P>=b;, by, 5, 1, 7, by, b, est tel que |P,, P?| =3 pour b, £ 2, b,= 4 ou 6,
6£b; et by; si by=2, les 4 permutations P° ou b;=4 ou 6 conviennent,
tandis que b; =23 est associé a4 2 permutations P* acceptables; on obtient ici
6 classes; avec b,= 3, les o permutations P® ot b,=12 conviennent, ainsi que
les 2 permutations P* ou b; =2, ce qui fait 4 classes acceptables; avec b, = 4,
il faut b,, b,, b,=2, 3, 6 dans P*® et b,, b,, b;= 3, 6, 2 dans P*, ce qui donne
2 classes; ce groupe fournit 12 classes, car b,= 6 ne donne rien. Enfin, lorsque
b,=6, seule P*=10;, b,, 6, 1, 7, by, b, peut avoir un écart inférieur a 4 avec
P,; les conditions sont b,>£ 2, b,=4 ou 5, b;5£5, ce qui donne 7 classes. La
famille définie par b, = 7 fournit 57 classes sur 120.

Les 49o permutations étudiées nous ont ainsi donné
37 + 44 + 54 + 56 + 77 + 57 = 325 classes
dont I'écart avec @, ne surpasse pas 3, donc
W (3; 7) =230+ 325 =555,
et, par suite,

W(3;7)=®(3; 7) — 120.

21. Pour n=28, le calcul direct de U'(3; 8) est encore plus laborieux que
le précédent, mais la différence ®@(3; 8) — W' (3; 8) est faible et s’évalue aisé-
ment & 'aide des inégalités (27) a (30) du paragraphe 17. Tout d’abord, (28)
et (30) limitent £ aux valeurs 3, 4, 5.

Pour £=3, (27) et (29) donnent respectivement b; =17+ 3 pour i =1 et
2, et 1 —3Zb;Zi—+1 pour 3i8.b,,b,=4, 5, et la permutation b;,
bi, ..., by est'une de celles représentées en

‘ 1 1 D) 3 6 6
29 2 3 6 7 75
} 3 13 (6 (7 (8 (s
elles ont donc I'une des formes

6
(1,2), 3, { 6’ 7 { 7
8 8

(172)’ 67 37 (7’ 8)7
6
(1, 3), 2, %?’ %7’ {7’
/ 8 8

Pour k= 4, on voit de méme que

et sont au nombre de 20.

i+22b;Zi+3 pour 1023 et i —32b;Zi pour §fLi.L8.
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P* est 'une des permutations représentées en

1 2 3 4 5

{3 b (5 sz 3 ‘4 5 6
?~4’ %5, )6’ )3, 4‘ N 5’ 6? 7‘

[ 4 5 QG i 8

On voit tout de suite qu'on a nécessairement b,—=1, b;=2, by=28, b.=1,
ce qui réduit les possibilités aux 4 éléments de

Pour £ =25, on a de méme

I+1 b= i+ 3 pour 1.-Zi-4,

et
[ —3Zb;Z1—1 pour 5 _Zi8,

donc aucune solution puisque aucun b; ne peut étre 1 ou 8.
Les 24 permutations P' obtenues appartenant a 24 classes différentes, on a

ainsi démontré que
W(3;8)=®d(3;8) — 24 =2 045.

CHAPITRE III.

PERMUTATIONS FERMEES NON ORIENTEES.

22. Deux permutations sont maintenant équivalentes lorsqu’elles donnent
la méme suite d’éléments pourvu qu’on fixe convenablement le premier élément
et le sens de la succession. Chaque permutation fermée non orientée peut étre
con¢ue comme une classe comprenant deux permutations fermées orientées
opposées @, m, déduites I'une de I'autre en changeant I'orientation; désignons-
la par ©*. Ainsi, ©; est la réunion de P,=1, 2, ..., n, Po=n, ..., 2,1 et
des permutations P, P* qui s’en déduisent par permutation circulaire. Le

(n—r1)!

nombre des " est — si n>x 3. La distance de deux permutations &*, &’

*

est ’écart
|o*, o | =inf{|®, &'|, |®, & ||

Cette définition satisfait les axiomes d’une métrique. Il est clair en effet que,
en changeant les sens de @ et &' dans le dernier terme, on a également

|, " | =inf{|®, & |, |B, &'|}=]|" &,
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ce qui établit la symétrie. Cette distance ne s’annule que si s =o' ou s =3/,
donc si @*=a'*. Soit enfin une troisiéme permutation, qu’on peut supposer
étre @, 1l vient

) |®,, & [:i.uf{lwu,w[, | ®,, Eil},
|wy, o | = 1inf{|®,, &' |, | @y, & |},
tandis que
(&, 0 | = o0, © |+ @0 0[5, 0 =m0, 5|+ [, o,
o, & | Z @, &+ | ®, & |, |®, & | <L |, B+ | @, & |

On en déduit qu’on a a la fois

&, o™ | Zinf{|®, ©| + | @, @' |, |5, | + | @, &' |},
| o, & | Zinf{|®g, & |+ | @, @' |, | @, B|+ |, & | ],
done

|&*, & | Zinf{|®, B+ | @, ®'|, | B0, B | + @, &',

i

[ @0, & | + | @0, &' |, | @0, & 4 [ @0, &' [,
tandis que le second membre est justement |, &*|+ |®;, @', dapreés (1).

23. On établit aisément que le nombre W*(«; n) des permutations ©*
dont la distance 4 une permutation donnée @'~ ne dépasse pas « est égal a
W(a; n) dés que n surpasse 4a. 1l suffit de prendre ™ = ;. Si|@;, o*|La,
il existe une permutation P'=b,, b,, ..., b, de la classe &* telle que
|Py, P*|Za, ou P, désigne toujours la permutation P, =1, 2, ..., n. Pour
que W*(a; n) soit inférieur & W (a; n), il faut et il suffit qu’il existe une telle
classe @* contenant une deuxiéme permutation

Pt— br—ay bisy ooy by, buy L.y by avec ‘ P(n I l = a,

pour une valeur £ de l'intervalle 1~k _n. Bien entendu, on peut permuter
Pt et P¥, ce qui ne change pas k, car P'=(P*)%. Dans P%, le rang de b; est
k—1 lorsque 1=t —k—1 et n+k—1i pour k=i-n. Les deux conditions
d’écart se traduisent par le systéme (%)
{—aZb 21+ a,
(2) k—i—oLbZk—i+a sl 1 ZLiZk—a,
n+k—i—aZLb=Zn+k—i+a si kZiZn.

Les conditions imposées a 7 sont ainsi

k .k . .
‘ E—a_/_lég—kd si 120k —1,
(3) )
k . k . .
ln_; n_aglz_’i—_;—_— + a si k—i—-n.

(%) Pour k=1, la deuxiéme ligne de (2) disparait. D'ailleurs & =1 ne peut convenir dés que n
surpasse 2a -+ 1, et méme si n = 2a + 1, car alors les conditions (2) donnent by = b, = o +1.
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(3) doit &tre vérifié par toutes les valeurs de ¢ mentionnées, done, dans cha-
cune des deux lignes, le deuxiéme intervalle est inclus dans le premier, ce qui
conduit, pour k, aux conditions

k k
- —a Lt Lh—1=Z - + a,
9 - = )
n—+k n—+k
—: —aLhZLnZ j —+ o,

soit
n—oaLkZLo2a+ 2.

Plus précisément, s1 k=20 -+ 2, (2) donne

by=byyr—=a+1,

et,slk=n—2a,

bpsa=0b,=n — s

ces deux valeurs de £ ne fournissent aucune solution et les seules valeurs utiles
sont celles de I'intervalle
(4) n—+1—oaLkZoa+1.

Ceci suppose n = 4 a. C. Q0. F. D.

24. Pour examiner ce que donnent de telles valeurs de n, faisons une
remarque importante sur le systéme (2). Si 'on y remplace £ par n+2 — £
et ¢ par n +1—j, (2) devient

j——déll—-}*l-—bn_,_j_jéj“—l—a,
(2" k—j—aLn+1—byy; Zk—j+a si 1 ZLj<k—r,
n+hk—j—aLn+1—byy jZn+k—j+a si kZj<Zn.

Les valeurs £ et n—+2—#k fournissent ainsi des permutations qui se
déduisent 'une de l'autre en remplacant b; parn+1—0,,, ;, donc le méme
nombre de solutions faisant double emploi.

Pour n=4a, (4) n’autorise que la valeur 2 +1 de £; les deux premiéres
lignes de (2) donnent alors

a+1—1iZLb Lo+ 1 si 1= L a,
l—aZLbZ3a+1—1 sl a+1ZLiZ2a,

soit, pour 1= Za,

b

(5) a1 — i — o,

booi1—
La transformation de (2) en (2") donne de méme

4} ha+1—bigrai

a+1— 1L
( Ga-+1— bm+1—(2m+1—i)

Z o+,
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soit
5 b2a+i

?\ broa—i

(6) Ja+1—iZ Z3a+1 (1LiLa).

(5) montre, pouri=1, 2, ..., que
(b4, bsy) = (a, @ +1),
puis
(bay bagy) = (o —1, . + 2),
et, d’'une maniére générale,
(biy bogs—i) = (. +1— 1, o + 1) (i=1,2, ....a).
(6) donne de méme
(bagris Orar—i) = (3o +1—1, Ja + 1) (i=1,2, .... ).

Le nombre des permutations P* vérifiant (2) est donc 22%, appartenant a 2***
classes . Nous avons ainsi démontré que
oo W (e n) =@ (a;n) pour n>4a,

(7) W (a’n)_{‘I"(a;71)—22“"1:¢D(a;71)——2‘1°‘—' pour n=—/a.

En particulier, .

W (1;n)=®(1;n) pour >4,
tandis que
Wi (15 4) =®(1;4) —2=3;
Y (2;n)=®(2;n) pour n> 8 et P (2; 8)==®d(2; 8) — 8= 392;
Y (3;n) =®(3; n) pour n>12 et W*(3; 12) =®(3; 12) — 32 = 183 956.

25. Pour n=4a —1, les valeurs de & permises par (4) sont, 20, 2041 et
il suffit d’examiner la premiére. Pour k=2, (2) se décompose en quatre
doubles inégalités

o —iLbZa+ 1 si 12102 a,
(—aZbZ3a—1 st a+1LiZ20—1,
Sa —1—iLbiZa+1 s 20 LiZL3a—1,

l—aLbZ 70 —1—1( si JaLiZba—1,

qu’on peut encore écrire sous la forme

\ a—ié; Z Zat,
(8) L 200—1
5 b?a‘—l—H'

( Ja — lél bros

Z3a—1-+1,

pour 1 =1 o. La deuxiéme ligne donne de proche en proche
(bags bia—y) = (3a—1,3a),

(9) . (brgiry big—s) = (3 — 2, 3a+1),

(big—i, bag) :(20(,4&-—*1);
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les valeurs réservées aux autres b; sont donc 1, 2, ..., 20— 1; la suite b,,
byy ..., byy_y est formée a 'aide de la suite des « accolades
o —2 «—t 2] ! )
a— I a—1 @ —t1
(10) a @, ., , A B ;
a1 o1 .
aiz a+t—1 20 — 2 20 — 2
a 2a — 1 20 — I

'accolade générale fournissant les valeurs du couple b;, b,, (1 =1, 2, ...,a—1),
et la derniére celle de b,. Le nombre de suites fournies par (g) est 2* et le
nombre N, de celles fournies par (10) est 6**; en effet, il est clair que N;= 6
d’autre part, lorsqu’on a choisi I'une des six solutions que la premiére accolade
réserve a by, b.,,, la suppression dans les autres accolades des deux valeurs
choisies conduit, pour la suite des autres b;, au méme probléme que pour « —1
accolades, done a la relation de récurrence N,=6N,_,. Ainsi, le nombre des
permutations P*, P* fournies par la valeur k= 2a est 2 ><12*7*, et le nombre
de celles qui font double emploi est 12*'. f=2a -+ 1 en donne autant, et elles
appartiennent & de nouvelles classes. En effet, fa — 1 est accolé a 2« dans les
suites obtenues en (g), (10); avec k=2a-+1, (2’) montre que ces deux
valeurs sont celles de deux éléments b;, b, tels que

bli =n4+1—bpi=ha— by b,,-: ha — bm~j7

soit, par exemple, b,, ;=1 et b,, ;= 2a; or ces deux valeurs 1, 2« ne sont pas
accolées dans (9), (10), tout au moins si 3x—2 >2a —1, s0it & >1.
Nous avons ainsi démontré que

(11) Y (a;n) =% (a; n) —2 x12%"! pour n=fo —1 (e 2).

Pour a =1, il est clair que ¥™*(1; 3) =1 puisqu’il n’y a qu'une permutation &*;
pour a =2 et 3, il vient

W*(a; 7)=W(2; 7)— 26=®(2; 7)— 26= 148,

W (3; 11) =W (3; 11) — 288 =P (3; 11) — 288 = 59 928.

26. 11 reste a calculer W*(a; n)(a =2 ou 3) pour les valeurs de » exclues
des formules (7) et (11).

Soit d’abord o = 2. Si n est inférieur a 6, ¥*(2; n) est égal au nombre des
permutations ©*, donc

Y*(2; 3) =1, W (2;4) =3=W(2;4)—3, Y*(2;5)=12=W(2;5) —11.
Cette observation ne vaut plus pour n =206, ou la classe de 1, 5, 4, 3, 2, 6,
par exemple, a I'écart 3 avec @;. (4) s’écrit 3 =k=_5. Pour k=3, (2) s’écrit
{—2ZLb =i+ 2,
1-b; =~ 5—1 si 12102,
7—iLbi 11— 1 sl 3 Zi06,



230 R. LAGRANGE.
et donne de proche en proche
(b2, b6) = (4, 5), (s, b;) = (3, 6), (b1, b2) = (1, 2),

donc 8 permutations P', P* faisant double emploi. #=5 en donne autant,
avec, d’aprés la correspondance entre (2) et (2'),

(bhb"p):(?ﬂ 3)7 (b‘.’v bi‘-):(la‘fl) (b-‘iw b4,):(576)
Pour k=4, (2) s’écrit
{—2Zb;Z1+ 2,
2 — (b= 6—1 si 1 =i(-3,
8 —iZbjZ12—1 si 416,
et P est 'une quelconque des permutations de la famille représentée par

3
{I ; {l {{4 4 {
2 2 9
o 3 ) ) 5
3 4 3 6 6

b,= 4 entraine (b,, b,)=(5, 6), b;=3, puis (b,, by)=(1, 2), ce qui fait
4 solutions; pour b,5£ 4, on obtient les 36 solutions correspondant a

[ep T S) QN

(b1, b, bn):(l7 2, 3), (b,,, bs, b0>: (4, 5, 6);

ces 4o solutions forment 20 classes, distinctes des 8 précédentes; parmi ces
derniéres, la classe de 1, 2, 5, 6, 3, 4 est fournie a la fois par k=3 et k=5, et
27 seulement des 28 classes obtenues sont distinctes.
Ainsi,
Y (2;6) =W(2;6) —27=72 —27=45.

27. L’étude de W™ (3; n) est plus laborieuse pour 7 = n_-r10. Pour n 0,
U*(3;n) est égal au nombre des permutations @*, donc ¥*(3; 1) =W"*(3; 2)=r,

Wi (3;3)= 1=W(3;3)— 1, W(3;4)=3=W(3;4)— 3,
W (3;5)=12=W(3; 5) —12, W (3;6)=60=W(3;6)— 6o.

Pour les quatre valeurs suivantes de n, la formation des permutations P*, P* qui
font double emploi dans les classes *, et que fournissent (2), (3), (4), est
relativement aisée, mais, pour une méme valeur de 7, les diverses valeurs de &
associées donnent des solutions communes, dont la réduction a des classes dis-
tinctes, qui porte sur des centaines de permutations, est trés pénible. Voiciun
procédé de résolution. Les solutions multiples de (2) sont les permutations P!
associées a diverses permutations PA, P¥, ... P*" avec k < K< ... < k", Soit
Gypxo la famille de ces P, et N, ., leur nombre. Pour » = o, P* et P* jouent
le méme role, et nous désignons par N, le nombre des classes correspondantes,
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c’est-a-dire la moitié du nombre des permutations obtenues (°). Le nombre des
classes distinctes est alors

|
Z Ny — 2 N, i+ 2 Nigrpr =+ o4 (—1)" Z Nk, i, oo b e
k <k’ k< k< k» <k < LKD)

puisque chaque P*, associée a s de ces indices £, est comptée un nombre de fois
égal a
C—CG+Cl+.. .+ (—1)1Ci=1.

En résumé, on a la formule générale

(12) W (a;n)=W(a;n) —2 Nk—i—z Niw—+ .o (— 1)+ 2 Ni, g+,
k <k <k < e <R
28. Formons les permutations de Gy ;. Il résulte d’abord de (4) que
(13) n—oa+i1Lk<<kZLoa+1,
ce qui exige n=_4a —1. Les éléments b; de P* satisfont trois groupes d’inéga-

lités du type (2), d’aprés les valeurs relatives de ¢, £, #. On obtient ainsi les
trois systémes

| —a b, 1 .
(14) PTashste sio1Zizk—t,
K—i—aZLbk—i+a
) — ébl/_. . . )
(15) { [Tesn=l e i kizhi—1,
' n+hk—i—aLb K —i+a

l—aZb =i+« . .
(16) /( . == . si AMZiZn.
|n+l—i—azb=n+k—i+a

Les secondes lignes établissent, entre £ et £’ les inégalités

(17) n+k—oaZLkZLk+aa,

dont la compatibilité exige que n soit au plus égal & 4a. Par ailleurs,
(14) impose les inégalités
K .

- — a1
5 1=

-+ a

SN

aux valeurs de ¢ de 'intervalle 1 =Z¢ =k — 1, ce qui n’est possible que si

f

k k
;—aélék—lé;—l—d;

ceci est une conséquence de (13) et (17), la condition kX 2 étant supposée
remplie d’aprés I'observation de la note ().

(%) Pour r > o, le role de P differe de celui des P4, P, ..., PE",
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. 29
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De méme, (15) impose les inégalités

n+k . K
—: —aézé;—l-a,

aux valeurs de ¢ de U'intervalle £ =7/ & — 1, d’ou résultent les conditions

A &
ntk ——aékék’——lé{;——l—cx,

tandis que (16) donne la triple inégalité

" A .
/L—i—/\_aék,—énén—l—l.

—+ a.

Ces deux groupes de conditions résultent de (13) et (17), qu’il suffit de retenir
pour les deux paramétres k, k', et que nous rassemblons en
j n—oa+1 Zk<<kZLoa-+r1,

8
(18) | n+hk—o0 2k =k-+oa.

Avant d’appliquer ces généralités a W*(3; n), utilisons-les pour retrouver la

valeur de W (=2; 6). Avec o =2, n =06, (18) se réduit 4
3ok Zk—2<3,
donc la seule famille G, non vide est G, ;. Dans ces conditions, (15) donne
tout de suite '
by=75—1i pour 3 LiL4, donc b;=14, b,=3;

pour 5 =76, (16) donne respectivement

b=bs 26, b5  donc by=5, b;=6;
(14) donne enfin les inégalités

20 -b, 23, 1 b3, donc by=2, by—1.
ainsi Ny ;=1, comme I'avait montré la discussion précédente, (12) s’écrivant
d’ailleurs

Y*(2;6) =W (2;6) —N;— N, — N+ Ny ; = W (2; 6) — 28 +-1=W(2;6) — 27.

29. Carcor bE W*(3; 7). — Déterminons d’abord les N;, pour les valeurs
de £ qui vérifient (4), c’est-a-dire 2% ="7; on peut se borner a I'examen de
celles qui vérifient 2 =~k = 4. Le systéme (2), ou k= 2 se décompose en

1 =0 L4,
6 —1iZb;Zi+3 pour 2Zi.Z
1 —3LbZ12 —1i pour 5 Li L
Onendéduittoutdesuite que(b,, b:)=(4,5),puis(b;, bs)=(3, 6),(b., b;)=(2,7),

donc b, =1, et N2=%23=/..
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Pour k=3, (2) se décompose en

1=biZ4 pour 112,
m—lLb i+ 3 pour 3 LiL5,
{—3 b =13 —1 pour 5_-2i-<7;

les permutations P* sont donc les éléments de I'ensemble représenté par la suite
d’accolades

I I 3 3 3
4 4 4 4
2 2 4
R 5, 5 , 5, 5.
3 3 6 6’ 5 6 6
4 4 6
7 | 7 7

Ainsi (by, b,)=(1, 2) ou (1, 3) ou (1, 4), et (bs, b:)=(4, 5), (4, 6) ou
(5, 6); 51 (by, by)=(1, 2), chacun des trois couples de valeurs de (b;, b,) est
associé 4 6 permutations b,, b;, b,, ce qui fait 72 permutations P*; pour
(by,0,)=(1,3), b; est égala 2, et chacun des trois couples de valeurs de (b, b,)
est associé a 2 permutations b,, b, ce qui fait 24 permutations P*; enfin,
si (by, by)=(1,4), on a encore b,=2, avec (b;, b;)=(5, 6), donc
(bi, bs)=1(3, 7), ce qui fait 8 permutations P*'. Ainsi N, = 5.

Pour k=4, (2) s’écrit

120, =i+ 3 s1 112,
1=by 4,
8—i b Zi+3 si 415,

{—3 b, =14 —1i si 6200,

ce qui donne les permutations de la famille

1 3 3 ,
1 1

> VIR VA
2 2 5 M 5

) 3 ) ) 9, 57 .

3 3 6 6
T A R A A

~ B /

9 V7 7

1 et 2 ne peuvent étre que l'un des trois premiers b;; ainsi: (by, b,, b,)=(1,
2, 3) est associé a
(bky b57 b(h b7) - ([h 57 6’ 7);

(by, by, by)=1(1, 2, 4) est associé, soit a b; =3, avec

(b/n bth b7) = (57 6) 7)7
soit a by,= 3, avec

(bh bsa b7):(57 67 7)»
enfin (b, b,)= (1, 2) et b,=">5 entrainent, soit b, =3, avec

(bln bﬁa b7) :(47 67 7)7
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soit b, == 3, avec
(bln b5, b7) :(4) 67 7)

Cela donne 240 permutations P*, donc N,=120. Ainsi

7
Z Ny= 352.
k=2

30. Pour évaluer N, ;, on suppose naturellement
2 k<K 7.

Soit d’abord k= 2. Pour #'=23, (15) donne b,= 4; on voit ensuite sur (16)
que b,=>5, puis, dans l'ordre, b,=6, b,=3, b,=n1, b;=2, donc b,=1,
compatible avec (14); N, ;=1. Pour ¥’=4, les premiers membres de (15) et
(16) montrent que les b; d’indice supérieur a 1 doivent étre supérieurs a 2,
donc N, ,=o. Pour ¥ =25, (14), (15), (16) donnent

1 =bi =4, 40,5, 3 L0, L5, 2 b4,
4éb5é77 3 20,6, h=b L5,

done _

(bs, b7) = (4, 5), by;—3, by=106, by;=1, b,=2
et enfin b, =1; N, ;= 2. Pour /=06 ou 7 les premiers membres des inégalités
(14), (15), (16) surpassent 1, donc N, (=N, ;=o.

Lorsque k=3, ¥ =4, 5 ou 6, car les premiers membres de (14), (15), (16)
surpassent 1 si #="1. Pour ¥ =4, (15) donne b= 4; (14) donne alors

10,3, 120,23,
et (16) s’écrit

5éb4é77 3éb5é7y 3£—b6é77 5éb7é6;

on a donc nécessairement (b,, b,)=(1, 2), tandis que les permutations b,, b,

bs, b, forment la famille
s (3 (3
o g 5 g 5 (5
l )16 )16 16
701

de 8 éléments; N, ,=16. Pour ¥'=35, (14) donne 1=b,=~ 4 pour i=1, 2;
(15) donne

4 =by 5, 3Lbi L4,

et I'on tire de (16)
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par conséquent (b,, b,) =(1, 2) et les permutations by, b,, b;, b,, b, forment
la famille

e
il 1
7

de g éléments; N; ;= 18. Pour =6, il vient

Qébié[h Iéb?-é[h Aébdé(ia 3ébbé57
Zéb5é47 Aébué'%; Aéb7é67

donc 1=0b, et 7 =0,; les éléments b,, b, b,, b;, b, forment les 12 permuta-
tions de la famille
2 4 3 2 4
3, 5, 4, 3, 5,
ERERIRERt

car chaque valeur de b, en fournit 4; ainsi N; ;= 12.
Soit k= 4. Pour =5, (15) impose b,=4; (14) et (16) s’écrivent alors

10,3, 10,5, 120,23,
52657, 3LbyL7, 5Lb,27;

les P! forment la famille

b,=1>5 entraine

(b3, b7) = (6, 7), by=3 et (b4, by) = (1, 2),
tandis que b,>< 5 donne

(b1, byy by) = (1, 2, 3) et (b5, be, b7) = (5, 6, 7);
ainsi N, ;= 4o. Pour #'= 6, il vient

Zébiééa Iéb2é53 IébSéL,la 4éb6é5)
3=bi=b,  GZLbiZ7,  h=Zbi L7,  donc (b, b:)=(6,7);

les permutations b, b,, b, b,, b, forment la famille

SR ENTNt

— e
w N
TR W N =
~ W =
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de g éléments, car les 3 couples b,, b,=4, 3; 5, 3; 5, 4 en fournissent respec-
tivement 1, 4 et 4; N, ;=18. Pour =1, on a de méme

3 b4, 220, L5, 1=by L4, hZb, 6,
3Lbs 5, 3 L0624, b=b<7,
donc
by=1, by = 2, b, =7, b,— 6, b;—=15
et
(b, bs) = (3, 4); Ny n=2.

Soit k=1>5. Pour =16, (15) donne b,= 4 et 'on a par ailleurs

2ébié_47 léb2é57 Iéblié57
1ZbiZh bZLbiZ7, 40,7

on a donc nécessairement (b,, b,) =(6, 7), tandis que les permutations b,, b.,
b,, b, forment la famille

de 8 éléments; N; (=16. Pour /=1, les derniers membres de (14) et (15)
sont inférieurs 4 6, de sorte que b, peut seul prendre les valeurs 6 ou 7, donc
N;.=o.

Pour N, ;, on voit que

donc, de proche en proche, que

b, =3, by=2, by=175, by=—1, b,=— 6, bi=1; Ngs=1.

La somme double

2 Nk’kr: 126.

<k

31. Toute famille G; 4 » = G; » N Cy . La discussion du paragraphe préce-
dent montre que, pour £ =12, on a nécessairement &'=3, ¥'=05, mais b, =7
dans G, ; et b,=2 dans G, ;, donc G, ; ; est vide. Pour £ =3, ¥’ et £’ valent
4, 5 ou 6; Gj . ;5 est vide car b,>>.5 dans G; , et 3=b,=4 dans G, ;; on voit
tout de suite que, dans G, , NG, 6, on a nécessairement

by=2, b,—1, by =14, by=1,
b,=15, b;=3, b, — 6, et Nyae=1;
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dans G, ; NG, on a nécessairement b, =1, donc b, = 2, b,=1, puis
bs:&, b3: 5, b/,: 3, b7: 6, donc N3’5’6:l.
Pour k=4, ¥ et ¥ valent 5, 6 ou 7; dans G, ; et G, ; les valeurs imposées a b;

sont incompatibles; la valeur 6 de b, dans G, ; est incompatible avec ses valeurs
dans G, ; et G, ,, donc les G, 4 sont vides. Il en est de méme pour G; .,

donce
2 Nk,k’,k": 2.

<k <k

Les familles G a plus de trois indices sont manifestement vides, et I'on a enfin

ENIC—E N](’kl—l— 2 Nk,k’,k”:352— 126+2___228,
k k<kr k< kr <k

done
Y (3;7) =W (3; 7) — 228 =555 — 228 = 3a7.

32. Carcur pE W*(3; 8). — (4) s’éerit 3k et il suffit d’étudier les
trois premiéres valeurs de k. Pour £ =3, (2) s’écrit

A I
donc '
(b3, bs) = (5, 6), (bsy b2) = (4, 7), (b5, b6) = (3, 8)
et enfin

(bh b'.’):(ls 2)7

on obtient 16 permutations P*, et N, = 8.
Pour k= 4, (2) montre que les solutions P' forment la famille

: T S
; 2 ; 5 \5 g 5 (5
3’ ‘j” 3 { b? (737 6 S? (7;
4 /
b [y V4 8 g 8

1 et 2 ne peuvent étre que b, b, ou by. Si (by, b,, by)=(1, 2, 3), les autres b;
forment la famille de 36 éléments

7

———
(=2 3343
o\ O v
O3 O Ui
oI O Ut
PN
(=2 JK23
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(b, by, by)=1(1, 2, 4) est associé & by=13 et aux 12 permutations b, b;, b,, b,
de la famille
{ s { {6 g
6, , s 6;
77
enfin, (b, b,) = (1, 2), b,=">5 exigent b,= 3, de sorte que

(bh bs):(63 7) et (béia b7) = (4» 8)7

ce qui fait 8 permutations. Ainsi G, contient 296 permutations, et N,=143.
Pour £ =15, (2) montre que les P* forment la famille

7
N T N

, 2 2 6 5 5 6

3’ 37 37 ;5 Y 63 6> )

R ; 7 (7 g
5 |5 U4 8 |8

dont la symétrie s’explique par la corrélation entre (2) et (2') qui conserve la
valeur de k. (by, b,, b, b,) = (1, 2, 3, 4) est associé a (b;, by, b;, by) = (5, 6,
7, 8), ce qui donne 576 solutions; b,="5 suppose (b,, b;, b,)=(1, 2, 3)et,
soit by= 4 avec (b;, b;, by) = (6, 7, 8), soit b, = 4 avec (b;, b, by) = (6, 7, 8),
ce qui fait 72 solutions; on en obtient autant avec b,=1>5, donc G; contient
720 permutations, et N; = 360. En résumé,

B Ne=360 + 2 (N;+ N,) = 672.

k=3

33. Pour les valeurs de Ny, nous supposons 3 k< k17, avec k' —k>=2
d’aprés (18), ce qui réduit a 6 le nombre des familles G, ;. 4 étudier.
Soit k=3. Si &'=15, (15) donne b,=15, b, =4, tandis que (16) s’écrit
i—3Zbisi+3,
10 — [ Zb; < 14 — i,
pour 5 =78 on en déduit que b,= 6, b, =7, ce qui ne laisse que la valeur 8
pour b; et bs; N, ; =o. Pour ¥’ =6, (14), (15), (16) donnent
Zéb1é47 Iéb‘.’é[h séb'}é(;, Aébﬁéf)v
3=bs=bh,  5ZLbeZ8, 4 ZLbiZy, 5 ZbsL6;
on a nécessairement
1= b, 2 =0, 8 =b,, 7 =0, (by, bs) = (5, 6),
done
b, =4, b;—=3; Nyo—=2.

G,; est vide car les valeurs majorantes fournies par (14), (15), (16) sont toutes
inférieures a 8.
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Soit £ = 4. Pour ¥ = 6, on obtient les relations b,= "5, b= 4, et les inéga-
lités relatives aux autres b; montrent que les P* forment la famille de 16 élé-

ments
I I 6 6 .
{ g’ 5 2, { 2, 57 47 : 75 75 { 6’
EE s (s U7

donc N, ;=16. Pour =7, on trouve

3Zb, 4, 220y L5, 1 = by 4, 50,6,
h=bs 5, 3éb6é4a 5Zb,8, 5éb8é77

ce qui exige 1=0b,, 2=">0y; 8=0b,, 7=>by, 6 =10, (by, b)) =(3, 4), b;=15;
par conséquent N, ;= 2.

Dans G; ,, (15) donne b,=5, b= 4 tandis que (14) fournit les valeurs
majorantes ¢+ 3 et 8 — 17 pour 1=Z¢=_4; ces quatre b; ne disposent que des
trois nombres 1, 2, 3, donc G; ; est vide et N; ;= o.

La seule famille Gy ; . possible est G, ; ., qui est vide comme G; ., ou G; ;.

2 Nk,k’ = 20,

On a ainsi démontré que

k<t
donc
yN/L-—Z N,(p ...—= 652
k<k
et
W (3; 8) = W (3; 8) — 652 = 2 045 — 652 = 1393.
34. Cawcvnoe W*(3; 9). — Pour a =23, n =y, les valeurs de £ conformes

a (4) sont celles de I'intervalle 4 k7, et I'étude des deux premiéres suffit.
Pour k=4, il vient

Iébléd) Iéb‘lé57 léb'&é[h 6ébké7a 6éb'3é77
5 20,8, 5 Zbs8, G £ b9, {léb7é9§
par suite, (b,, by) = (6, 7), puis
(bn bS):(5)8)7 (bl‘n b?):([hg) et (bhb'z’ b'&):(IaQ’?’);
G, a 48 éléments et N, = 24.
On voit de méme que, pour =15, (2) fournit les P* de la famille

1 1 5 [g 5
\2 2 ! 6 6 6
2/ 2 6 )
,\3, 3, PR WARRA » {7 7
4 |4 s [|s |7 )8 8
5 05 9 s 9
9

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 3. . 3o
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(by, by, by, b)) = (1, 2, 3, 4) est associé aux 36 permutations b;, b, b;, by, b,
de la famille

5 5 5
6 6 6 6 6
{ 75 7> 7> 7> { 75
8 8 8 8 8
9 9 9

si b,=">, on a nécessairement b,= 4, (b, by, b,)=(1, 2, 3), et b;, by, by, b,
est I'une quelconque des 12 permutations de la famille

6 s “7‘ 6

7s s s 75

§8 8 (s {8
9 9

b,=>5 donne évidemment autant de solutions. Ainsi le nombre des P' de G;
est 24 >< 36 42 >< 72 =1 008, N; =504, et

7
E N;= 1 036.
k=4

Pour I'étude des Gy, (18) montre qu'on doit avoir £ >4+ 3, donc la seule
famille a examiner est G, ;. D’aprés (15), b;=10 —1 pour 476, donc b,,
by, b, =26, 5, 4; les seules valeurs permises alors par (14)sont b, =3, b,=2
et by;=1; (16) donne également une solution unique b-, by, b,=09, 8, 7, donc
N, . .=1.

Toutes les familles G, , . sont vides, donc

Z Nk—E Niw= 1056 — 1 =1053,
k

<k

et (7)

Y*(3; 9) =W (3; 9) — 1055 =6 403 — 1055 = 5 348.

35. CarcuL pE W*(3; 10). — Pour cette derniére valeur de n, (4) s’écrit
5Lk, et il suffit d’étudier les deux premiers nombres. Pour k=5, (2)
s’écrit

Iébl éﬁ) Iébié5) Iébf}é'sa Iébké 43 7ébsé 87
7 b8, 6 b9, 6 Zby,9, 5Zb;Z10, S ZLbsZ10;

par conséquent, on a nécessairement (b;, b,,) =(7, 8), puis

(b(‘n b'.') —_ (6, g)a (b7a b8): (5, IO)

(") Cf. § 18.
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et enfin
(bh b'l, b:h bﬁ) :(I» 2, 3) 4)7
G; contient 192 permutations, et N, = g6.
Pour £ =6, on voit de méme que
20y 4, 1=b,Z 5, 1= by; L 6, 1=b,Z 5, 2 b L4,
7éb10é97 Gébsé[07 5éb8é10’ 6éb7é10’ 7éb6é97
qui se rattachent d’ailleurs aux cinq inégalités précédentes par la transforma-
tion de (2) en (2); les permutations P* forment la famille

S [ 5

IS 1 6 s6

2 6

2 V2 | \2 2 (7 \ 7 7 (7

33, 3, h o 13 {3, :8, 8 ¢ 5 18 { 8;

b 4 | ?4 4 1o 9 )9 9
5 5 10 9 10

6 10

on observe que les trois combinaisons (b,, b;)=1(2, 3) ou (2, 4) ou (3, 4) et
les trois combinaisons (b, b,o) = (7, 8) ou (7, 9) ou (8, 9) ont des roles sem-
blables. Le nombre des permutations P* de G, est donc le produit par g du
nombre de celles ou (b, b;)=(3, 4) et (by, biy)=(8, 9) par exemple; les
permutations b,, by, b,, b:, by, b, correspondantes forment la famille

1
NINTEERENE
2 ) 9 i) 9 /9
5 5 5 10 7%10

6 10

une premiére solution est fournie par (b., b, b,)=(1, 2,5) associé a
(b, by, by) = (6, 7, 10) et comporte 36 éléments; si b,= 06, on a nécessaire-
ment by=>5, (b,, b,)=(1, 2) et (b;, b,) = (7, 10), ce qui donne 4 éléments;
le couple considéré fournit ainsi 4 >< 4o0=160 permutations, donc G, en
contient 1440 et Ny= 720. La somme

2 Nk: g12.
k=5

Si I'on observe que (18) exige &' — k>~ 4, ce qui exclut toute famille G,
on a simplement

P*(3; 10) =W(3;10) —gr2=®(3; 10) — gr2a = 19 708 — 912 =18 796.

—— O C——e



