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MULTIPLICATEURS RUGUEUX
DES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES

ET SYNTHÈSE SPECTRALE

PAR M. G. GLAESER.

CHAPITRE I.

Le présent travail concerne l'espace (^(K; <B) des fonctions m-fois conti-
nûment difîérentiables sur un ensemble convexe et compact K d'un espace
affine à n dimensions ê, et prenant leurs valeurs dans un espace de Banach <B.

Nous dirons qu'une fonction / est rugueuse en un point A de K si elle n'est
pas m-fois continûment dérivable au voisinage de A. Le support de rugosité
d'une fonction est l'ensemble (fermé) des points où cette fonction est rugueuse.

La remarque suivante contient l'idée essentielle de cet article :
« II peut arriver que le produit de deux fonctions rugueuses soifr m'fois

continûment dérivable. »

Exemples :
i° Cela se produit lorsque chaque facteur s'annule sur un voisinage du

support de rugosité de l'autre.
2° Le produit de la fonction numérique rugueuse .rsin^ par ^m+l est m-fois

continûment dérivable.
3° M. H. Whitney a consacré un article (c/. [2]) à l'étude de cette situation

pour des fonctions d'une variable réelle dont le support de rugosité se réduit à
un seul point.

4° Nous sommes parvenu à construire une fonction de deux variables f(x, y)
rugueuse à l'origine et qui devient deux fois continûment dérivable lorsqu'on
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la multiplie par x.y\ mais cette fonction reste rugueuse après multiplication
par x2 ou par y2 (c/. Glaeser [4].

L'ensemble des multiplicateurs d'un champ de vecteurs Vç^^K; tô),
c'est-à-dire l'ensemble des fonctions numériques qui multipliées par V donne
un produit appartenant à (^(K; d3) forme un module par rapport à
^(^^^(KîR).

Parmi les nombreux problèmes qui se posent à ce propos, nous nous
sommes particulièrement intéressé à l'étude des multiplicateurs X tels que le
produit X .V appartienne au sous-module fermé engendré par V (cf. la propo-
sition 4 ci-dessous).

M. H. Whitney a démontré en 1948 (cf. Whitney[l]) le théorème de synthèse
spectrale des idéaux fermés de (^(K) : « Tout idéal fermé de ^"(K) est
l'intersection de ses idéaux ponctuels ».

C'est à l'élaboration d'une nouvelle démonstration de ce théorème que nous
appliquons l'étude des multiplicateurs rugueux, développée au chapitre III.

En fait, nous profitons de cette rédaction pour établir une généralisation du
théorème spectral aux'sous-modules de WÇK; <33) dans le cas où d3 est de
dimension finie : le passage des idéaux aux modules ne présente que des
difficultés de rédaction d'ailleurs minimes.

Notre démonstration prétend éclaircir les raisons qui ont permis le succès de
certains procédés utilisés par M. Whitney. Par exemple, pourquoi cet auteur
doit-il recourir (loc. cit., p. 648) à une interpolation sur un ensemble dénom-
brable? Y-a-t-il un lien entre le théorème de synthèse spectrale et le théorème
du prolongement? (cf. Whitney [3] et Glaeser [1]). Cette dernière référence
sera désignée par [AT] dans toute la suite.

A cet égard, le théorème de densité démontré au paragraphe 3 nous semble
être au cœur de la question.

Nous avons tenu à répartir notre démonstration en une douzaine de propo-
sitions et théorèmes : nous sommes convaincu que certains de ces résultats
peuvent être utiles dans d'autres questions relatives à (^(K; (%) et à la théorie
des distributions.

Ainsi le maniement de l'outil que représentent les opérateurs de prolon-
gements mérite d'être répandu : nous avons essayé de rédiger un « mode
d'emploi » pratique, accompagné d'une liste de majorations usuelles.

Le chapitre II représente un « fascicule de résultats » destiné, non seule-
ment aux lecteurs du présent article, mais aussi à tous les usagers du Calcul
Taylorien (les références à ce chapitre sont précédées par [CT]).

Ce chapitre se réfère fréquemment à [AT]; mais il est rédigé de telle
sorte que [AT] puisse être consulté, sans qu'une lecture systématique en soit
rendue nécessaire.



MULTIPLICATEURS RUGUEUX. 245

CHAPITRE II.

FONCTIONS CONTINUMENT DÉRIVABLES.

(Notations et résultats de Calcul Taylorien.)

1. Produits tensoriels symétriques.

Soit K un corps convexe (A) compact d'un espace affine réel & à n dimensions
(E est l'espace vectoriel associé).

E est muni d'une norme (par exemple euclidienne) et ê de la métrique
correspondante.

OE est la i'^0 puissance tensorielle symétrique de E (c/. AT, p. 9, ou
Glaeser [3]).

On pose
Ô E = = R , Ô E = E ,

0 E sera muni d'une norme telle que || Ô V || === || V \\1 (2).
d3 est un espace de Banach. Si d3 est une algèbre, on suppose qu'il existe

une constante K telle que
CT(i) II^H^KMI.IIjll.

(on dira que d3 est une algèbre multiplicativement normée si K == i). X?(Ô E, ÛV)
espace des applications linéaires de OE, dans (S sera muni de sa norme cano-
nique. J?(oE, tô) est identifié à d3.

Étant donné deux espaces vectoriels E et F et Le^?(E, F), la valeur que
prend L pour le vecteur V€E se note L[V].

Dans la suite le crochet [ ] est exclusivement réservé à désigner des variables
qui rentrent linéairement dans une formule.

(1 ) Dans la démonstration de la formule de Taylor, on joint les deux points de K qui y interviennent
par un segment : c'est pourquoi nous supposons K convexe.

Les résultats que nous obtenons peuvent sans difficultés être repris dans le cadre d^un ensemble K
convenable, situé dans une variété différentiable.

( 2) L'existence de telles normes est classique dans les produits tensoriels d'espaces normes
(Schatten, Grothendieck). Cest la convention que nous adoptons dans [AT].

Mais lorsqu'on veut faire intervenir d'une façon essentielle une structure euclidienne sur E, il
convient de faire intervenir la structure euclidienne canonique associée sur OE (cf. Glaeser [3]).
La norme qu\)n adopte alors satisfait à

llov^W.
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_ ;
Pour tout TeÔE et SeÔE, il existe une « multiplication » tensorielle

symétrique canonique telle que TOSeO'E (c/. par exemple Glaeser [3]).
SiLe^ÔE, tô)etTeÔE(avec^m), L[T] désigne réiément de £ {"0 E, tô)
qui applique Se'O'E sur L[TOS]. Donc,

( L [ T ] ) [ S ] = = L [ T Q S ] .

Étant donné L€^(ÔE, tô) et Mej?(êE, tô), il existe un élément et un
seul de ^("cTE, (®), noté LOM, qui satisfait à

C T ( 2 ) (LOM^O'vj^L^V^Mfôv] pour tout VçE.

Avec la norme canonique, || LOM |[^|| L|j . | | M || (c/. Grothendieck [l], p. 323).

2. Fonctions w-fois continûment dérivables.

(©"'(K; tô) est l'espace des fonctions m-fois continûment dérivables définies
sur K et à valeurs dans cî3.

En chaque point Me K, /e^^K; d3) possède m + i « dérivées totales »

DM/Ç^COE, )̂ (^=o, i, . . . m ) .

Lorsqu'on utilise une base affine d'origine M dans ê, DM/[ÔV] représente le
polynôme homogène de degré ^-i par rapport aux coordonnées de V dont les
coefficients sont les dérivées partielles de / affectés de certains facteurs bino-
miaux. C'est ce qu'on appelle parfois la « puissance symbolique î161"6 de

^~ôx~ ^a )) où ^cs ^a reî)résent^ les coordonnées de V. (Cette locution
<i^,n

curieuse semble ignorer que toutes les expressions utilisées en Mathématiques
sont « symboliques »!)

On pose/(M) == DM/.
La fonction M -> D^/ appartient à ^O^-^K, ^(o E, tô)).
Le polynôme de Taylor d'ordre m, de /, au point A est

T,/(M)JfDi/[Q^M].
/=0

CT(3). — Lorsqu'il sera question du polynôme de Taylor d'ordre k^-m
( ^'\ —

^ avec une sommation ̂  j on mettra l'indice k entre parenthèse T^/( .M).
\ i=:0/

Ainsi ÏA/(M) devrait s'écrire ̂ /(M) lorsqu'une confusion risquerait de se
produire.
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Par contre le polynôme dérivée-^""* de T\/(M) sera noté (sans parenthèse)

f=/n—Â: r ii^m—k r- i -j

Ti/(M)= ^ ̂ l®^!-^./^A; —— ^ A^A

î=0

Si FCK est un ensemble fermé

11/11?:= Max /Max [] D M / H )
O ^ / ^ W \ M € F /

est une semi norme sur ^"(K; d3) [c'est même une norme si K== F, (^(K; <B)
est complet pour cette norme].

Si ûi est une algèbre multiplicativement normée, on a

CT(4) il/^IlK^^-.ll/llK1.^]^

[(^(K; d3) est donc une algèbre (non multiplicativement) normée (car on
tolère la présence du facteur 2'") (3)].

Si Ci est une algèbre multiplicativement normée et d3 un CX-module, tel
que I I a^l l^^H a|[^.[|a?[|^, la même inégalité, montre que (^(K; d3) est
un (^(K; (9L)-module topologique.

Tout ceci résulte immédiatement de la formule de Leibniz,
p=k

CT(5) Dia.^^^^VoSaODi-^ (cf. [AT], p. 20).
p=Q

Le produit qui figure au second membre est un produit tensoriel symétrique
d'opérateurs [tel qu'il se trouve défini en Cï(2)].

Un module de continuité a est une fonction numérique continue croissante,
concave définie sur l'ensemble des nombres réels ̂ o et telle quea(o)=o.
Pour tout/edy^K, d3) il existe des modules de continuité a tels que

CT(6 ) | | /(M)-T,/(M)| |^ 1 1 . 1 1 .a(||AMlAMJI^
m\

On dit que a est un m-module de continuité pour f.

( 3) rVautres normes sont usuelles sur (Qm(K, tô). Par exemple :
/i==în \ i=:m

^(ywi} ei yfMaxI^v
M e K \ ^ ^ / .̂J \ M € K î ! /

\ ;=0 / ;==0

Ces normes ont l'avantage de ne pas nécessiter de facteur 2^ dans Pinégalité correspondante. Mais
elles nous paraissent moins commodes à manier.

Lorsque / désigne le diamètre de K, et qu^n se réserve le droit de faire varier K en cours d^étude,
il est utile d^envisager la norme Max /V^'Max || D|^/||V qui est invariante par homothétie. Mais dans

Q^î^m \ MCF /

la suite, nous supposerons que le diamètre de K est ^i (pour des raisons de commodité).
Ann. Éc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 3. 3l
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Dans cette inégalité, on peut prendre pour a n'importe quel module de
continuité de la fonction M->D^/(c/. [AT], p. i4, prop. 1). Avec un tel
choix, si / désigne le diamètre de K, on obtient

a( / )^2Max| |DM7[[^2 | | / | |{?

On a parfois intérêt à utiliser un « module de continuité normalisé »

CT(^> , p—n/r.
Ainsi

I I A M j | /n
| | /(M) - 'r^f(M) I I ̂  Jî l- \\f\\^ p ( [ [ AM I I )

3. Fonctions Â'-plates.

On dit qu'une fonction /e^(K; d3) est À-plate au point A, si î)\f est nul
pour o^li^lk.

On désigne par WK, ^; d3^ le sous-espace de (^(K, tô) formé des fonctions
qui sont ^-plates en tout point de FÇK.

Lorsque d3 est une algçbre (resp. un (fl-module), ̂ (^ k\ (Z\ est un idéal

fermé [resp. un (^(K, 0L)-sous module fermé] de ^^(K, tô). ^ÏK, m; d?)
est Fadhérence, dans (^(K, tô), de Fespace des fonctions qui s'annulent au
voisinage de F. (c/. théorème de Silov ci-dessous). Désignons par o(M, F) la
distance de MeK à F.

En appliquant la formule de Taylor d'ordre k, en un point AeF tel que
|[AM|| =S(M, F) on trouve que pour toute fonction /e^fK, Â ; (S\

( l | / (M) | | ^ ÔWF) ' . | [ / | | { ? . p ( ô ( M , F ) )
CT(8) '

D D - /•11 ^^M^F)^. | | / [[r .P(ô(M,F)). pour o^^^
( 11 M • / " — ( Â - - Q !

^. Champs W-Tayloriens.

Une application définie sur F et à valeurs dans un espace de polynôme (à
valeur vectorielle) (de degré ^_m) s'appelle un champ Taylorien d'ordre m.
Par exemple, si/eû^K, tô), l'application M — T M / est un champ Taylorien
d'ordre m (défini sur K, ou par restriction, sur F). On dit que c'est le champ
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Taylorien induit sur F par la fonction /. Le théorème du prolongement de
H. Whitney ([3]), caractérise les champs ïayloriens qui sont ainsi induits
sur F par une fonction /e^^K, tô). Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un champ Taylorien M -> PM défini sur F puisse être induit par une
fonction / est qu'il existe un module de continuité a tel que, VA, BçF
e tMeK,

/ 11 ÀM ( I -4- 11 RM I I \771

IIP^M)-?^!^)!!^^1——11^110" 1 1^ . a ( [ | A B | | ) ( / - ) ( q / . A T , c h a p . I ) .

Les inégalités (W) suivantes, au nombre de (m+i) constituent une
condition équivalente à la précédente

I I A M {{^—i
(W) | |PM(M)-PUM) | |^ ['^l1^ ^(| |AM||) pour

Un champ Taylorien qui satisfait à l'une ou Fautre de ces conditions s'appelle
un champ W- Taylorien.

L'espace W^F, t%) des champs W-Tayloriens d'ordre m, défini sur F est
, ,. , (^(K, d3) , , i m . .isomorphe au quotient ———-—-—— .[ | j ^ est une norme pour cet espace.

3-^;^

Mais W'(F, d3) n'est, en général, pas complet pour celle-ci. Par contre le

maximum de ||/[| ? et de

C T f i o ^ Sun / I | T A / ( M ) - T B / ( M ) | | ^Ll ( ïo ) M e K A c Ç a e r l (|| AM || + || BM ||)- ;

est une norme d'espace de Banach (resp. d'algèbre ou de module de Banach)
pour ̂ (F, d3) (cf. AT, chap. III). Cette norme se note |||/|||F".

5. Opérateurs de prolongement.

Étant donné /^^'(K; d3), et FÇK, en prolongeant (grâce au procédé
de H. Whitney) le champ W-taylorien induit par / sur F, on obtient une
fonction ^/ed^K ; tô), telle que /— ^/eJ(K, ^; (S\ L'opérateur
linéaire ̂  de ûî^^K; d3) dans (©^(K; <B) possède les propriétés suivantes :

a. C'est un projecteur dont J^K, 7n: û)) est le noyau.

(4) Une conséquence de l'inégalité du triangle, est que (quitte à choisir un module de continuité
multiple du précédent) l'on peut remplacer

j [ I AM I I + I I BM I I }m par j || AM \\m-}-\\ BM ||/" } ou par { || AB || -+-1| AM || \m.
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b. Il existe des constantes P et r indépendantes de F et de f (°) mais dépen-
dant de n (dimension de K), m et aussi du diamètre / de K [cf. note (3)], telle
que
CT(II) ll^/lir^riii/iiip-^rii/i^.

c. Si / admet un m-module de continuité a, ^ f admet le /n-module de
continuité F. a (6).

d. ̂  f est indéfiniment dérivable dans K — F (7).
e. Les fonctions M -> (â(M, F)y-.D,r\^1/) définies dans K — F tendent

vers o lorsque M tend vers un point de F. Plus précisément, il existe des
constantes I\- telles que

( Ô ( M , F)^.[|D;r'(^ï/) |[^r,.p(ô'(M, F)).n/ | |r
(où P désigne un w-module de continuité normalisé de /) [cf. AT, p. 3i,
note(8)].

Remarque. — Si l'on applique un opérateur Q^1 a une fonction / m + À-fois
continûment dérivable (^^> o), la fonction ̂  f n'est que m fois continûment
dérivable, en général (8).
CT(i2) II n'y a qu'un cas où ce phénomène n'a pas lieu : c'est lorsque F est
fini : ̂ f est alors indéfiniment dérivable dans K et ses dérivées m+P"18

s'annulent toutes en tout point de F.

(°) Par la suite, il sera fréquemment question de constantes. Il s^agira toujours de nombres positifs
pouvant dépendre de n, m et du diamètre / de K (que nous prendrons d'ailleurs égal à i pour des
raisons de commodités). Ces nombres ne dépendent pas de la forme géométrique de F, et du choix
des fonctions f.

Pour désigner ces constantes nous utiliserons les lettres r, K ou G (affectées éventuellement d^accents
divers). Dans le cours d'un même développement, nous utiliserons des lettres diverses pour des
constantes diverses. Mais d'un paragraphe à l'autre nous ne nous astreignons pas à garder la même
signification à une même lettre : Cette pratique exige les mêmes précautions que l'emploi des symboles 0
et o de Hardy et du 2 k^ en trigonométrie.

(6) Les résultats (b), ( c ) , ( d ) qui permettent de comparer des prolongements effectués sur des F
différents, constituent l'outil principal qui sera utilisé dans ce mémoire.

Dans Glaeser ([2]) nous avons déjà utilisé ces résultats pour « intégrer » des formes différentielles
le long de certa nés courbes irrégulières. En fait, on intégrait sur une ligne polygonale voisine : les
résultats (^), (c) permettaient alors les majorations et les passages à la limite.

( 7 ) Tout champ W-Taylorien, admet même un prolongement qui est analytique dans le complé-
mentaire de F (cf. Whitney [3]).

Mais un tel prolongement s^obtient par « approximations successives ». 11 ne peut pas s'obtenir, en
général, par un opérateur linéaire de prolongement.

(8) II est possible de montrer que les seuls F pour lesquels tous les ^^ (construits à la manière
de H. Whitney, avec une partition différentiable de l'unité) conservent la classe m .4- /-, sont les
ensembles finis. Les opérateurs ^j?1 ont un certain « pouvoir de régularisation » puisque les ^^ f
satisfont aux conditions ( & ) , (c), (<r/) , (e). Mais par contre les î35^ détruisent en général les classes
de dérivabilité qui dépassent m.
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C'est cette circonstance qui explique la nécessité de faire intervenir une
interpolation (sur un ensemble fini) dans l'étude des idéaux de fonctions
différentiables (c/. Whitney [3], ainsi que le théorème de densité du présent
Mémoire).
CT(i3) UN LEMME CLASSIQUE. — II existe des constantes C/, telles que pour tout
couple d^ ensemble fermés disjoints Fi et Fo dont la distance est o, il existe une
fonction a indéfiniment dérù'able, égale à i sur Fi, à o sur Fo et satisfaisant aux
inégalités

?[1^.

Ce lemme est démontré dans L. Schwartz ([!], p. g4) à l'aide de la régulari-
sation. Mais, c'est également une conséquence immédiate du théorème de
prolongement (on constate que les Cy, ne dépendent pas de Fo et Fi). En effet,
le champ W-taylorien { à } défini sur F o U F i , égal à o sur Fo et à i sur Fi
appartient à W^FoUFi) quel que soit m. La formule CT(io) montre que

\w^=^-
Le lemme résulte alors de Cï(n) (6) appliqué successivement pour chaque

entier m.
CT(i4) Applications. — Ce lemme permet de démontrer le THÉORÈME (Silov) :

L''espace y^K, /n; d3) est l'adhérence de l'ensemble des champs de vecteurs,
qui s'annulent sur un voisinage de F.

Car tout champ de vecteurs V ç y ^ K , 7 ^ ; ^ ) est limite d'une suite de
champ a.V, où a est une fonction E^^K) nulle sur un voisinage de F et
égale à i hors du p-voisinage de ce voisinage de F.

Rappelons que le ç-voisinage ouvert (resp. fermé) de F est l'ensemble des
points MeK tel que â(M, K) <^ p(resp.^p).

Remarque. — Une telle suite de fonctions a est « une unité approximative »
de ^YK, ^; (K\ au sens de Ditkin.

CHAPITRE III.

ESPACES DE MULTIPLICATEURS (î)^'"(K, F).

Soit F un ensemble compact CK. Rappelons que â(M, F) désigne la distance
euclidienne de M e K à F. Le diamètre de K sera supposé ̂  i.

Définition. — (©^^(K, F) est l'espace des fonctions / qui satisfont aux trois
conditions suivantes :

a. Elles sont A-fois continûment dérivables sur K.
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6. Elles sont m-fois continûment dérivables dans K-F.

c. Pour tout entier i tel que ï^i^m—k, la fonction numérique qui est
égale à o sur F et à { 5 ( M , ̂ Y^\Wf\\ en tout point Me K — F est continue
sur K.

Remarque. — Par abus de langage, il nous arrivera de parler de la
fonction M - > { o ( M , F)}'.D^7, sans rappeler que cette fonction (non définie
sur F) doit être prolongée par la valeur o sur F.

PROPOSITION 1. — ^^(K, F) est une algèbre de Banach lorsqu'on la munit de
la norme suivante :

||/[|^= Max r M a x ( i ô ( M \ F ) ^ - < - l N | D M / | [ ) 1
O ^ i ^ m L M ç K ' J

{où \i—ky signifie Sup( ;—k , o)).
Les injections canoniques ^•(I^C^^CK, F^cO^K) sont continues

et <î)/)' ̂ K, F) est un (^(K^-module topologique.
Le fait que l'espace étudié soit complet résulte immédiatement du fait

que toute suite de Cauchy converge aussi au sens de ^(K) et au sens
de (^(K — F) (sur tout compact) (Démonstration standart).

Pour majorer la norme d'un produit, nous utiliserons la formule de Leibniz,
et l'inégalité l y — ^ ^ ^ 1 a—Z:|-+-+ \j— a —k^.

Alors (puisque S(M, F) <^ i ),

[ô (M,F){ l / - ^ + J |DM/^ |
oc=^

^S( l )^ ( M Î F ) i ' a - x " l + • l l D Vl l • f ô ( M . F ) ) ! / - a - - ' l + • l |DM-^
a==u

En ajoutant les coefficients du binôme, on obtient 2y^2m et

||/^|^y^2-||/||^,".|[^||^^.

Pour tout /e^'^K.F) et tout gç^ÇK) on a ||/|^< \\f\\^'- et
\g \^^\\g\\^ [à cause de rinégalité S(M, K)^i].

Il en résulte que
ll/^llê'j^-. n/ii^^. \\g\\s.

Remarque. — Ce qui précède se généralise aisément à Fétude des espaces
dy'^K, F; d3) formés de champs de vecteurs à valeurs dans un espace de
Banach d3.

Définition. — Nous dirons qu'a est un k, m-module de continuité normalisé
pour/par rapport à F, si c'est un ^-module, de continuité normalisé pour/,
et si

}<W F) N1^/11^0(0(1^ F)).[l/|]i^

pour tout i^m—Z-ettoutMeK—F.
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PROPOSITION 2. — Les opérateurs de prolongement ^ sont des applications
linéaires continues de ^(K; c%) dans (^''"(K, F; d3) po^r tout m^k. Les
normes de ces opérateurs sont majorées indépendamment de la forme de V, par
une constante.

Il existe une constante T telle que si a est un k-module de continuité de f, Ï^f
admette Y. a comme k-m module de continuité (9 ).

Cette proposition n'est qu'une paraphrase de CT( l l ) :

PROPOSITION 3. — Le produit (Vune fonction /ed^'^K, F) par un champ de
vecteurs Vç^^K,7^ ; Ûï \ appartient à ^ " i K , m ̂  ; (®). La multiplication
ainsi définie est une application bilinéaire continue.

On sait déjà que /.V est A-fois continûment dérivable, et m fois dans K — F .
Appliquons la formule de Leibniz :

DM/V^^^^DM/ODM-^V.
i=7

Pour étudier DM/OD^'V distinguons deux cas :

1er cas : i^k. — Chacun des facteurs est alors défini et continu sur K.

||DM/ODM"^V||^[|DM/||.lDM--V[]^|]/||â.|]V|^^|]/[|â;^.^

Remarquons que s i y ^ w — k , on a a fortiori j—i^rn—k, et comme V est
m — Â--plat sur F, le produit D^/0 D^V s'annule sur F.

2° cas : i^>k. — D^/n'est défini que pour M € K — F . En un tel point M,
grâce à la définition de ^'^(K, F), à

m — k —j 4- i'= ( i — k) 4- ( m —j)^i — k •==. \ i — k

et aux formules CT (2) et CT (8) on obtient

HDM/OPM-VII^ ̂ ^^^^^^(^^ F)). | |DM/| |

^(Ô(M, F^l -^- . l lDM/l l . l lVl l ï^a^M^F^^II /^r . l lVI lK^^

On en déduit que ce produit se prolonge par continuité à K, en le posant
égal à o sur F.

(9) Cette proposition est une généralisation de la formule de Taylor : Lorsque F se réduit au
point { A j on trouve ^1/= TÎ/.

C'est dans l'esprit de la formule de ïaylor que nous utiliserons ̂ f : /= Wf-+- (/—• ̂ j?/).
^Pf n'est plus un polynôme mais appartient cependant à un « bon espace » : (^'"(K, F; d3).
Quant au reste f-Wf qui est w-plat sur F, il possède de « bonnes majorations » [cf. CT(8)].
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En tenant compte de ces deux cas, et en effectuant la sommation de la
formule de Leibniz, on trouve

.V[|K^^2-||/t;F/l||.[|V[^1 1 / . V [ |

et Fon constate que /.V est m — k plat sur F.

Remarques. — i° Cette proposition est une généralisation du résultat de
M. Whitney[2](10).

2° La proposition 3 (jointe à la proposition 2) fournit une nouvelle démons-
tration de la proposition 8 de [AT] (chap. I) : cette proposition signifie qu'en
multipliant certains champs tayloriens rugueux, par un W-champ taylorien
suffisamment plat on obtient des W-champs m fois continûment dérivables :
on se ramène à la proposition 3 en prolongeant ces W-champs à K.

LE THÉORÈME DE DENSITÉ. — L'ensemble ^(K; (K) est dense dans ^'^(K, V; o3).
Nous allons construire une fonction hç^ÇK; d3) qui approche une

fonction /ed^'^K, F; (®) donnée, à £ près.
Considérons une longueur p < i que nous nous réserverons de choisir

suffisamment petite, en fin de démonstration.
Il existe un ensemble fini F iÇF tel que le p-voisinage de Fi soit aussi un

voisinage de F. Appliquons à/e^(K; tô) un opérateur de prolongement â^/-
La fonction g=^J possède les propriétés suivantes : g est indéfiniment
dérivable, car Fi ^jini[cf. CT(i2)]. En vertu de l'inégalité §(M, F)^â(M, Fi)
et de la proposition 2,

1l^lliS:^^ll^!l^^^C||/||^G [|/||^.

La fonction f—g est ^-plate sur Fi, et si ? est un k, m-module de
continuité normalisé pour /, Ci. ? est un k, m-module de continuité normalisé
pour/—g\ (Ci étant une certaine constante).

Il en résulte que pour i^k [d'après CT(8)],
I|DM(/-^) II^.II/II^.^M, F , ) )^ . (3 (ô (M, F , ) )

alors que pour i^>k et MeK—F^ar/et^ed^^K, F; ^3))
| |DM(/-^) | !^C / / | [ / | | i ; f . (ô(M,F))^ .p(ô(M,F)) .

Considérons maintenant une fonction a? nulle sur un p-voisinage de Fi et
égale à i sur le complémentaire d'un 2 p-voisinage de Fi et satisfaisant aux
conditions de (CTi3) (la distance des deux ensembles de définition est
exactement p).

La fonction h que nous cherchons est h= ̂ +ap.(/-— g\ C'est bien une
fonction w-fois continûment dérivable, car a? s'annule sur un voisinage du
support de rugosité de /.

(10) M. Whitney a lui-même signalé (cf. Annals of Math. t. 62, 1955, p. 410) que le lemme
p. i56 de [2] est incorrect. [Contre-exemple : ̂ (x) = | x [].


