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ANNALES

SCIENTIFIQUES
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3¢ série, t. 81, 1964, p. 1 a 0.

SUR
LES SERIES DE BASE DE POLYNOMES

Par M. Mavrice FALGAS (').

INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été faits sur I'interpolation par des séries de
polynomes. Je me propose d’abord de donner de ces séries une définition
assez générale pour s’appliquer a la plupart des cas connus et ensuite
d’en tirer des conditions de convergence vers les fonctions qu’elles sont
chargées de représenter. Le champ d’application de ces conditions est
assez vaste pour recouvrir celui des conditions énoneées par H. Cannon
ou R. P. Boas et R. C. Buck.

Le chapitre I donne quelques théorémes préliminaires dont certains
paraissent nouveaux, mais comme 1ls ne constituent pas ’objet principal
de ce travail, j’ai omis les démonstrations ou me suis contenté de les
esquisser.

Les deux chapitres suivants forment la base de cette étude et sont
essentiellement consacrés a des résultats généraux.

Enfin dans les trois derniers chapitres on pourra voir comment les
considérations qui précédent permettent de simplifier considérablement

(") Thése Sc. math., Paris, 1963.
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2 M. FALGAS.

les démonstrations de certains théorémes connus et d’arriver a des énoncés
souvent plus généraux. '

Les notations utilisées seront indiquées au fur et & mesure. Je signalerai
simplement que les abreviations EV, EVT, EVTLC seront employées
respectivement a la place des expressions « espace vectoriel » « espace
vectoriel topologique », « espace vectoriel topologique localement convexe ».

Une courte notice bibliographique placée a la fin signale les ouvrages
et publications qui m’ont servi pour rédiger ce travail. Une bibliographie
trés compléte sur les séries d’interpolation est donnée, par exemple,
dans [2 b], 1l m’a paru inutile de la reproduire.

CHAPITRE L

ESPACES VECTORIELS DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

Le but de ce premier chapitre est de donner quelques définitions et
propriétés qui seront utilisées dans la suite du travail.

I. — Espaces vectoriels de fonctions holomorphes.

1. FONCTIONS HOLOMORPHES, FONCTIONS HOLOMORPHES LOCALES. —
Etant donné un domaine D (resp. une partie A non vide de la sphére de
Riemann) dont le complémentaire est non vide et un EVTLC E; nous
adopterons pour les fonctions holomorphes dans D a valeurs dans E,
pour les fonctions holomorphes locales sur A & valeurs dans E et les fone-
tions holomorphes locales généralisées sur A a valeurs dans E les défi-
nitions données par A. Grothendieck dans [8 a].

I (D, E) désignera 'EV des fonctions holomorphes dans D a valeurs
dans E nulles & I'infini si «© €D, muni de la topologie de la convergence
compacte.

P(A, E) désignera ’EV des fonctions holomorphes locales sur A &
valeurs dans E nulles & I'infini s1 « €A, muni de la topologie localement
convexe obtenue en le considérant comme une limite inductive géné-
ralisée d’espaces JC(D,, E), la suite des domaines D, vérifiant

n D,= A, ACD,LL1CI)/L-
n=o '
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Q(A, E) désignera PEV des fonctions holomorphes locales généralisées
sur A, nulles a I'infini s1 © €A.

Lorsque E est le corps C des complexes nous utiliserons ¢ (D), P(4), Q(A)
au lieu de (D, C), P(4, C), Q(4, C).

Lorsque A est un domaine D, P(4, E) et Q(4, E) s’identifient a J¢(D, E).

Dans tout ce qui suit E est un EVTLC complet.

Indiquons sommairement quelques propriétés des EV qui viennent
d’étre définis (pour les démonstrations, cf. [8 a]).

Soit A, et A, deux parties complémentaires non vides de la sphere de
Riemann et soit E’ le dual topologique de E. Soit

feP (AL E) et zel (A, ).
Soit f un représentant de f défini dans le voisinage U, de A,, g un repré-
sentant de g défini dans le voisinage U, de A,. U, et U, peuvent &tre
choisis de maniére que o U, NU..

Soit A une courbe simple rectifiable fermée séparant les points de GU.)
de ceux de [}U.. Supposons A muni d’un sens de parcours positif autour

de [}U.,.. Posons alors

(1) fgr= /\J ), &(5) ) d.

2T

On démontre que l'intégration a un sens et que la forme bilinéaire
(f, g) -~ <, g > établit une dualité séparante entre les espaces P(A,, E)
et P(A,, E).

La convention faite sur le choix de A et de son sens de parcours sera
adoptée dans toute la suite du travail.

Etant donné g€P (A, E’) on dit qu’il a localement une tmage équi-
continue s’1l vérifie la propriété suivante :

Il existe un représentant g de g défini dans un voisinage U de A, et tel
que pour tout z€ U, 1l existe un voisinage U. de z contenu dans U et
tel que g(U.) soit une partie équicontinue de E’.

Tutorime 1. — St A, et A, sont deux parties complémenlaires connexes
non vides de la sphére de Riemann, le dual de P (A, E) s’identifie par (1)

au sous-espace de P (A, E') formé par les fonctions holomorphes locales
qut ont localement une image équicontenue dans E’.

TutorEME 2. — Pour qu’une partie du dual de P (A, E) sott équicontinue,
il faut et il suffit qu’elle provienne d’un ensemble A de fonctions holomorphes
définies dans un méme voisinage V de A, tel que pour tout compact KCV,
U f(l\) sott une partie équicontinue de E'.

x
fea
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F représente un espace complet, £, (E, F) désigne l'espace vectoriel
des applications linéaires continues de E dans F muni de la topologie de
la convergence simple sur E. Le théoréme 1 est généralisé par le suivant :

Tukorkme 3. — E et F vérifiant les hypothéses qui précédent, soit A,
et A, deux parties complémentaires non vides de la sphére de Riemann,
alors les applications linéaires bornées u de P(A,, E) dans F corres-
pondent biunivoquement aux fonctions holomorphes locales L appartenant
a P(A,, 2,(E, F)) et qui vérifient Uhypothése :

Il existe un borné A dans F tel que L ait localement une image équicontinue
lorsqu’on la considére comme application de A, dans £2,(E, F,).

La correspondance entre u et L est définie par

I

(2) u(f)=

/‘L(:) (f(s)) ds
A

20T,

———

Iexpression sous le signe / a le sens suivant : L est un représentant
— >
de L, L(z) est donc un élément de 2,(E, F), f(z) est un élément de E,
> >
L(z) (f(z)) est 'image de f (z) par L(z)]-
Nous dirons qu'un ensemble M d’applications linéaires d’un espace loca-
lement convexe P dans un autre F est uniformément borné s’il existe un

voisinage V de o dans P tel que
U w (V)

ueM

soit partie bornée de F. Le théoréme 3 peut alors étre généralisé par le
suivant :

TutorimMe 4. — Les ensembles wuniformément bornés d’applications
linéaires de P (A,, ) dans F sont ceux qui proviennent d’un ensemble (1.;);¢,
d’applications holomorphes définies dans un méme voisinage U de A, a
valeurs dans 8,(E, F) et telles que pour tout compact KcCU, Ulen-
semble (L;(£)):ex, ier soit partie uniformément bornée de £,(E, F).

Nous pouvons également donner le résultat suivant :

Prorosition 1. — Sout (Q,, Q.) et (X,, X.) deux couples de parties
complémentaires non vides de la sphére de Riemann Q, E et F deux espaces
localement convexes, on suppose que X, est ouvert et F complet ou que F
est un sous-espace fermé d’un dual fort d’espace F. Alors toute application
linéaire bornée u de P(Q,, E) dans P (X, F) est définie par la formule

(3) u( f) = restriction & 3, de 1> —’:—f Lz, 0) f(5)dz,
A

2UT
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L est une fonction holomorphe dans le produit d’un voisinage ouvert U,
de Q. par un voisinage ouvert V, de X, a valeurs dans 2,(E, F) ayant
localement une image uniformément bornée et telle que L(%, n)=o, st
F=w €, ousi = x €L,

Réciproquement pour toute fonction 1. vérifiant les propriétés précédentes,
la formule (3) définit une application linéaire bornée de P(Q,, E) dans
P(Q,, F). Deux telles fonctions holomorphes définissent la méme application
linéaire st et seulement st elles coincident dans un voisinage de U, X V,.

Enfin, la notion de fonction holomorphe locale généralisée permet de
donner le théoréme suivant :

TutoriEmME 5. Soit A une partie connexe non vide de la sphére de
Riemann et dont le complémentaire est non vide, alors les applications

linéaires w continues de P(A) dans F correspondent biunivoquement aux
éléments L de Q(GA, F>-

Pour la détermination précise de la correspondance on pourra se reporter

a [8al.
II. — La convexité trigonométrique d’ordre o.

1. L’ensemBLE €,. — ¢ est un nombre réel vérifiant o < ; <o,
C, est I'ensemble des fonctions réelles k définies sur R et vérifiant les
propriétés suivantes :

CT. k est périodique de période 2%, continue et bornée;

CT,. 51 ¢, 9., 7, sont des nombres réels, les deux conditions

T
Q1= Q9 == Qu,y ’?::—‘CPxég
)

entrainent
h(91) cospy, singg,
k(@2) cospy, sinpe,|>o.
k(gs) cospy, sinpg,

Lorsqu’une fonction appartient a C,, nous dirons qu’elle vérifie la
propriété de convexité trigonométrique d’ordre ¢.

Nous représenterons par C; la partie de C, formée par les fonctions k-
telles que Vo€R : k() > o.

2. SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE DOMAINES ETOILES. — Nous

dirons qu’un domaine D est étoilé par rapport & O si O est intérieur a ce
domaine et si tout segment ayant une extrémité en O et lautre extré-
mité en un point quelconque du domaine est intérieure au domaine.

Nous dirons qu’un arc de courbe de Jordan I' ne passant pas par O est
étoilé par rapport a O si toute droite passant par O le coupe en un point

PN
au plus. St A et B sont les extrémités, AOB sera appelé 'amplitude de I'.
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Nous dirons que 'arc I est convexe par rapport a O s1, quel que soit Me€T,
il existe un voisinage V(M) de M et une droite A passant par M tels que O
et V(M)NT soient au sens large d’un méme c6té de cette droite.

Lemme 1. — Etant donné un arc de courbe de Jordan T ne passant pas
par O et étoilé par rapport & O, d’amplitude inférieure ou égale a =, une
condition nécessaire et suffisante pour que I' soit convexe par rapport a O
est qu’a chaque point M de T' on puisse associer un voisinage V(M) de ce
point tel que les conditions :

M, et M, appartiennent a I'n'V(M);

le sens M, MM, est le sens direct autour de O
entrainent : ‘

S
> >
0~ <M1 M, MMZ> T

Nous admettrons ce résultat.

Les domaines A,(ry, ©,). — Soit ¢, ry, 9, des nombres vérifiant p > o,
o<r,<<w®, 9, quelconque €R. Le domaine A,(r,, ¢,) est, par défi-
nition, le domaine du plan complexe limité par la courbe dont I’équation

en coordonnées polaires est

r=ro(cosp(y — qzo))f?,

<1«?~<Poléinf§n, g})

Nous dirons qu'un domaine D appartient a G, s’il est étoilé et s’il est
une réunion de domaines A (r, ), ¢ ayant une valeur constante, r décri-
vant une partie de [0, © [ bornée inférieurement par un nombre strictement
positif et ¢ décrivant I’ensemble [o, 27[.

On a la proposition suivante :

Prorosition 2. — Pour que le domaine étoilé borné D appartienne a G,
il faut et suffit que la transformation

)

5—>35P

transforme tout arc de sa frontiére dont U'amplitude est inférieure a o en un

arc conyvexe par rapport a O.

La proposition résulte de ce que A,(r,, ¢,) a pour transformé un demi-
plan, nous nous dispenserons de donner la démonstration.

On peut, en généralisant les notions précédentes, étendre la propo-
sition aux domaines non bornés.
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3. RELATION ENTRE LES ENSEMBLES C, ET {,. — Etant donné un
domaine étoilé D appartenant ou non a ¢, nous pouvons associer a
chaque € R un nombre k(o) vérifiant

0Lk(9) <<
défini par
(5) k(9)= inf ,=F.
A:,uyp)c]n

Réciproquement, étant donné k€C,, nous pouvons lui associer le

domaine D€, qui est la réunion des domaines Ap<(k (:p))f.la, cp>
lorsque ¢ déerit [o, 27].

On peut démontrer qu'on établit de cette maniére une correspondance
biunivoque entre les éléments de C; et les éléments de ¢,. Une fonc-
tion k€C, et un domaine D&, qui se correspondent comme il vient
d’étre indiqué seront dits associés.

4. DOMAINES APPARTENANT A {j, ET APPLICATION CONFORME. — Soit D
un domaine étoilé borné admettant le point O comme point intérieur.
Nous désignerons par Z — 0(Z) une application conforme biunivoque du
disque ouvert A(|Z| < R) sur D, on sait d’aprés un théoréme de

Carathéodory que la fonction 0 peut &tre prolongée sur A et qu’elle définit

alors une correspondance biunivoque bicontinue entre A et D. Nous ferons
de plus sur  ’hypothése 0(o) = o. On a alors ’énoncé suivant :

Prorosition 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
domaine étoilé D appartienne a G, est que ¥ Zi vérifiant | Z | = R, il existec > o
tel que

(0(Zet?))=e— (8(Z))~
(0(Z))y=o— (0 (Zei=))—> ZT.

o<a<s 0<pB<:s = oLarg

Les déterminations de (0(X))™® sont prises de maniére que
lim (0 (Z e3))=° — (0 (Z))"P=o0,
B>o0

lim (0(Z))=?— (0(Ze))P=0o.
%>0

La détermination de I'argument est celle qui appartient ¢ |— =, ©].

Démonstration. — La proposition résulte de la proposition 2 et du
lemme 1.

Tutorime 6. — Si D€ G, si I est Uimage par 0 du cercle |Z | = R’ < R
et st D’ est le domaine ayant pour frontiére I, alors D' € G,.

Démonstration. — Le théoréme est général et ne nécessite pas que D sott
borné, cependant le rdle de cette propriété est peu important dans le
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présent travail et nous nous limiterons (ce qui simplifie considérablement)
au cas ou D est borné.

Soit T la frontiére de D. Par suite de la continuité de 0 sur D, il existe ¢
tel que tout arc d’amplitude =~ ¢ sur |Z| = R ait pour transformé un

arc de I' d’amplitude éinf{%» 2T.§ (on appelle amplitude d’un arc AB

SN
de I' la mesure de ’angle AOB ayant cet arc en son intérieur).

D’ est étoilé par rapport a O, car si 0o < a =z < 7,

|Z]=R = néargg%;i%)-éﬂ'.
. 0(Z =) .
Si o est fixe, Z - log ———— est holomorphe pour |Z| < R, continue

0(Z)
pour |Z | = R et la conclusion résulte de ’harmonicité de

R O‘O(Z(f"“) g~ ~-
()\,\)’—}arhm—‘ (/4._.\+1\)

D’ appartient & G, : La méthode est analogue,

(0 (ZeB))y—0— (0(4))=¢
0(2))=¢— (b (Ze))?

(X,Y) ~—>arg(

prolongée par continuité au point O, est harmonique dans le disque |Z | < R
et continue sur |Z | =R, d’ou la propriété.

Remarque. — Si D est borné, si au lieu d’effectuer ’application conforme
biunivoque du disque | Z | < R sur D, on effectue 'application conforme

de ce disque sur [}D, si I'” est défini comme précédemment ainsi que D',

alors on a encore
Deg}‘O = I)/eg,p.

Dans le méme ordre d’idées on peut montrer que si D€ ¢, et si g’ > ¢,
alors Deg,..

51 D est borné et limité par une courbe dont I’équation en coordonnées
polaire est

r=/(9)
(f admettant des dérivées continues jusqu'au second ordre), si I'on pose
—_— __._))

0 —arg (Ox, MT

—> —
<Ox, axe polaire de coordonnées; MT, tangente a la frontiére de D orientée
dans le sens des arguments croissants, ceux-ci étant pris avec une déter-
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mination continue quelconque), alors la condition nécessaire et suflisante
pour que D appartienne a ¢, est qu’on ait

40
«“2 Z0—41.
dy =

On peut remarquer en particulier que si D est un disque centré en O,
il appartient & ¢, pour 7 quelconque.

ITI. — Les espaces J,; et J,;(E).

1. Dirinrrions. — Etant donné le nombre ¢ (0 < ¢ < ) et la fonc-
tion k€C,, du point de vue algébrique J, , désignera Iespace vectoriel
des fonctions entiéres d’ordre fini telles que

VoeR, VveN: lgmf(rew)e“”'?<""@"*~177:0.

Si f est d’ordre ¢ et si son indicatrice est majorée par k, la fonction f
appartient a J, ,. Si k€C, toute fonction d’ordre inférieur & ¢ et en
particulier tout polynome appartient a J,,. Mais sil existe g€R tel
que k(y9) < o, les fonctions d’ordre strictement inférieur & ¢ n’appar-
tiennent pas en général a J, ;.

Nous dirons que J, ; est de premiére espéce si k € C;, nous dirons que J,
est de seconde espéce 5’1l existe p €R tel que k(¢) < o.

.

1 ., o . .
51 < 5’ on peut montrer aisément que J,. 1 est toujours de premieére
espece.

Si J,  est de premiére espéce, I’ensemble des polynomes est partout
dense dans J, 4, st J, ;. est de seconde espéce, les polynomes autres que o
n’appartiennent pas a J, ;.

On peut également montrer que :

Prorosition 4. — St f€ T, ,, st vEN?, il existe M dépendant de v et
de f tel qu'on ait uniformément, lorsque z = re”® décrit le plan complexe,

S(re) efr?<k(:‘))+f7> =M.

Ceci permet de définir une topologie sur J,, : Nous posons

N(H= sup fireny e HPT) ey,
0=rl=

Les fonctions N, sont des normes sur J, . La topologie de J, ; sera
définie par ces normes. On voit facilement que J, ; est un Fréchet.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 2
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2. EspaceEs J,; DE PREMIERE ET DE SECONDE ESPECE. — Dans tout
ce qui suit E, désigne la fonction de Mittag-Leffler d’ordre ¢

o«

E,(Z) :2 S —

g
Si1 ke J;, soit D le domaine de §, associé a la fonction k. On sait que
si f€J,,;, 'intégrale de Laplace-Borel
&(5)= pf .f(:t) e dt

définit une application linéaire biunivoque
J>g=1L7(])

de J, ; sur 'espace J¢(D) des fonctions holomorphes dans D.
“L’application L est définie par ‘

o= [£20,(3)

(A, contour simple fermé entourant I'origine parcouru dans le sens direct).
On a :
TutoriMe 7. — St k€C, et si D est le domaine de G, associé a k, la
transformation de Laplace-Borel établit un tsomorphisme algébrique et topo-
logique entre 9, et JC(D).

Soit ¢ vérifiant —i < s <, et soit n 'entier tel que n—1 =35 < n.

Nous désignons par F, la fonction entiére définie par

2n—1

(&) =3 m ().

V=0

La croissance de cette fonction s’étudie aisément. On a :

. ™
Prorosition 5. — Sio L9 < > on a

i logFp (re®) _  om
P> re an
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i
Comme la fonction est invariante par la substitution z > z e*, la propo-
sition fournit son mode de croissance sur toute demi-droite issue de
Porigine. ‘
De la proposition 5 on déduit facilement :

Tukorime 8. — Si k€C,, si a > o, si Uon pose h(z) = F,(az) f (z),
st f décrit I, 1, Uapplication f — h est un monomorphisme de J, ;. dans J, ;1.0
(I indicatrice de croissance de F,).

En particulier, tout espace J, , de seconde espéce est isomorphe & un
sous-espace d’un espace J,; de premiére espéce. Cette remarque et le
théoréeme 7 montrent en particulier que tout espace J,, est nucléaire.
Elle permet également de voir que les espaces J, , sont des espaces de
Montel.

On étudierait de la méme maniére les espaces J, , définis comme suit :
On considere toutes les fonctions h€C, qui sont majorées strictement
par k. J, . est alors la réunion des J, ,, sa topologie est la topologie la
plus fine pour laquelle les applications canoniques J,;, — J, ;. sont
continues.

3. Espaces I, (E). — E est un EVTLC séparé complet. Nous dési-

gnerons par J,, (E) PEV des fonctions entiéres f & valeurs dans E qui

. . . o 9 2 . <—I ’
appartiennent scalairement a J, ;, c’est-a-dire telles que pour tout e’ € E
la fonction

soit un élément de J, ;.

, . VT TN . .
Nous représenterons cette fonction par * f, e’ /. L’application
2 > <
SR

est une application linéaire de E’ dans J, ;. Si nous la représentons par Iy,
Papplication f — 5 est une injection de J, ,(E) dans 'EV £(E’, J, ;) des
applications linéaires de E' dans J, ;.

>
Il est facile de voir qu’étant donné f€ J, , (E) et la partie équicontinue A’

de E, si e’ décrit A, la fonction /\Z 2’> décrit une partie bornée de J, ;.
On peut donc munir J, ; (E) considéré comme sous-EV de ’EV des appli-
cations linéaires de E’ dans J, , de la topologie ¢ de la convergence uni-
forme sur les parties équicontinues de E’.

J,.+(E) ainsi topologisé est complet. Si E est un Banach ou un espace
semi-réflexif, alors on a les isomorphismes suivants :

I0 k@B~ I, 1 Q:E x I 1 (E) & £:.(EL, Tp 1) & £:((I5,1) E).






