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INTRODUCTION.

Nous « formalisons » la notion de classe non quasi-analytique de fonctions,
et la notion duale d'ultra-distributions. Nous étudions les rapports des
ultra-distributions avec les fonctionnelles analytiques et montrons rapi-
dement que beaucoup de théorèmes sur les équations aux dérivées partielles,
démontrés dans le cadre classique des distributions, s'étendent au cas de
ces ultra-distributions, mais que par contre le « support singulier » des
ultra-distributions ne se comporte pas comme pour les distributions.

Nous étudions ensuite le faisceau des ultra-distributions, et montrons
enfin que l'ensemble des ultra-distributions à support compact est une
algèbre de convolution.

Nos notations et définitions sont celles de M. Hôrmander [10] ou en ce
qui concerne les espaces ^(R"), ê(R"), . . . celles de M. Schwartz [19].
On se place dans R"1 (sauf au paragraphe 7), et l'on écrira CQ au lieu



^ P. SCHAPIRA.

de ^(R"), . . . . La lettre K désignera un compact et Q un ouvert de R".
Si E et F sont deux espaces topologiques, EcF signifie que l'injection
de E dans F est continue.

Les opérateurs différentiels seront toujours linéaires à coefficients
constants et les espaces vectoriels topologiques seront définis sur le corps
des nombres complexes,-localement convexes séparés (en abrégé : E. L. C.).

En ce qui concerne la terminologie des E. L. C. nous suivrons
M. Grothendieck [7].

En ce qui concerne la terminologie des faisceaux nous suivrons
M. Godement [6].

Les propositions, lemmes, remarques, sont munis d'une double numéro-
tation, la première correspondant au paragraphe auquel ils appartiennent,
la seconde à leur ordre dans ce paragraphe.

1. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS D'UN ESPACE D'ULTRA-DISTRIBUTIONS.

DÉFINITION 1.1. — Un sous-espace vectoriel CQ* de CQ sera dit être un
ultra-sous-espace de (Q s'il a les propriétés :

(A) ^^{o};
(B) (D* est un idéal de l'algèbre de convolution &' \
(C) CD* est une algèbre pour la multiplication;
(D) Si 9 €^3*, les fonctions y et X o y définies par x ->({>(x) et x-xpÇkx),

où X € R — { o } , appartiennent à d3*.

PROPOSITION 1.1. — Si (D* est un ultra-sous-espace de CD, il existe sur (D*
une topologie d'jB. L. C. qui a les propriétés suivantes :

(a) Les applications de &' XÛ3* dans (Q* (cowolution), de c0* XCO*
dans CQ* (multiplication), de (S* dans CQ* (9 -> y, y -> À o y)^ sont {bi-) linéaires
(séparément) continues.

(6) Cette topologie est la plus fine des topologies d^E. L. C. sur CD* qui
rendent ces applications (séparément) continues.

(c) Cette topologie est ultrabornologique.
(d) Si (D^= d^n^* a la topologie induite par (D*, on a

d0*== Lim d^K (1).
KCR"

(1) Nous noterons par Lim E/ la limite inductive dans la catégorie E. L. G. d'une
ici

famille (E^)< ci d'espaces localement convexe, et par Lim F/ la limite projective d'une
j€J

famille (F/)/ej.
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Démonstration. — Soit 1 l'ensemble des suites finies {ï) de la forme :
(0 = (?o, ?i, Si, ?2, . • ., ?/9, £/,),

où <po est un élément de à?", où £^ est, soit l'opération de convolution
(notée *), soit l'opérateur de multiplication (notée X), et où ÇyC^ avec
la restriction :

Oy€^)* Si £y== X.

Soit E,== (yo*^) £1 9i £2 ç - 2 . . . ̂ -p Çy,, espace muni de la topologie image
de celle de &' ^ et soit

E=LimE,.
ifEÎ

II est facile de vérifier que d5* et E sont algébriquement les mêmes, et
que (Q* muni de la topologie de E a toutes les propriétés annoncées.
Désormais nous supposerons toujours les ultra-sous-espaces de (J3 munis
de cette topologie.

On pose
^)*(^2) == Lim^K.

KCÛ

On désigne par ê*(îî) l'ensemble des fonctions /* de ê(û) telles que, pour
toute fonction y€(î)*(û), /*.y appartienne à (î)*(û). On munit ê* (il) de
la topologie la moins fine rendant continues les applications

/^>?/
de ê*(û) dans d3*(û).

Les espaces C Q * ' ' (û) et ê*7 (îî) seront les espaces duals des espaces <©*(û)
et ê*(û), et on les munira de la topologie de Mackey pour ces dualités.

On dira que (î)*7^) est un espace d'ultra-distributions sur û. Les asser-
tions suivantes sont des conséquences évidentes des conditions (A),
(B), (C), (D).

(a) Pour tout £ positif, il existe une fonction Çg, positive ou nulle,
appartenant à CD* y de support contenu dans la boule centrée, à l'origine et
de rayon £, et telle que

f cps dx •==. i.

(&) Pour tout compact K de B/1, et tout recouvrement fini de K par des
n

ouverts : K C ^J î^, il existe des fonctions 9^ telles que
i

n

?^o, 9,e^(^), ^?^i
i

n

et ^<fi=I sur un voisinage de K {cf. [10], théor. 1.2.3).
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(c) L'espace (J3* (û) est dense dans (î)(û) et dans ê*(ii) et a une topo-
logie plus fine que celle induite par ces espaces.

(d) On peut définir par transposition la multiplication des éléments
de (î)*'(û) par les fonctions de ê*(û).

(e) Si û iC^2 sont deux ouverts on définit de manière évidente un
opérateur de « restriction » de (^^(ûa) dans ^^(Oi). Nous noterons
encore par CQ*' le préfaisceau ainsi obtenu. Rappelons, ([6], p. i5i), qu'un
faisceau de base X est dit être mou si ces sections sur les fermés de X se
prolongent à X tout entier.

PROPOSITION 1.2.

(i) Le préfaisceau Û5*7 est un faisceau (V espaces vectoriels.
(ii) Ce faisceau est mou,
(iii) U ensemble des sections à support compact de (©^(û) s^identifie

aê*7^).

Démonstration. — (i) Soit û = I J û^ un recouvrement ouvert de û.
ici

II faut montrer que l'application

^'(^)-^LiïR^'(^i)

est un isomorphisme vectoriel, donc il suffit de démontrer que l'application

Lim^(^) ->^(^)
ici

est un isomorphisme vectoriel topologique, ce qui est évident si I est
filtrant croissant, et l'on se ramène à ce cas par la propriété (&) ci-dessus.

(ii) II suffit, d'après le théorème 3.4. i de [6] de démontrer que toute
section de (Dir/ au-dessus d'un compact K se prolonge à l'espace tout
entier. Une section définie au-dessus d'une partie de R" se prolongeant dans
un voisinage de celle-ci ([6], théor. 3.3.i), la proposition résulte de ce
que si K est un compact contenu dans un ouvert û, il existe ç€(®*(iî)
qui vaut i sur le voisinage de K. Si alors T appartient à (13*'(Q), l'ultra-
distribution (pT coïncide avec T sur un voisinage de K.

La partie (iii) de la proposition se démontre comme pour les distributions
ordinaires.

Remarque 1.1. — Si T appartient à û37, ç et ^ appartiennent à CD, il
existe un compact K qui ne dépend que du support de y et ^, tel que pour
toute fonction 9 de <X) qui vaut i au voisinage de K, on a

(T*cp)^= : (6T*cp)^ .
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On en conclut facilement que la convolution, définie sur ê'x^*, se pro-
longe en une application bilinéaire séparément continue de ^ X^*
dans &\ et de ê* X^ dans ê*.

On définit alors la convolution des ultra-distributions par les distri-
butions par transposition et symétrie : on obtient ainsi une application
bilinéaire séparément continue de &' X^*7 dans (î)*7, de d?7 Xê*7 dans (©*'
et de ^xê^ dansé*7.

2. RELATIONS AVEC LES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES. — On désignera

par (ï l'espace des fonctions analytiques sur R" muni de la topologie :
n== lim H(û), où les û sont des voisinages ouverts complexes de R", et

^R"

où H(û), espace des fonctions holomorphes sur û, a la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de û.

On désigne par û/ le dual de (ï, et l'on dira que les éléments de a7 sont
des fonctionnelles analytiques.

LEMME 2.1. — Considérons le diagramme commutatif (1) dans la caté-
gorie des E. L. C. et le diagramme (2) constitué par les espaces duaux et les
applications transposées :

E,—->E, E'^——E',
-^ ^ I f "

^| W \^ ^ (2) k
I I Y Y

Fi——^F^ F'^——F7,

On suppose que û est un homomorphisme surjectif, que ii(keru) == keru,
et que u(Fi) = Fa. Alors on a la relation

i',(E',)=u'-^(i[(E',)).

Démonstration. — On a clairement, puisque u' o ̂  == i\ ou7 ,
^(E^c^-^E,)).

Soit ^eF, tel que u1 (jQ == i\{e\), où e\ est un élément de E^.
On va définir e^ dans Eg par

<?2= (^^<^,^>); <^,^>==<^, ^>,

où êi est solution de l'équation u{x) = ga. Le nombre ^e\, ei)> ne dépend
pas du choix de la solution, c'est-à-dire que Ci € Keru entraîne <Yi, e^ ^> = o.
Pour cela il suffit de le voir si êi € ii (Keru), donc si e^ = ii (/*i), où /'ï € Keru
et l'équation s'écrit alors :

<6<,^>--=<6<,/,(/,)>=<r;(^),/i>.

Par hypothèse, i\{e\) == ^(fs), d'où
«, ̂ >==<^(/0,/i>==</,, ^(/i)>=o.
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La continuité résulte de ce que u est un homomorphisme. Pour vérifier
que i[{e[) == f[ il suffit, puisque u(Fi) = Fa, de vérifier que

<^)^>=:</^>

pour tout /'2 de la forme f^= u(/*i).
Ceci donne :

< / 2 ( ^ ) , ^ ( / l )>=<^, (^ .O^) (/l)>

==<^, ïZo^(/i)>==<y^ ^(/i)>

=<^(^l),/l>=<^(/:),/l>=</,^(/l)>.

C. Ç. F. D.

PROPOSITION 2.1. — 5o^ uç&\ On munit le sous-espace uiçCQ' de (^!

de la topologie quotient de celle de CQ' par le noyau de l'application u-k.
Alors aCu-k(J3^ a est dense dans u^rûY, et le dual de u-kCQ' s'identifie à

l'ensemble des fonctionnelles analytiques T qui sont régularisables par u,
c'est-à-dire telles que û^Ted?.

On a alors la formule :

VSe^, < T * ^ S > = < T ^ * S >
et en particulier^

(T*^) (^)=<T, ̂ *^>.

Démonstration. — La première partie de cet énoncé est conséquence du
résultat suivant dû à M. Ehrenpreis sur les équations de convolution avec
second membre [5],

>fuç.ô', ac^*ê.

L'injection de ft dans ui^& est en fait continue si l'on met sur u-k& la
topologie image de celle de & par u^r, ceci grâce au « théorème du graphe
fermé » (c/*., par exemple, ([8], p. 17). Comme on a u-k&Çu-kCO^ on en
conclut que rtCu*^7 .

L'espace u*(ï, donc aussi a, est dense dans u*^7, et l'ensemble des
solutions analytiques de u*/*=o est dense dans l'ensemble de ces solu-
tions dans (JY, en conséquence du théorème des moyenne-périodiques de
M. Malgrange [12].

On peut donc appliquer le lemme 2.1 avec F i = = F 2 = a , ^i^=CDf,
îL^=uif(S\ i\ et 12 étant les injections de ft dans O^1 et dans u*^, et
les opérateurs u et u désignant ici la convolution par u. On obtient alors :

(^^^^) /=(^*)-•(^).
Si

e'.,_ e E^, ^i e Ei,
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on a
<^(^ ) , ^ i > = = < ^ , M ( ^ i ) > .

Soit, dans nos hypothèses e'., ••== T et ei = S :

<T^,S>=<T,^S>.
C. Ç. F. D.

PROPOSITION 2.2. — *S'o^ (î)* un ultra-sous-espace de û3.

Afor5 rtCê% a ^ cîen^ ^an5 ê*, ^ ê*' s'identifie à l'espace des
fonctionnelles analytiques T régularisables par (©*, c est-à-dire telles que :
T*^c^.

On a alors la formule

VSe^, Vc^=^ < T * ^ S > = < T , c p * S > .

Démonstration. — Pour toute fonction yçcï)*, on a

accp^^cê*,

la continuité de la deuxième injection résultant de la remarque 1.1.
L'espace rt est dense dans ê* car d3* est dense dans ê^ et si y appartient

à (Q*, si /*„ est une suite de fonctions analytiques convergeant vers S dans CD7,
la suite /M*Ç converge vers y dans ê*. On a

^J^-kCD'C^\,

çe^)*

donc si T appartient à ê*7, T est régularisable par tous les éléments de û3*
d'après la proposition précédente et < T * y , S > = < T , y ^ S > si S appar-
tient à (S\

Inversement, soit u un élément de d' tel que u-k(S*C^ : u définit
une application linéaire de CQ* dans (Q qui sera continue d'après le théorème
du graphe fermé (foc. cit.), CQ* étant ultra-bornologique. Soit alors Te^*'
définie par

T ( c p ) ^ ( ^ * Ç ) (o).

Le support de T est compact car le support de u*y considéré comme
élément de CQ est égal d'après M. Martineau [14] à son support en tant
que fonctionnelle analytique qui est lui-même contenu dans la somme de
l'enveloppe convexe du support de u et de ç {cf. Martineau [13]).

Comme Teê*7,
(T*cp) (^)==(T, ô,*9)==(^(p) (^),

c'est donc que T == u. c. ç, p, j^
Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 51
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COROLLAIRE. — Soit dO* un ultra-sous-espace de CD muni d'une topologie
ultra-bornologique pour laquelle les applications (&i-) linéaires de la défi-
mtwn 1.1 sont (séparément) continues. Alors cette topologie est la même
que celle définie par la proposition 1.1.

Cela résulte de ce que pour caractériser ê*' on a seulement utilisé le
fait que les applications de la définition 1.1 étaient continues et que (S*
était ultra-bornologique.

c. ç. F. D

PROPOSITION 2.3. — La conwlution est une application bilinéaire sépa-
rément continue de CQ* Xêif/ dans (D, (S* X^*7 dans <ê, ê* X&*^ dans &
et Von a la formule

(9^S,T)=(T^*S) , .

où S appartient à ôV ou à &'.

Le cas de CQ* Xê^ résulte de la proposition 2.2, la seule chose restant
à démontrer étant que si y €d3*, l'opérateur 9* appartient à L(ê*', CD),
mais cela résulte de la formule de transposition.

Les autres cas se déduisent de celui-ci grâce à la remarque 1.1.
c. ç. F. D.

Remarque 2.1. — Soit H l'espace des fonctions entières muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de C7'.

On sait [12] que si u appartient à H', u*H==H. On a vu que les
hypothèses du lemme 2.1 étaient satisfaites (prop. 2.1).

Il en résulte que si u appartient à H7 et p à ê', et si uiçv appartient
à ê', u se prolonge en un élément de d'. En particulier, si v appartient
à &' l'espace (^a^nê7 est fermé dans &'. (On pourrait remplacer ê7

par (33, CD*, ê*7, .. . .) Mais ces résultats sont conséquences du « théorème
des supports » de ([13], p. 161), extension du théorème de M. Lions [11]
sur le support du produit de convolution de deux distributions à support
compact u et ^, au cas où, soit u, soit v appartient à H7. On pourrait d'ailleurs
(à l'aide du lemme 2.1), redémontrer le théorème d'Ehrenpreis cité dans
la proposition 2.1 avec le théorème de Martineau.

Remarque 2.2. — Soit uen7 . Notons supp(u) l'enveloppe convexe
du support de u. On sait ([13], loc. cit.) que si ye^, on a

supp (cp ^ u) == supp (cp) 4- supp (u).

Soit alors v une fonctionnelle analytique régularisable par un élément
de CO, c'est-à-dire telle qu'il existe ^€^, avec ^*^e<®. On aura

supp (u * v * ̂ ) = sup (u) + sup (r ̂  ^)

== supu + supp 4- sup^ == supp (u ̂  ^) 4- supp (^p) .
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D'où
supp (u -k v) == supp (u) + supp (^) ,

car si A et B sont deux compacts convexes, x -4- AcB 4- A implique
que x appartient à B.

D'autre part, il existe un couple (/*, g) de fonctions entières de type
exponentiel non nul tel que le produit /*. g soit le type exponentiel nul
[cf. M. Roumieu [16], p. ni) : on en conclut, à l'aide du théorème 1.1,
p. 76 de [13] que le « théorème des supports », c'est-à-dire la formule

supp (uiç P) == supp (P) + supp (u)

n'est pas vrai en général dans a. Cela implique donc qu'il existe des
fonctionnelles analytiques qui ne sont régularisables par aucune fonction
de û3, ou encore, d'après la proposition 2.1, que la topologie de rt est

strictement plus fine que celle induite par /^ç^^7. Cela résout en
çe^

particulier un problème posé en ([5], p. 559). Par contre, je ne sais pas
s'il existe des fonctionnelles analytiques régularisables par des fonctions
de CO qui ne soient pas des ultra-distributions.

3. EXEMPLES. — Soit (M/,) une suite de nombres positifs dépendant du
multi-indice p == (pi, . . ., pn)<

Soit (®(M^, K, h) le sous-espace de (J3^ des fonctions y telles que

| D^q?(.2?) [ ,
SUpSUp LpM———<oc^ h>0'

p XÇK n ' M p

Si la suite (My,) vérifie certaines conditions [cf. Roumieu [17], p. i5g)
les espaces

CQ(M^) ==limlimd0(M^ K, h)
K h

sont des ultra-sous-espaces de CQ.
Il résulte aussi du travail de Roumieu, que sous les mêmes conditions

sur la suite (Mp), les espaces

(Do (M^) == lim lim (D (M^,, K, h)
R h

sont des ultra-sous-espaces de (35, la seule chose à vérifier (compte tenu
de [17]) est que ces espaces ne sont pas réduits à { o } , mais cela résulte
du lemme 1, p. 66 de [16].

PROPOSITION 3.1. — La topologie £ultra-sous-espace de (S [définie par
la proposition 1.1) sur les espaces COo[Mp) et CD[M^, coïncide avec celle
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obtenue à partir des espaces (ff(Mp, K, h) [munis de leurs normes sup ' ' }
\ h n ^/lp ]

'par passages aux limites inductwes ou projectiles.
Pour tout ouvert iî, Û)(M^, û) est un espace dual de Fréchet-Schwartz

(en abrégé : CDS1^) et êo(M^,û) un espace de Fréchet-Schwartz (en
abrégé : ^S).

Démonstration. — L'espace û3(M,,,K,A) est un espace de Banach car
sa boule unité est fermée dans l'espace complet (J5 [cf. [7], p. 119). D'autre
part, on vérifie facilement que si h < h\ l'injection de cQ{Mp, K, h)
dans (DÇMpyKyh^ est compacte. On en conclut [7] que (J3 (Mp) est un
espace (Q^^S et que Û?o(M^) est un espace G31 [4]. Ils sont donc en parti-
culier ultra-bornologiques et les applications de la définition 1.1 seront
(séparément) continues d'après le théorème du graphe fermé. On peut
donc appliquer le corollaire 2.1.

L'espace (S{Mp, û) est évidemment un espace (DêF'S, et pour voir
que &o{Mp, ti) est un espace ^S, il suffit de remarquer qu'il existe une
suite <p^€(®o(M^, K^), où Kn est une suite exhaustive de compacts de û,
telle que êo (Mp, û) a la topologie moins fine rendant continues les
applications :

(un : êo(Mp, û) ̂  CO^(Mp, Kn) définies par y^(y) == (p^. ç pour
cpeêo(M^).

Les espaces (J?{Mp, û) ont été étudiés par Roumieu. Les espaces (®o(M^) ont
été introduits en [10] sous le nom d'espaces ^ dans le cas où Mp= p i 0 1 7 9 1

avec 8 > i.
Récemment M. Bjôrk [2] a étudié des espaces analogues.

4. EXTENSION DE QUELQUES THÉORÈMES D'EXISTENCE POUR LES ÉQUA-

TIONS DE CONVOLUTION. — Nous voulons montrer, sans en faire une étude
systématique, qu'un grand nombre de résultats concernant les distri-
butions peuvent s'étendre par des méthodes d'analyse fonctionnelle,
aux ultra-distributions telles que nous les avons définies, donc a fortiori
aux exemples du paragraphe 3.

LEMME 4.1. — Soit E un espace de Fréchet, soit u€L(E, E) et soit u1

la transposée de u.
Si Vimage réciproque par u de tout ensemble équicontinu de E' est équi-

continue, u est surjective.

Nous ne ferons pas la démonstration de ce lemme, plus ou moins clas-
sique {cf. M. Trêves [20]).

LEMME 4.2. — Soit E et F deux E. L. C. avec : E C F, E est dense dans F.
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Soit u€L(F, F) dont la restriction à E appartient à L(E, E). On suppose
que l'espace E est tonnelé, que F es( un espace de Fréchet, que u(E) = E
et que i/(E7) nF7^ ^(F7).

AZor^ u(F)=F.

Munissons E7 et F7 des topologies faibles cr(E7, E) et cr(F7, F), et
munissons u'(E7) [resp. î/(F7)] de la topologie induite par E^resp. F7).
L'application u' est alors un isomorphisme de E7 sur i/(E7). Les parties
bornées fermées de ^(E7) sont donc images de parties bornées fermées
de E7, qui sont compactes car E est tonnelé : elles sont donc elles-mêmes
compactes, donc fermées dans E7. De l'égalité u^E7) nF^ ^(F7) résulte
alors que les parties bornées fermées de ^(F7) qui sont bornées dans i/(E7)
sont fermées dans F7, et comme F est un espace de Fréchet et que u' est
injective, vu l'hypothèse u(E) = F, de F7 dans F7, cela implique que
u(F) == F. {cf. MM. Dieudonné et Schwartz [4]).

LEMME 4.3. — Soit CQ* un ultra-sous-espace de (-Q.
Pour tout ouvert û, cO* (û) et ê* (û) sont tonnelés.

a. Démontrons que si d?*(û) est tonnelé, il en est de même de ê*(û).
Soit H une partie bornée de ê*7^) muni de la topologie faible : il est
facile de voir qu'il existe alors un compact K de ii tel que : HC^R', par
un raisonnement analogue à celui de Schwartz [19].

L'espace d3*(û) étant tonnelé, H est équicontinue dans (î)*7^), c'est-
à-dire qu'il existe p, semi-norme continue sur (î)*(û) telle que

Vcpe^W, |(H,cp)|^(cp).

Soit 9€ ̂ * (û) une fonction qui vaut i au voisinage de K. On a H = 9 H,
donc

V/eê*(^), | (H, / ) |= | (H,6/)[^(e/)

et p o 6 est une semi-norme continue sur ê* (û).

b. Démontrons que (®*(û) est tonnelé : soit H une partie bornée
de d?*7^) muni de la topologie faible. Pour tout compact K de û,
soit 9R€:(X)*(Û) une fonction qui vaut i au voisinage de K. L'espace d3*
étant tonnelé, il en est de même de ê*, et 9^ H est une partie équicontinue
de ê*7, et donc de (^R/? car 0!^ a aussi la topologie induite par ê*.

Comme pour tout compact K, la restriction de H à ̂  est égale à ÔKÎÎ,
la restriction de H à CO^ est équicontinue : cela implique que H est une
partie équicontinue de

/ lim d^Y = ̂ ' W •
VKC^ )

PROPOSITION 4.1. — Soit CD* un ultra-sous-espace de (D, P(D) un opéra-
teur différentiel {linéaire à coefficients constants).
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a. 5i P(D)ê*(û)==ê*(û), Fou^ û ̂  P(D)-com^.

&. Si les solutions exponentielle-polynômes de l'équation P(D)u=o sont
denses dans l'ensemble de ces solutions dans ê(ti), il en sera de même dans
le sous-espace des solutions de ê*(û).

Démonstration. — a. D'après le lemme 5.3, ê*(û) est tonnelé. D'autre
part, soit E une solution élémentaire dans (JY de l'opérateur P ( — D ) :
si uçê^ÇQ) est telle que P ( — D ) uGê^û), u appartient à ^(û) car
u = E * P ( — D ) u . On peut donc appliquer le lemme 5.2 et conclure
que si P(D) ê*(û) = ê*(û), on a P(D) ê(û) = ê(û).

b. Cette assertion est à peu près évidente.
Nous dirons, si uGê7, que u est inversible dans (^' s'il existe TedY

telle que u iç T = S.

PROPOSITION 4.2. — Soient CD* et 05 deux ultra-sous-espaces de CQ tels
que pour tout ouvert Q, ê(û) et CQi(/{il) soient des espaces de Fréchet. [Par
exemple, W = (^(M^) et û3 = ̂ )o(M^).]

a. Si û e^t un ouvert P{D)-convexe on a

P(D)^ / (^ )==^* / (^ ) ,

P(D) ê (Î2) = ê (t2).

&. Si u^&1 est inversible dans (J3\

uiç^'=^',
uiç S =ë.

Démonstration. — Démontrons par exemple que si ueê7 est inversible
dans 05', u-k&=&. D'après le lemme 4.1, il suffit de démontrer que
si B est une partie de ê7, telle que û-kB est borné dans <ê7, B est bornée
dans &1. Il résulte du théorème des supports de Martineau (loc. cit.) que
les éléments de B ont leur support dans un compact fixe. Or si E est une
solution élémentaire de u dans (î)7, on a B==È-kù-kB donc B est borné
dans d^. Cela implique que B est borné dans &\

Les autres cas se démontrent de manière analogue.
c. Q. F. D.

Remarque 4.1. — On aurait pu dans le lemme 4.1 et dans la propo-
sition 4.2 remplacer l'hypothèse que les espaces étaient de Fréchet par
l'hypothèse plus faible que ces espaces étaient tonnelés et « pleinement
complets » suivant la terminologie de M. et M"1® Robertson ([15], p. ni).

-Remarque 4.2. — Des résultats voisins à ceux de ce paragraphe ont été
démontrés par Trêves [20], par Chou [3], qui démontre d'ailleurs
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que la condition « u est inversible dans o!1 » de la proposition 4.2, b n'est
pas nécessaire, et par Bjôrk [2] qui étend systématiquement les chapitres 3,
4, 6 du livre de M. Hôrmander à des espaces analogues à ceux de Roumieu.

5. LE SUPPORT SINGULIER DES ULTRA-DISTRIBUTIONS. — Soit N € R"— {o}.

Nous dirons qu'un opérateur différentiel est hyperbolique pour N s'il a une
solution élémentaire distribution à support dans un cône fermé contenu
dans {x\{x, N) > o } u { o | .

DÉFINITION 5.1. — Si u est une ultra-distribution sur û, nous dirons
que xçd appartient au support ^-singulier de u [en abrégé : s.^sÇu)],
si le germe de u en x nest pas un germe de distribution. Nous dirons que
V opérateur différentiel P(D) est régulier pour N ç R ^ — { o | , si pour toute
ultra-distribution u à support compact :

s . C Q ' s ( P ( D ) u ) c { ^ \ (^, N) ^o; -

implique que
s . ^ s ( u ) c { ^ \ (^, N ) ^ o j .

Il est facile, compte tenu du théorème d'unicité de Holmgren
([10], théor. 533) de vérifier qu'un opérateur hyperbolique pour N est
régulier pour N, de même d'ailleurs que tout opérateur elliptique (cela
résulte alors par exemple des résultats de MM. Bengel et Harvey [1] et [9]).

PROPOSITION 5.1. — Si P^(D), partie principale de P(D), est hyperbolique
pour N, et si P(D) est régulier pour N, P(D) est hyperbolique pour N.

Remarque. — En particulier, il existe des opérateurs qui ne sont pas
réguliers pour N, puisqu'on sait qu'il existe des opérateurs à parties prin-
cipales hyperboliques qui ne sont pas hyperboliques.

LEMME 5.1. — Si P^(D) est hyperbolique pour N, il existe une ultra-
distribution E à support dans un cône T fermé, contenu dans

[œ\ ( ^ N ) > o { u i o } ,

et telle que P (D)E=â .
Démonstration du lemme. — C'est une conséquence du théorème 5.7.3

de [10] : Soit S tel que i < â < —^— [si m==ï, P(D) est hyperbolique],
et soit

^==^(M^), avec Mp== Pl0 '^.

Pour toute fonction <p € C0° à support dans un demi-espace { x | (rr, N) > a},
il existe une et une seule fonction /*€ ê° à support dans le demi-espace
{a; | (^ ,N)^a} telle que P(D)/*==<p. Soit E la forme linéaire sur Û?"
qui a y fait correspondre /*(o) : cette forme linéaire est bien définie car f
ne dépend pas du choix du demi-espace ouvert contenant y, et elle est
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continue d'après le théorème du graphe fermé. Le support de l'ultra-
distribution E est évidemment contenu dans le demi-espace [x\ (x, N)^o}
et P(D)E=S. Soit alors p^e^ une suite régularisante à support dans
un cône fermé fixe y contenu dans [x \ (x, N) > o} U { o } . Comme
P(D)E*p,=p, , il résulte du théorème de Holmgren que E*p, aura
son support dans un cône F fixe fermé, FC [x\ {x, N) > o { U { o } : il en
sera donc de même de E.

Démonstration de la proposition. — Soit E la solution élémentaire ultra-
distribution définie au lemme 1 et F son support.

Le cône F rencontre tous les demi-espaces {x\{x,^)^a} suivant
un compact :

Soit alors Çn € ê° tels que
P/î=0 SUr { X ( ^ , N ) ^ 7 Z + 2 J ,

^n= i sur { x \ (^?, N) ^n -+- i }.

L'ultra-distribution p^E est à support compact et la restriction de
P(D) (p^E) au demi-espace { x \ { x , ' N ) < n } appartient à ^ : il en est
de même de p^E d'après l'hypothèse de régularité sur P(D), et (^f étant
un faisceau, cela implique que E appartient à CQ1'.

Remarque 5.1. — On peut étendre le théorème d'unicité de M. John
{cf. par exemple [10], théor. 5 .7 . i ) aux ultra-distributions et montrer
qu'inversement, les seuls opérateurs ayant une solution élémentaire ultra-
distribution à support dans un cône sont les opérateurs de partie principale
hyperbolique.

6. FAISCEAUX D'ULTRA-DISTRIBUTIONS. — Soit ^ un faisceau de groupes
abéliens sur R71. Désignons par ^(R") le sous-groupe de ses sections sur R"
à support compact, et désignons par 31 le préfaisceau constant ^(R").
Soit N le sous-préfaisceau de ^ défini par

/ € N ( U ) ^ /^(R71) et support (/) n U == 0

pour tout U ouvert de R".
Le lemme qui suit n'est qu'une généralisation d'une remarque de [14].

LEMME 6.1. — Si le faisceau ^ est mou, il s'identifie au faisceau associé
au préfaisceau quotient : ^/N.

Démonstration. — Nous montrerons seulement que pour tout r^eR",
l'application

lim ^ (R^)/N (i2) ^ lim ^ (^2) = ̂
^3x Q^r

est brjective.
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Cette application est injective car pour tout ouvert Q, N(û) est le
noyau de l'application :

^(R")-^^).

Cette application est surjective car si xçK1, T€ ̂ 5 il existe un ouvert co
contenant x, et T€^((o) dont l'image dans ̂  est T.

Soient alors coi et 0)2 deux ouverts relativement compacts tels que
X € COi C ûùi C ûJa C ÛÛ2 C C»)

et soit
(1)3== ûjnj.coi.

Le faisceau ^ étant mou, il existe ([6], théor. 3.6.1) T^G^Ç^) et
Tsë^^) tels que

T==T2-t-T3,
support (Ta) Ccoa,
support (Ta) Ccos-

L'image de Ta dans ê^x est donc nulle, et il est clair qu'il existe
T,e^(R") dont la restriction à co est Ts, et dont l'image dans ^
est donc T.

c. ç. F. D.

Nous désignerons par B le faisceau des hyperfonctions sur R" de
M. Sato [18]. Rappelons (c/*. [14]) que B est un faisceau flasque, et que
l'ensemble de ses sections à support compact s'identifie à ^'(R").

Soit (D* un ultra-sous-espace de CQ.

LEMME 6.2. — L'injection de ê*' dans a' conserve les supports.
La démonstration est la même que dans le cas de &' {cf. [9], p. 54).

PROPOSITION 6.1. — Le faisceau û?^ est un sous-faisceau de B.

Démonstration. — Le faisceau CQ*1 est mou d'après la proposition 1.2 et
le faisceau B étant flasque sur l'espace paracompact R^ est mou.

Soient N* et N les sous-préfaisceaux des préfaisceaux constants ê>'kf

et a' construits de manière analogue au préfaisceau N du lemme 6.1.
D'après ce lemme les faisceaux (Qit/ et B sont les préfaisceaux associés
aux préfaisceaux ê*'/N* et a'/N. D'après le lemme 6.2, pour tout
ouvert û, N*(û) ̂ N^nê^R^. On a donc pour tout ouvert û des
applications injectives :

^ (R^/N* (i2) -> a' (R^/N (^2)

qui détermine un morphisme de préfaisceau :
<ê*yN*->ayN.

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 52
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Le morphisme se prolonge ([6], p. n4) en un morphisme de faisceau :
Û^'-^B et ce morphisme sera évidemment injectif (c'est-à-dire injectif
en chaque fibre).

c. ç. F. D.

Si (d^*),^ ^ est un ensemble fini d'ultra-sous-espaces de (®, l'espace

p
c^= ç\ ̂

est un ultra-sous-espace de d3, car si pour tout i, y^e^, yi*...*^
appartient à Û5* [les propriétés (B), (C), (D) de la définition 1.1 sont
immédiates]. Pour tout ouvert t2 la topologie de (D* (il) est plus fine que
celle induite par les ^(tî) et (î)*(û) est dense dans ces espaces; on en
conclut que la réunion de toutes les ultra-distributions sur un ouvert û
forme un espace vectoriel que nous noterons : U^?*'^).

Si ûi et Û2 sont deux ouverts û i C Û a les opérations de restrictions
à ûi sur les espaces Û^*/ (ûa) définissent une application linéaire :

u^^O-^u^^i)

et nous noterons par U^*7 le préfaisceau ainsi obtenu.

LEMME 6.3. — Soit (^^)^eN+ une suite d9 ultra-sous-espaces de (J5. U espace

^=ç\^
7i€N+,

est un ultra-sous-espace de d3.

Démonstration. — La seule chose non triviale à démontrer est que d3*
n'est pas réduit à { o } .

D'après les remarques qui précèdent on peut supposer la suite (Q\
décroissante.

Soit alors pour tout n, y^G^ une fonction telle que

j\n=^?n^0, j ?^=I,

le support de ^n étant contenu dans la boule de rayon 2~~71 centrée à
l'origine.

La suite (91*. . .*9n)n est bornée dans d3$ on peut donc en extraire une
sous-suite convergente qu'on va écrire :

(?î*...*?^,

où chaque y^ est un produit fini de <py.
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De même, la suite (9^*. . .ir^)n est bornée dans (D et l'on peut extraire
une sous-suite convergente qu'on peut écrire :

(?j*...*?^.
En réitérant cette opération on obtient pour tout p , une suite conver-

geant vers une fonction ^p
(%*...*?0.

comme la suite
(?î * .. . * ?;^î) * (^* Cp^-i * .. . * ^)n

est une suite extraite de la suite :

(?î*...*?i).,
elle converge vers ^i- Donc

^==(cpî^. . .*^:i) *^

comme pour tout i, y^.eïD,*, ^i appartient à /^\ ̂ .
y°

II reste à voir que ^ n'est pas identiquement nulle, mais

^ida!=i, car ^ (îpi ̂  . . . ̂  cp^) ̂  == i pour tout TI.

PROPOSITION 6.2. — Le préfaisceau \J(Q*1 est un sous-faisceau mou du
faisceau B des hyper fonctions.

Démonstration. — Compte tenu des propositions 1.2 et 6.1, la seule
chose à démontrer est que UÛ3*' est un faisceau.

Soit û == \^J t2t, soit pour tout i, ̂  un ultra-sous-espace de <^), et soit
içî

Ti ed3^(t2t) ces données étant telles que :
V ( ^ y ) , T, | ̂ n^/= T, | ̂ n^y.

Soit û === ̂ / û^ un recouvrement dénombrable extrait du précédent
/i€N+

et soit :
(^= Ç\^ ̂ .

7i€N+

Comme C ^ * ' est un faisceau, il existe TGÛ?*7^) telle que

V/î , T|^=:T^.

Mais il résulte évidemment de cette égalité que

V^, T[^=T,

L'unicité de T est évidente.
c. ç. F. D.
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7. CONVOLUTION DES ULTRA-DISTRIBUTIONS. — NOUS Utiliserons les

produits tensoriels inductifs introduits par Grothendieck [8] et si E et F
sont deux E. L. C. nous noterons par E 0,F ce produit tensoriel (rappelons
qu'il « correspond » aux applications bilinéaires séparément continues).

Nous utiliserons deux propriétés de ce produit :
Le produit (^ est associatif et commutatif.
Le produit E0^F de deux espaces tonnelés est tonnelé ([8], p. 78).
Soit E un E. L. C. Nous désignerons par E l'ensemble des points du

complété E de E qui appartiennent à l'adhérence de parties bornées de E.
On munira E de la topologie induite par Ê (E n'est pas toujours quasi-
complet).

Si y appartient à <^(R"), nous noterons par "̂  la fonction de ^R2")
définie par

+<p(^j)=:cp(^+j).

Si (D* est un ultra-sous-espace de d3(R") on note par (S2* l'image
de cD*(g),d3* dans ^(R271) par l'application i, prolongement de l'injec-
tion i de ^)*(g),<^* dans d3(R271).

On note par ^0^ l'ensemble des fonctions y€û3(R71) telles que +^
appartiennent à &2*.

LEMME 7.1. — , Uespace <®2* est un ultra-sous-espace de d3(R2").

Démonstration. — La propriété A de la définition 1.1 est évidente.
Démontrons B. Écrivons d?* et <ê' à la place de

^(R^) et ^(R^).

La convolution définit une application linéaire continue :
* : ^(g),^*-^*.

On en déduit par composition, commutativité et associativité du produit (^)i,
une application linéaire continue que nous noterons encore ^ :

* : (^'W) ®i{^®i^) ->^®i^\

Comme tous les espaces sont tonnelés, cette application se prolonge
([7], p. 157) en une application

* : (^(g)^7) ®,(d3*0^*)^^0^

et elle est en fait à valeur dans (î)*0,Û)* car si B est une partie bornée
de (®*(g),(©*, et B' une partie bornée de ^'(g)^, B*B' sera bornée
dans (®*(g)^*, puisque (Q*Ç^i^, et ^(g)^7 sont tonnelés.
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Comme ê'^ê' n'est autre que ^(R2") (pour le vérifier on peut
utiliser ([8], p. 43) et([7], p. 229), on a construit une application bilinéaire*
séparément continue :

* : ^(R271) x ^*0^*->^)*®^*

et il reste à voir que si i désigne l'application de û)*(g),(X)* dans CD2*,
et si ^r désigne aussi le produit de convolution dans R2", on a la formule

z^îcp)=^*?(cp).

Or cette formule est vraie si e' appartient à ^(g)^7 et ç à d3*(g)d3*
et le cas général résulte de ce que l'application * est continue sur les
produits de parties bornées de (^(g),^) x (^*0t<©*).

Les propriétés (C) et (D) de la définition 1.1 se démontrent de manière
analogue.

LEMME 7.2. — ^(Q* est un ultra-sous-espace de d3(R").

Les propriétés (B), (C), (D) résultent du lemme 7.1 et des formules :

+cp=+^ -^oy) ==Ào+cp, +(p.+^=+(9.^)

et
-(^*?)=(^(g)ô)*+cp.

Il reste à voir que +(®* n'est pas déduit à { o } , or si 6 appartient à û92*
et si y appartient à (J3, la fonction

9*+cp==r 6(^,y) çp(^+j—^—y) dx'dy'
Jyn

est de la forme +^, avec

^(f)=f 9(^y)cp(^-^-y)^^y
^R2"

et +^ appartient à ê2* puisque 6 appartient à d32*. Donc ^ appartient
à +^.

Nous désignerons par Uê*, l'ensemble de toutes les ultra-distributions
à support compact.

PROPOSITION 7.1. — L'espace \J&ic/ est une sous-algèbre de convolution
de a'.

Démonstration. — Soient Uj et ^2 deux ultra-distributions qu'on peut
supposer appartenir à un même espace êi[/ : u^u^ définit une forme
linéaire continue sur (î)*(g),(©*, et i désignant toujours l'application
de C©*(g),(î)* dans <®2*, nous allons voir que Ui(g)Ua est nulle sur ^"'(o).
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Soit y€^*(g)^* telle que ?(y)=o.
Soit pg une suite régularisante de d3(R"). Il résulte de la démonstration

du lemme 7.2 que y*(p£0pe) tend vers y dans <©*(g),(î)*, et d'autre
part, on a

(^1(8)^2, ?* (p£0pe))= ((^i0^) * (P£®P£), ?),

car cette formule est vraie si y appartient à (©* 0 (©*, et donc pour toute y
par continuité.

On est donc ramené au cas où Ui et u^ sont dans &'. Alors u^u^ se
prolonge en u sur (©(R271).

Considérons le diagramme :

On a
i == i o i^, ( ui (g) ^2 ) o i^ == ̂  o /.

Comme l'i ((î)* 0, (©*) est dense dans (33* 0, (î)*, on a
^1 0 ̂ 2 == % 0 /.

/\

Ceci montre que si ^*(y) === o, (ui(^) 1^2) (y) === o.
Si Ut et Us appartiennent à ê*7, ^1(^)^3 définit donc une forme linéaire

continue sur (J52*^ qui sera évidemment à support sompact.
Soit alors ye^*. Nous voulons montrer que Ui*U2*y appartient

à CQ : il en résultera, d'après la proposition 2.2, que Ui^Ua^4'^*/.
Comme ^yeê2*, (ui^Ua)^^ appartient à ê(R271) et il suffit de

démontrer la formule :
V/€=a(R^ <^*^*cp./>=<(^i®^) *+?^(g)/>,

ce qui revient à
+(cp*/)=+(p*(ô(g)/),

ce qui achève la démonstration.
On peut exprimer la proposition 7.1 sous une forme ne faisant pas inter-

venir les topologies des ultra-sous-espaces de <33 :

PROPOSITION 7.1/. — Si Ut et Ua sont deux fonctionnelles analytiques
régularisables par des ultra-sous-espaces de (!3, il en est de même de leur
produit : Ui*Ua.
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