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INTRODUCTION.

On sait comme le montre, par exemple, I’étude des homomorphismes
des algébres L*(T) et L”(T) ([8], § 5.7.8, p. 129) que, du point de vue
de I’analyse harmonique, les espaces L'(G) et L?(G) sont tres différents
(p est un réel supérieur a 1, G un groupe abélien localement compact).
Un des buts de ce travail est de montrer que ces différences s’amenuisent
lorsque L'(G) et L*(G) sont respectivement remplacés par les idéaux
fermés I,(E) et I,(E) et lorsque le fermé E du groupe dual est assez
« épais ». [L’idéal I,(E) — resp. I,(E) — est défini comme I’ensemble des
éléments de L*(G) — resp. L”(G) — dont la transformée de Fourier est
nulle sur E — resp. presque partout sur E.] '
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Dans le cas d’idéaux fermés de L'(T), on sait méme que I,(E) peut
étre égal a [,(E). Le complémentaire de E s’appelle alors, selon Rudin,
un ensemble A(p) d’entiers et de nouveaux résultats sur ces ensembles
seront obtenus au chapitre IV.

Dans le cas d’idéaux fermés de L' (R), un résultat aussi précis que celui
indiqué par Rudin ne peut étre vrai; la « ressemblance » entre I,(E)
et I,(E) apparaitra de la facon suivante : beaucoup de convoluteurs
(endomorphismes continus commutant avec les translations) des L’(R),
p>>1, qui ne peuvent étre définis sur L*(R), « passent » cependant a un
1déal I,(E) quand E a un intérieur. Si E n’a pas d’intérieur, I,(E) se
comporte comme tout L*(R) du point dg vue des convoluteurs. Ceci forme
la matiére des chapitres I et II.

Les techniques employées permettront aux chapitres III et IV de
résoudre d’autres problémes sur les séries de Fourier lacunaires et les
1déaux (changements de phases permettant a& une suite complexe, de
carré sommable, d’étre celle des coeflicients de Fourier, d’indices positifs,
d’une fonction continue; conjecture de Wik sur les ensembles vérifiant
la condition forte de Ditkin).

M. Jean-Pierre Kahane m’a accordé de nombreux et longs entretiens;
il a lu toutes les ébauches souvent mal rédigées de mes résultats; sans
ses encouragements et sa bienveillante attention, tout ceci n’aurait pas
été écrit. La Faculté des Sciences de Strasbourg et 1’Institut de Recherche
mathématique avancée (laboratoire associé au C. N. R.S.) m’ont fourm
une aide matérielle et morale importante.

Un des problémes non résolus dans ce travail vient d’étre élucidé par
Elias Stein; cet auteur m’a honoré de sa confiance en me laissant résumer
ses résultats en une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [9].
Paul Haskell-Rosenthal fut un amical et lucide conseiller. Enfin, je tiens
a remercier trés vivement M!e Boulanger du soin qu’elle a apporté a la
frappe du manuscrit.

CHAPITRE L

MULTIPLICATEURS TRIVIAUX ET NON TRIVIAUX.

InTrODUCTION. — On donne dans ce chapitre une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un idéal fermé I de L*(R" X Z™) jouisse de la propriété
suivante : « tout endomorphisme continu de I commutant avec les trans-
lations est défini par la convolution d’une mesure complexe bornée et
des éléments de I ».

La condition est que le cospectre de I n’ait pas d’intérieur (le cospectre
est I’ensemble des zéros communs aux transformées de Fourier des élé-
ments de I).
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Un idéal fermé I de L' (R"X Z") dont le cospectre n’a pas d’intérieur
se comporte donc, pour le probléme qui nous occupe, comme tout
L*(R"X Z™). Pour le montrer on « approche » au paragraphe 3 le groupe
dual par des translatés de sous-groupes discrets évitant le cospectre de I.
Il devient alors nécessaire de raisonner sur les multiplicateurs et non
plus sur les convoluteurs et de restreindre des multiplicateurs & des sous-
groupes : on obtient encore des multiplicateurs (§ 1, 2 et 3).

Au paragraphe 4, on montre qu'un idéal fermé [ de L*(R) dont le
cospectre a un intérieur se comporte, pour le probléeme qui nous occupe,
comme le mieux connu des idéaux fermés de L*(R), I'idéal H'(R), formé
des éléments de L' (R) dont la trangformée de Fourier est nulle sur |— o, 0].

Grace a la méthode générale exposée au paragraphe 2, on construit (§ 4)
des convoluteurs de H*(R) a partir de convoluteur de H'(T) et I’on en
déduit D'existence de convoluteurs non triviaux de I {c’est-a-dire qui ne
peuvent étre définis par convolution avec une mesure complexe bornée).
Ces convoluteurs non triviaux sont cependant des convoluteurs de tous
les L”(R), p>1; on remarque que H'(R), en un certain sens, ressemble
plus aux H”(R), p >1, que L*(R) ne ressemble aux L*(R).

Norations. — Les notations employées sont celles du livre de Rudin [8].
Le groupe.
G, groupe abélien localement compact;

L1(G), algébre deBanach des classes defonctionsintégrables pour lamesure de Haar de G;
IM(G), algébre de Banach des mesures complexes bornées définies sur G.

La transformée de Fourier.
r, groupe dual de G;
(z,y), valeur prise en x(xeG) par le caractére y de T';
Ffou f: transformées de Fourier de 1’élément f de L!(G);
A(l'), algébre de Banach des transformées de Fourier ci-dessus;
[ fllsr, 11 £1ls, par définition;
B(), algebre de Banach des transformées de Fourier des mesures complexes bornées.

Les idéaux.
I, idéal fermé de L1(G);
FlI, idéal fermé de A (T) composé de tous les Ff, f dans I.
Z(1), cospectre de I ou ensemble des points de I' o1 s’annulent tous les éléments de F I;

[}_Z(I), spectre de I [le spectre d’un élément f de L'(G) est le support de ﬂ,

E, ensemble fermé de I';

I, fermeture dans L!(G) de I’ensemble des f tels que f s’annule sur un voisinage
de E (ou plus petit idéal fermé de cospectre E);

i, ensemble de tous les éléments de L'(G) dont la transformée de Fourier est
nulle sur E (ou plus grand idéal fermé de cospectre E);

Jg, ensemble de tous les éléments de I (G) dont la transformée de Fourier est

nulle sur E.
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ConveEnTION. — 51 E est un ensemble de I, ¢ une fonction, a valeurs
complexes, définie sur le complémentaire de E et f une fonction, a valeurs
complexes, nulle sur E, nous définirons le produit-f¢ comme une fonction,

~

définie sur tout I', valent o sur E et f(y)o(Y) en v, YEE.

1. GENERALITES SUR LES MULTIPLICATEURS.

DériniTion 1 (les multiplicateurs). — Un multiplicateur de F1 [1 est
un idéal fermé de L' (G)] est une fonction, définie sur le spectre de 1, a valeurs
complexes, @, telle que

jl'\eéFI entraine fcpeA(I‘).

La norme de ¢ est celle de cette application, continue grdce au théoréme du
graphe fermé, de F1 dans A(T).

Remarque. — 11 peut paraitre choquant que 'on n’ait pas
\

ofeF1

quand ¢ est un multiplicateur de & I; un multiplicateur définit-il un endo-
morphisme de F1? Ce sera 'un des problémes ouverts par ce travail;
la réponse est oui si Z(I) est un ensemble de synthése harmonique ou si
les seuls multiplicateurs de F I sont les éléments de B(I') (multiplicateurs
triviaux). '

Dérinition 2 (les convoluteurs). — Un convoluteur d’un idéal fermé 1
de L*(G) est une application linéaire et continue de 1 dans L' (G) qui commute
avec les translations. '

On montre immeédiatement la proposition suivante :

Prorosition 1. — A tout convoluteur T de 1 on peut assocter un multi-
plicateur de 1 tel que Uon aut

F(Tf)=¢5f

pour tout élément f de 1.

On montre facilement, en utilisant le fait que les fonctions a support
compact sont denses dans I, la proposition suivante :

Prorosition 2. — ¢ est un multiplicateur de F1 si ¢ est une fonction,
définte sur le spectre de 1, a valeurs complexes, telle que, pour tout élément f
de 71, of soit dans B(T').

Mais voict un résultat plus intéressant :

\

Prorosition 3. — St ¢ est un multiplicateur de F1, st E=7Z(I), o est
ausst un multiplicateur, de méme norme, de tous les idéaux fermés de
cospectre E.
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La proposition 3 est, en fait, une conséquence du théoréme 1 ci-dessous.
Quelques notations supplémentaires y sont employées.

Appelons G le compactifié de Bohr de G et d#% la mesure de Haar sur G.
A une partie quelconque E de I' est associé un idéal fermé T, de L*(G)
composé de tous les éléments f de L*(G) tels que f(y) =o si Y€E.

TutoreME 1. — ¢ est un multiplicateur de F1 su et seulement st ¢ est
continue sur le complémentaire du fermé E de I et s1 ¢ est un multiplicateur

~

de F I;. (La norme de ¢, comme multiplicateur de F1 est égale a celle de ¢

~

comme multiplicateur de F 15.)

Enoncons d’abord, sous une autre forme, ce théoréme :

¢ est un multiplicateur de F1 suv et seulement sv ¢ est continue sur le
complémentaire de E et vérifie la condition suivante : pour une constante K,
K > o, et tout polynéme trigonométrique sur G, P(x), s’écrivant

(1) P@)=Ya,(2,7)  vejE o<
1
le polynéme trigonométrique Q(x) s’écrivant

(2) Q (@) =X\, ¢ (15) (, 1)
satisfait a Uinégalité

(3) [|Q<%>1dzéK[|P<a~c>1ds~c-
G G

La démonstration du théoréme 1 utilise une série de lemmes dont seul
le premier est puissant.

Lemme 1. — Si @ est une mesure complexe bornée, définie sur G, et si
la transformée de Fourier de p. est continue sur I', alors « | est concentrée
sur G », c’est-a-dire est 'image d’une mesure complexe bornée, définie sur G,
par Uapplication canonique de G dans G.

La démonstration est faite dans le livre de Rudin ([8], th. 1.9.1).
Le lemme 2 est une autre expression du lemme 1. |

Lemme 2. — Si 9 est une fonction continue sur I', d valeurs complexes,
et si @ est un multiplicateur des transformées de Fourier des éléments de L*(G),

alors ¢ est dans B(T').



ENDOMORPHISMES DES IDEAUX FERMES DE L1(G). 505

Sous une autre forme, si ¢ est continue et si, pour tout polyndme trigo-
nométrique P(x) s’écrivant :

n

P('z) :Zap (1‘, YP)a

1
on a

[1Q@) jar=x [P |ar
G . G
quand

Q@) =N, 4,0 (1)) (- 7).

alors ¢ est dans B(I).

Grace au lemme 3, la norme dans L!(G) d’un polynéme trigono-
métrique P(x) se calcule comme limite de normes dans L'(G) de régu-

larisés de P(z).
Lemme 3. — Si 5 est le filtre des voisinages de o dans I et si, pour tout V
de F, on construit un élément fy de L*(G) tel que

Cfyv(zx) >0 sur G, fv(o):—i—l, fv(y)éo sur V
et '
f:,('y) —o horsdeV,

alors, pour tout polynéme trigonométrique s’écrivant

P (@) =Y, ap (2, 1)

défini sur G, on a

»ﬁP(z)mi,
3

A (D)

(4)

Z“ﬂﬁ r—1»)

ou la limite est prise suivant le filtre .

La démonstration du lemme 3 est naturelle; I’existence des fy(z) est
prouvée dans ([8], p. 48, th. 2.6.1). Nous montrons d’abord que, pour
toute fonction presque périodique au sens de Bohr sur G, g(z), on a

(5) ﬁg(x)f‘(x) ¢?x—>fg(§J) dx (suivant F).
¢ ¢

Puisque flfv(x)|dx=1, il suffit de vérifier (5) pour une partie
G

dense de C(G), les polyndmes trigonométriques [C(G) désigne l’espace
de Banach des fonctions continues sur G|. La vérification de (5) est alors
immeédiate : Pour passer de (5) a (4), il suffit de prendre g(z) =|P()].
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LemMe 4. — Si ¢ est un multiplicateur de F1 et si Y, appartient au
spectre de 1,

e () — o ()1 /v (y = 10) [lary >0
(la limite est toujours prise suivant le filtre ).

Le lemme 4 résulte de ce que ¢(y) — @(yo) est localement dans A(I),
au voisinage de Y, et nulle en v,. On applique le théoréme 2.6.3 [8].

Passons alors a la démonstration du théoréme 1.

a. Si ¢ est un multiplicateur de F1I et si P et Q sont définis par (1)
et (2), on choisit V assez petit pour que Y,+ V et E soient disjoints
(1Zp=<n). On considére les éléments de FI suivants :

P =2 vy — 1)

et

7(1) =28, 9 (1p) v (Y — 1)

Le lemme 4 nous indique que l'on a

\

le(y)p(Y) — g () |laqr)—>o0 (suivant &). ‘

On a, de plus,
e () lam=lell e (1) [lam-

En passant a la limite, suivant &, on obtient (3) avec K=o]|.

b. Si ¢ est continue sur le spectre de I et si (3) est vérifiée, supposons

A

que f soit dans L*(G) et f(y) nulle sur Z(I). Pour tout polyndéme trigo-
nométrique s’écrivant

P (@) =Y a (2, 1p),
on a

ﬁ'f*Pldﬂ"céllflhﬁlP(i)|dz

et le spectre de fx P est contenu dans celui de I. Alors (3) s’applique
a fx P pour donner

Lreiaz =Kl f19 @) 1dz

sl

Q@) =X a9 (1,) [ (1) (2, 1)
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La fonction ¢(y) f(y) prolongée par o sur Z(I) est continue [|o(y)| =K
sur le spectre de I résulte immédiatement de (3)] et vérifie "hypothése
du lemme 2. Il existe donc une mesure | sur G telle que

pon=emitn et [pl =K/
On applique alors la proposition 2 et le théoréme 1 est démontré.

Remarque. — Le théoréme 1 reste vrai si on oblige, de plus, en (1),
les vy, 4 appartenir & un sous-groupe dense de T,

Applications du théoréme 1.
Cororraire 1. — La proposttion 3.

CororraIre 2. — St ¢ est un multiplicateur de F1 et si EE=Z7(1), on a
lell=sup[l¢Z [lam)

ot le sup est calculé sur tous les éléments g de la boule unité de A (') ayant
un support disjoint de E.

CoroLLAIRE 3. — St A est un sous-groupe fermé de I, si ¢ est un multi-
plicateur des éléments de A (L) nuls sur E, la restriction de ¢ aux points
de A hors de E est un multiplicateur o5 des éléments de A(A) nuls sur B
et Uon a

eall< o]l

2. RESTRICTIONS DES MULTIPLICATEURS AUX SOUS-GROUPES. — Nous
allons reprendre I’énoncé du corollaire 3 sous la forme d’un théoréme.
S1 I est I'idéal fermé de L'(G) de cospectre E, appelons M, l'algébre de
Banach des multiplicateurs de I'idéal fermé F1I de A(I') et si A est un
sous-groupe fermé de I', appelons H V'annulateur de A (ensemble des
éléments de G ou tous les caractéres de A valent 4 1). Enfin J désignera
I'idéal fermé de L*(G/H) composé de tous les éléments de L*(G/H) dont
la transformée de Fourier est nulle sur ENA; si ¢ est un élément de M,,
la restriction de ¢ aux éléments de A hors de E sera notée ¢j.

Tatorime 2. — L’application Il définte par
(1) S AN
est un homomorphisme de norme égale & 1 de M, dans M;; mais cette appli-
cation n’est pas, en général, surjective.

Pour montrer cette derniére remarque, il suffit, compte tenu du corol-
laire 3 du théoréme 1, de donner un contre-exemple. Posons I'=R?
appelons E le carré défini par

[y et 0Ly <1
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 64
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Le sous-groupe y==o0 de I' sera A. Nous apprendrons au paragraphe 4
a construire des multiplicateurs non triviaux de #FJ si J est un idéal
fermé de L*(R) dont le cospectre contient un intervalle (ici[o, 1]). Mais
st ¢(z, y) est un multiplicateur de F I, en appliquant le théoréme 2, on
obtient, par restriction a la droite y= —¢,

leC, —a) w12l €>o.

Gréice a la continuité de ¢ hors de E, on en déduit (voir, par exemple, [8],
th. 1.9.2) qu’il existe un élément de B(R) ayant la méme restriction
que ¢(z, y) a Pensemble des (z, y) vérifiant

|x|>1, y=o.

Ainsi 'image de M; dans M; est I’ensemble des multiplicateurs triviaux
de F; et n’est méme pas dense dans M,. '

I1 devient alors naturel de chercher des conditions, portant sur E et A,
et permettant a I’application (1) d’étre surjective : plus précisément, nous
chercherons a relever M; dans M, par une application linéaire p telle que

MMop=1Id. (l'identité de M;).

On peut, avec raison, penser que dans l’exemple donné ci-dessus, le
groupe A rencontre « trop » la frontiére de E pour que II soit surjective.
Si E est vide, I’application (1) devient ’application canonique de B(I')
sur B(A); si, de plus, I'=R" et s1 A est discret, un moyen de construire p
est de former, pour tout élément (b),ca de B(A), la somme

(2) () =X oA(r—N
reN
qui est définie et convient dés que A est un élément de A(I) dont le
support est assez petit avec A(o) =1.
Posons alors un probléme dont la solution occupera ce paragraphe.
Il s’agit de chercher des conditions portant sur le fermé E et le sous-
groupe discret A de I' et assurant la propriété & suivante :

(2) Chaque fois que ¢(A) est un multiplicateur des éléments de A(A)
nuls sur E, on obtient un multiplicateur ®(Y) des éléments de A (') nuls
sur E par une expression
(3) ®(y)=X9(1) Ay — 1),

re
e
ot A(Y) est un élément de A(T') égal a 1 en o et de support assez petit.

Nous allons encore donner des exemples ou (%) est inexacte et indiquer
des conditions suffisantes pour que (Z) ait lieu.
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Le premier exemple n’est pas différent de celui du théoréme 2, mais
il éclaire le second : si I'=R et si A=2Z, appelons E le complémentaire,
dans Z, de I’ensemble, F, des points de Z de la forme 2"+ 2™ (n et m entiers
positifs). Il sera montré au chapitre IV que toute suite complexe bornée
définie sur F est un multiplicateur de FJ; cependant il sera prouvé au

paragraphe 3 que tout multiplicateur de F I est la restriction a GE d’un

élément de B(R). Si le reléevement était possible, toute suite bornée définie
sur F serait la restriction & F des coefficients de Fourier-Stieltjes d’une
mesure bornée; c’est-a-dire serait un ensemble de Sidon. Or on sait qu’il
n’en est rien ([2], th. VIII, p. 146).

Dans le cas précédent E est sans intérieur et A rencontre la frontiére
de E. On va donner un autre exemple o A ne rencontre pas la frontiére
de E, ou E est la fermeture de son intérieur, et ou, cependant, (3) ne
fournit pas le relevement souhaité.

On prend encore pour I' le groupe R, pour A le groupe Z et pour E
" la réunion des fermés E,, n>~1, ou E, est la réunion de tous les inter-
valles de la forme

I 1
[22"+ k——yo2ny Lk + ]
n n

lorsque l’entier k vérifie les conditions
1<<hk<on, Kk # 2P+ 24 (oLp <qg<nm).
On place, sur les points 2*"- 2”427, 0 = p << ¢ <n, la suite complexe
bornée a,, 4, p>>0, ¢>>0 (a,, ne dépend que de p et de g et non de n).
Il sera montré, lors de I’étude des ensembles A(2), que 'on obtient ainsi

un multiplicateur de FJ [J est I'idéal fermé de L'(T) composé des élé-
ments de L*(T) dont la transformée de Fourier est nulle sur E].

Mais en appliquant le théoréme 2 a A=Z—l—’—2l et en régularisant par

des fonctions trapézes, de normes uniformément bornées dans A(R),
égales a4 1 sur E, et & o sur les autres E,, (m><n), on en déduit I’exis-
tence d’une suite ({,),., de mesures bornées vérifiant les conditions

sup (| e l] <40,
frn(2P+29) = ap,q.

On fait tendre n vers 'infini pour trouver, par un passage a la limite
faible, une mesure complexe, bornée, p telle que

(4) G(2r+27)=a,, (o£Lp<g<—+wm).

Ceci veut dire que I’ensemble 27 27 est de Sidon : or il n’en est rien.






