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En K-théorie topologique on définit les foncteurs K~' en posant
K-^X) = K^S^X)), où S^X) est la i16"16 suspension de X. En K-théorie
algébrique, l'espace X peut être remplacé par le spectre premier d'un
anneau A et de dictionnaire usuel montre que K° est le groupe de
Grothendieck de A-modules projectifs.
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Mais, il n'y a maintenant rien qui puisse être défini et qui ressemble
à la suspension. Évidemment, même si X est une variété affine, S(X)
n'est pas une variété algébrique, donc il n'y a pas d'analogue algébrique
de la suspension.

Toutefois, si au lieu de la suspension on considère l'espace quotient Y
de XxB. (R étant la droite réelle) obtenue en réduisant à un point la
section X x { i } et la section X x { o } , alors Y est contractible à la sus-
pension et K°(Y) est canoniquement isomorphe à K°(S(X)).

L'image réciproque d'un espace fibre sur Y est un espace fibre sur XxR,
trivial dans un voisinage de Xx { i } et trivial dans un voisinage de XX { o }.
Réciproquement, un tel espace fibre définit un espace fibre sur Y.

D'autre part, la donnée d'espaces fibres isomorphes sur Y n'est pas
une condition suffisante pour qu'on ait des espaces fibres isomorphes
sur XxR, et les trivialisations sur X x { i } et X x { o } doivent intervenir.

On peut remplacer alors les fibres sur Y par les triples { P, a, (3} formés
d'un fibre vectoriel P' sur X X R et de deux trivialisations

a : P | X x - i o j . - ^ X x F , (3: P [ X x S i i - > X x F

(F fibre) et maintenant on a des objets qu'on peut traduire en des termes
algébriques. Ceci est, essentiellement, l'idée sous-jacente à ce travail.

La théorie peut s'étendre trivialement aux pré-schémas en utilisant le
dictionnaire usuel.

Une suite exacte analogue à celle d'espace avec point base est déve-
loppée dans 4.5.

1. Les foncteurs Tz.

l.i. NOTATIONS. — On désignera par N l'ensemble des nombres
entiers ^o, û^c la catégorie des anneaux commutatifs à élément unité,
les morphismes étant les morphismes unitaires, <Sl& la catégorie des groupes
abéliens, ^ la catégorie des groupes et Cal la catégorie dont les objets
sont les catégories et les morphismes sont les foncteurs covariants.

On notera GL(TZ, A) le groupe linéaire d'ordre n à coefficients dans A,
i. e. le groupe formé des matrices inversibles nXn à coefficients dans A,
muni du produit ordinaire de matrices.

Si B=A[Xi, . . ., Xm] est l'anneau des polynômes en m indéterminées
à coefficients dans A, et C==A[Yi, . . . ,Ym- i ]? on désignera par
^ : B ->- C {e = o, i) l'application définie par

^(X,)=Y, ( i ^ K t ) , ^(X,)==e, ^(X;)=:Y;_i (t<j^m).

Soit D(n, m, A) le sous-groupe de GL{n, A[Xi, , . ., X,^]) formé des
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matrices M telles que ?^°(M) = [̂ 1 (M) (i^^^^), i. e. des matrices
(a^-(Xi, . . ., X^)) telles que

(a;y (Xi, . . . 7 X/_i, o, X/_i_i, . . ., X,^) ) == (a^ (Xi, . . ., X^_i, i , X/_^, . . ., X/^) )
( ^ = z i , . . ., m).

Il est trivial de montrer que les applications Ai-^GL(n, A) [n entier
fixé) et A i-> D{n, m, A) {n et m étant des entiers fixés) sont des foncteurs
de ffic vers ^.

1.2. LES FONCTEURS Tt. — Le but de ce paragraphe est celui de bâtir,
par récurrence, une suite de foncteurs T^ : tftc—^ Cat ( i€N) vérifiant les
conditions suivantes :

(a) Pour tout i€5N, il existe un objet zéro, noté o^GObT^A).

(b) II existe des sommes directes et parmi les représentations d'une
telle somme, il en existe une qui est canonique et l Q) of= l, pour tout
;€ObT,(A).

(c) Pour tout i€N, il existe une application additive

o , : ObT,(A)-^N.

Plus précisément, p^(D ^)== ÇiW + P^')? quels que soient ?,
l 'eObT,(A) et si 9 : A ->B est un morphisme de Ûic et y, : T,(A) ->T,(B)
le foncteur correspondant, pour tout îeObT^A), on a fi{l) = Çi{^i{l))^
i. e. le diagramme

T,(A)-^T,(B)
\ /
^N^1

est commutatif. La valeur p , (?) est appelée le rang de L

(rf) Pour tout entier n€N, il existe un objet ^y^ObT^A), appelé
V objet trivial de rang n, satisfaisant aux conditions suivantes :

(rfi) Pour tout i€N, p , (^)==yi ;
(^2) Si y : A - ^ B est un morphisme de Û^c et 9, : T,(A)-> T,(B) est

le foncteur T^ç), alors
MA)=^BÎ

(rf;,) Pour tout i€N, ^AŒ^CA=C^;
(d!^) Il existe un anti-isomorphisme canonique

1 Aut(^)-^D(72^A.);

{d,) Si aeAut(t^), peAut(CA),
a.i=:^(a) et Pi=^(P),
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alors 2(a Q) p) est la matrice
(^ 0\

\ o Pj-

où a (f) p est défini comme étant l'automorphisme composé
a+8.n+jït .n ^ .m f .n -̂ps, .m , ,/i+//t

^•,A -> H,^W ^,A——> ^,A© ^,A—^ ^,A •

(e) Si y : A-^B est un morphisme de < ,̂ et ©,=T,(9) : T,(A) -^T,(B),
quels que soient l, ; 'eObT,(A), on a

^•(/OO ==^-(/) ®^(^) et ^(o^^o».

1.3. CONSTRUCTION DES FONCTEURS T,. — Le fondeur To. — Le fonc-
teur To : (^c-^Cat donne, pour chaque anneau commutatif A à élément
unité, une catégorie To(A). Les objets de To(A) sont les A-modules pro-
jectifs de type fini et de rang constant, les morphismes étant les appli-
cations A-linéaires.

Si C -> B -> A sont des morphismes de ^, on identifie, moyennant
des isomorphismes canoniques,

(P ®cB) (g)BÂ -^ P (g)cA, A-® A"1-^ M^1

et
(P ® P') <g)BA-^ P (g)aA ® P^BÂ.

Si ç : A-^B est un morphisme de dl,., alors To(o) : To(A) -^ To(B) est
le foncteur (^B. Donc, To : ffl.c->Cat est un foncteur covariant.

Pour démontrer les propriétés (a) à (e), on procède comme suit : (a)
le module zéro; (b) somme directe de modules dont un représentant cano-
nique est le module des paires; (c) on définit p o ( P ) = = r a n g de P; {d) on
prend t^^=A./lï, (e) triviale.

Les fondeurs T,. — Supposons qu'on ait déjà défini les foncteurs T/_i
satisfaisant aux propriétés (a) à (e).

Si A[X/] est l'anneau des polynômes en l'indéterminée X, à coefficient
dans A, on considère les applications composées

7:0: A[X,j-^A[X,]/(X,)-^A,
TT, : A[X,J-^A[X,j/(X,-i)-^A,

où la première application est la canonique et la seconde est l'unique
application telle que l'application composée

A->A[X,,J-^A (/==o, i)

soit l'identité, L étant l'injection canonique.
Soit T^==T,_ i ( r^ ) ( i = = o , i) . On va définir la catégorie T,(A) comme

suit. Les objets de T,(A) sont les triples (Z, a,, a,), où le ObT,_.i (A[X,])



LA K-THEORIE ALGEBRIQUE. 585

et les ^i : ^ i ( ^ ) — ^ ^-i,A (^ == o, i) des isomorphismes dans Tr-i(A).
Un morphisme dans T,.(A), 6 : (7, ao, ai) -^ (F, a'p, a^) est une paire de
morphismes 6== (y, a), où ^:1->V est un morphisme de T,_i(A[X,])
et a : C-^A"^ C-J,A es^ un morphisme de T /_ i (A) de telle sorte que le
diagramme suivant soit commutatif :

^(l)-^^(l')

a,| [ a ^ (^'=0, l ) .
-^ ^

//l CT-^"^•-^À-——X^-i.À

II s'ensuit trivialement que T, (A) est une catégorie.

Si ç : A -> B est un morphisme de ̂ , on désignera par ç(X) : A[X]-^B[X]
rhomomorphisme induit par y et par T , ( 9 ) : T , ( A ) - > T , ( B ) le foncteur
définit par

T,(cp) (/, ao, ai) = (T,_.i(cp(X/,)) (/), T,_i(9) (ao), T,-i(cp) (ai))

pour tout objet (l, ao, ai) eObT,.(A). De plus, si (^, a) est un morphisme
de Tr(A), on pose

T,(cp) (^,a)=(T,_i(cp(X,)) (^),T,_,(9) (a)).

Donc, T, : ^c—^ Ca^ est un foncteur.
Démontrons maintenant que le foncteur T, satisfait aux propriétés

(a) à (e).

(a) Si o '̂1 est l'objet zéro de T,-i(A[X,]), alors

T,_i(7r,) (o^y) =o^_,eObT,_i(A) (/=o, i),

une fois que T,_i satisfait (e). Donc, ao et a^ sont des applications nulles
et l'on peut choisir l'objet zéro de T, (A) comme étant o^= (o '̂"11, o, o).

(&) On pose
(/, au, ai) ® (/\ a,, a',) == ^©/ / , ao®a,, ai® a',).

(c) On définit
p,.(/, ao, ai) =:p/._i(/).

{d) Soit
//l ___ / /7/, , , \
ff, \—— { ^ r — i , A[X^? ^O i ^ 1 ) - ,

où ^ : ?^(^_.I,A[X^]) —^ C-I,A (^ == o? i) est l'application identique. Les pro-
priétés (c?i), (rfa) et (d;^ découlent immédiatement. Pour (^4), on considère
un automorphisme (^, a) de (C-I.A[\,]? ^o, ^ i ) , i. e. une paire (^, a) d'auto-
morphismes ^€Aut (^_ i ,A[x , ] ) et aGAut^L^.A) . D'après l'hypothèse de
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récurrence, ^ fournit une matrice MeD(n, r-i, A[X,]). Puisque ^ et a
nous donnent le diagramme commutatif

^r—l,A———^~fr—l,A.

id. id.
Y 4-

fn __a .n
^r—l,^———>l'r-ï, A

il s'ensuit que ^o(^) == ^i(^)? i. e.

^ o ( M ) = = ^ i ( M ) , donc M ç D ( / î , r , A ) .

Réciproquement, toute matrice M e D ( n , r , A ) fournit un tel auto-
morphisme. L'isomorphisme de groupes Aut^) -> D (n, r, A) suit de la
commutativité du diagramme

Aut(^A)——————-^D(n, r, A)<•' i i
Y Y

Aut(^Aix,])——>D(n, r-i,A[X,])

où les flèches verticales sont les inclusions naturelles et la flèche horizon-
tale d'en bas est un isomorphisme, d'après l'hypothèse de récurrence.

La propriété (d^) suit trivialement de l'hypothèse de récurrence et de
la commutativité du diagramme ci-dessus. De même, pour (e).

LEMME 1.1. — Si l, reObT,(A), il existe un isomorphisme cano-
nique y : IÇ^V-^VQI.

La démonstration se fait par récurrence sur i. Pour i = o, -y : l@V ->V Q)l
est l'isomorphisme canonique de A-modules ^(x, x ) = (x\ x). Supposons
le lemme vrai pour i = r — i . Si (;, ao, aj et (;', <, aj sont deux objets
de T/(A), on a

(/, ao, ^ )®( / / , a,, ^ )===( /® / \ ao®a,, a,©ai)

et
(^ ^o, a , ) ® ( / , ao, aQ^^®/ , a,®ao, a ,®aQ.

Si, maintenant, cp '.l^V -> V'0)1 est l'isomorphisme canonique dans
T,._,(A[X/.]) et

^ : ^-1,A©^-1,A^^1,A®^-1,A

est celui dans T,_i(A), alors (9, a) est l'isomorphisme cherché dans T,.(A).

LEMME 1.2. — Si ^l'.li-^l', et ^2''k->l'., sont des isomorphismes
dans Ti (A), alors ©i ® 93 : li © k -> l\ ® l', est un isomorphisme dans T, (A).

Démonstration triviale.
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LEMME 1.3. — La matrice de Visomorphisme X : ̂ (B^A-^ ÇA® ÇA
défini par (x, y) = (y, x) est (° J-

En effet, à partir du diagramme ( i ) on obtient le diagramme commutatif

Aut^)-———————^D(9.//, r, A)

^ t
Aut(^l^,...,x,.])——>GL(-2n, A[Xi, ..., X,.])

où les flèches verticales sont des inclusions et

eAix....,x,.]=(A[x,, ...,x,]r-.
Le lemme est alors un résultat trivial d'algèbre linéaire.

LEMME 1.4. — 5i (^_i,A[x,.]5 a? P)€ObT/ . (A) , ^ existe des isomorphismes

W-Î,A[X^ a, P) ̂  (^-I,A[X,], ap-', id.),

(//'-I,A[X,], a, (3) ̂  (^-I,A[X,], id., ;3a-1).

Si X : A—A[X/.] est l'inclusion naturelle et T,._i (X) : T,_i (A) -> T/.-i (A[X,]) '
le foncteur associé, on pose ^ = T,.-i(X) (P). Puisque peAut(C_i ,A) , alors

peAut(^_i,^x.i)
et, en utilisant le fait que

^K^-1,A[X,]) ==^-1,A (^'==0, l),

on a ^o(P) === ^i (?) == P. La eommutativité des diagrammes

,. ^(?) „ ^(?)
^ / • — l , A ———^ ^ ' / - — l , A ^ / •—l , A '———> ^r - 1, A

P | | id. a ] a^-i
^ ^ -^ ^

/// ^y /" i(l^^t/._i^ A ———> ir—\, A t r — l , A ———> ^r—l, A

nous montre que (p, id.) est le premier des isomorphismes mentionnés.
Le deuxième suit de façon analogue.

2. Les foncteurs K, et P;.

2. i . DÉFINITION DES F O N C T E U R S K,. — Soient A €: Ob (fie, i € N un
entier et G un groupe abélien. Une application g : O b T i ( A ) — ^ G est
appelée addùwe si g {IQ)^) == ëW ~^~ ê ^ (^ )? q116!8 que soient Z, î 'çObT^A).

Il est facile de montrer l'existence d'un tel g universel, i. e. d'un groupe
abélien K^(A) et d'une application additive ^ : ObT^A) —^ K,.(A) telle
que pour tout groupe abélien G et pour toute application additive

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 74
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g : ObTî(A) -> G, il existe un unique homomorphisme de groupes abéliens
h : K^.(A) -> G rendant commutatif le diagramme suivant :

ObT^A)—3-^
• /

K'^

En effet, K, est le groupe abelien dont les générateurs sont les objets
de Tt(A) et les relations sont I Ç ^ V — l — l \ pour l et V parcourant
ObT,(A). De plus, ^^(l) = ; pour tout ;eObT,(A).

On veut maintenant définir des applications canoniques y,^ :

K;.(A) —^ K^._i (A[Xj), qui sont des homomorphismes de groupes abéliens.
Pour i = o, on considère l'application rang d'un A-module projectif,

O b T o ( A ) — ^ Z . Si l'on pose K^ (A) == Z, étant donné que l'application
rang est additive, elle définit un homomorphisme de groupes abéliens
9,,/:K;(A)-^IC.(A).

Supposons maintenant ^^i. Si (Z, ao, a^eObT^A), on a

r,-i ,A[x,](^eK,_,(A[XJ), car /€ObT,_i (A[X,]).

Ceci induit une application ̂  ^ ObT,(A) -> K^_, (A[Xt]) qui est, triviale-
ment, additive. Il existe alors un unique homomorphisme de groupes
abéliens Ç^A : K<(A) -^ K; /_l(A[X^]) rendant commutatif le diagramme

ObT,(A)^K;._,(A[X,])
1 ^"•• /<•Y /K;- (A) ̂

On remarque que K^ est un foncteur covariant défini dans la catégorie û^c
à valeurs dans la catégorie (9L&. En effet, si y : A -> B est un morphisme
de ûic et si l'on pose Çi==T,(ç), l'application ObTt(A) "̂  K^(B) définie
par l^^i,^i(t) est additive, car

?.-(W)=^)®^(^ '

l et V parcourant ObT^A). Ceci induit un homomorphisme de groupes
abéliens

K;(?0 : KKA)-^K; (B) .

Toutes les vérifications sont, par la suite, triviales.
Il est aussi évident que l'application A î-> K^i (A[X,j) est aussi un

foncteur, qu'on désignera par û,•: (Rç -^ ^* De plus, y, : K^.-> û^ est
une transformation naturelle.



LA K-THÉORIE ALGEBRIQUE. ^89

Pour tout i€N, on pose, pour définition, K^(A) = Ker(ç^A). Etant
donné que Ci est une transformation naturelle de foncteurs, alors K^
est aussi un foncteur.

2.2. LES FONCTEURS P[ ET P,. — On veut maintenant définir des
foncteurs P^ Pi'.ûic—^^h et démontrer, ultérieurement, qu'il existe un
isomorphisme [naturel P^> Ki (c/'.2.3). Cette nouvelle définition de Ki
nous permettra de travailler plus aisément avec ce foncteur.

On va, tout d'abord, définir une relation, notée <^, entre les éléments
de ObT,(A). Si l, ^€ObT,(A), on dira que Ir^V s'il existe des objets
triviaux t, t '€ObT,(A) tels que 1©(~Z'®('.

LEMME 2.1. — La relation r^i est une relation d'équivalence^ compatible
avec l'addition dans ObTt(A).

Que ~ est une relation d'équivalence dans ObT,(A), c'est trivial.
Maintenant, si li^l\ et h^l'^ il existe des objets triviaux (i, t\, (3 et ^
tels que

A® l i ^ l [ ® ^i, 4® t^ ̂ ® t'^

donc, d'après le lemme 1.2, on a
( ^©/ . ) ® ( 4 ® / - 2 ) ~ (^1®^) ® ( ^ © ^ ) -

D'après le lemme 1.1, on a aussi
(^i © k) ® (^ ® ^2) ̂  {l\ © ̂ ) © ( î © ̂ )

et la condition (d;$) nous montre que l^çS)^r^^^^•l' ^ecl achève la
démonstration du lemme.

L'addition dans ObT,(A) induit donc une structure de monoïde commu-
tatif sur l'ensemble quotient ObT,(A)/~. On note P;(A) = ObT,(A)/~.

THÉORÈME 2.1. — Le monoïde P^A) est muni d'une structure de groupe
abélien.

Ce théorème sera démontré en 2.4, mais déjà en 2.3 on l'utilise pour
pouvoir comparer P,(A) et K,.(A).

2.3. LES FONCTEURS Pi ET L'ISOMORPHISME NATUREL P i --> Kr

LEMME 2.2. — II existe un isomorphisme canonique K^.(A) -^P^A) ©Z.
Désignons par Si : ObT,(A) -> P,(A) l'application canonique. L'appli-

cation ObT,(A) -^P;(A)©Z définie par l^{si{l), p(;)) étant additive,
induit un unique homomorphisme de groupes abéliens 9 : K^(A) -> P^(A) ®Z,
rendant commutatif le diagramme

O b T , ( A ) — — > P ; . ( A ) © Z

K,<A)
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On définit maintenant une application ^ : P,(A) g)2 — K^(A), en
posant

^(^•(/), m)=^^(/)4- ( ^ -P (^ ) ) ^A(^A) .

Pour montrer que ^ est bien définie, il suffit de prendre l@t1^ comme
étant un autre représentant de Si{l). On a alors

^ A ( ^ © ^ A ) + ( ^ - ^ -PW^A^A)

= ̂ A(^) 4- ^,A(^A) 4- (m - 7Z - ?( / ) ) ^A(^,A)

=^,A(^) +^-,A(^A)+ (m-n-^(l)) ^A (^A)

=^A(<0+(m-p(/))^(^).

Il est maintenant facile de voir que ç et ^ sont des applications inverses
l'une de l'autre. Donc, y est un isomorphisme de groupes abéliens.

L E M M E 2 . 3 . — Soienti, reObT,(A). Alors, ̂ ^(1)=^^) si et seulement
si, il existe un objet trivial (€ObT,(A) tel que lQ)t^l^t.

Si ^,A^) =Vi^(lt}, Fisomorphisme y : K,'(A) -^P^A) ®z entraîne que
(s, ( / ) ,P ( / ) )== (,, (H^ÇI')).

Donc, Si{l) = Si(V) et ceci veut dire qu'il existe des objets triviaux t,
^'€ObT,(A) tels que l ^ t ^ V ç ^ t ' . D'autre part, l'égalité ?(;)=?(; ')
entraîne p(^ ) = p(t ') et étant donné que les objets triviaux sont déterminés
par le rang, on peut prendre t=t\ Donc, l@t^V@t. La réciproque
est triviale.

LEMME 2.4. — Uisomorphisme y : K;(A) ^P;(A) ©Z envoie K,(A) rfan^
l'ensemble des paires (ç, o)€P,(A)©Z. Si 1^1, y= ^-(Z, ao, a^ ^ ^
^5^ un o&/^ ^ma-î <€ObT,_i(A[X,]) ^ çue lQ)t soit isomorphe à un
objet trivial de T,-i(A[X,J). Si i == o, q parcourt Pô (A).

Supposons i^i. D'après le lemme 2.3, tout élément de K,(A) peut
s'écrire sous la forme ^, A {l, o^o, ai) —^^(l\ <, aj. Le théorème 2.1 nous
dit qu'il existe un élément (F, a,, a;)eObT,(A) tel que

Si ( l ' , a,, a,) -}-Si(l\ a;, a;) ==^(^ ^ Q,

donc, d'après une modification convenable de (T, a^ a^) et ((, L, i), on
peut écrire

(^ a,, a, )©(r , a;, a;)=(^ i, Q.

Si l'on pose
(/ / / /, a;, <) == (l, ao, ai) © (/ / / , a'o, a';),

l'élément ^(^0, a,) - ̂ ,^(r, a,, aj de K,(A) s'écrit sous la forme

^,A(^ a;, O-^A(^, ^ 0
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et son image par y^ es^
(^(/ / / /, <, a;), p ( ^ ) ) - ( ,̂ i, 0, p^))^^, a:, <), o).

Puisque K,(A) = Ker(9^), alors ^_, ,Afx,](^) == ^-I ,A[X,] (^) et ceci équi-
vaut à dire qu'il existe un objet trivial t'e ObTî-i(A[Xt]) tel que
r©f '~(®t ' (cf. lemme 2.3), i. e. tel que V ' ç ^ t ' soit trivial.

Réciproquement, si (siÇl, ao, ai), o)eP,'(A)®Z et s'il existe un objet
trivial t'€ ObT^-i (A[X,]) tel que ?(B^ ^it isomorphe à un objet trivial
t€ObT^(A[X,]), ;©^'^, alors

^•(/, ao, a i ) +^-(^, i , i ) = = ^ ( ^ , (3o, (3i),
donc

?Z,A(^ ,A(^ Po, pi) —^ ,A (^ ^ 0) == (Si(t, pu, p,), o) =: (^(/, ao, ai), o).

Le cas i == o est analogue.
Donc, le sous-ensemble de P^(A) formé des éléments si{l, ao, ai) tels

que, il existe des objets triviaux t et (/ satisfaisant iç^t'^t est un sous-
groupe de P^(A) canoniquement isomorphe à K,(A). On le note P,(A).
Si i= o, on pose Pô (A) = Pô (A).

2.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.1. — On dira qu'un élément
a = (a,y)€GL(n, A) est une matrice élémentaire si pour tout i, au=i et
s'il existe une paire unique (r, 5), r^.?, telle que a,y= o pour i^j et
(^y)^ ( r ? 5 ) -

Par la suite, on note drs= & G A .
Il est évident que l'inverse d'une matrice élémentaire est une matrice

élémentaire. Désignons par E(n, A) le sous-groupe de GL(n, A) engendré
par les matrices élémentaires.

LEMME 2.5. — Si a € E ( n , A), il existe une matrice a (X)eGL(n, A[X])
telle que a(o) = id. et a ( i ) = a.

On remarque, tout d'abord, que si a G E (n, A), alors a = a ^ . . . a^,
où les a^ sont des matrices élémentaires.

Supposons que açE(n, A) soit élémentaire, disons
/i b\

On pose
/i bX^

a ( X ) = • .
\ ' i

Maintenant on voit que si a = a^ . . . a,», où les a; sont élémentaires,
alors a ( X ) = a i ( X ) . . . a ^ ( X ) et la matrice oc(X)eGL(n, A[X]) satisfait
aux conditions du lemme.
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Remarque. — Si l'on prend & ( i — X ) à la place de &X, on démontre
l'existence d'une matrice a' (X) €GL(n, A[X]) telle que a ' (o )=a et
a ' ( i )= id . '

LEMME 2.6 (Lemme de Whitehead). — Si a, peGL(M, A), alors
/a|3 o\ /a o\ /fia o\ / o a\
( o iMo pMo J4-P o) [:"^^-^A)1,

c^ congruences étant valables si on les prend toutes à droite ou toutes à gauche
modulo E (2/z, A).

La démonstration complète de ce lemme peut être vue dans Bass
(cf. [l], p. 10). Toutefois, on va la brosser rapidement afin d'obtenir un
corollaire dont on aura besoin.

Si l'on pose

^-- •-(': :). ^c ;y
-c ^'"Q. -c -n. -(-,•,. °)

et
/ I 0\^^ .)'

alors T= T^CT-'Ta^ïseEÇan, A). Il s'ensuit que -p = 6. En particulier,

(^o' ^ )^ E ( 2 " ' A ) '

donc
/a(3 o\ /a|3 o \ /S - 1 o\ /a o\
( o z ) - ( o J (o p^(o p) [-dE(.,,A)].

Finalement,

/a o\ /a o \ / i i \ / i o \ / i i \ / o a\
^ pMo PAo i) (-1 iXo zM-P o) [-odE(. . ,A)].

Pour les congruences à gauche, il suffit de voir que tous les sous-groupes
utilisés sont invariants par transposition.

On remarque que, dans cette démonstration, si a, p e D ( M , r, A), les
matrices de E ( 2 M , A [ X i , . . . ,X, . ]) qui donnent les congruences, sont
dans D(2 n, r, A). Donc,

COROLLAIRE. — Si a, p € D ( / z , r , A ) , les congruences du lemme de
Whitehead peuvent être considérées module D(2 n, r, A) H E (2 M, A).

Démonstration du théorème 2.1. — On sait déjà que P;(A) est un monoïde
commutatif. Pour achever la démonstration du théorème 2.1, il suffit
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alors de démontrer l'existence de l'inverse, i. e. que pour tout objet
;€ObT,(A), il existe un objet FeObT^A) tel que l@V=t'^ pour
un entier n convenable. La démonstration se fait par récurrence sur i.

Pour i = o, le résultat est trivial, car les objets de To(A) sont les
A-modules projectifs de type fini et les objets triviaux de To(A) senties
A-modules libres de type fini.

Supposons le théorème vrai pour i = r — i et soit (7, ao, a.i) eObT,.(A).
Alors Iç ObT/._/i (A[X,.]) et, d'après l'hypothèse de récurrence, il existe un
objet mç. ObT,_i(A[X,.]) tel que IQ) m = C-I.AIX,]? où n est un entier
convenable.

Considérons maintenant l'application y / : A [ X / ] - ^ A définie par
ç./(X,.) = / (/ = o, i) et soit mj= T,.-i (y/) (m) (/ = o, i).

Si l'on considère un objet arbitraire m € ObT,-i(A[Xr]) tel que
l ç m/ = ̂ LI.A[X,]? où ^ est un entier convenable, alors

h ® m, ̂  ^__i, A® m'^ ^_,. A

(et, de même, pour mj. Donc, m = m @ ^-I,A[X,I satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

(a) lQ)mc^t'J.__^ ,A [X , ] ? s étant un entier convenable;
(&) mo et m\ sont isomorphe^ à t / . _ i ,A-

En additionnant, au besoin, un objet trivial (t, i, t), ce qui ne change
pas l'image de (?, ao, a^) ou de (m, §0, Si) dans P,.(A), on peut supposer
que p,-,(?) == pr-i(m).

Soit p == m (^ t^i, A[X,]- On va définir des isomorphismes

?/• : P / - ^ ^ - ^ ^ (./=°. i)

tels que (p, Pô, pi) © (^I,A[X,[? l? 0 donne la solution du problème.
Donnons-nous un isomorphisme

0 : /®m-^.^A[x,.]

et soit 6,=T,_i(9,)(e) (7=0, i). Si

c : m ® ^'_i, AIX,]-^ ,^-1, A[X,,]© ̂

est l'isomorphisme de changement d'ordre, on notera

^=T,_,(9y) (c) (./=o,i).

On a donc des isomorphismes

7?o== (rn Q) ^_ , ,A[X,OO= Wo© ^-I^-^^-^A® ^o al-e> ^o® 7no== (/® m)o -^ ^.ti.A

et, de même, pour pi-^l^.
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Soit ^j= ^/(^ç1 © Qcy ( /=o, i) et démontrons que

(/, ao, aQ ®(^ Pô, Pi) © (^I,A[X,.], ^ 0 =^À,

ce qui achèvera la démonstration du théorème.
Considérons l'isomorphisme

^©7^©^4,AIX,I--^ / :-^,A[X,]

défini par

^©^©^AtXJ-^® (^®^-1,A[X,.]) ®^l,AIX,.l-^ (^©^) ®^-l,A[X,]©^l,AlX,.]

—^^AtX,.]® ^•-I,AIX,.](B ^-^AtX,.]—^ ̂  1,A[X,J-

Si l'on pose
/^^ÇD^^X,], TO=P()®I, Yi==pi©i

et si l'on définit dj par la commutativité du diagramme

(^O/^^A

a;©YJ [^ (y^O, l),

Y n T

/ '•^ •"• ^ ^-
^._1,A————^^/•—l^-Y

alors 9 Q) i nous donne un isomorphismc

(/, ao, a,) © (/ /, Yo, T i ) -> (^I,AIX,.], ^o, ^ i ) .

Par la suite, on doit montrer qu'il existe un isomorphisme

(^'—l, A{X,.]? d^., 6/1) -^ (^—i,A[X^| î ^ 0-

Puisque do et di sont des automorphismes de t,^i,A? il8 peuvent être
identifiés à des matrices de D(6/c, r — i, A). On va montrer qu'il existe
une matrice /*€D(6/c, r — i , A) telle que

d,=f et d^f (mod.E(6Â-, A[Xi, . . ., X,._, ]) nD (6Â-, r - i. A) ).

Or les applications d, peuvent être factorisées par

^k __________^__________.^k
^ r — 1 , A ——————————————————————————^ ^/•—l, A

o^ej [ ' .©ôye^-^ ^
^•©^/©^A ^-1 ,A©(^©^)y©^ l ,A

| fiecy®' | p/®1
-^L-- 'U^

/; © ^-i,A® 7^© ^t,,A tea7' e^ ̂ © (^® ^y) © ^1,A

et étant donné que l/ et mj sont isomorphes à ^_i ,A? en choisissant ces
isomorphismes, toutes ces applications peuvent être considérées comme
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des automorphismes de C^I,A[X,.]? donc comme des matrices de
D(6/c, r — i, A). De plus, d'après le lemme 1.3, Co= Ci = c.

En appliquant le lemme de Whitehead, on a

^•==(i®0;©0 (a,®0 (.©a^^Q ( i ® c ® Q ^©O

^ ( i ® ^ ® 0 ( O y 1 ® 1 ) (°/©0 (^-©0 ( ^ © ^ ^ © ^ © i

et i (t) c (f) i est une matrice à coefficients dans A. On peut donc écrire

^.=:(i®^®i)/^ avec /^eD(6Â, /--i, A)nE(6Â^ A).

Le lemme 2.5 nous dit qu'il existe une matrice /i'€GL(6/c, A[Xi, . . ., X,])
telle que h\=hj. Si l'on pose e = (i © cO) t.) A', on a les diagrammes
commutatifs :

,C)Â- e i ^ ^ r ^
^ / • — l , . ^ — — " ^ ^ / • — l , . ^

< / , | M. (./^O,!). •
4- . t

/r,^- ul, / f > ^ -
( / • — j , A . — — — - > i l • — / \ , . \

Ceci nous fournit l'isomorphisme

W^^,^ A ,^ ) -^ (^ t l ,AlX, . . ^ 0

et le 'théorème est démontré.

LEMME 2.7. — Soit (?, ao, t)€ObT,(A), r^i. Si l admet un complé-
ment trivial, i. e. s^il existe un objet trwial ^"_I,A[X,! tel que

l Q) C—1,A[X,.]^ ^/•—l,A[X,. ] î

k étant un entier convenable, alors

— s,.(l, ao, l) =s^(l, cTj\ l).

Étant donné que
S r ( l , ao, l) =s,.((l, ao, 0 ®Ç,A),

on peut supposer que l soit trivial, i. e. que

(/, a,, i) = (^-i,A[x,b Po^ 0-
D'autre part,

(^-1,A[X,.], PO, 0 ® (^-1,AIX,.h (3o 1 , 0 ® (^^^AIX.J, ^ 0 = (^'1,A[X,], PO® Pô ' © ^ 0

et à iSoOPo 1 ® 1 î C-I,A-^^"-I,A correspond la matrice ( ^ ^ ) - D'après le

lemme de Whitehead, cette matrice est équivalente à la matrice identité.
La même méthode utilisée dans la fin de la démonstration du théorème 2.1
montre que (^^AEX,]? P o O P o ' Ç D s Q est isomorphe à (^li.Aix,^ S 0- Donc,

Sr (<?-!, A[X,], PO, 0 +^(^-1,AIX,^, P'o1, 0 =0.

Ann. £c. Norm., (4), I. — FASC. 4. 75



^ A. NOBILE ET 0. E. VILLAMAYOR.

LEMME 2.8 (Multiplicativité).

^•W-1,AIX, . ] , a, 0 +.Sl,(/;!,.^.h P, 0 =M^-l .AfX,.h ̂  0.

En effet,

M^-1,A[X,.1, ̂ , Q ==M(^-1,AtX,], a;3, 0 (^-l,A[X,b ^ 0) =M^1,AIX,.], a j3©^ 0.

Comme précédemment, à a ^ ^ L correspond la matrice (/at3 °\ laquelle

est équivalente à la matrice [ ç\' Par un argument similaire à celui

déjà utilisé, on montre qu'il existe un isomorphisme

(^i,A[x,.i, ^ e ^ o ^ ( ^ i , A i x , , a © p , o .
Donc,

^•(^-1,A[X,.p ̂  0 =^.(^I,A^, a©P, 0 ==^,(^_i,A[X,.h a, 0 +.^(^-l,A[X^ P, 0.

LEMME 2.9. — Soit (C_I,A[X,.I, ^0, ai)eObT,.(A) ^ supposons qu'il existe

c?(X, , )€D(^ / - — i , A | X / . ] ) ^/^^ c p ( o ) = = a o et 9 (1)== a,.

Alors
(^-i,A[x,i, ao, a i ) ̂  ( ^ - I , A { X , I , ^ 0.

L'isomorphisme
?(X, ) : ^-1,A[X,.I-^^-1,A[X,.Î

nous donne, d'après l'hypothèse faite, la commutativité des diagrammes

.n. ^ Ï . n
h—l,^———->lr-i, A

ay | | id . ( .7=07 ï ) -

^ Kl y
^/( 1 ( 1 - /./Z
^ / • — l , A ———^ ^ / - — l , A

2.5. LE GROUPE Ki (A). — Dans ce numéro, il s'agira d'étudier de
plus près le foncteur Ki.

L'ensemble ObTi(A) est l'ensemble des triples (P, ao, ai), où P est
un A[X]-module projectif de type fini et de rang constant et

ao : Po=P(g)Am(A[X] / (X) =P/XP-.A-
et

^ : P ,==P(g)A^](A[X] / (X- i )=P/ (X- i )P . -^A^

sont des A-isomorphismes. On peut encore dire que ObTi(A) est l'ensemble
des triples avec P, A[X]-projectif, P/XP et P/(X - ï ) P, A-libres et où
les isomorphismes peuvent être interprétés comme étant le choix d'une
base ordonnée dans chacun d'eux.

Un isomorphisme (P, a o . a ^ ) -"> (Q, Ro, ^) n'est autre qu'un isomor-
phisme P ^Q qui envoie, tout en respectant l'ordre, la base choisie
dans P/XP en la base choisie dans Q/XQ (et, de même, module X — i ) .
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On peut donner maintenant une autre description de Ki. Si GL(n, A)
est le groupe linéaire d'ordre n sur A, il existe une inclusion naturelle

/// : GL(//, A ) - ^ G L ( / ^ - + - r , A)

définie par \i(aij) =(&/•/), avec di/== bi/ pour î^i, J ^=^, b^n+i=o
pour i ̂  i ̂  n et bn^\, /;+1 == i. Soit

GL(A) =U Gl(/ / , .A).

On définit une application fn '- GL(^, A) -> Ki(A) en posant, pour
tout a€GL(n , A),

/ / / (^)= s (t\\ ̂  n, 0.

Puisque, pour tout a€GL(n, A),

/^(U^))^^^]. Â,/(^) , î ) =^A[X], ^, 0 +^ (^ ,A |X ] , ^ 0

=sW,^ a, ».)=/, (^),

alors /*,,+i prolonge /'^ et les fn définissent donc une application — par
ailleurs, un homomorphisme de groupes — f : GL(A) -^ Ki (A), lequel
est, de toute évidence, surjectif. On veut caractériser Ker(/1).

On définit, tout d'abord, le groupe Fo(A) comme étant le sous-groupe
de GL(A) engendré par les éléments 9(0) ^(i)"1, y parcourant GL(A[X]).
On voit que Fo(A) est un sous-groupe invariant de GL(A), car pour tout
a€GL(A) ,

^(o) ©(i)-1^-^^) ( o ) . ( ( ^ 9 ) ( i ) ) - ' e F o ( A ) .

On remarque que ay est le produit dans GL(A[X]), une fois qu'on a
identifié a à son image par l'application canonique GL(A) -^GL(A[X]).

D'après le lemme 1.4 et l'isomorphisme (f, ç(o), 9(1)) -^ (^, i, t}
défini par 9, on a

/ ( c p ( o ) 9(1)-') ==^(^S ? (o) 9(1)-', 0 =s{t11, c p ( o ) , c p ( i ) ) =o.

Donc, la restriction de f à Fo(A) est nulle et, par passage au quotient,
f induit un homomorphisme de groupes f: GL(A)/Fo(A) ~> Ki(A) rendant
commutatif le diagramme

GL (A) —f--^ K, (A)

1 /

4- /./'
GL(A) /Fo(A)

où la flèche verticale est canonique.

Nous allons montrer que f est un isomorphisme et, pour ce faire, on
définit une application g : Ki(A) -> GL(A)/Fo(A) en posant g(^(^,a, (.)) === a,
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a étant la classe de a modulo Fo(A). Il est clair que tout objet de Ki(A)
peut être représenté par un objet de la forme (f, a, i )eObTi(A) et la
chose à vérifier est donc que g est bien définie. En effet, sis(t, a, t) =s{t\ &, i),
on peut supposer que t = t' (car sinon on y additionne un objet trivial),
i. e. que {t, a, L) ~ [t, &, i). Il existe donc <p€GL(A[X]), y : t -> t, et
d : A"->A" tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A-^A- ' A-^A-
/ a | b id.| id.

t t ^ d
A" ——^ A" A." —-> A/'

Ceci nous montre que d= y ( i ) et que
b == <:/̂  co ( o )-1 = <y ( i ) a 9 ( o )-1 = cp ( i ) cp ( o )-1 a: .G,

avec
.s € [ GL (A) , GL (A) ] = E (A) c Fo (A).

Si l'on pose

on peut écrire
^ (X) == a-^ cp(i - X) € GL (A[XD ,

^ :=: ̂ rt-' 9 (1 ) îp (o)~1 f/,^ === a ̂  (o) ^ (i)~1 .s,

i. e. b=a dans GL(A)/Fo(A).

Exemple. — Soient A un anneau euclidien et A* le groupe multipli-
catif de A. Il existe alors un isomorphisme canonique Ki(A) ^A*.

En effet, considérons l'application déterminant d : G L ( A ) — ^ A * . Alors,
Fo(A)cKer(rf) , car si a = y(o) y(i)~1 , puisque y€GL(A[X]), le déter-
minant de y est inversible dans A[X], donc c'est une unité dans A. Ceci
nous montre que ^(^(o)) = r f ( ç ( i ) ) et, par suite, d{a)=ï.

Réciproquement Ker(^) C Fo(A), car si r f ( a ) = = i , a est un produit de
matrices élémentaires a = ̂ i . . . ?/. Donc, 9 = ?i(X) . . . ^ / (X) nous donne

c p ( o ) = = a , c p ( i ) = = = i et a=^ (o) cp(i)-1 eFo(A).

2.6. RAPPORTS AVEC LA K-THÉORIE DE BASS. — Dans [l], Bass définit
un foncteur K1 (on le notera ici Kg) et démontre qu'il est isomorphe à
GL(A)/E(A), où E(A)=[GL(A), GL(A)]. Puisqu'on a un épimor-
phisme GL(A) ->• Ki(A), avec Ki(A) abélien, ceci induit un épimor-
phisme B : K B ( A ) — ^ K I ( A ) qui est, de plus, une transformation naturelle
de foncteurs.

D'après [2], on dira qu'un anneau commutatif à élément unité A est
un anneau régulier, s'il est noethérien et si tout A-module admet une
résolution projective finie.

THÉORÈME 2.2. — Si A est un anneau régulier, B : K^(A) -> Ki (A)
est un isomorphisme de groupes abéliens.
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Pour le démontrer, on aura besoin de quelques lemmes préliminaires
ainsi que de la définition suivante : on dira qu'une matrice a est unipotente
si a=ï-^c, où c est une matrice niipotente. Il s'ensuit que si a est uni-
potente, alors a€GL(A). En particulier, les matrices élémentaires sont
unipotentes.

Désignons par U^(A) le sous-groupe de GL(A) engendré parles matrices
unipotentes. Il est clair que E ( A ) C U n ( A ) et Un (A) est un sous-groupe
normal de GL(A). Donc GL(A) /Un(A) est un groupe abélien. On note
K: (A)=GL(A) /UM(A) .

LEMME 2.10. — Soient A un anneau et À : A-^A[X] l'inclusion cano-
nique. Alors K^(X) : K^(A) ->-.K^(A[X]) est un isomorphisme.

Soit 7i;o : A[X] — A l'homomorphisme de A-algèbres défini par î".o(X) = o.
On a le diagramme commutatif de groupes abéliens

K;(A)^KÎ(A[XJ)

id.\^ ^/Kf (7^

K.,;(A)

Donc, K ; (A[X])=K:(A)©H, où H = Ker(K;(7io)). On veut montrer
que H = o.

Si a€GL(A[XJ) , on peut écrire a == Oo + ai X + • • • + ^/X'7, où les a,
sont des matrices à coefficients dans A. Tout d'abord on montre que
a = &o + &i X (mod E (A[X])). En effet,

_ fa o \ _ / 6/0 +. . . — a^X'1 o\
^ V o ï } ~ \ o ï )

/ao+. . ̂ ^./X^ X^-'A /ao4-. . .+^/_lX/-J X'7-^
"( o ï )-=[ a^ z )=a

et a est un polynôme de degré d — ï dont les coefficients sont des
matrices à coefficients dans A. En répétant le procédé un certain nombre
de fois, on trouve une matrice & = & o + & i X et a =&(mod E(A[X])).
Donc, a et & représentent le même élément dans K^(A[X]).

On remarque que &eGL(A[XJ) entraîne 6o€GL(A) . D'autre part,
& € H entraîne o = K^( î^o) {b) = bo et ceci veut dire que

6 o € U / î ( A ) c U ^ ( A [ X ] ) .

Donc, f c ^ & o Ç i + ^ X ) et ï •-)- cX€ GL(A[XJ). On va montrer que la
matrice c est niipotente. En effet, la relation

( i + c X ) (W«+ 6-/ jX+. . .-^/.X^) =1

entraîne c ' ' ^ 1 = o. Ceci veut dire que
ï + cX ç U n (A [XJ) , donc b ç U n (A[X j ) .
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On a ainsi montré que b est un zéro dans K^(A[XJ).

LEMME 2.11. — Pour tout objet A de (fie, on a Un (A) = Fo(A).
En effet, si TC/ : A[X] -^ A est rhomomorphisme défini par

^•(^ =J (./=0^ I ) -

on en induit rhomomorphisme de groupes abéliens

K:(7 r , ) : K; (A[X]) - .K: (A) ( . /=o , i ) .

Donc, K : (T .o )K: (^ )=K: ( î i i )K : (A)= id . , où A : A - > A [ X ] est rinclu-
sion canonique. Étant donné que K^(^) est un isomorphisme, alors
K^(î to) = K^(î i i ) , donc, pour tout 9€GL(A[X]), y(o) et ç ( i ) représentent
le même élément dans K^(A). Ceci nous montre que y(o) ̂ ( i^eU^A)
et, par suite, Fo(A)C:Un(A) .

Réciproquement, si b = i + c, avec c niipotente, alors & ( X ) = i + c X
nous donne & ( o ) = i et & ( i ) = & , i. e. 6eFo(A). Ceci nous montre que
Un(A)cFo(A) .

COROLLAIRE. — On a Ki (A) = K^(A)- et l'application canonique
Ki (A) -> Ki(A[X]) est un isomorphisme.

Démonstration du théorème 2.2. — Dans ([2], th. 3 et corollaire), on
démontre, sous les hypothèses du théorème, que U/z(A) == E(A).

2.7. RAPPORTS ENTRE K,(A) ET MATRICES. — Les résultats démontrés
dans 2.5 et une partie de 2.6 sont des cas particuliers d'une situation
plus générale.

Fixons un entier r€N. Il existe une inclusion naturelle

À,, : D (/i, r, A) -> D (/i -+-1, r, A),

induite par l'inclusion

G L ( ^ A [ X ^ . . . , X , J ) - ^ G L ( / z + i , A[X^ . . . ,X , ] )

définie dans 2.5. Notons

D/(A)=^J D ( ^ , ^ A ) .
n^O

Considérons l'application

/;; : D (/^ /•, A) -^ K/.+i (A) définie par /;; (a) = s (^ A [ X ; , ^, 0 .

Une démonstration analogue à celle de 2.5 nous montre que

/;; (^) =/;;-M (^(^)),
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donc les f^ n parcourant N, définissent une application
f : Dr(A) -> Kr+i(A). D'après le lemme 2.8, f est un homomorphisme
de groupes. De plus, f : D,(A) -> K,+i(A) est surjectif, car

.ç/.+i (t, Oo, a j ) =Sr+i (t, aooç"', i).

Ceci étant, on peut définir le groupe F,. (A) comme étant le sous-groupe
de D,.(A) engendré par les éléments ?(o)ç(i)-1 , y parcourant D/ (A [X]).
On voit que F, (A) est un sous-groupe invariant de D/(A) [la démonstration
est analogue à celle faite pour Fo(A)] et si a€F,.(A), alors f'(a)=o.
Donc, /*7 induit un homomorphisme de groupes f : D,(A)/F,(A) -> K,.+i(A).
Montrons que f est un isomorphisme.

Désignons par U^,.(A) le sous-groupe de D,(A) engendré parles matrices
unipotentes de D,(A) et soit K^, (A) = D,(A)/UM,(A). Étant donné
que \]rir et D,. sont des foncteurs et que l'inclusion Un /^D , est une
transformation naturelle, alors K^ : (Rc-> ̂  est un foncteur. Les
lemmes 2.10 et 2.11 peuvent alors être traduits de la façon suivante :

LEMME 2.12. — U homomorphisme K;.^(X) : K;^.,(A) -> K;.^(A[XJ) est
un isomorphisme.

LEMME 2.13. — Pour tout r€N, Un, (A) = F, (A).

COROLLAIRE. — On a K,.+i(A) = K^, (A) et l'application canonique

K,^(A)-.K,^(A[X])

'est un isomorphisme.

3. La théorie relative.

3.i. LES FONCTEURS L,. — Désignons par Sic la catégorie dérivée
de c .̂, i. e. les objets de S€c sont les morphismës de i^ic et un mor-
phisme 9 -> cp' dans X\., où ç : A -> B et y' : C -^ D sont deux morphismës
de Jl,., est une paire de morphismës (/*, g) de <^c rendant commutatif le
diagramme

A-^B

c^-^ç

On va définir les foncteurs K^ : <^-^ cl^, appelés les fondeurs Ki relatifs,
et construire, pour tout morphisme y : A -> B de c^ une suite exacte
reliant K^ç), K,(A) et K,(B).
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Tout d'abord, on définit les foncteurs Li:Xc->Cat. Pour tout objet
y€0b^€c, 9 : A — ^ B , L^(y) est une catégorie dont les objets sont les
triples (m, a, m') tels que :

a. m, m'eObTt(A);

&. ^,A(^) =^,A(^'), OÙ ^,A== ?^A.^ ,A;

c. Si l'on pose mB == T^(ç) (m), a : mB -^ m'B est un isomorphisme de
la catégorie Tt(B).

Un morphisme (m, a, m') -^ (?, p, V} de la catégorie L^y) est une paire
de morphismes (A, [J.) de T,(A), À : m -> l, p- : m''—>-1'\ rendant commutatif
le diagramme suivant :

mB—^m'B

À B LB"
Y Y

/B—^->^B

Soit (/*, g) : 9 -> y' un morphisme de .̂ et considérons le foncteur
L,(/*, g) : L,(y) -̂ - L,(9') défini par

L,(/^) (m, a, ^) = (T,(/).(^), T,(^) (a ) , T,(/) (/7i ' )) ,

L,(/^) (^ ^) =(T.(/) ( ^ ) , W) (^)) .

Il existe une somme dans L((y) définie par

( m , Œ , m') © (/, P, Q == (//, ® /, a ® p, m'•© //)

et celle-ci est une somme au sens catégorie. On peut définir dans ObL^ç)
une structure de groupoïde en posant

(m, a, /) . (/, ,3, 7^) = (m, |3a, 7?).

Il est clair que (m, t, m) [resp. (7, L, ?)] est l'identité à gauche (resp. à droite)
pour (m, a, l)y où L est l'application identique.

On appellera identité tout objet de la forme (m, t, m) et automorphisme,
tout objet de la forme (/n, a, m). Dans le cas d'un automorphisme ((, a, t),
où ( = = ^ A est trivial, a est un automorphisme de tB=^c , donc il peut
être identifié à une matrice de D(n, i, B).

Les groupes Kj^y) naissent de cette catégorie, les identités de L,(ç)
s'envoyant sur le zéro de Kj^y). L'application canonique ObLt(y) -> K^(ç)
étant additive, tout objet (m, a, l) est équivalent à un objet de la forme
(m, a, iî)(B(T, '-, ?') et l'on peut donc prendre V tel que lQ)V=t soit un
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objet trivial de Ti(A). Si l'on pose m=m(^)lr^ alors (m, a, l) est équi-
valent à (m', a, t), ou ( est trivial.

3.2. DÉFORMATIONS. — On notera L^ le sous-ensemble de ObL^(A)
formé d'objets [l, a, ^), où l'on pose L;(A) == L,(y), y étant un objet
de 9€c de source A et de but B.

Soient c r==(m, a, (^) et a-'=(m', a', t^) deux objets de L^- On dira
que c7 se déforme en c;' s'il existe un automorphisme ^ de t^B[x;+d (lequel
peut être identifié à une matrice de D(n, i, B[X;+i )) et un isomor-
phisme 6 : m -> m de Tt(A) tels que :

a. il existe yeAut^)? avec fB == ^(o);

&. le diagramme
mB-^^B

(2) 6 B | |^ (1)
^ ^

77Z'B^->t^

est commutatif.
La paire ( ^ ,9 ) s'appellera une déformation et l'on notera o'-^o-' le

fait que o' se déforme en cr'.
La notion de déformation peut être interprétée de la façon suivante :

si l'on pose
^(X^O^-^a^X^)) (OB(X,^ , ) ) ,

le diagramme
- ?(X;+i) „

m hi [ A^+i ————> ti, B [x;+i]

OB(X.+i) , ^
Y " Y

rr . rY -^B(X^) ,,
/n 15 [ A^i J ————^ -̂, a [\i+i]

est commutatif.
Pour X.+i^i, on a le diagramme (2) et pour X^+i == o, on a un iso-

morphisme (m, P(o), t'^ ^{m, ̂ , t'^}, car ^ (o)==yB. Donc, l'objet
(m, a, (^) et la paire (^p, 0) représentent une sorte de déformation homo-
topique d'un isomorphisme.

LEMME 3.1. — Si c7~<7', T~T' ^ o- ^T', aîor^ a- ^".

En effet, posons

Œ=(/, a, ̂  ^=(^, a', ^, T=(/n, (3, Q et T'= (m', (̂  Q,

où t = Ï\ A- Par définition, il existe des isomorphismes

Yi : l->l', Va : m'->m, 0 : /^m' et Ào, ^i, ^2 : ^-^
Ann. £c. Norm., (4), I. — FASC. 4. 76
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dans T,(A) et un automorphisme çeAut(^B[x,.+,i) tels que ç ( o ) = X o B et
les diagrammes

/B-^^

ïiB p,B
Y 4-

^B-^-^^B

Û B L(i)

6' Y

m'B-'-X;^

Ï2 B | )^ B

^ p T

,^B———>^

soient commutatifs.

Donc, pour

^ = = ( ^ B ( X , ) ) 9 ( À , B ( X , ) ) € A u t ( ^ . ^ x ] ) et À = À , U , ,

la paire (^, A) est une déformation o"^^.

LEMME 3.2. — La notion de déformation induit sur L,̂  une relation
d9 équivalence.

On remarque que cr -^cr est trivial, car c'est la déformation (id., id.).^^
^i, 0~1) : Œ'-^CT. Finalemeni., o

(?i^ O i ) •• o--^^ et (92, Oa) : v'-^v"

-//

Si (y? 9) : ̂ ^^ alors (y-1, 0~1) : o-'-^cr. Finalement, si

et si l'on pose ^ = y:^ et À=6JJ i , alors (^, A) : o- ^o-^.

LEMME 3.3. — 5i ^={1, a, t) et c= (^ ^ t) sont deux objets de L,",, et
si l'on considère la déformation (y, i) : £-^(<, t, (), aZor^ Œ£ ^Œ.

Il suffit de voir que la déformation (y, i) nous donne y ( o ) = = i , c p ( i ) = p ,
donc, le diagramme commutatif :

^B-0^^,,

id. | |®(1)^
Y ^a t

/B-^>^,

LEMME 3.4. — 5i; c r=(^ p, ^), peE(^ ,B) , i7 existe une déformation
^ I) ^-^(^ S ^).
On prend ç-1 = ?(X), où ?(X) a été défini dans le lemme 2.5.

(y

LEMME 2.5. — 5i CT-^Œ' ^ ^-^T', a^orÂ1 cr® T -^Œ'(t) T'.

En effet, si (yi, Vi) : cr^cr' et (9,, ^^ : T ^T', alors

(?l®?2, Tl®ï0 : cr®T-^^®T' .
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3.3. LES FONCTEURS K". — Soit G un groupe abélien. On dira qu'une
application f : ObL,(ç)-^G est additive (resp. multiplicative) si
/•(ae^^^a)®/1^') [resp. A^') == A^) ©A^'). où ^ est le produit
défini dans 3.i], quels que soient cr et o-' dans ObL(y). De plus, on
dira que f est invariante par déformation si G" ^Œ' entraîne /'(a") = f{^).

On veut construire une paire (A/.(y), K^ç)) formée d'un groupe abé-
lien K^ç) et d'une application A,.(9) : ObL,.(y) --> K^y) qui soit additive,
multiplicative et invariante par déformation. De plus, la paire (A,.(ç), K^y))
doit résoudre le problème universel correspondant.

Le groupe K^o) est obtenu en faisant le quotient du groupe abélien
libre engendré par ObL/ (y ) par le sous-groupe engendré par les relations
o- f f io - '—a-—o^ (j(7 '—0-—o-' et <7—o" ' si o" -^'7', o" et ci' parcourant
ObL,(ç). On prend pour Ar(ç) l'application canonique ObLr^-^K^ç).

Si (f, g) : 9 -> ç' est un morphisme de ^Cc, on considère le foncteur
L,.(/, g) : L,.(ç) -^L,.(ç'). Il est clair que

M/^) (^e^)^!-^/^-) (^)©M/^) (^ /).
L,,(/, ^) (^) = L,(/, ^) (a) L,(/, g) (^) '

et
L,(/,^-) (^)-^L/.(/^) (^)

si Œ-^ a', a- et cr' parcourant ObL/.(y). Donc, l'application composée

A^c^.M/,^) : ObL/^^ObM^-^KW)

est additive, multiplicative et invariante par déformation. Elle induit
donc un unique homomorphisme de groupes abéliens

IW^) : K^cp)-^^).

C'est trivial de montrer que K" : 9€c-> Cl^ est un foncteur.

3.4. LE GROUPE G/(9). — Dans l'ensemble ObL,(9), on dira qu'un
objet T= (;, a, V) est équivalent à un objet T == (m, p, m'), et l'on note O-^T,
s'il existe des identités, z, z'€ObL,.(9) et des isomorphistnes

aQ)z^cr,= (/,, ̂  l [ ) , T®.S^TI= (m,, pi, /n', )

tels que ^-^Ti. Il est clair que si (T~T, alors Œ^^T.
On veut montrer que ~ est une relation d'équivalence et que la somme

directe dans L,(<p) induit une structure de groupe dans l'ensemble
quotient ObL,(ç)/^.

LEMME 3.6. — La relation ^ est une relation ^équivalence dans
V ensemble ObL,(9).
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Si (T= (7, a, r)€ObL,.(y), on sait qu'il existe un objet m€ObT,.(y) et
un objet trivial ^€ObT,(A) tels que VQ)m==t. Donc

(/, a, //) ® (/7i, i, /TI) = (7® m, a ® ^ ^) et ( /® m, a ® i, ^) -^ ( /©m, a © ̂ )

(c/*. lemme 3.2). Ceci nous montre que G-^Œ, quel que soit creObL^(y).
Si CT^Œ', alors cr'^cr. En effet, si Œ^Œ', il existe des identités

z, ;s'€ObL,(y) telles que cr^^-^cr'^z'. D'après le lemme 3.2,
(7'(B ̂ '-^ Œ (B ^ et ceci nous montre que CT'^Œ.

Soient Œ/^G-' et Œ'^'G-^. Si

0-== (/, a, /7l), Œ'== (//, o^ m') et 0-'== (f, a\ m"),

l'hypothèse entraîne l'existence d'identités zj= (h/ , L, Ay) (i^/^4) et les
isomorphismes

^©^^ (^ ï. 0, ^©^~ ( î, ïi, ty
^© ^3^ (é^ ï'. ^) et ^© ̂ - (^, y,, ^ /)

tels que
(^ ï. Q --^ ( î. ïi. t) et (^/, y^ t') -^ (^, y^ ^).

Dans les notations employées ici, t veut dire un certain (;;^ et t\ t^^
II est clair que, en additionnant une identité convenable, on peut sup-
poser n=n\ donc t = t\

Les isomorphismes Œ'©^~(gi, y,, t) et ^'©^~(g', y', t) entraînent
m'ç^h^c^t et m'ç^h^t. Donc, ^r,^) = ̂ ^(h,) et d'après le
lemme 2.3, il existe un objet trivial ti tel que /^(Bti^/^O ^i. En addi-
tionnant (^ i , i, ti) aux quatre objets, s'il le faut, on peut supposer hï=h^
donc z^=z^ Finalement, ^ (B z l ^ ( J f (B^-^^çë z-^ Le lemme 3.2 nous
montre alors que Œ^cr^.

LEMME 3.7. — La somme dans ObL/.(y) induit sur l'ensemble quotient
G,.(y) = Ob L/.(<p)/^\^ u7ze structure de groupe abélien.

On remarque, tout d'abord, que si o-^o-' et T^T', alors cr^T^^cr'^T'.
Ceci suit directement de la définition de la relation d'équivalence ~ et
du lemme 3.5. La somme de ObL,.(y) induit donc une loi de composition
sur G/. (9) par laquelle Gr(ç) devient un monoïde commutatif. Il suffit donc
de démontrer l'existence de l'inverse.

On désignera par — i l'automorphisme de ^ a correspondant à la
matrice — 1 de D{n, r, B), d'après l'isomorphisme Aut^a) -> D(n, r, B),
où 1 désigne la matrice unité de D (n, r, B). Posons t = C,A et soit {l, a, t) un
représentant d'un élément de G, (y).

Soient —a-^a-1. ( — 1 ) et cr'= ((, -—a-1, l). On a

^ ® ^ = ( ^ ® ^ ^®( -a - 1 ) ^®/ ) .
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Puisque lB~tB, alors a : IB -> tB peut être représenté par une matrice,
notée encore a, donc

^®^(^®^(_0^ ^)^®^) et ^=(_°^ ^ ) e D ( 2 ^ r , A ) .

On peut écrire p. == ^i . . . [3,,, où les ?, sont des matrices élémentaires.
On note p-(X) == Pi(X) . . . (^(X), les Pt(X) ayant été définies dans le
lemme 2.5. Il s'ensuit que la paire (p-(X), i) est la déformation

( l^ t , ̂  ^ ® Q - ^ ( ^ © ^ i, IQt).

C'est évident que toutes les identités de ÔbL/.(9) sont envoyées sur le
zéro de Gr(<p).

3.5. L'ISOMORPHISME NATUREL K^ç) -> G,.((y).

LEMME 3.8. — Soit A,(ç) : ObL.(9) -> K^ç).
(i) Pour toute identité z == (m, t, m), A,.(o) (z) = o.
(ii) Pour tout automorphisme o'==(m,P,m) ^ çue mB=C,B ^^

P€E(M,B), oMaA, (y ) (Œ)=o .
En effet, étant donné que zz=z et que A,.(y) est multiplicative, on a

A,, (cp) (^) = A.,. (9) ( z z ) = A^(cp) (,s) 4- ArW ( z ) .

Donc, A,.(ç) (js) = o.
D'après les hypothèses de (ii), il existe un objet h tel que mÇ^h=t'^.

Donc,
A,,(cp) (w, (3, /n) =A^((p)((m, (3, m) ® (//, ^ A)) =:A^(cp) (^ y, Q,

où t = = ^ A et 7= P © L € E ( M , B). Mais on sait que ((, y, t) -^(t, t, t)
et A,.(ç>) étant invariante par déformation, il s'ensuit que A^(ç) (m, ?, m) = o.

On peut maintenant construire l'isomorphisme /îr(ç) '" K^y) -^ Gr(ç).
Soit R/ (y) : ObL,(y) -^G,(y) l'application canonique. Elle est, de toute

évidence, additive et invariante par déformation. On veut montrer
que Rr(y) est aussi multiplicative.

Soient c r = ( ; , a , 5 ) et cr '===(^ ?, m) deux objets de L/(9). En addi-
tionnant une identité, s'il le faut, on peut supposer que s=t=t^^
D'autre part, il existe un isomorphisme évident (7~— Œ == (7, — a, s). Ceci
étant, on va comparer

w'= (/, 6a, m) et --cr©^== ( /®^ - a © (3, ^ © w).

Si z = ( î , i , t ) , on a o-cr'©;s = (;©t, E3a©i, m©t) et l'on peut sup-
poser que mÇ^t^t^^ n étant un entier convenable. Maintenant, il
suffit tout simplement de montrer qu'il existe une déformation
-^e^^'e^
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Or, en choisissant les isomorphismes IB -> tB et mB -> tB, a et 8 peuvent
être représentés par des matrices. Donc, - — a ® p (resp. Ra^i) peut
être représenté par la matrice

/ o p\ r /pa o \n1 resp. r ) .
\--a o j | t \ o i /J

On sait qu'il existe une matrice ^€E(M, B)nD(^, r, B) telle que

( ° ^=^ °}\ -a o/ r^ o i )

et ceci nous montre que (j^(X), i) est la déformation cherchée, où ^-(X)
a été définie dans le lemme 3.7.

On a ainsi montré que Rr(ç) est multiplicative.
D'après la propriété universelle du couple (A^), K^y)), il existe un

unique homomorphisme de groupes abéliens /^(<p) : K^—G^y) rendant
commutatif le diagramme suivant :

ObM^-^G^)
/

Ar(^ . /<^)
- /

K?-(cp)

THÉORÈME 3.1. — U homomorphisme A,.(<p) : K^y) -^ G^(y) ^ UM 150-
morphisme de groupes abéliens.

On définit une application ^,.(y) : G, (y) -> K^y) par
A, (cp) (R, (cp) (/, a, m) ) = A,, (cp) (/, a, m) .

Il suffit de démontrer que cette application est bien définie, car elle est
l'inverse de /^(y).

En effet, si Œ^CT';, il existe des identités z et z ' et des isomorphismes
cr®z~T, a'çgz'^T' tels que T-^T'. Donc,
A,(cp) ((7)=:A,(cp) (<7®^)= A, (9) (T)=A,(cp) (T')=A,(9) (^O^^rrA^cp) (o-^.

4. Suites exactes.

4.i . LE FONCTEUR 2. — Dans ce paragraphe, on va montrer l'existence
d'un foncteur 2 défini dans la catégorie 9^ à valeurs dans la catégorie
des suites exactes infinies de groupes abéliens.

Si y€ Ob 9€c^ y€Hom(A, B), on aura une suite exacte de groupes abéliens

I ( c p ) : . . .——^K^(B)^K?(cp)^ K^-^K^B)

^K?_, (9)——^. . .——^K?(9) -^Ko(A)—^Ko(B) ,

où les applications a,, et ^r seront définies par la suite,
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On doit montrer que cette suite est exacte et que si (/*, g) : <p — <p' est
un morphisme de ^, <p' :A'-^B' , on a une application S(/*, g) :
2(y)-^2(y') entre suite exactes, i. e. le diagramme

.. .——> K,^ (B) -a^ K? (9) -^ K, (A) -R^ K, (B) -°̂  K?_, (cp) ——>.. .
K,.4-i(^) \^.(f,S} | &,.(/) ^•(^ IR"-!^)

.. —> K^ (B-) --̂  KW) -^> K.ÎA') ̂  K, (B') -^ K?_î (cp') —>.. .

commute.

4.2. LES APPLICATIONS ?,. — On rappelle que les objets de L,(y) sont
les triples (7, a, ;'), avec

/, l' € Ob T, (A) , Zr, A (^) = ̂ r, A (^)

et a : Tr(<p) (?) --̂  Tr(ç) (?') est un isomorphisme.
L'application fl. : ObLr(y) ̂  K^(A) définie par

p, ( / ,a , / / )=^A(^ -^A(^ )

est additive, multiplicative et invariante par déformation. Il existe alors
un unique homomorphisme de groupes abéliens ^r : K^y) -^ Kr(A)
rendant commutatif le diagramme

ObL,,(c?)-^>K^(A)
^

/^.

K?(^)

A^(ç)

Un calcul direct de ^ pour r^i, peut être obtenu comme suit : on
considère les isomorphismes /i,.(ç) : K^y) -> Gr(9) (c/*. 3.5) et 6,. :
K^(A)^P, (A) (e/1. 2.3) et Fon définit une application [3^ : Gr(<p)-> Pr(A)
rendant commutatif le diagramme suivant :

KOW-^K^A)
A,(<P) I Q .

^ Q/ ^
G.(cp)—>P.(A)

Un élément de G, (ç) est une classe de triples, parmi lesquelles il existe
toujours une de la forme (î., a, t^)? avec Zr,^{l) = ̂ A^A)-

Si 5,.: ObT^(A) -^P^(A) €;st l'application définie dans 2.2,

5,- (/) € P/. (A) C P'r (A) P01111 tout /€ ob T^ (A) •

En d'autres termes, on doit montrer que si l={l^ ^, a^), il existe des
objets triviaux (, (' avec l ' ^ t c ^ t ' ,
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En effet, de Zr,^(l) = ̂ ,A(C,A) et en rappelant que C^== (^-i,Aix,j? l? O? on a

^/•-1,A[X^](^) ̂  ^ r—l ,A[X^ (^?—1,AIX^)«

Le lemme 2.3 nous dit alors qu'il existe un objet trivial ( tel que

/'©^Ç^AIX,.]®^

et l'on a ce qu'il nous faut.
Un calcul nous montre que Sr(l) est indépendant du représentant

(?, a, t".^) choisi, pour un élément de G/(9). Ceci induit donc un homo-
morphisme de groupes abéliens R'/. : G,.(y) -^ Pr(A). La commutativité du
diagramme ci-dessus est maintenant triviale.

4.3. LES APPLICATIONS a,.. — Si ^ePr+i, étant donné que P/.+i (B) est
canoniquement isomorphe à K/+i(B), on peut choisir un élément

W,Bix^a ,P )eObT^(B)

de telle sorte que l'on ait
^•+i(^Bix,], a, P) ==^'

Puisqu'on a fixé des isomorphismes ^/(^B?^) -> t/% (/ ' = o, i), alors
Q—\ . fît >. fitap . ^ B ^ ^ , B

et l'on posera
a,(^)=:A,((p) (Ç,A, a(3-S Ç,A) eK? (cp) .

Il faut démontrer que a,. : P,.+i(B) -> K^ç) est bien définie. Soit

Sr+i ( ̂  B [X,.], ûî, (S ) = Sr+i ( ̂ ,' B [X,], a/ î (3/ ) •

Étant donné qu'il s'agit de triples triviaux tels que

(Ç,BIX.I, a, p)©^^^(^^ a', ̂ ©^B,

il suffit de démontrer que

A,(9) (ç,A,ap-\^A)=A,((p) (Ç,A©^A, ( a®0 (S®Q- 1 ^ A © ^ A ) .

Or, Ay.(y) étant additive, on a
A,(9) ((^A, a?-1, ^A) ® (^,A, ^ ^,A))

==A,(9) (^A, a(3-1, /?,A) +A,(9) (^,A, ^ ^A)
==ArW (t?,A, aP-\^,A),

car A^(y) (t^, i, t^) === o, une fois qu'il s'agit d'une identité.
Deuxième chose à démontrer : si

(^B[X,b ^ P)^(^B[X,.b ̂  ^).

alors
A,(cp) (^,A, ap-1, ^A) =A,(cp) (^,A, a'P'-1, ^,A).
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En effet, désignons par (^, a) l'isomorphisme plus haut mentionné,
i. e. ^ : t^x,]-^ ^BIX,] est un isomorphisme rendant commutatif les
diagrammes :

.n '^W.n .n ^ 1 ) ^fc/-, B ——"^ i-r, îi l/; B ———^ t'/-, B

a| L p| ^
r Y Y ^

/7i a v. //î /n ûi ^n
l^ g ——--^ tr, B ,̂ B ———^ ^r, B

II est clair que a '==aa^(o)~ 1 et ?'== a^ ̂ (ï)~\ donc

(^.^ a'^-', ̂ ) = (̂ ,,, ^a^(o)- ' ^(i)(3-'a-S ̂ ).

Il s'ensuit que

A,(9) (^A, a^^, ç^) = A,((p) (^ ^-1, ^A)

4-A,(<p) (^A, ̂ -', ^A) +A,(cp) (^A^(o)- l^(I), ^,A),

une fois que A,.(ç) est multiplicative et que K^y) est abélien.
On voit que A,.(<p) (Ç ^, aa~1^ ^ ^ ) = = o , car aa - l==t (identité). Montrons

que
A,(Cp) (^,A, ^ ( O ) - ' ^ ( l ) , / ? , A ) = O .

En effet, si l'on pose 0== ^(o)~1 ^eAut(^B^,.i)? 1e diagramme

^w-^w
^r, B ——————> f/, B

id. | 6 (1 )^ 4-
.n id- , .n
fr, B ——————^ ^r, B

est commutatif et ^(o)==id. [donc ^ ( o ) = = f B avec Y=id.]. Ceci nous
montre que (Ç,A? ^H0)"1^1)? tn-,^ se déforme en une identité et notre
assertion est démontrée, car A,.(<p) est invariante par déformation.

4.4. DÉMONSTRATION DE L'EXACTITUDE. — On a ainsi construit une
suite de groupes abéliens

.. ,_^ K,.,. (A) ̂  K,^ (B) ̂  K;! (9) ̂  K,. (A) ̂ ^ K,. (B) —>. . .

et l'on veut démontrer que cette suite est exacte.

4.4.1. Exactitude en Kr(A)=P,(A) . — a. Montrons que

Im((3 , )cKer (K, (cp) )

ou encore, Kr(ç).Pr==o. Ceci est évidemment équivalent à Kr(y) .?/.== o.
Or, si r^eK^ç), ^==A,(y) (;, a, t^), donc

(K,(cp).(3',) ( ^ )=K, (cp) (^ , ( / ) )=^ , ( /B) ) .
Ann. £c, Norm., (4), I. — FASC. 4. 77
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Puisque a : IB-> t'^ est un isomorphisme, alors

s,(Œ) =s,.(t?^) ==0.

b. On va montrer que Ker(K, (ç)) C Im (?,.). Considérons tout d'abord
le cas r>o. Soit î/€K,.(A), y=s,(t';_,,^ a, ?) tel que K,.(y) (î/) = o.
On a

^W-I,A[X,.], ^B, PB)=:O.

Il existe alors un objet trivial (^-,,B[X,]? L , 0 tel que

(^,n^,h aB ® ^ PB® 0 - (^,Bix,,], ^ 0.

Soit 6 cet isomorphisme et prenons
a= ((Ç^,A[X,], a © ^ P ® Q , ^ (^i,Aix,,], ^ 0)€ObL,((p).

Il est clair que z = A,, (y) (cr) ç K^ç) et, par suite,

^(z)=^,(a) ==^.(^,A[X,.I, aC^ P ® 0 =^W-I,A[X.], oî, P) -J.

Si r=o et si P est un A-module projectif de type fini tel que
5o(P) = ^ € K o ( A ) , alors K,.(y) {x) = o entraîne l'existence de B-modules
libres B\ B^ tels que (P (g^B) QB^E^. Soit 9 cet isomorphisme.
Si l'on prend Œ = (P ® A", 9, A^'), alors z = A o ( y ) (a) € K?(y), donc

(3o (^) = po (^) == ^o (P ® A^-) = s, (P) = ̂ .

4.4 .2 . Exactitude en K^y). — a. Montrons, tout d'abord, que
P^.a,.= o. Or, si ^€K,.+i(B), alors

X == ^/•+i (^/" ]}[X,.h a7 0 î

d'après le lemme 1.4. Donc,

(3/.^ (^) = (3^ A/. (9) (<?, A, a, ,̂ A) = r,, A (Ç, A) - ̂ , A (^, A) = o.

&. Soit cr=(; , a, ^)eObL,(y) tel que ^.A,(cp) (cr) = o. Alors,

o == (3, A,. (9) (cr) == Sr (l) - s, (t) == s, ( / ) , car ^ (^) :̂ o.

Il existe alors un objet trivial ^ vérifiant ^©^,A=^'A, À1' étant un
entier convenable. Ceci nous montre que

A,(cp) (/, a, t) =A,(cp) (( / , a, Q ® (^A, i, ^ ,A))

==A,(9) ( ^ ® ^ A , a ® ^ ^ ® ^ , A )

=A,(cp) (^;A, a^ ^A)=a/•(^(d /c[x,], a^ 0),

où l'on pose a '==aÇ[)L.

4.4.3. Exactitude en K,+,.(B). — a. Si .r€ K,+i (A) = P,^.(A), x est de
la forme

OC == ̂ .+1 (^n A [X^? ^, t) .
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Alors
0

Le diagramme

K^+i (cp) {x) = a/.K^i (cp) ^+1 (Ç,A[x,h a, 0
==a,^.i(^B[x,i, aB, i) =A^(cp) (Ç,A, aB, ^,A).

^ aB, ^
^, B ———> ^r, B

a B | Id.
4- Y

,% 1(L ^
^r, B ——-^ ^r, B

étant commutatif, on en déduit que (aB, id.) nous donnent un isomorphisme
OÇ,A, aB, ^A)-^(^,A, 1, ^,A), donc A/,(cp) (^,A, aB, ^A) = A,(cp) (Ç,A, i, ^ ,A)=O.

Ceci nous montre que a,.Kr+i(y) (x) = o.
fc. Soit

J € K,^ (B) , J = S,^ W, B[X,], P, 0 ,

tel que a, .(y) = o, i. e. tel que R, - (Ç,A? P? Ç,A) ̂  o-
On remarque que si cû€ObL,(y) est tel que R,(^)==o, il existe une

identité (m, t, m), un isomorphisme
9^(3) &)© (w, i, m) ~ (^,A, Y, ^,A),

et une déformation
(^A.Ï ,^A)-^(^A,^A).

Mais, si l'isomorphisme (3) est vérifié, il doit être vérifié pour un m == t^
trivial et

R,,(&)® (^;A, i, ^;A)) = a,-(j), car ^+i((^B[x^ P, 0 ® (^;B[X,I, 1, 0) =J.

Soit ^€K,+i(A). On peut écrire
^===:^(^A[X^ O-1, +-1),

donc
y + K,̂  (cp) (^) == s,^ (^[x,.], P ® ^ © Q-1 B, i ® ̂ -1 B)

et le lemme de Whitehead nous montre que

Sr^ (^B[X^ P © t © 6-1 B, l © ^-1 B) = S,^ (^, B[X^ (P © 0 . ô-1 B,^-1 B) .

D'autre part, la paire (id., ^B) nous fournit un isomorphisme

(^B[X,.I, (P©0.0- 'B, ^B) - (^,B[X^ ï, 0,

comme on peut le voir, d'après la commutativité du diagramme

fk ^c fk
tr, B ———> fr, B

6B |^B
Y -t-

^B——^^B



6i4 A. NOBILE ET 0. E. VILLAMAYOR.

On a donc y + K,.+i (y) {x}= Sr+i {t^^ y, i). De plus,

(^A,Ï ,^ ,A)-^(^A, l, ^,A).

Il existe donc des automorphismes reAut^ix,]) et À, peAut(^),
avec pB=r (o ) et tels que le diagramme

fk T . ,Â-
h-, B ———> t j ,

),B FO)

soit commutatif. Puisque la paire (F, id.) nous fournit un isomorphisme

( ̂  DIX,.], ^ T-1) - (^ Bix,], p-1 B, À-1 B) ,
alors

y + K,.+i (cp) (^) == ^.+, (^ B^.J, T, 0 == ^+1 (^, BIX,I, t , ï-1 )
=^-M(^,B[X,], P-'B, ^-'B) ==5/.^(^B[x,.i, ^B, pB) .

Si ron pose y' = y + K,4-i(<p) (^) et ^ == ^+i(^A[x^, ^, p), alors
y==K,^(^) (z), donc j^j^-K^^cp) (^)€lm(K,,+i(cp)).

4.5. LA DEUXIÈME SUITE EXACTE. — Les propriétés fonctorielles de 2
sont évidentes. Si l'on considère le diagramme commutatif de morphismes
de S^c-,

A
\

B

^\/
F

on a, dans 9€c, les morphismes (y, id.) : [L -> ̂  et (id., ^) : y-^ ^. Ceci
nous donne donc les diagrammes commutatifs suivants :

K,._, (B) —> K? (o) -^> K, (A) ——> K, (B)
R^i^) R^id.,^ id. K,(^)

K,(^)- K,̂  (F) -—^ K" (^) -̂ -> K, (A) -^> K, (F)

-K^(F)

!..
- K? (^) —> K, (A) —^ K, (F) —>...

K^(©)

.K .̂, (F) -^'K?(E) -^K,(B) ^K^F)

Si ron pose S,= a^ . ̂ . : K^Ç) -> K0,, (9), on obtient la suite de
groupes abéliens

...-^^(O^K?^)1^^^^)1^!^

et l'on veut démontrer qu'elle est exacte.
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La seule chose à vérifier c'est que l'application composée

KÎW-^KÎW-^KÎ^)

est nulle, les autres vérifications de la démonstration étant des conséquences
triviales des deux diagrammes ci-dessus en appliquant la méthode du
« diagram chasing ».

Si xç. K^ç), on peut écrire

^=A,(cp) (m, 0, m'), donc K^id., Q (^) == A, (^) (m, T,(0 (0), /^).

Soit
^=K,(cp, idQ.Ki^id.^) (^)==A,(S) (T/.(cp) (m), ï.(0(0), T, (cp) (/^)).

Celui-ci est un triple de la forme (mi, 61 F, m,), donc la paire (6,1, id.) nous
fournit un isomorphisme (mi , 61 F, m , ) ~ ( m ^ L, m,). Il s'ensuit que

z= A^(^) (m,, i, /<) =o.

4.6. LA TROISIÈME SUITE EXACTE. — Considérons la fibration naturelle $ :
9^c-> ^c donnée par $(p-) = but de ;̂ . La fibre 3€, au-dessus de FeOb^
est une sous-catégorie de 3€c dont les objets sont les morphismes de Û^c
ayant F pour but et, si p-, ^eOb^, alors cp€Hom([J-, E) si le diagramme

A—Î->B

^\^
F

est commutatif.

Ceci est exactement la traduction de la théorie des espaces avec
point base.

Si l'on pose K^A) = Ke^K/.Q^)), on a la suite exacte de groupes
abéliens

K/^F^K^^^K^A)-^.

Donc la commutativité du diagramme

K,^(F)<^-K^(F)! i \
...——> K" (9) ——^ K;* ((JL) ———^ K" (0 ——^ K»., (?) ——>. , .

1 1 "x

'\ i i /
•-*K^(A)———^(B).- '

i l
0 0
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nous montre l'exactitude de la suite

. . . — K» (cp) -> K^ (A) -> K-, (B) -> K;̂  (cp) ->... ,

où les flèches sont évidentes.
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