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SUR LES SOUS-GROUPES ARITHMETIQUES
DES GROUPES SEMI-SIMPLES DEPLOYES

Par Hmrya MATSUMOTO.

INTRODUCTION.

Soient k& un corps de nombres algébriques et o I’anneau des entiers
de k. Soient G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur k et G
le groupe des points rationnels de G. Si l'on note Ge le groupe des points
entiers de G relativement & un plongement donné de G dans un groupe
linéaire GL,, un sous-groupe I'" de G est appelé sous-groupe arithmeé-
tique si I"AGo est d’indice fini dans T’ et dans Go. Pour tout idéal g
non nul de o, le sous-groupe I'y de Go formé des éléments g tels que
g=1 modulo g est un tel sous-groupe de G;. Un sous-groupe arithmé-
tique I'" de Gy est appelé sous-groupe de congruence s1 I contient le sous-
groupe I'y de Go pour un idéal q non nul de 0. Ces définitions de sous-
groupes arithmétique et de congruence ne dépendent pas du choix du
plongement de G dans un groupe linéaire.

Le probleme des groupes de congruence pour G, consiste a savoir si
tout sous-groupe arithmétique de G, est un sous-groupe de congruence,
autrement dit si tout sous-groupe d’indice fini dans Go contient I'y pour
un idéal g non nul de v. Le but principal du présent Mémoire est de résoudre
ce probléme pour les groupes simples simplement connexes G déployés
sur k et de rang >~ 2. Nous traitons également un probléme analogue pour
les groupes Go out 0 est un anneau de Dedekind dit de type arithmétique.

Au chapitre I, nous étudions les propriétés d’une suite exacte de groupes
localement compacts liée au probléme des groupes de congruence. Soit G
un groupe simple simplement connexe déployé sur k. Mettons une topo-
logie T, [resp. T.] sur G, en prenant comme base de voisinages de ’¢lé-
ment neutre les sous-groupes arithmétiques [resp. de congruence] de Gy,
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et notons Gy [resp. G| le complété de G4 pour T, [resp. T.]; ces complétés
sont des groupes localement compacts totalement discontinus. Comme T,
est plus fine que T., on a un morphisme canonique = de G, dans Gy;
le morphisme = est surjectif et propre. Le probléme des groupes de
congruence revient & savoir si le noyau C(Gy) de © se réduit a I’élément
neutre. On sait, d’aprés le théoréme de I'approximation forte, que G
s'identifie au groupe adélifié G,s, ou A} désigne I’anneau des adéles finis
de k, c’est-a-dire le produit restreint des complétés k, de k relatif aux
anneaux o0, des entiers dans k,, ¢ parcourant I’ensemble des places finies
de k. D’autre part, 'extension G, de G,/ est triviale au-dessus du groupe Gy,
regardé comme groupe discret, contenu dans G,/. '

Nous démontrons pour les groupes Gs un théoréme de réduction sur
le rang de G, analogue & un théoréme de stabilité de H. Bass [2] pour les
groupes SL,(0), et nous en déduisons que, si G est de rang >-o2,
le noyau C(Gy) de n est central dans G,. En outre, ’extension G de Gy
posséde une propriété universelle qui la caractérise entre toutes les exten-
sions centrales de G,;.

Les schémas en groupes sur Z associés par (. Chevalley [15] aux groupes
semi-simples joueront un réle fondamental dans le premier chapitre
comme dans le deuxiéme, et d’ailleurs ils nous permettront de soumettre
les groupes de divers types & un traitement unifié, ne serait-ce que pour
éviter des calculs de matrices.

Le chapitre II est consacré a l’étude des extensions centrales de Gy,
ou G est un groupe simple simplement connexe déployé sur un corps
topologique k&, infini; le groupe Gy, est muni de la topologie définie a partir
de celle de k;. S1 A est un groupe abélien topologique, les classes d’exten-
sions centrales de G;, par A forment, avec la multiplication de Baer,
le groupe de cohomologie H*(G;, A). Nous ramenons la détermination
des extensions centrales de G, par A a celle de certains cocycles sur k;
a valeurs dans A, en suivant la méthode de R. Steinberg [30] et de
C. Moore [26]; c’est donc la décomposition de Bruhat de G, qui y joue
un role primordial.

On appellera cocycle de Steinberg toute application ¢ de kX k; dans A
satisfaisant aux équations et aux conditions suivantes :

(51) ¢ (=, y)c (zy, 3)=c (z, yz) ¢ (y, 2);

(52) c(r)=15 c(my)=cl’,y");

(83) c¢(my)=c(z, (1—ax)y) st TF1;

(80) La fonction ¢ (z, y) est continue dans k' Xk, et, quand on convient

que ¢ (0,1) =1, la fonction c (z, 1 —zy) de (z,y), définie sur un
votsinage de (0, 0) dans k,X ki, est continue en (o, o).
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Soient alors S(k), A) le groupe des cocycles de Steinberg sur k' & valeurs
dans A, et S°(k, A) son sous-groupe formé des éléments ¢ qui sont
bilinéaires comme applications de kXA, dans A. Le théoréme principal
du chapitre II affirme que le groupe H?(G;, A) est isomorphe a S(k, A)
ou a S°(k, A) suivant que G est isomorphe ou non a un groupe symplec-
tique. Pour G=GSL,, ce résultat a été essentiellement obtenu par

C. Moore [26].

Soient k, un corps localement compact non discret, et |, le groupe
des racines de l'unité contenues dans k,. Si k,£ G, le symbole de restes
normiques (2, Y),.r, m étant I'ordre de p.,, est un cocycle de Steinberg
bilinéaire ¢* sur k; & valeurs dans . Par ailleurs, comme R est un corps
ordonné, on définit comme suit un cocycle de Steinberg ¢,, non bilinéaire,
sur R & valeurs dans Z : ¢ (2, y) =1 s1 2 <o, y <0; ¢ (2, y) =o0 sinon.

Au chapitre I1I, nous rappelons d’abord des généralités sur les exten-
sions centrales des groupes localement compacts; notamment les notions,
dues a C. Moore [26], de revétement universel, de groupe fondamental
et de groupe fondamental relatif. Puis nous combinons les théorémes des
chapitres précédents avec deux résultats arithmétiques de C. Moore [26]
sur la détermination des cocycles de Steinberg pour un corps local et sur
Punicité des formules de réciprocité dans un corps global.

En utilisant le premier de ces résultats, nous voyons que, si k, est un
corps local ultramétrique [resp. le corps R], I’extension de G, corres-
pondant au cocycle de Steinberg canonique ¢’ [resp. ¢, ou ¢’ suivant que G
est isomorphe ou non 4 un groupe symplectique] est un revétement universel
de Gy ; pour k, =G, il est bien connu que G¢ est lui-méme simplement
connexe au sens topologique.

Soient k un corps global et A; 'anneau des adéles de k. Le théoréme
de C. Moore sur les formules de réciprocité entraine que le groupe fonda-
mental relatif du groupe adélifié G,, par rapport & son sous-groupe Gy
est isomorphe au groupe p, des racines de ’unité contenues dans k; ce qui

signifie essentiellement qu’il existe une extension centrale G, de G,,
par [ qui est triviale au-dessus de Gy, et que toute extension centrale
de G,, par un groupe abélien localement compact B, triviale au-dessus
de Gy, se déduit de G,, par un morphisme de 1 dans B uniquement
déterminé.

De tels revétements de Gy et de G,, ont été remarqués et construits
pour les groupes SL, et Sp., par A. Weil [32], T. Kubota [19], C. Moore [26]
et H. Bass, J. Milnor et J.-P. Serre [4]. Le cas du corps R remonte, bien
entendu, 4 E. Cartan [11], qui avait d’ailleurs déterminé le groupe fonda-
mental m,(Gg) pour tout groupe simple simplement connexe G sur R
déployé ou non.

?
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Nous tirons de ces théorémes une solution au probleme des groupes de
congruence pour les groupes simples simplement connexes G de rang > 2
et déployés sur un corps de nombres algébriques k : le noyau C(Gy) du

morphisme © de Gy sur G, est isomorphe a py si k est totalement imagi-
naire; sinon, C(Gy) se réduit a I’élément neutre. En particulier, si k possede
au moins un conjugué réel, tout sous-groupe arithmétique de Gy est un
sous-groupe de congruence. On voit aussi que, si G est de rang > 2, tout
sous-groupe arithmétique de Gy contient un sous-groupe d’indice fini
engendré par des éléments unipotents.

Cette solution au probleme des groupes de congruence avait été obtenue,
pour les groupes SL, (n>x3) et Sp., (n>>2) sur Q, indépendamment par
J. Mennicke ([22], [23]) et par H. Bass, M. Lazard et J.-P. Serre [3], et
ensuite pour ces mémes groupes sur un corps de nombres arbitraire par
Bass, J. Milnor et Serre [4]. Le cas de SL, a récemment été résolu par
Serre (voir [29]).

Cette thése a été réalisée sous la direction de M. F. Bruhat, qui m’avait
suggéré I'idée d’entreprendre cette étude. Je lui en exprime toute ma
gratitude. Je tiens & remercier vivement M. J.-P. Serre pour les conseils
qu'il n’a cessé de me prodiguer tant au cours de I’élaboration de mon
travail que pendant sa rédaction définitive. Je remercie également
M. P. Samuel, qui a bien voulu me proposer un second sujet de these.

CHAPITRE 1.

SO0US-GROUPES ARITHMETIQUES D UN GROUPE SIMPLE DEPLOYE.

1. Nous allons dans ce numéro formuler le probléme des groupes de
congruence, que nous étudierons ensuite pour les groupes simples sim-
plement connexes déployés.

Soit k une extension de Q de degré fini ou un corps de fonctions algé-
briques de dimension 1 sur un corps fini. Un sous-anneau o de k sera
appelé anneau de Dedekind de type arithmétique, s’il existe un ensemble
fini non vide S de places de k contenant les places archimédiennes et tel
que o0 soit I’ensemble des éléments x de k tels que ¢(z) =Z1 pour toute
place v&S; ou 'on a noté la valuation ¢ multiplicativement. S’il en est
ainsi, k est le corps des fractions de o0 et S est uniquement déterminé par o.
Les idéaux premiers de o correspondent canoniquement avec les places ¢ €S
de k.

Soient G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur k et Gy le
groupe des points rationnels de G. On choisit un plongement de G dans
un groupe linéaire GL,, et I'on considére le groupe Go des points de G
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a valeurs dans o, ou 0 = 0(S) est I’anneau de Dedekind de type arithmé-
tique défini & partir d’'un ensemble S de places de k. Un sous-groupe I"
de Gy est appelé sous-groupe S-arithmétique si I"NGo est d’indice fini
dans I" et dans Gs. Un sous-groupe S-arithmétique I de G, est appelé
sous-groupe de S-congruence si I contient, pour un idéal g non nul de o,
le sous-groupe I'y de Go formé des éléments g tels que g=1 modulo g.

On voit aisément que ces définitions ne dépendent pas du choix du
plongement de G dans un groupe linéaire GL,,. Par suite, on peut définir
sur G, une topologie de groupe T,(S) [resp. T.(S)] en prenant comme
base de voisinages de e les sous-groupes S-arithmétiques [resp. de
S-congruence] de Gi. Soit donc G//(\S) [resp. T(S)] le complété de G, par

Y -

rapport & T.(S) [resp. a T.(S)]; les groupes Gi(S) et Gx(S) sont loca-
lement compacts et totalement discontinus. Puisque T,.(S) est plus fine

que T.(S), on a un morphisme canonique T de (}/k(\S) dans G(S).
Le complété Go [resp. Go| de Gs par rapport a T,(S) [resp. a T.(S)]

N S N
est un sous-groupe ouvert compact de G, (S) [resp. de Gk(S)]. Le groupe Go
n’est autre que le complété de Go par rapport a la topologie des sous-

groupes d’indice fini. On voit aisément que la restriction de © 2 Go a pour
image Go et pour noyau un groupe profini C(Gs). Par conséquent, le

™~ P —

. . / . 9.
morphisme 7 applique G(S) sur G.(S), et le noyau C*(G;) de ©, qui s’iden-
tifie canoniquement avec C(Go), est un groupe profini.

On a ainsi une suite exacte de groupes localement compacts :

(1.1) I»CS(Gk)»GT\(S) 5 G (S) > 1.

Le probléme des groupes de congruence pour Gy relatif & S consiste
a savoir si C*(Gy) se réduit a 1’élément neutre, c’est-a-dire si tout sous-
groupe d’indice fini dans Go contient I'y pour un idéal g non nul de o.

Le cas habituel est celui ou S est I’ensemble S, des places archimé-
diennes de k, ce qui équivaut a dire que o est ’anneau des entiers d’un
corps de nombres k. On vérifie aisément que C3(G;) se réduit a {e| si G
est un groupe unipotent. D’aprés C. Chevalley [12], c’est encore le cas
si G est un tore. D’autre part, C*(G;) est généralement infini si G est
un groupe semi-simple non simplement connexe (J.-P. Serre [28]). On sait
d’ailleurs, depuis F. Klein, que C%*(Gy) est infini pour G = SL, et k= Q.

Nous supposerons dans le reste de ce numéro que G est un groupe
semi-simple simplement connexe.

Soit A(S) Panneau des S-adéles de k, c’est-a-dire le produit restreint
des complétés de k pour les places v &S de k. Le groupe G,, des points
de G a valeurs dans A4(S), muni de la topologie définie a partir de celle
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de A4(S), est un groupe localement compact. On voit que la topologie

de G,,s Induit sur G, exactement la topologie T.(S), et donc que G.(S)
s’identifie a I’adhérence de G, dans G,,s. Par suite, si k est de caracté-
ristique o et si G satisfait a4 'approximation forte relativement a S,

G«(S) s’identifie au groupe adélifié G,, (cf. M. Kneser [18]).

D’autre part, la suite exacte (1.1) est triviale au-dessus du groupe Gy,

regardé comme groupe discret, contenu dans G(S).
Lorsque C®(Gy) est fini et que le quotient de G, par son centre Z, n’a
pas de quotient fini non trivial, on voit immédiatement que C°(G;) est

N
central dans G« (S). En général, notons C’(G,) ’'adhérence du sous-groupe

de C°(Gi) engendré par les commutateurs xyz'y ' pour z€C’(Gy)
N
et y€G,(S). On a alors, par passage au quotient, une extension

N

centrale G4(S) de Gx(S) :

1~—>C§(Gk)->Gk(S)—%>Gk(S)——>1;
ou

GrS) = G (9)/CS (Gr) et €3 (Gy) = G5 (Gy) /CS (Gy).

Cela étant, le théoréme suivant exprime un caractére universel de

N
Iextension G.(S) de G (S) (Bass-Milnor-Serre [4]) :

TutorimE 1.1. — Avec les notations ci-dessus, soit donnée une extension E

de G«(S) par un groupe profini F telle que sa restriction au groupe Gy, regardé
comme discret, soit triviale.

(a) Il existe alors un morphisme ¢ de G/A(\S) dans E tel que pey=r,

ot p désigne la projection de E sur G.(S).

(b) Supposons que G, ne posséde pas de quotient fini abélien non trivial.
Alors, st de plus F est central dans E, il existe un morphisme ¢ et un seul

de Gr(S) dans E tel que pod=r.

Pour I’énoncé (a), nous reproduisons la démonstration de [4]. Il existe,
par hypothése, un morphisme o de G; dans E tel que pog(g)=g pour
tout g€Gy. L’application ¢ =com est donc un morphisme défini sur le

N
groupe G, contenu dans G.(S). Or, I'image de Gs par ¢ est contenu dans
le sous-groupe profini p~(Gs) de E. Par suite, compte tenu de la défi-

nition de Gs, 9| G se prolonge en un morphisme continu de Go dans p=* (Go).
N
Le morphisme ¢ se prolonge donc en un morphisme continu ¢ de G(S)

dans E. Il est clair que po¢==. Quant a I’énoncé (b), on déduit de (a),

par passage au quotient, qu’il existe un morphisme ¢ de Gx(S) dans E
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tel que pod==. Si J un morphisme de m dans E ayant la méme
propriété, I'application 3, définie par &(z) = §(z) §(2)™*, est un morphisme

de G«(S) dans F; comme F est un groupe profini abélien, notre hypothése

.« . .« ., —
sur G, entraine que ¢ est trivial dans Gy et donc, par continuité, dans Gx(S)
tout entier. Ceci achéve de démontrer le théoréme.

2. Dans ce numéro, nous rappellerons la construction de certains
schémas en groupes déployés sur Z et quelques-unes de leurs propriétés
fondamentales (c¢f. C. Chevalley [15] et M. Demazure [16]).

Soient G un groupe algébrique connexe semi-simple sur G et H un tore
maximal de G. On désignera par g et lj les algébres de Lie de G et de H
respectivement. Soit ® le systéme de racines de G relatif a H. On choisit
un réseau de Chevalley g, de g adaptée a ) :

9z — l]z—i—z Ze,

o

avec un réseau h, de h et un systéme d’éléments radiciels e,. Pour
chaque «€®, I’élément h,=]e,, e_,] appartient a b, et I'on a «(h,) =2,
la racine « étant identifiée & sa différentielle; x(h) est dans Z quel que
soit h&€ly,; si @, B et «+ B sont des racines, on a [e,, es] =N, ge,.g avec
un entier non nul N, g; on a N, g=— N_, _s. Notons que, si {,}, €D,
est un ensemble d’entiers 41 tel que ¢,=c_, pour tout «, alors les
éléments ¢ e, forment eux aussi un systéme d’éléments radiciels pour le
réseau de Chevalley g,.

Pour «, 3€®, Pentier a(hg) sera appelé I'entier de Cartan relatif a «
et B3, et sera noté af3*. .

Soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V; on a

V=ZV‘A, ou A parcourt I’ensemble A(p) des poids de ¢ relatifs a H et
)

ou V* est le sous-espace de V appartenant a A. Rappelons qu’un réseau V,
de V est dit admissible par rapport a g, si V, satisfait aux conditions
suivantes :

(i) Vz= 2V ot Vz=V,NV;;

(i1) Pour tout 2€® et tout entier k>0, o(e,)"/k! laisse V, stable.

Considérons une représentation fidéle ¢ de G dans un espace vectoriel V
et un réseau admissible V, de V par rapport a g,. Toute base {¢,, ..., ¢u}
de V, détermine les coordonnées ¢ ; (1=_t,j=<m) sur GL(V), et les
restrictions de celles-c1 & G engendrent un sous-anneau Z[G] de ’algébre
affine G[G] de G. L’anneau Z[G], muni de la co-multication % induite de

Ann. Ee. Norm., (4), 1I. — Fasc. 1. 2
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celle de G[G], définit un schéma & en groupes sur Z, que nous appellerons
le schéma de Chevalley-Demazure associé a G. On sait que le schéma en
groupes ® ne dépend, & un isomorphisme prés, pas du choix de H, de g,
de p ou de V,.

L’algebre Q[G]=2Z[G] ®,Q fait de G un groupe algébrique défim
sur Q. Si X est un sous-groupe de G défini sur Q, le plongement cano-
nique ¢ de X dans G induit un morphisme v de G[G] sur G[X]; on
notera Z[X] le sous-anneau 7(Z[G]) de G[X].

Introduisons quelques sous-groupes de G. Soit N le normalisateur de H
dans G;le quotient N/H est le groupe de Weyl W de G relatif & H et 'on a
N.= HN,. Lorsque G est simplement connexe, le groupe N, est appelé
le groupe de Weyl étendu associé a G. Pour chaque racine «, U* désignera
le sous-groupe radiciel exp(Ce,), et G* le sous-groupe simple de G engendré
par U* et U™ On définit I'isomorphisme z, du groupe additif sur U*
par x,(t) =exp(le,) pour t€GC; 1l existe alors un morphisme ¢, du

Tt 1 0
groupe SL. sur G* tel que :pa<0 I>=5cc,‘(t) et que cp_@<[ I>=ac__g((t)
pour tout t€C.

Soient A un systéme de racines simples de @, et ®* I’ensemble des racines
positives. Le sous-groupe U*[resp. U] de G engendré par les U* [resp.
les U], x€®*, est un sous-groupe unipotent maximal de G.

Soit A" une partie de A et posons A”=A — A’. Notons G(4") [resp. G(A”")]
le sous-groupe de G engendré par les G* x€A’ [resp. a€A”]. Soit
encore U*(A") [resp. U (A’)] le sous-groupe engendré par les U* [resp.
les U], a€®*— &+ ou ®'* est I’ensemble des racines positives de G(4’)
relatifa H(A") = G(A')n H.Si H(A”) désigne G(A”)nH,ona H=H(A")H(A");
on sait que H(A')NH(A”) se réduit a {e| si G est simplement connexe.
Le groupe réductif S(A")=G(A")H(A”) normalise U+ (A'), et U+ (A")S(A")
est un sous-groupe parabolique de G. Ces sous-groupes de G sont tous
définis sur Q.

Rappelons le résultat suivant sur les algebres affines de ces groupes :

a. Quand les éléments o de ®* sont convenablement rangés, 'appl-
cation ¢ d’un espace affine G’ (p = dimU") sur U*, définie par

c(tyy, -.uy L)) :I]exp (1;€4,),
est un isomorphisme de variétés algébriques. De plus, Z[U*] est ’algébre
des polyndmes sur Z en les p variables {;o¢'. On a un résultat analogue
pour les groupes U™, U*(A") et U (4").
b. L’algebre Z[H] est engendrée sur Z par s, Y., ...y L Ar s S
{1y ...y -} est un ensemble générateur du groupe des caractéres de H.
On a un résultat analogue pour H(A") et H(A”).
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c. Soit g’ Valgebre de Lie de G'= G(A’). Alors g;= g’ Ng, s’écrit sous

la forme h,Ng -+ ¥ Ze,, ou 2 parcourt I’ensemble des racines de G’ rela-
)z p

&%
tives a H(A"); donc g5 constitue un réseau de Chevalley de g¢' adaptée
a g'Nh. Pour la restriction de ¢ a G', V, est un réseau admissible de V
par rapport a g,. Par conséquent, 'algébre Z[G'] que nous avons définie
pour le sous-groupe G’ de G est identique a celle qu’on peut définir, de
méme que pour G, pour le groupe semi-simple G’.

On va maintenant rappeler un théoréme de décomposition. Soit . un
caractere de H, dominant par rapport au systéme de racines simples A,
tel que p. s’annule sur H(A") et ne s’annule sur HNG* pour aucun « €A”.
On choisit une représentation irréductible ¢ de G dans un espace vectoriel V,

de plus haut poids p; on a V=ZV", ou A parcourt I’ensemble des poids

I3
de o relatifs & H et ou V* est le sous-espace de V appartenant au poids 2.

Alors, le sous-groupe U*(A")S(A") est le stabilisateur dans G de V¥,

et la fonction ¢, sur G, définie par ¢(g)v'=1t,(g)v" modu]oEV}‘ avec un
vecteur non nul ¢* de V¥ appartient a Z[G]. L’applicatidn T@ 7 de
U (4")xS(A")x U+(A") dans G définie par =@ = (u/, s, u) = u'su est un
1somorphisme de variétés algébriques de U (A")xS(A") x U*(4") sur un
ouvert affine , de G, dont 'algébre afline est justement G[G] (¢,'). Il enest
évidemment de méme de application, définie de facon analogue, de
U (A)x U (A)xS(A") sur Q,. Si H(A")NG(A')={e|, Vapplication =
de H(A”")X G{A") sur S(A’) est également un isomorphisme de variétés
algébriques. ‘
Plus précisément, d’apres [15], on a ainsi des isomorphismes d’algebres :

FQE: ZIG] () > Z[U-(4) | @ Z[S (M) | @ Z[ U+ (A)],
FQE: Z[G] (')~ 2| U~ ()| @ Z[ U+ ()| QZ[S (1)
et, si HA")NG(A) = {el,
o Z[SQA)] - Z[TA)]| QZG(A)];

ou l'on a respectivement
TRF () =1@ (4u|S(A) Q1,
TRFE () =1@1Q (4u[S(A7)
et
T (p]S(A)) = (1 1(A"Y)) Q1.

En particulier, pour A’'= @, cela donne un morphisme de U~ xX Hx U*
sur un ouvert affine , de G, et un isomorphisme d’algébres .

AQE: Z[G] () > B[V QZ[N@Z[U+].
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Nous allons ensuite étudier les réseaux admissibles de certaines repré-
sentations de G.

Soit ¢ une représentation de G dans un espace vectoriel V. S1 V, est
un réseau admissible de V par rapport a g, les coeflicients de p relatifs
a une base de V, appartiennent & Z[G]; 'action de G sur V induit donc
un morphisme d’algébre 5 de Z[V] dans Z[G] ®Z[V], ou Z[V] désigne le
sous-anneau de I’algébre affine G[V] de V engendré par les coordonnées
de V relatives & une base de V.

Pour éviter une complication inutile, on supposera dans le reste de ce
numéro que G est simple.

On voit aisément que pour une représentation irréductible o de G les
conditions suivantes sont équivalentes :

(C) Tous les poids non nuls de p sont transformés les uns en les autres
par le groupe de Weyl W de G;

(C’) Si A et p sont des poids non nuls de ¢ dont la différence est une
racine o, alors A est le transformé de i par la réflexion o, € W associée a a.

On appellera représentation basique toute représentation irréductible non
triviale de G vérifiant ces conditions.

On a d’abord le lemme suivant ([14], exposé 20) :

Lemme 2.1. — Soit p une représentation basique de G.

(a) Tout poids non nul de p est alors de multiplicité 1 et la multiplicité
du poids zéro est le nombre des racines simples figurant parmi les poids
non nuls de ¢.

(b) Soient A(p) Uensemble de ces derniéres racines simples, et pour
chaque a€A(p), ¢v* un vecteur non nul de V*. Alors, V° posséde une base
constituée par des éléments g, B € A(p), de sorte que ¢(e,) 5= Ca, 9%, 0U 84 p=1
sio=10 et Sy =10 si a3z

En effet, la premiére assertion de (a) est bien connue. Considérons
ensuite la sous-algébre m de g engendrée par les e, et e_,, a€A(p), et la
représentation de m dans le plus petit sous-espace V' de V contenant V°

et stable par m. D’aprés (C’), on a V'= V°+ZV)‘, ou X parcourt I'en-

semble des transformés des a€A(p) par le groupe de Weyl de m relatif
a mnh. La représentation de m dans V' est donc équivalente a la repré-
sentation adjointe de m. D’ou les assertions de notre lemme.

Rappelons que G est simple. On dit qu'une racine « de G est longue
[resp. courte], si aucune racine de G n’a une longueur supérieure [resp.
inférieure] a celle de «.

On sait qu’il existe une représentation basique de G dont les poids non
nuls sont les racines courtes de Gj elle est d’ailleurs, 4 une équivalence
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pres, la seule représentation basique de G a avoir effectivement le poids zéro.
D’autre part, toute représentation basique de G est une représentation
fondamentale, a I’exception de la représentation adjointe d’un groupe de
type A,. Si G est simplement connexe, il existe au moins ¢ représentations
basiques de G non équivalentes ot ¢ est 'ordre du centre de G ([14], loc. cit.).
Notons aussi que pour les groupes classiques, leurs réalisations habituelles
(SL, Sp, SO et Spin) vérifient la condition (C).

Nous signalons le lemme suivant :

Lemme 2.2. — St G est simplement connexe et de rang >>2, G admel
une représentation fondamentale vérifiant (C) et la condition suivante :

(D) Elle est de degré >3 et son plus haut poids n’est pas somme de
deux racines sumples.

En effet, si G est de rang >3, toute représentation irréductible non
triviale de G satisfait a4 cette derniére condition, car tout poids domi-
nant <o est combinaison linéaire de toutes les racines simples avec des
coefficients strictement positifs. 51 G est de type A, [resp. C.], G possede
une représentation fondamentale de degré 3 [resp. 4] vérifiant (C) et n’ayant
pas zéro pour poids. Pour le groupe de type G., la représentation fonda-
mentale de degré - satisfait & nos conditions.

Soit maintenant p une représentation basique de G dans un espace
vectoriel V. On va choisir un réseau admissible de V uniquement déter-
miné & une homothétie prés. Désignons par A(p) 'ensemble des poids
de ¢, par A(p)* celui des poids non nuls et par A(p) celui des racines simples
figurant dans A(p). On prend un réseau admissible V, de V par rapport
agz:ona VZ=ZV;, ou V;= V,N V" pour A€A(g). On choisit ensuite,

)
pour chaque » €A(p)*, un vecteur primitif ¢* de V. Il existe alors, d’aprés

le lemme 2.1, une base {¢,} de V° indexée par A(p) et telle que
o(es) 95 =04, 3¢", pour tout «, BEA(p). Ceci implique aussi que

p(e_a) V&: == g, g9

pour @, B€A(p). On déduit de 1a que le Z-module engendré par les éléments
de V; et les ¢, est un réseau admissible de V par rapport a g,.
Supposons que le réseau V, soit ainsi normalisé; V, posséde une base
constituée par les ", A€A(g)*, et les o5, «€A(p). Cette base nous permet
de voir explicitement comment les groupes radiciels U* opérent sur V.

Lemume 2.3. — L’action des sous-groupes radictels U*(x € ®) sur V s’écrit,
en termes de la base normalisée, par les formules sutvantes [ow Uon convient
d’écrire x,(t) au liew de ¢(x.(t)) et o =1 signifie une constante -1 ne
dépendant pas de la variable t] : ‘

(a) Si AEA(p)* et A+ adA(p); walt) o= o's
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(b) ST A, At a€A(p)*; a,(t)o' = oh = to'+2y

() St a&A(p); x(t)9'=¢" pour lout v*€V";

(d) St a€A(p); a(t)9'= 0"+t a,(¢")0* pour tout v*€V",

et T, (t) vt =%+ tp* (o) 4= 197,

ol %, est un élément non nul du dual (V')* de V* et ¢°(2) un élément non nul
de Vg;

(e) Pour tout 2€A(g), ¢'(a)=0"(—a) e a,==+(—a),. Les «,,
a€A(p), constituent dans (V°)* une base du réseau (Vyp), dual & V.

- Cela résulte tout de suite de ce qui préceéde le lemme et d’un résultat
élémentaire sur les représentations d’un groupe simple de rang 1.

3. Nous étudierons dans ce numéro le probleme des groupes de congruence
pour les groupes simples simplement connexes déployés.

Soit G un groupe simple simplement connexe sur G. On associe & G le
schéma ® en groupes sur Z, en choisissant un tore maximal H de G et un
réseau de Chevalley g, avec un systéme d’éléments radiciels e, (voir n° 2);
® désignera le systéme de racines de G relatif & H et A un systéme de
racines simples dans ©.

Soit 0 un annecau commutatif & unité. On déduit de &, par extension
des scalaires de Z a o, un schéma »G en groupes aflines sur o; le groupe Go
des points de oG a valeurs dans o est ’ensemble des morphismes de
’algébre Z[G] @, 0 dans 0. Si 0 est un corps k, ;G définit un groupe simple
simplement connexe du méme type que G. Tout groupe simple simple-
ment connexe déployé sur k est isomorphe sur £ a un groupe défini
de cette maniere ([16], [6]).

Le groupe Go possede les sous-groupes correspondant aux divers sous-
schémas en groupes de ® définis au n°® 2 : en particulier, le tore Ho, les
groupes unipotents Us et Us, les sous-groupes radiciels Ug (x € ®). Pour
chaque x€®, z, désignera l'isomorphisme du groupe additif sur U?*,
déterminé par le choix de I’élément radiciel e, (voir n°® 2).

Soit 0~ le groupe multiplicatif des éléments inversibles de o. Pour
tout a€D et €07, posons w,(t) = a,(t)x_(—") x,(t); cet élément
appartient au normalisateur algébrique No de Hes. L’application h,, définie
par hq(t) = w.(t) w,(1)"", est un 1somorphisme de 0 sur un sous-groupe Hj
de Ho. De plus, Hs est le produit direct des sous-groupes Hj, 2 parcourant
le systeme de racines simples A. D’autre part, les éléments w,(1), 2€®,
engendrent un sous-groupe fini 9ls de No, et I'on a No= HoIl.

Dans le cas d’un corps k, le groupe G, est engendré par les sous-groupes
radiciels U}, et 'on a G,= U;N,U;= U;N,;U;. Lorsque k cst un corps
infini, on sait que G, est égal & son groupe des commutateurs et que le
quotient de G, par son centre Z; est simple en tant que groupe abstrait [13].
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Pour simplifier ’exposé ultérieur, on convient de dire, si G est isomorphe
a Pun des groupes symplectiques, que le groupe simple simplement
connexe G ou son diagramme de Dynkin A est de type symplectique; sinon,
on dira que G ou A est de type non symplectique.

Nous venons maintenant au probleme des groupes de congruence pour Gy,
ou k est le corps des fractions d’un anneau de Dedekind o de type arithmé-
tique; anneau o est déffni dans k & partir d’'un ensemble S de places de k.

Considérons la suite exacte (1.1) :

12> CS () = Gr (8) 5 Gr (S) 1.

N
D’une part, d’aprés ce qui précede, le groupe des commutateurs de G,(S)
'

[resp. de Gi(S) | est dense dans (i(S) [resp. G(S)|. D’autre part, on voit
que G, est dense dans le groupe adélifié G, s, d’aprés le théoréme de
Iapproximation forte ou d’apres le fait que Gy est engendré par ses sous-
groupes radiciels Ui pour chaque complété k' de k.

En vue d’étudier la suite exacte restreinte a Go, nous définirons quelques
sous-groupes de Go ot 0 est un anneau commutatif & unité. Quand on a
fixé anneau o, I' désignera Go, et le sous-groupe de Go engendré par les
sous-groupes radiciels Uj sera noté Eo. Si g est un 1déal de o, on notera I'y
le noyau du morphisme de réduction de Go dans Go/q, et Ey le plus petit
sous-groupe distingué de Eo contenant les I'ynUj(x€®). On a vu plus
haut que Eo contient No.

Lemme 3.1. — Supposons que G sott de rang >=2 el que o soil un anneau
intégre infini. Alors, tout sous-groupe d’indice fint dans Go contient le
groupe Eq pour un idéal 4 non nul de v.

Soit I un sous-groupe d’indice fini dans Go : pour démontrer le lemme,
on peut supposer que I est distingué dans Go. Notons d’abord que,
si 0 est de caractéristique o, notre assertion est triviale et valable aussi
pour SL.; en effet, si Go/I” est d’ordre n, I contient tous les éléments
de la forme z,(nt) (x€®, t€ o), et donc le groupe Eq pour ¢ =no. Méme
en caractéristique arbitraire, il suffit d’envisager les cas de rang 2, puisque E
contient Ils et que tout sous-groupe radiciel Uj est, transformé par un
élément de 9o en U pour une racine simple . Nous distinguons les
trois cas de rang 2.

Dans le cas du type A., notons «, 3 et «+ 3 les racines positives. On a
la relation de commutation ([13], [16]) :

Xy (U) g (0) Xa (W)™ ag (¢) 7' =ay,5 (= ur);

la constante 1 dépend évidemment du choix des isomorphismes z.,
et 'on peut supposer qu’elle soit égale a 1, quitte & remplacer z.(u)
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par z (e, u) (YE®D), ou {¢/} est un ensemble d’entiers =1 tel que e,.=¢_,
pour tout y; on appliquera cette derniére remarque également aux types C,
et G.. D’abord, puisque o est un groupe additif infini, I contient z,(s)
pour un élément s=*<o0 de o. Alors, la relation de commutation montre
que I contient z,.3(q) pour g=so. Le groupe I' contient .(4) pour
tout YED, et donc Eq.

Pour le type C., solent « et {3 les racines simples avec afB*=-—1 et
Ba*=—2; les racines positives sont «, 3, a4+ et 204 f. On peut
supposer que la relation de commutation pour U* et U? soit donnée par

Ty (1) 28 (9) o (1) 7 2 (0) 7' = Xay g (UP) Zagrg (WP9).

Prenons un élément z,(s) de I'" tel que s(s—1)520. Alors, d’aprés la
relation de commutation, I'” contient, pour tout €,

817 Zosf (L) Zagp (5°8)

ainsl que son transformé g, par we(1); on a
b

&= Zop (— st) x5 (£ *t) =g7" g3, ol gy==Zsq. 3 (s*t) xg (= 521).
L’élément
8= o (1) 4326 (1)7' 85" = Tayg (2 870) Laauy (= 571)

appartient a I". Par suite, I' contient

187 = Tag(s(1—8)1).

Pour ¢'=s(1—s)o0, I contient donc z..g(1") et aussi x,(y'). La relation
de commutation montre alors que Z..(0) est contenu dans I pour g = 2.
Par conséquent, I contient Eq.

Pour le type G, soient a et (3 les racines simples avec af*=-—1
et Ba*=—3; les racines positives sont «, 3, a+ 8, 20+, 34 f
et 3o+ 2f3. La relation de commutation pour U* et UP peut s’écrire par

Zo (1) 23 (v) Za ()7 2 (0) 7' = Zas g (U9) Zagr s ((20) Taar (W3 0) Tygpag (16502).

On voit d’abord, comme les racines longues 4= 3, 4= (3o + f3) et &= (3 + 23)
forment un systéme de racines de type A,, que I contient x,(y') pour
toute racine longue Y, ol ¢’ est un idéal non nul de o. Prenons un
élément z,(s) de I'" tel que s€y’ et que s(1—s)<0. En calculant

Zo (8) 2g (8) 2o (5)™" 2p (£)™ et 2o (1) 2 ($78) 24 (1)~ 2 (s20) 7,
on voit que I contient
L8 (SE) Zaoi () et Lo i (52L) Zagrp (5°0)

pour tout t€o; I contient donc z..s(4) pour g=s(r—s)o. On en
conclut que I" contient E4. Cela achéve de prouver le lemme 3.1.



SOUS-GROUPES ARITHMtTlQUFS. 15
- 'Le lemme suivant sera démontré dans le n° 4 :

Lemme 3.2. — Supposons que G soit de rang > 2 et que le quotwnt o/q
soit semi-local pour tout idéal q non nul de o. Alors :

(a) Eq est un sous-groupe distingué de Go pour tout idéal g de 0;

(b) St q et 9 sont des idéaux non nuls de o tels que g contienne g,
on a I'g= E4ly;

(¢) St g est un idéal de v, le commutateur xyz~"'y=* appartient @ Eq pour
tout v€Es et yeTy.

Nous allons appliquer ces lemmes au probléme des groupes de congruence.
Supposons que G soit de rang > 2 et que ¢ soit un anneau de Dedekind
de type arithmétique.

Soit 4 un idéal non nul de o. D’apres le lemme 3.2, (a), Eq est un sous-
groupe distingué de I'; on a donc une suite exacte :

1—-Cy—>T/Eq—T/Tj—1,

ou Cqg=Ty/Eq. Munissons I''Eq et donc Cq de la topologie des sous-groupes
O A

d’indice fini; en notant I'/Eq et Cq les complétés-séparés de I'/Eq et de Cy,

on a une suite exacte de groupes profinis :

1> Cg> I‘//\Eq—>l‘/l‘q—>1.

Si g’ est un 1déal non nul de s contenu dans g, on a un diagramme

- commutatif :
1 Cq' I‘/qu I‘/I‘q/ 1

Lo
1—> Cg—> T/Eq—> T/Ty—>1.

Le morphisme de Cq dans Cg est surjectif, d’aprés le lemme 3.2, (b).
On déduit de 13 un diagramme analogue pour les complétés-séparés ou le
morphisme de Cq’ dans Cq est surjectif. _

Passons a la limite projective sur ’ensemble des idéaux non nuls de o.
La limite des I'/T'y s’identifie au groupe Gs et, d’aprés le lemme 3.1,
la limite des F//\Eq s’identifiec 3 Go. De plus, le morphisme limite de Go
sur Go n’est autre que celui qu’'on a noté = au n° 1. On a donc la suite
exacte :

' 1——>]1qu——>(§ —->G,——>I

<—

ou limCq s’identifie canoniquement a C(Go).
(—_
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Rappelons que Go est le complété de Go pour la topologie des sous-
groupes d’indice fini. Le lemme 3.2, (¢) affirme que tout élément de Eo

commute avec les éléments de limCq. Revenons-en a la suite exacte (1.1):
<

1— CS (Gy) —>Gr/k(\S) —1@?;»1.
N
On rappelle que Gi(S) est le complété de Gx pour la topologie T.(S).
Le centraliseur de C°®(Gy) dans Gi est un sous-groupe distingué de Gy,
et I’on vient de voir qu’il contient Es. Comme le quotient de G, par son
centre est simple en tant que groupe abstrait, cela entraine que tout

élément de G, commute avec les éléments de C3(Gy). Puisque Gy est dense
dans Ci@), on en conclut que C*(Gy) est central dans G/k(\S)

En combinant ce résultat avec le théoréme 1.1, nous avons le théo-
réme suivant :

TutoriME 3.3. — Soit k le corps des fractions d’un anneau de Dedekind o (S)
de type arithmétique. Soit G un groupe simple stmplement connexe déployé
sur k de rang > 2. La suite exacte (1.1)

N
1—C8 (Gg) = Gk (S) 3 Gas =1,
associée & Gy relativement & o(S), jouit des propriétés suivantes :

N
(a) Le noyau C°(Gy) est central dans Gi(S) et est un groupe profini;
(b) La suite exacte est triviale au-dessus du groupe discret G, contenu

dans Gy, s);

N P
(¢) Le groupe des commutateurs de Gi(S) est dense dans Gi(S);

(d) St E est une extension centrale de G,,s) par un groupe abélien profint,
. . . . . /\
qut est triviale au-dessus de G, alors il existe un morphisme ¢ de Gi(S)

dans E tel que pop =, ot p désigne la projection de E sur G,,s.

~ “p s y » <N .
Notons que ces propriétés caractérisent G, (S) entre toutes les extensions
T . .
de G,,, C’est-a-dire, si une extension de G,, par un groupe localement

compact B posséde ces propriétés, elle est isomorphe a (i(\S) comme
extension de G,,5, B étant isomorphe & C°(Gi). On pourrait déduire
de la tout de suite que, si S’ contient S, le groupe C¥(Gy) est isomorphe
A un quotient de C*(Gy).

4. Dans ce numéro, nous étudierons les sous-groupes I'y et Eq de Go
introduits au n® 3 et donnerons une démonstration du lemme 3.2.

Nous reprenons les notations du n° 3. En outre, on supposera toujours
que 0 est un anneau commutatif & unité tel que o[ soit semi-local pour tout
tdéal q non nul de o.
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Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1. — Soit g un idéal de v et soient a,, a, et a, des éléments de o
tels que a,0 + g =0 et que 0/a,0 soit semi-local. Alors :

(@) St m est un idéal maximal de o contenant a,, il existe un élément t
de q tel que tm et que o/(as+ ait)o soit semi-local;

(b) Sim est un idéal maximal de o contenant a, et ai, il existe un élément t
de g tel que twm et que tout idéal maximal de o contenant a, et (a:+ ast)
contienne ausst a;.

Démontrons d’abord (a). Puisqu’on a m + g = 0, 1l existe un élément ¢
de g tel que tgm. Sig £ 0, alors a,= a, -+ ait est différent de o et, par
notre hypothése sur 0, 0/a,0 est semi-local. Si 0 est lui-méme semi-local,
0/a,0 lest évidemment. Supposons donc que § = 0 et qu’il existe une
infinité d’idéaux maximaux de 0. Soit alors m" un 1déal maximal de o tel
que a,m’. On am 4 m'= o, et 1l existe un élément ¢ de m’ tel que tem;
alors, a,= a,+ at est différent de o et 0/a,0 est semi-local.

Quant a ’énoncé (b), considérons les idéaux maximaux de 0 contenant a,
et non a,. Ces 1déaux m;(1-= ¢ <_k) ainsi que m et ¢ forment un systéme
fini d’1déaux distincts deux a deux étrangers. Il existe donc un élément ¢
de g tel que tgm et que t€m; pour tout t. Alors, a, + a.¢ n’est dans m;
pour aucun ¢ et, par suite, tout idéal maximal de o contenant a, et a; + a»t
contient nécessairement a,. Cela achéve de démontrer le lemme.

On va considérer certaines représentations de Go dans des o-modules.
Soient p une représentation de G dans un espace vectoriel V et V, un
réseau admissible de V par rapport a g; (voir n® 2). Le morphisme d’al-
gebres de Z[V] dans Z[G] ® Z[V] définit une action p de Go sur Vq,
ou Vo= V;&,0 = Hom (Z[ V], 0).

Supposons G de rang > 2 et prenons une représentation fondamentale p
de G vérifiant les conditions (C) et (D) du n°® 2. On a alors un réseau
admissible normalisé V, de V dont une base est constituée par
les o*(A€A(p)*) et les v, (x€A(p)). Ces éléments forment donc une base
de Vo sur 0.

Cela dit, le lemme 2.3 va nous permettre de prouver le
LeMME 4.2. — Sotent § un idéal de v et ¢, un élément unimodulaire de Vs
tel que vo= u¢" mod Vs avec un poids non nul A et un élément inversible u

de 0. Il existe alors un élément g de g tel que p(g)vo= uo" modz 1V,

otv v parcourt Uensemble des poids de ¢ différents de 1.

Notre démonstration de ce lemme est directement inspirée de celle
que [2] et [3] donnent dans le cas de la représentation naturelle de SL,
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 1. 3
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dans 0"(n>> 3). On écrira ci-dessous g¢ au lieu de p(g)y pour g€ Go
et v € Vs.

On note d’abord que No contient un élément n tel que n(u¢')= o¥,
u étant le plus haut poids de ¢. Or No normalise Eq et tout élément de No
permute entre eux les sous-modules V; de Vo(v€A(p)). Par conséquent,
il suffit de démontrer le lemme dans le cas ot A = . et u =1.

Supposons donc que ¢o= ¢*mod ¢Vs. On dira qu'un poids 4 est de
hauteur —Z m; sl P — A =2mioc,- par rapport aux racines simples o;;

14

 est le seul de hauteur o, il y a un poids ¢, et un seul de hauteur —1,
et, d’aprés la condition (D), 11 y a au moins un poids de hauteur — 2
et zéro ne figure pas parmi ces poids-la. D’autre part, tout élément ¢
de Vs se décompose en A-composantes (A€A(p)) et 'on pose

¢ :2 ), (0) ¢ —|—2 b* (v) vy
I3 o

par rapport a la base normalisée de Vs. On établira en cette étape de la
démonstration qu’il existe un élément g de Eq tel que

ap(8ve) 8 + ay, (g%0) ¥ = .

Notons d’abord qu’on peut supposer que a, (v,) 3 0; c’est évident s1 g 5= v.
Dans le cas ou 4 = 0, si 'on a @, (¢,) 2 o pour un A€A(p)*, il existe un
élément g de No tel que a,(gv,) = ai(v,); si @ (9,) = o pour tout AEA(p)*,
on trouve un élément g = x,(+ 1), x €A(p), tel que a.(gvo) = b*(vo) # o,
ce qui nous raméne au cas précédent. Supposons donc que 0/a, ()0 soit
semi-local. Pour prouver notre assertion ci-dessus, il suffit maintenant de
vérifier ’énoncé suivant, en désignant par J(v), € Vo, I'ensemble des
1déaux maximaux de 0 contenant a,(¢) et a, (v) :

Soient m un élément de I (v,) et h un poids de ¢ ayant la hauteur la plus
élevée parmi les poids v tels que la v-composante de ¢, ne soit pas nulle
mod mVe. Alors il existe un élément g de Eq tel que v]a,(goo)o soit semi-
local, que J (v,) contienne J(go,) et que gv, ait une \'-composante non nulle
mod mVs pour un potds 1" d’une hauteur strictement plus élevée que celle de .

En effet, ceci permet d’éliminer 'un aprés Pautre les éléments de J (¢,)
en remplacant ¢, par gv, avec un élément g de Eq. Démontrons ’énoncé
ci-dessus; nous traitons deux cas séparément, suivant que A est égal
ou non a o.

Dans le cas o A £ o, soit « une racine simple telle que A 4 « soit un
poids de p. St « = {1, — [, pour un poids ., de hauteur —2, on prend
un élément ¢ de g qui satisfait au lemme 4.1, (b) pour

(a0, try ws) = (@u(v0), @y, (Vo) @y, (90))
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sinon, on prend un élément ¢ de g qui satisfait au lemme 4.1, (a) pour
(@0, @) = (@p(90), ay, (v0))-

En posant g = x,(4 t), on vérifie alors, d’aprés les lemmes 2.3 et 4.1,
que 0/a,(gvo)o est semi-local, que I (gv,) est contenu dans J (¢,) et que la
A’-composante de g, n’est pas nulle mod mVs pour A’= A + a ou A 4+ 24,
suivant que A + « est égal ou non a o.

Dans le cas ol A = o, soit « une racine simple telle que b*(¢,) ne soit
pas dans m. On trouve d’abord, d’aprés le lemme 2.3, un élément
g'=z_4(s), s€y, tel que a_.(gv,) soit dans m. On choisit ensuite un
élément ¢ de g pour « et g'¢,, comme on I’a fait pour « et ¢, dans le cas
précédent. En posant g = z,(+4 t)g’, on voit par les lemmes 2.3 et 4.1
que 0/a,(gvo)o est semi-local, que J(gv,) est contenu dans I (v,) et que
la a-composante de gy, n’est pas nulle mod mVs. Cela achéve de démontrer
notre énoncé et établit qu’il existe un élément g de E4 tel que

ay.(8vo) 8 + ay, (gro) s = .

Supposons donc que ¢,= ¢* modqVs et que a,= a,(vo) et ar= a,, ()
solent étrangers entre eux. Soit (%, un poids de ¢ de hauteur — 2; on a
Pg= W — & et o= [y — %5 0, Ol %, et «, sont deux racines simples
et B = a,+ «, une racine. Soient s et s’ deux éléments de o tels que
sa,+ s'ay=1. Alors, posant

&1=X_q, (£ §'t) x_g (F st), ou f= (a—1)— ay, (%),

on a, pour ¢;= givy, au(v1) =a, et ay(vy) =a,—1, en vertu du
lemme 2.3. On a donc

ay (92) =1 et ay, (0) = ay—1 pour  ¢,= gy¥y,

avec g, = xg(1); puis

oy (03) =1 et ay, (95) =0 pour w3=— g0,

avec g,= x_g(+ (ay —1)). Par suite, on a encore a,(v,) =1 pourv,= g, 'v,.
On a donc a,(gv,) =1 pour g= g, '8, 88, et g appartient & Eq puisque g,
et g, sont dans Eq.

Cela achéve finalement la démonstration du lemme 4.2.

On va maintenant procéder a un théoréme de réduction qui aura pour
corollaire le lemme 3.2. Puisque ¢ est une représentation fondamentale,
il existe une seule racine simple «, telle que . — «, soit un poids de ¢
En posant A”={ «, | et A’= A — A’  nous définissons, comme dans le n° 2,
des sous-groupes de G; G'= G(A"), H"= H(A”), U*(A") et. U~(A"). On

rappelle que G’ est un groupe semi-simple simplement connexe, H” un tore,
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U*(A") et U (A”) des groupes unipotents. On a, dans Gs, les sous-groupes
correspondants : Go, Hs, Us(A") et Us(A").

TutoriME 4.3. — On conserve les hypothéses et notations ci-dessus : .
en particulier, G est de rang > 2. On a I'y= Eq(I'sN Go) pour tout idéal g
de 0.

En vue de démontrer ce théoréeme, rappelons d’abord le théoréeme de
décomposition énoncé dans le n® 2. L’algébre Z [G] posséde un élément ¢,
tel que le morphisme d’algébres, dual de la multiplication dans G, de
Z[G] (t;') dans Z[U~(A)] Q Z[U*(A")] ® Z[H"] Q® Z [G'], soit un isomor-
phisme entre ces deux algébres. L’'image de {, est 1 Q 1 Q p"@ 1, ou 1" est
- la restriction & H” de #, ou du poids p. Par suite, I'application = de
Us (A')x U5 (A") X Ho X Go dans Go, définie par

w(u— ur, b, gy =u"urh'g,

est injective et a pour image le sous-ensemble de Go formé des éléments g
tels que ¢, (g) soit inversible dans 0. On sait aussi que Z [H"] est engendrée
sur Z par p” et (p”)".

Pour démontrer notre théoréme, soit g un élément de I'y. Considérons
la représentation ¢ de Go dans Ve. On voit aisément que

p(g) v¥= ¢t modyq V,.
Par suite, d’aprés le lemme 4.2, il existe un élément g de Eq tel que

p(g18) o+ =vtmod ¥ aVy,
V£

ce qui signifie que £, (g, g) =1. Par le théoréme de décomposition, g, g peut
donc s’écrire sous la forme uu*h”g’, ou u € Us(d’), ur€ Us(A"), h" € Hys
et g €Go. On a p(h") = t,(g1g) =1; d’ou A’ = e. On voit aussi que u~, u*
et g’ sont dans I'y, en vertu de l'unicité de la décomposition analogue
dans Go/q. Or on vérifie aisément, d’aprés la remarque du n®2 sur les
algébres Z [U~(A")] et Z [U*(A")], que Us (A")NTg et Us(A")NTg sont contenus
dans Eq. Par conséquent, g appartient & Eq(I'yn Go). Le théoréme est
ainsi démontré.

Le corollaire suivant contient le lemme 3.2 :

CorROLLAIRE 4.4. — (a) Pour tout x€FEs et tout yely, le commu-
tateur xyx~'y~* appartient & Eq.

(b) St o est un anneau semi-local, Uy est égal & Eq méme pour G de rang 1.

(¢) Egq est un sous-groupe distingué de Go.

(d) St 9 est un idéal non nul de o contenu dans g, T'y est égal a Eqly'.
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Rappelons d’abord que Gso est le groupe des points a valeurs dans o
du schéma en groupes sur o déduit du schéma en groupes sur Z associé
au groupe semi-simple simplement connexe G’ et que les sous-groupes
radiciels de Gi sont également des sous-groupes radiciels de Gs; ce qui nous
permettra parfois de raisonner par récurrence sur le rang de G. Démontrons
Pénoncé (a). Soit z un élément de Us(A'); si y est un élément de I'yN Go,
le commutateur xyz~'y™* est dans Us(A')NTy, donc dans Eq; on en déduit,
compte tenu du théoréme 4.3, que ayz 'y * est dans Egq pour tout y €l'y.
Par suite, comme chaque sous-groupe radiciel Us de Gs a dans Us(A’)
un conjugué par un élément de Ils, I’énoncé (a) est vérifié pour tout
élément x de Us;. Puisque Es est engendré par les groupes radiciels, cela
entraine aussit6t notre assertion pour tout élément z de Es. Quant a
I’énoncé (b), on voit aisément qu’il est vrai pour le groupe de rang 1,
1. e. pour SL,. Par suite, on conclut du théoréme 4.3, par récurrence sur
le rang de G, qu’il est vrai pour G. Pour prouver I’énoncé (c), supposons
que g soit un idéal non nul (si g = { o}, il est trivial). Alors le groupe Go/g
est engendré par des sous-groupes radiciels; d’ou Ge= I'yEs. Par suite,
Eq est un sous-groupe distingué de Gs, car, d’aprés (a), Iy normalise Eq.
L’énoncé (d) est une conséquence immeédiate de (b).

CororraIre 4.5. — Soient « une racine longue dans A et G* le sous-
groupe simple de G engendré par U* et U™*. Si Gi désigne le sous-groupe
de Go correspondant & G*, on a T'y= Eq(Tyn Gs) pour tout idéal g de 0.

En effet, d’aprés le théoréme 4.3, on a I'y= Eq(I'yN Gs) pour un sous-
groupe semi-simple G” de rang r — 1, ou r est le rang de G. En raisonnant

par récurrence sur le rang de G, on a donc I'y= Eqn(l‘qnGg), les

B
éléments 3 de A étant convenablement rangés. Or A posséde un ou deux

éléments 3 et 7 tels que tout élément de A puisse se transformer en 3 ou Y
par un élément du groupe de Weyl W et que 3 et Y ne soient pas ortho-
gonaux. Soit alors GP' le sous-groupe de G engendré par G® et G'. Pour
chaque 3 de 4, il existe un élément n de 9t tel que nGon*CGs'; on a
donc Ty= E4(T4nGH) d’aprés le corollaire 4.4. En appliquant le théo-
réme 4.3 au groupe GP', on déduit de 1a que Ty= Eq(TynGs), & étant
I'une des racines {3 et y; d’aprés la démonstration du lemme 2.2, ¢ doit
~ étre une racine longue dans les cas de rang 2. Cela entraine aussitét notre
corollaire.

On observera aussi les remarques suivantes sur les groupes de divers

types.

a. Si G est simple de rang > 2, on peut choisir la représentation p véri-
fiant les conditions (C) et (D) de telle sorte que G’ soit, lui aussi, simple.

v
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b. S1 G est de type non symplectique de rang >~ 3, A contient deux
racines longues «, 3 non orthogonales; d’aprés le corollaire 4.5, on a
Fy= Eq(I‘qnG%g), ou G** est un groupe simple de type A,. Par contre,
st G est de type symplectique, deux racines longues non opposées sont
toujours orthogonales. Pour le groupe de type G., les sous-groupes radi-
ciels U* correspondant aux racines longues engendrent un groupe
simple G** simplement connexe de type A,; on a doncI'y= Eq(Tyn GSF).

¢. St G est de rang > 2, le commutateur zyzr 'y appartieht a Eq

pour tout x€Go et y€Ty; autrement dit, ['y/Eq est central dans GofE .
Compte tenu du corollaire 4.4, cela équivaut a dire que I'y/Eq est abélien.
Pour les groupes de rang > 3 et le groupe de type C., ceci résulte faci-
lement des corollaires 4.4 et 4.5, parce que le systeme de racines ® posséde,
dans ces cas-la, deux racines longues orthogonales entre elles. Pour les
groupes de types A, et G., notre assertion résulte, compte tenu de la
remarque précédente, d’un théoréme de Mennicke, qui entraine en parti-
culier que I'y/Eq est abélien pour G = SL; (vour [4], théor. 5.4, lemme 2.9).

La question d’évaluer les groupes I'j/Eq est ainsi ramenée, dans une
certaine mesure, aux cas des groupes SL., SL; et Sp, :

CoroLLAIRE 4.6. — Le groupe Tq/Eq pour G de rang > 2 est isomorphe
& un_quotient du groupe correspondant soit pour SLj, sott pour Sp.. En parti-
culier, on a Go= Es pour G de rang > 2 si cela est vrai, soit pour SLs,
soit pour SL; et Sp,.

CHAPITRE 1L

EXTENSIONS CENTRALES D'UN GROUPE SIMPLE DEPLOYE.

5. Nous étudierons dans ce chapitre, suivant la méthode de
R. Steinberg [30] et de C. Moore [26], les extensions centrales du groupe Gy,
ou G est un groupe simple simplement connexe déployé sur un corps k.

Nous reprenons les notations du n° 3; k est un corps et G est le groupe
des points rationnels du groupe simple simplement connexe déployé sur k
défini a partir d’'un schéma ® en groupes déployés sur Z.

On sait ([13], [16]) que le groupe Gy est engendré par les sous-groupes
radiciels Uj (x€®) et que ces générateurs satisfont aux relations
suivantes (R 1), (R2) et (R 3), z, désignant I'isomorphisme choisi de k
sur Uj :

(R1) z.(u) 2.(¢) = 2o(u + ¢) pour tout a €D et u, v €k;
(R2) (1) @o(u) xa(9) wo(u)™" xp()™* H Zinrjs (Nog.y, u'¢/) pour tout «,

i,jEN*
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PED tels que @ 4 B £ o et pour tout u, ¢ E€k; ou les N, 5.,, sont certains
entiers rationnels; :
(11)  wo(u) 2o (9) wa(u) ™' = 2_o(— w’¢) pour tout €D, u €k~ et v €K,
avec wq(u) = Ta(u) 2_o(— u™) 2o (u);
(R3)  ha(u) ho(¢) = ha(up) pour tout a€® et u, v €L~
avec h,(u) = wa(u) wy (1)

R. Steinberg [30] a démontré les résultats suivants :

a. (R1), (R 2) et (R 3) forment une famille exhaustive de relations pour
les générateurs x,(u) du groupe abstrait G. :

b. Soit E(Gy) le groupe engendré par les mémes générateurs soumis aux
seules relations (R 1) et (R 2). Alors, le noyau 7,(G) du morphisme
naturel p de E(Gy) sur Gi est central dans E(G). Si k est un corps fini,
7, (Gy) se réduit a {e].

c. E(Gy) est égal a son groupe des commutateurs sauf si k= TF,,
G == SL;), Sp4, Gg ou Si k — Fg, G‘ = SLQ.

d. Si k posséde au moins 11 éléments, toute extension centrale de E(Gy)
est triviale.

Ces résultats affirment, en langage homologique, que si A est un
Gi-module trivial, le groupe de cohomologie H?(Gy, A) est isomorphe au
groupe Hom(m,(Gs), A) des morphismes de m,(Gi) dans A, lorsque k
a assez d’éléments.

Dans ce numéro et les suivants, on supposera sauf mention du contraire
que k est un corps infini, et 'on écrira simplement X au lieu de X, pour
un sous-groupe X de G.

Commengons par examiner de plus prés le résultat de Steinberg.

Soit A un groupe abélien et soit E une extension centrale de G par A :

kol
1->A—>E->Gi—>1.

D’aprés [30], il existe des relévements r(U*) dans E des groupes radi-
ciels U* de telle sorte que les éléments Z,(u) = r(x,(u)) satisfassent aux
relations (R 1) et (R 2). Posons alors, pour tout «€® et t€k™,

Do) =T (1) Bog (— 7)) B (1) €t g (£) = ®g (£) Bo (1)1,

On a d’abord le lemme suivant ([30], [16]) :

Lemme 5.1. — (a) Pour tout a€®, x, définit un isomorphisme de k
sur U2 Soit U+ [resp. U] le sous-groupe de E engendré par les UP [resp.

les U], B€®*. Alors = induit un isomorphisme de U+ [resp. de ﬁ“] sur U*
[resp. U7].
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(b) Sotent a et 3 des éléments de ®. On a
Wy (£) .'i’(g, (u) Wq (8) :‘%Guﬁ (nt—u)

pour tout t€K* et u€k; ot 5, €W est la réflexion associée & a, ¢ Uentier
de Cartan Ba* relatif 6 3 et «, et.n une constante v(a, 3) égale & + 1.
(c) On a
n(x, B) =mn(x,—B);  n(a, a)=mn(a, —a) =—1;
n(a,f) =1 si axfzo, a+L¢d;
(%)@ e)=—1 s aff=pa"=—1;
n (o, B) =—1 si aff—=o, a+Be€d.

Ce lemme permet de déduire diverses relations entre les éléments Z,(u)
Nous en recueillons quelques-unes [30] :

LemMmE 5.2. — On a les relations suivantes :
(a) Bo (£) Wy (1) Fo ()™= T, 8 (L~ u) ;
(b) W () hy () B () = Tin, 5 (1 w) Fig,g (nt=)
(¢) Fio (8) @3 (w) Tig (1)~ = Fg (£°00)
fog (8) Zo (1) ho (8) " 2o (10) ' =T (10 (£2—1))
(d) Fro (£) @ (1) Froc (1)1 = B (£700) 5
(e) Froc(8) hg () R ()= = hg (°u) g (291, ¢ = Bar’;
@) o (1) fig (0) B () =lg (2) fa (70,  d=0f;
(8) Vo) =Fa (=), ha(t)=ha(t)™,
B (1) Fio (£) B (1)~ = g (1) ;
() ®a()™ 26 () ®ou(1) =T (—t) =Zq (— 1) Bu ({7 T (— ),  tFo.

~

Posons H = n~*(H), N = n~*(N), et rappelons la décomposition de
Bruhat de Gi: Gi= U*NU = U*NU*. En la relevant dans E, on a

E = U*NU-= U*N 0. Le lemme suivant précise cette décomposition
de E :
Lemme 5.3. — (@) Pour tout élément 7 de N, O+7U+nN se réduit a {7 .
(b) On définit comme suit des applications v et V :
v: Gi—>N, v(und) =n pour u,u'eU+ et neN;

E-N, s@nay=rn pour # welr e nek.

<

Alors on a vor = mo9,
(c) V(g) =Y (g pour tout u€U+ et g€E;
Y(hg) =h3(3) pour tout he A et ZEE.
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(d) Soit @ une racine simple. Alors, pour un élément g de E, 9 (%.(— 1) g) est
égal ou bien 6 %o(—1) 3(Z) ou bien a he(t*)"(3) avec un élément t de k~.

Démontrons d’abord I’énoncé (a), qui justifie la définition de 9.
L’énoncé analogue pour G, est bien connu, et si n est un élément de N,
Ui= U*NnU*n"" est engendré par des groupes radiciels UP. Suppo-
sons que n'= u n ', avec 1, 1’ dans N et @, &’ dans U*. En descendant
a Gy, on voit d’abord que 7'= na avec un élément o de A. On a donc
a = (n'un)u'. Ceci montre que ©(u )EU,l pour n = T(n ), et donc que u
appartient au relévement U de U; dans U*. Or, comme U; est engendré
par des sous-groupes radiciels UP, on a 7'U;7icU+, en vertu du
lemme 5.1, (b), qui entraine que tout élément de N permute entre eux
les groupes radiciels UY. Il en résulte que a€U*; d’ot a = e. Cela prouve
I’énoncé (a). Les assertions (b) et (¢) sont maintenant évidentes. Exami-
nons (d). Notons d’abord que Ui = U*n &, (1) U+®, (1) est le sous-groupe
de U* engendré par les groupes radiciels UP pour B€®*, B5£ a, et qu’on a

Ur=00, Tinle={e}.
Posons § = @& i i, avec it = v(g) et &, &’ dans U*, et puis & = @, Z.(t),
avec i, EU, et t€k. On a n ' U*n = U"% avec 0 = w(n(n)), ou w est le
morphisme canonique de N sur W. Nous distinguons maintenant deux cas :
(1) Si n*'Z,(t)n est dans U™, autrement dit si o 'a> o0 ou si t=o,
alors on a

~

o (— 1) F=Pa(— 1)Uy Fe(1). Vo (— 1) H.AT Ty (0) 1.0 =0y Ko (—1) T T,
avec #,eUi et o,eU+
D’ou
V(Fou(—1) &) = Fu(—1)V(2).

(i) Sio'a < oettz= o, alors on a

Fo(—1) = Fa(—1) & Fo(1). Fa(—1) o (2) o (1) Fa(—1) AT
= Uy Ty (— ) B () T*(— 7). Bo(— 1) A T, avec e Ug
=l xg(— ") Wo (E7) W (— 1) R T, avec i, €U+,
D’ou

T (Ba(—1)F) = B (1) Ba(— 1) 7 = Tg () 7.

L’assertion (d) est donc démontrée.
Nous nous intéresserons désormais & certains cocycles sur k< a valeurs

dans A.
Pour chaque 2 €®, on définit une application ¢, de k<X k< dans A par

Co (8, 1) = g (8) Ry (2) Fig (s8)=;
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 1. 4



26 H. MATSUMOTO.

c’est un cocycle normalisé sur &~ & valeurs dans A. Le cocycle ¢, sera
appelé le cocycle de Steinberg en o de E relatif aux isomorphismes z,.
Rappelons qu’on a choisi une fois pour toutes les isomorphismes z, du
groupe additif sur les sous-groupes radiciels U* de Gy; nous verrons a la fin
de ce numéro qu’en général application h, et le cocycle ¢, dépendent du
choix de z, et x_,, tandis que le monomorphisme A, du groupe multi-
plicatif dans H n’en dépend pas. Néanmoins, quand on a choisi les isomor-
phismes ,, le cocycle ¢, est uniquement déterminé par E ou méme par
la classe d’extensions de E, car les isomorphismes relevés z, sont, d’apreés
le lemme 5.2, (¢), uniquement déterminés par E.

On va étudier les propriétés des cocycles c,.

LemME 5.4. — (a) ca(s, t) = c_a(t, s)" pour tout «€P.

(b) Sl existe un élément o du groupe de Weyl W tel que B = o, alors cg
est identique d ¢, ou @ c_,.

(¢) Pour tout «, 3€®, on a

Tioc(8) Tig (0) o ()= Fig () = ca (s, ¢y = e5 (¢, )7,
ot ¢ = fBa* et d =af*.

(d) Les cocycles ¢, sont des applications bilinéaires de k<X k* dans A
sauf éventuellement pour les racines longues o d’un groupe symplectique G.

L’énoncé (a) est une conséquence immédiate du lemme 5.2, (g). L’asser-
tion (b) résulte du lemme 5.2, (b), car celui-ci affirme que, si § = a,7,
on a ou bien

T (1) Fiy () o (1)~ = Tig (w)
ou bien
Fp (1) Ba (1) fry (0) Ba (1)~ Fg (1)~ =Tig (u).

L’énoncé (c¢) se déduit facilement du lemme 5.2, (¢), et il implique que
¢a(s,1"), o d = af3*, est une fonction bilinéaire de (s, t). D’ou résulte la
derniére assertion, compte tenu du fait que pour une racine « il en existe
une autre {3 telle que 3* =1, sauf si « est une racine longue dans le systéme
de racines de type symplectique.

On a ensuite la proposition suivante, en considérant le cas du groupe G
de rang 1 :

Prorosition 5.5. — Les cocycles ¢, satisfont aux équations suivantes :
(S1) c(x, y)clay, 3) =c(z, y3) c(y, 3);
(S2) c(1,1) =1; c(z,y) =c(x™, y™);

(S3) clz,y) =c(z,(1—2)y) st zHI.
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En effet, (S 1) n’est autre que I'identité de cocycle, et (S 2) est entrainé

\

immédiatement par le lemme 5.2, (g). Reste & vérifier 'identité (S 3).
Nous voyons d’abord que c,(t, —t™*) =1 pour tout t€Kk<; en effet,
d’apres le lemme 5.2, (a), (g),

o (£y — 1Y = T (2) Frog (— 1) oo (— 1)~
= ®a (¢) Va(—1) Ta(— ") Fa(—1) Fy(—1)72
=Fa(£) F o (7)== T (L) Fo(— 1) =1.
Cette identité, combinée avec (S 1), entraine que
Ca($, ) =ca(s,t)ca(st, —s'" )y =ca(s, —sNex(t, —s" ) =cy(t, — s t);
ce qui, en se répétant, donne 'identité
Co(Sy ) =cCo (— s, 5).
Calculons maintenant
T (Wa(—1)F Fs(—1)) pour Z =2, (1) Va(1) Zu(s) avec uy(1— up) Zo.
D’une part, d’aprés le lemme 5.2, (g),
Fou(—1) T Fa(— 1) = Fa(—1) To (1) Fa(1) o () Fo(—1)
= ®a(—1) Zo (0 — o) By (v Zo (— ¢71);
d’ou, d’aprés le lemme 5.3, (d),
T (Fa(—1) 8 Bo(— 1)) = Fia (e — 7)) Fa (v7)
= T (& — ¢=1)1) Tog (91) g (1),
D’autre part,
Fa(—1) & Fa(—1) =Za(—u™) I (u™) &g (1) Ty (v — u™t) Fg(—1)
= B (— u™) i () B (— (v — )7 B (0 — u)™) Fo(— (v — w)7");
d’ou
T (Fal—1) & Fal— 1) = fio () Fo (v — u)~")
= ho () fig (9 — &)™) &4 (1).

Mettant en comparaison ces deux expressions de V(#q(—1)g®.(—1)),

on a
o (e, (v —u™) ) =ca ((u— 7)™ 07135

donce, d’apres (S 2),
Co(Uy v —uU™") =cCo (L — 971, 0).
D’ou, en appliquant aux deux membres 'identité
Co(8,t) =co(— s, ),

on déduit que
Ca((1—up)™, u) = co((r—up) ™', u— o).



28 H. MATSUMOTO.

En substituant ¢ & (1 — ue)™, on en conclut que
Cca(t, u) =co (L, u(x—1t)7").
D’ou I'identité (S 3). Notre proposition est ainsi démontrée.
Le lemme suivant est facile & prouver :

Lemme 5.6. — Les équations (S 1), (S1) et (S3) sont vérifiées par toute
application ¢ de kX k* dans A satisfaisant auzx suivantes :

(8°1) c(z, yz) =c(z, y) c(z, 5);
(8°2) clzy, 5) =c(a, 5) c(y, 5);
(5°3) c(x, 1—ax) =1 s xF1.

On appellera cocycle de Steinberg sur k= a valeurs dans A toute appli-
cation ¢ de k<X k* dans A vérifiant les équations (S1), (S2) et (S3).
Un tel cocycle ¢ sera dit bilinéaire si ¢ satisfait aux équations (S° 1), (S° 2)
et (S° 3). On sait [30] que, si k est un corps fini, toute application de k=X I~
dans A vérifiant (S 1), (S2) et (S 3) est triviale quel que soit A.

Notons S{k~<, A) le groupe multiplicatif des cocycles de Steinberg
et S°(k<, A) le sous-groupe des cocycles de Steinberg bilinéaires sur &<
a valeurs dans A.

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales d’un cocycle
de Steinberg :

Prorosition 5.7. — Soit ¢ un cocycle de Steinberg sur k= & valeurs dans A.

Alors :

(a) On a

c(z,y) =c(x, —xy) =c(—xy,y) =c(y™, x)
et ‘
el y) =c(, )

pour tout z, y € k*.

(b) L’application ¢ définie par iz, y) = clz, y*) est un cocycle de
Steinberg bilinéaire. On a ¢*(x, —1) =1 pour tout x € k*.

(¢) L’application ¢ définie par ¢ (z, y) = c(y, x)~* est un cocycle de Steinberg.
On a = (8) = ct. Si c est bilinéaire, on a ¢ = c et ¢"= ¢*.

(d) L’extension centrale de k* par A définie par le cocycle ¢ est un groupe
abélien si et seulement si ¢ est trivial.

Notons tout d’abord que ¢ est un cocycle normalisé. D’apreés les condi-

tions (S 2) et (S3), on a

ez, y) =clz™, y ) =c(z7, (1—2) y™)
=c(z, (=2 )y)=c(z, —(1—2)" zy) =c(z, —xy);
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ce qui donne une partie de (a) et entraine que
clx, —x)=c(x,1) =1
pour tout x€ k. Par suite, on a
c(y, =1 =c(y, —nc(z, —a™)=c(y, z) c(yx, —a™);
d’ou ,
Q) telay, y)=cly, =n)~e(ey, —z ) =c(y, )"
On voit donc que
o(@, ) =c(@,y) elay, ) ol ) =cla, ) ey @)
ce qui signifie ¢'= ¢¢ dans nos notations.

Considérons ’extension ¢ de A< définie a partir du cocycle ¢. L’iden-
tité ¢'= ¢¢ montre qu’on a

(@, y) = (x)s(y)s(z) " 8())"

pour une section 5 de ¢; cela prouve I’énoncé (d), et entraine que ¢ est
une application bilinéaire de <X k< dans A. Puisque la condition (S° 3)
pour ¢ est une conséquence immédiate de (S3) pour ¢, on en conclut
que ¢’ est un cocycle de Steinberg bilinéaire. Alors, & = c'¢™' est aussi
un cocycle de Steinberg, et les autres assertions de (¢) sont évidentes.

Reste a prouver I’énoncé (a). On a déja vu que ¢(z, y) = c(z, — 2y), et,
comme ¢ est lul aussi un cocycle de Steinberg, on vérifie également que
¢(z, y) = ¢(— ay, y). Cela entraine que

c(z,y) =c(—axy ', y) =c(—x)y ',‘ x)=c(y ", x).
On a enfin
ot )=y, @) = Ay, 2) = (@, 1) =, )

Nous avons ainsi démontré toutes les assertions de la proposition.

Revenons-en a I’extension E de Gi. D’apres le lemme 5.4 et la propo-
sition 5.7, s1 G est de type non symplectique, les cocycles de Steinberg ¢,
sont 1dentiques pour toutes les racines « d’une méme longueur. Si G est
de type symplectique, le systéeme de racines simples A ne posséde qu'une -
seule racine longue.

Nous donnons donc la définition suivante : si « est une racine longue
dans A, le cocycle de Steinberg c, en o sera appelé le cocycle de Steinberg
de E relatif & A et aux isomorphismes .

Le lemme suivant est une conséquence du lemme 5.4 :

Lemme 5.8. — Sout ¢ le cocycle de Steinberg de Uextension E.

(a) Pour chaque a €®, le cocycle de Steinberg c, en « de E est égal a l'un

des suivanis : ¢, ¢, ¢', c*.
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(b) Le sous-groupe H de E est abélien si et seulement si 'une des conditions
suivantes est vérifiée : (i) ¢ est trivial; (i) G est de type symplectique et ¢
est trivial.

En effet, si « est une racine longue dans ®, d’aprés le lemme 5.4, (b),
on a ¢,=c ou ¢. Si B est une racine non longue dans ®, il en existe une
autre o telle que Ba*=-—1 et que af*=— 3 ou — 2, suivant que G est
de type G. ou non; on a donc ¢g= c; ou ¢, en vertu du lemme 5.4, ().
Cela prouve I’énoncé (a). L’assertion (b) résulte facilement dulemme 5.4, (c).

Nous aurons plus tard besoin du lemme suivant :

LemMme 5.9. — Sout @ un élément de ®. St u et v sont des éléments de Kk~
tel que 1+ uy £ o, Uélément T_,(u) Zo(¢) peut s’écrire sous la forme

Fo (0(1 4 u0) ™) A (14 u9) ™) Co(— ty 1+ up) cq (1 up, — 1) F_g (w1 + up)=").

En effet, si ’on considére le cas de rang 1, il s’agit de mettre &_, (u) Z.(¢)
dans la « grosse cellule » U*H U= de E = U*N T Cela se fait par un
calcul facile, en utilisant notamment le lemme 5.2, (k).

" Rappelons que les classes d’extensions centrales de G, par A forment,
avec la multiplication de Baer, le groupe de cohomologie H*(Gy, A).
On sait déja que le cocycle de Steinberg ¢, de E relatif a A et aux isomor-
phismes 2, ne dépend que de la classe d’extensions de E. D’aprés le théo-
réme de Steinberg sur Gy, I'extension E est triviale si et seulement si ¢
Pest. On voit d’ailleurs aisément que, si ¢g et ¢, sont ainsi associés a des
extensions E et E’, le produit ¢sc., est le cocycle de Steinberg du produit
de Baer de E et de E'. ‘ -

Nous pouvons maintenant énoncer 'un des théorémes principaux de
ce chapitre; rappelons que k& est un corps infini.

Tutorime 5.10. — Lorsqu’on fait correspondre & une extenston centrale E
de G par A son cocycle de Steinberg relatif a A el aux tsomorphismes z.,
on obtient un isomorphisme du groupe H?(Gi, A) des classes d’extensions
centrales de G, par A sur le groupe S(k~, A) [resp. S°(k<, A)] des cocycles
de Steinberg [resp. de Steinberg bilinéaires| sur k= & valeurs dans A, st G
est de type symplectique [resp. non symplectique].

Pour démontrer ce théoréme, il nous reste a voir que application E — ¢
a pour image S(k<, A) ou S°(k*, A) tout entier. Nous le vérifierons aux
deux numéros suivants. .

Ce théoréeme permet de représenter par générateurs et relations le
noyau 7, (Gs) du revétement E(Gi) de Gi considéré par Steinberg [30]
et repris au début de ce numeéro.

Cororratre 5.11. — St G est de type symplectique [resp. non symplec-
tique], 7, (Gy) est tsomorphe au groupe abélien S(k) [resp. S° (k)] engendré
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par les symboles c(x, y) (x; yE€ k=) soumtis aux relations (S 1), (S2) et (S3)
[resp. (8° 1), (S°2) et (8° 3)].

Pour G = SL., le théoréme 5.10 et son corollaire ont été obtenus par
C. Moore [26].

Dans le cas de SL,, on peut aussi donner une jolie formule qui exprime en
termes de ¢; un cocycle sur G, déterminant E.

Définissons comme suit une application y de G, dans k< :

2(8) =7 (v(8)) pourtout g€ by
7 (ha (8)) = ¢, 7 (wa(t)) =—1t pour t€k<, ael.

D’autre part, on choisit comme suit une section § de E :
U(s(8)) =2 (v(8)) pour tout g€ Gy;
8 (ho (1)) = co (t, )~ Tog (1), 5 (wo (8)) = Fy (8) pour (€k<, a€A.

Alors, le cocycle z; sur G par rapport a s est donné par
(9, 8) = (£(8), £(80) 7" er(x (88, — % ()" % (8))-
Le corollaire suivant est donc une conséquence du théoréme 5.10 :

CororraIre 5.12. — Posons G = SL.. Soit y Uapplication de G, dans k~
- définte comme suit :

s .
)( =¢ ou u, suLsant que U —0 ou non.
N ¢ )

Alors :

(a) St ¢ est un cocycle de Steinberg sur k= a valeurs dans A, la formule
e (8 8) = (2 (), £ (8N e (2 (88, —2(8) "% (8))

donne un cocycle sur G a valeurs dans A.

(b) L’application ¢ > z. établit un isomorphisme de S(k=, A) sur H* (G4, A).

T. Kubota [19] avait prouvé directement le corollaire 5.12, (a) dans le
cas particulier ou k est un corps local et ¢ le symbole de restes normiques
de k (cf. n° 9).

Revenons-en au cas général et examinons comment les automorphismes
algébriques de G, agissent sur H* (G, A).

Rappelons que Gy est le groupe des points rationnels du schéma G
en groupes sur k déduit d’un schéma & en groupes déployés sur Z.
On notera Aut (,G); le groupe des automorphismes de ;G définis sur k.

Nous avons choisi un tore maximal déployé ;H de .G et, pour chaque
racine « de ;G relative a ;H, un isomorphisme z, du groupe additif sur
le sous-groupe radiciel U*; 2, et a_, sont liés de telle sorte que
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To(t) X_o(— t7') 24 (t) soit dans le normalisateur (N de +H pour tout ¢ £ o.
Si z, et #_, sont d’autres isomorphismes du groupe additif sur ;U* et ;U™
définis sur k et possédant cette derniére propriété, il existe un élément r
de k=< tel que 2, (u) = x.(ru) et _,(u) = 2_o(r ' u) pour tout u.

D’autre part, Aut (xG); contient le groupe Ad(G;) des automorphismes
de G définis par des éléments de G;. En vertu du théoréme de conju-
gaison des tores déployés maximaux [6], si « est une racine de ;G relative
aH etsi o est un élément de Aut(;G)s, il existe un élément © de Ad(Gy)
tel que o7 laisse stables (H, ;U* et ;U™ Si {r,} («¢€A) est un ensemble
d’éléments de k<, 1l existe un élément ¢ de Aut(,G); tel que o laisse fixes
les éléments de (H et que z.(u)”= z.(rou) pour tout a€A.

Un élément ¢ de Aut(,G); agit sur les cocycles z sur Gy a valeurs dans A,
par z° (g, g.) = z(g], g7); o définit donc un automorphisme de H* (G, A).
Le groupe Aut(;G); opére ainsi sur H?(Gy, A), et 1l est évident que Ad(Gy)
y agit trivialement.

Supposons qu’un élément o de Aut(;G); laisse stables (H, ,U* et ,U™
pour un élément o de ®; on a

X (U) = 2o (1) "= 2y (ru) et g (1) =x_o (W)°=2 o (r'u)

avec un élément r de k<. Soit E une extension centrale de G, par A, et

calculons en termes de ¢, le cocycle de Steinberg ¢, en « de E°. Posons
dans E

To (1) = Zo (ru) et T () =F_o (r'u);
alors
T (1) = & (£) T (— 1) T (£) = Fo (rt) ;
Tio (£) = ®l (£) B (— 1) = Tog (1) T (1)1 = o (£, )= Fro (£)
d’out

Co (S, 8) = ca (s, t) Ca(st, ') Co (Sy 1)  Ca (8, r)—".
Nous-sommes ainsi amenés au résultat suivant :

Prorosition 5.13. — (a) Le groupe k= opére sur S(k~, A) par la formule
sutvante :
@)e) (@, y)=c(z,y)c(my, t) c(x, ) c(y, )"

Les éléments de (k<)* y agissent trivialement, et ¢(—1)c = ¢ pour lout
c€S(k~, A).

(b) Aut(,G); opére sur H*(Gy, A) et donc sur S(k=, A) [resp. S°(k*, A)]
d’aprés Uisomorphisme du théoréme 5.10. L’action d’un élément de Aut(,G);
est identique & S(t) pour un élément t de k*.

(¢) Les invariants de Aut(xG). dans H*(Gs, A) sont les éléments qui
correspondent & ceux de S°(k<, A).



SOUS-GROUPES ARITHMETIQUES. 33

(d) L’isomorphisme restreint de S°(k<, A) sur H?(Gi, A)° ne dépend ni
du choix des isomorphismes x, ni du choix du sysiéme de racines simples A
ni du choix du tore maximal H déployé sur k.

On pourrait donc dire que I'isomorphisme de S(k*, A) [resp. de S° (&, A)]
sur H?(Gg, A) est canonique apres restriction a S°(k<, A).

6. Ce numéro et le suivant sont consacrés a la démonstration du théo-
reme 5.10.

Nous étudierons d’abord une extension centrale du groupe de Weyl
étendu IU = Nz associé au groupe simple simplement connexe G. Le
groupe IU est une extension du groupe de Weyl W par le groupe
abélien # = Hz d’ordre 2", ol r est le rang de G. Rappelons que ® désigne
le systéme de racines de G relatif au tore maximal H et qu’on a choisi
un systéme de racines simples A de ®.

On a le lemme suivant (Demazure [16], Tits [31]) :

Lemme 6.1. — Le groupe 9 est engendré par les éléments wo= wo(—1)
pour « €A et défini par les relations suivantes (W 1), (W 2) et (W 3) :

(W) hawghy'= \vé' avec hy=w3 et ¢ =(—1)*"  pour tout a, BEA;

Wa WE= W5 Wy st Bat=o;
Wawpwy' = ws wa! wg‘ st o =far=—1;
(W2) o o . . )
WEWa wgwy' == we wgwg' Wy st Bar=—2;
wgwywg' = wywg' wil avec wy=wawgwa', s Ba'=—3;
(W3) hi—=e pour tout a€A.

En effet, appliquant a G les lemmes 5.1 et 5.2, on voit aisément que les
générateurs w, satisfont & ces relations. Soit IU’ le groupe engendré par
les symboles w, soumis aux relations (W 1), (W 2) et (W 3); c’est natu-
rellement une extension de 9t. D’apres (W 1), on a

wgho wg' = ho kg’ et hgho hg' = ho hE*" avec 2c' =(—r1)B—1;

les éléments h, engendrent donc un sous-groupe distingué ¢’ de I, et,
d’aprés (W 3), ¢’ est abélien d’ordre 2. Le groupe quotient IU'[JC’ est
engendré par les éléments involutifs w, vérifiant les relations (W 2), qui
forment une famille exhaustive de relations pour les générateurs o, du
groupe de Weyl W (voir N. Bourbaki [8]). Par conséquent, 91’ est
isomorphe a It.

On va rappeler a cette occasion d’autres propriétés du groupe de Weyl W.
On sait que W est engendré par les réflexions o, pour « €A et défini par
les relations (W 2) avec les w, remplacés par les g,. On définit comme suit
la fonction longueur ! sur W par rapport a A : pour €W, [(3) désigne
le plus petit entier non négatif m tel que o puisse s’écrire comme

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 1. 5
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m

produit HG“»' avec o; €A. On notera également [ la fonction sur N définie

i=1
par l(n) = l(w(n)), ou w désigne le morphisme canonique de N sur W.
On connait alors les résultats suivants sur le groupe de Weyl W, son action

sur ® et lapplication v du lemme 5.3, (b) (cf. [8], [20], [31]).

Lemme 6.2. — (a) Sotent A" une partie de A et W' le sous-groupe de W
engendré par les éléments o, pour a€A’. Alors, chaque classe W'a de W
modulo W’ posséde un élément s, tel que l(3'a,) =1(3") + l(3,) pour tout s’ € W'.

(b) Soit B une racine positive, et soient 5, o' des éléments de W tels que

l(do)=I(a)+ (o).
Alors, si c'af est positive, il en est de méme de sf.
(c) St g et g sont des éléments de Gy tels que
) v =L () + v (8Y),

alors v(gg') = v(g) v(¢').
(d) Supposons que des éléments ds, indexés par A, d’un monoide & unité D
satisfassent aux relations suivantes :
dydy= dyd, s Bat=o;
dadﬁdaz dgdad(g st alr=fo"=—1;
(dad§)2: dlgdl)? st Bat—=— o,
(duds)y'= (dgdy)'  si Bor=——3.

(W 21

mn m

St un élément o de W s’exprime en deux mots minimaux [] a,, el I Ica;,
i—1 =1

ot m = l(o) et a;, o, €A, alors on a, dans D,

[1+=T1
i=1 j=1

Rappelons d’abord que l{s,a) = I(c) +1 pour €W et a €A si et
seulement si1 o'« est positive. On déduit de 14 aisément les énoncés (b)
et (¢), par récurrence sur [(3’) ou I(v(g)). Pour les assertions (a) et (d),
une démonstration se trouve dans [8].

Le théoréme suivant jouera un rdle important dans la démonstration
du théoréme 5.10.

TrtoriME 6.3. — Soient It le groupe engendré par les symboles wy(x €A)
soumis aux seules relations (W 1) et (W 2), et m le morphisme naturel de 9t
sur 9. Alors :

(@) Le noyau 5 de m est central dans 9t et engendré par wi, ot o est une
racine longue dans A. Le groupe % est cyclique d’ordre infin [resp. d’ordre 2]
st A est de type symplectique [resp. non symplectique].
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(b) Le groupe 9t peut éire défini par les relations suivantes :

(W1T')  wg'howg= hawé" avec ha= w3 et c'=1—(—1)8, pour tout a, B€A;

Wo WG == Wg Wy, si Ba*=—o;
(W2) W (VB Wo == WG We W Sl: oft = fa*—=—1;
(wawy)® = (wgwa)? st Barz=—a;
(wa wg)t== (wg wa)® st Patz=— 3.

(¢c) Le sous-groupe & de 9 engendré par les éléments h, (x €4) est défini
par les relations suivantes :

hg' hahg= hoh§ avec ' =1—(—1)B*, pour tout a, B€A.

D’abord, les relations (W 1) impliquent que les éléments z,= w,
engendrent dans 9¢ un sous-groupe central, qui, par le lemme 6.1, est
égal au noyau % de =. On voit d’ailleurs aisément que les familles de
relations (W 1) et (W 1) sont équivalentes et que, sous 'hypothése de
celles-ci, il en est de méme pour les relations (W 2) et (W2'). D’autre part,
les relations (W 1') entrainent immédiatement celles de D'énoncé (c);
autrement dit,

hyt lz’;f hohg= /zf;'" = hz?", avec ¢'—1—(—1)8* =1 —(—1)%"

On déduit de la que z3== ¢ si 3a* est impair pour un élément « de A,
que z3== e sl af* = — 2, et que z,= zg 81 af* et Ja* sont impairs. Or, les
racines de A ont, au plus, deux longueurs différentes, et celles qui sont
longues forment un sous-systéme irréductible. On en conclut que % est
engendré par z,, ol « est une racine longue quelconque dans A, et que %
est d’ordre 1 ou 2 si A est de type non symplectique.

Il nous reste donc & déterminer I’ordre de . D’abord, des relations (W 1)
et (W2'), on obtient une présentation du groupe quotient de It par son
groupe des commutateurs; si A est de type symplectique, on y voit aussitot
que I’élément w, est d’ordre infini dans ce groupe abélien, « étant la racine
longue dans A. Par suite, % est un groupe infini dans le cas symplectique.
Pour déterminer 'ordre de % dans le cas non symplectique, nous allons
construire une extension de L par un groupe d’ordre 2, qui sera isomorphe

a 9L dans le cas non symplectique. Cette construction est valable pour tous
les types, mais 1l suffit, pour achever la démonstration du théoreme,
de traiter les cas ou A consiste en racines d’une méme longueur. En effet,
les cas des types B,(n> 3), F, et G. peuvent facilement étre conclus en
faisant agir sur les groupes 91 de types D,.,, E; et D, un automorphisme
« extérieur » d’ordre 2 ou 3 (cf. lemme 6.4).
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Soit 4’ le groupe engendré par les symboles t, (¢ €A) soumis aux relations
suivantes :

ta=e,  1g'tatg=1tyt§" avec ¢"=1—(—1)3*", pour tout a, feA.

Comme on I'a vu plus haut, 4’ est une extension centrale de 5 par le
noyau d’ordre 2. Puis on définit un groupe d’automorphismes de J¢’;
pour chaque «€A, Papplication tgr>tgty (BEA, 2d' =1 —(— 1)) se
prolonge en un automorphisme 0;' de 3¢’. Ces automorphismes 0,(x €A)
satisfont aux relations (W'1), (W 2) et (W 3) avec les w, remplacés par
les 6,; on note également que 0= Ad(t,) pour tout a€A.

On définit ensuite, pour chaque « €4, une transformation 2, de len-
semble produit X W :

Ao (t, 0) = (04 (2), 0a0) si {(oq0) >1(0);
Ao (¢, 0) = (0a (8ty), 040) si I(oq0) <l(0).

Soit A le groupe de transformations de ¢’ X W engendré par les A,.
On voit aisément que Ay (¢, 6) = (tot, ) pour tout «, et que A Aghy’ = Ag
avec ¢/ = (— 1)** pour tout o, B€A; autrement dit, les générateurs A,
satisfont aux relations (W 1’) et les éléments 2; engendrent un sous-groupe
distingué de A qui est isomorphe & 3¢’. Par conséquent, lorsqu’on aura
vérifié pour A les relations (W 2’), on en conclura, dans le cas non symplec-

~

tique, que A est isomorphe & IU et que % est d’ordre 2.

Soient a, 3 deux éléments de A, et W’ le sous-groupe de W engendré
par g, et ag. Rappelons que 0, et fg satisfont aux relations (W 1) et (W 2).
Alors, en vertu du lemme 6.2, (a) et de la définition de 2, et g, on voit
que la relation (W 2') pour A, et Ag est vérifiée si elle I’est sur le sous-
ensemble { e} X W’ de 5¢’XW. Nous sommes ainsi ramenés aux cas de
rang 2. Le cas ou af*=o est trivial. Dans le cas du type A,, un calcul
direct montre que la relation (W 2’) pour 2, et Ag est vraie sur les éléments
de { e} X W'. Le théoréme 6.3 est ainsi démontré.

On remarquera que la construction de A est motivée par le lemme 6.2, (d)
et que nos arguments ressemblent beaucoup a ceux de Tits [31] qui
permettent d’établir, & partir de W, I’existence d’un groupe isomorphe
a It

On sait d’ailleurs que le revétement universel Gz du groupe de Lie
connexe Gy posséde un sous-groupe isomorphe a 9t; il suffit de
prendre m*(Ng), oit = désigne la projection de Gg sur Gy (cf. n° 9).
Cela fournit une autre preuve de la non-trivialité de %.

Nous allons maintenant entamer la démonstration du théoréme 5.10.
Soit donné un cocycle de Steinberg ¢ (bilinéaire si G est de type non
symplectique) sur &< & valeurs dans A. Il s’agit alors de montrer I’exis-
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tence d’une extension centrale de G; par A dont le cocycle de Steinberg
en a soit égal & ¢ pour une racine longue o dans A. '

Notons d’abord le lemme suivant, qui nous permettra par la suite de
nous borner aux cas de certains types.

Lemme 6.4. — Il existe un plongement du groupe G’ de type B, (n> 3)
[resp. F, ou G.] dans le groupe G de type Dn., [resp. E¢ ou D,] de sorte
que la conclusion du théoréme 5.10 pour G’ se déduit par restriction de
celle pour G.

En effet, les diagrammes A de types Aspy (> 2), Doy (R 3) et K,
[resp. de type D] admettent un automorphisme p d’ordre 2 [resp. 3] qui laisse
fixe au moins un sommet. Cet automorphisme ¢ se releve en un automor-
phisme ¢ de G tel que poxy= 2,4 et pox_o=2_, pour tout x €A. Les points
fixes de p dans G forment un groupe simple simplement connexe G’ de
type C.(n>> 2), B,(n>> 3), F, ou G,. Le groupe H'= G'N H est un tore
maximal de G, les racines de G’ relatives & H’ sont les restrictions & H’
des racines « de G, et les racines longues de G” sont ainsi identifiées avec
les racines de G qui sont fixes par p. L’automorphisme ¢ de G se trans-
porte en un automorphisme du schéma & en groupes sur Z et puis en
un automorphisme de Gy, qu'on note encore ¢. Le groupe G; des points
fixes de p dans Gy est ’ensemble des points rationnels d’un groupe simple
simplement connexe déployé sur k et du méme type que G'. Si E est une
extension centrale de G, par A, on en déduit par restriction une extension
centrale E’ de G; par A. Alors, une racine longue « de G’ étant identifiée
4 une racine de G, on voit tout de suite que les cocycles de Steinberg en a
de E et de E’ sont identiques. Par conséquent, si G’ est de type non
symplectique, la conclusion du théoréme 5.10 pour G’ résulte de celle
pour G.

Nous ne traiterons désormais que, d’une part, le cas ou G est de type
symplectique et, d’autre part, le cas ou les racines de G ont méme longueur
et ot le cocycle de Steinberg ¢ donné est bilinéaire. Nous nous servirons
librement des propriétés des cocycles de Steinberg énoncées dans la propo-
sition 5.7.

La premiére étape de la démonstration consiste & définir une extension
centrale de H par A. Posons ¢"= ¢ dans le cas symplectique et ¢ = ¢
dans le cas non symplectique; ¢® est un cocycle de Steinberg bilinéaire.
On définit comme suit les cocycles c,(x€A) et cug(x, BEA, a5~ )
ca= ¢ pour les racines longues « et cg= ¢’ pour les racines courtes 3 dans
le cas symplectique; c.g=1 si Ba*= o0 et csg= (¢")* si Ba*>£ 0. Posons

alors
£<[I he (ug), H hp, (vp)> = IICa(u:x, Ya) II caB(Uay v),
o g [

B<a .
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A étant muni d’un ordre total quelconque; ¢ est un cocycle sur H a valeurs
dans A. Soit H D’extension centrale de H par A définie & partir de ¢ :

1> A0 EH-1.

On peut relever dans H les éléments h, (1) (x €A, t€k~) de telle sorte que
les éléments relevés fi, (1) satisfassent aux relations suivantes :
Zﬁ(u) iz'g (9) =cglu, ) ﬂg(zw)
et
fis (w) Ty (0) Fig (u) = Ty (0) = o (u, 087%) = oy (uTP, )

pour tout 3, Y€E€A.
Puis nous allons définir un groupe d’automorphismes de H.

Lemme 6.5. — (a) Pour chaque €A, il existe un automorphisme 9,
de H tel que 05'(a) = a pour a€ A et que 0, (R (t)) = hg(t) ko (%) pour
tout 3 €A.

(b) O, induit, par passage au quotient, I'automorphisme de H défini par
Pélément w,(— 1) de N.

(¢) 02=0;"= Ad (ho(— 1)) pour tout «€A. Les automorphismes 0,
satisfont aux relations (W 1), (W 2) et (W 3). ,

Notons d’abord que ¢, (u, v***) est bilinéaire en (u,¢) quels que
solent «, 3€A. Pour vérifier (a), il suffit de montrer que les éléments
03 (hg(t) satisfont aux mémes relations que les kg(7). On a

0" (g () 03" (Bg (¢))
= ﬁﬁ (1) Foy (028 /73(() Ty (v—98%)
= Z"j. (u) /7(5 (v) Ty ((up)=2B*) ¢y (1B, 02B%) ¢y (u—2B%, p—ad*)
=cp(u,r) /73 () Ty ((us)—25*)
=cg(u, v) g’ (/:g (uv));
05" (g () 03" (B () (03" (g () (03 (R (9)))

=, (1, 0BY*) o (1285, 001%) ¢y (B, p—21*) ¢y (23", p—21*)2

= cg(u, vB7*).

L’énoncé (a) est ainsi démontré. L’assertion (b) résulte immédiatement
du lemme 5.2, (f) appliqué & Gy. Vérifions (¢). On a d’abord
03" (b (1)) == o (2) Foa (12) = Fia(471) 5
052 (fig (1)) = hg () o (u=2B%) Ty (u2B*)
=g () cq (B uoBt) = fig (u) co (=B, —1)
= ha(—1) hg () Fa(—1).
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Ceci prouve que 87 = 03= Ad (h,(—1)) et entraine facilement que les
automorphismes 0, vérifient les relations (W 1) et (W 3). La relations (W 2’)
pour 6, et g est évidente si fa*= 0. Si af*=fa*=—1, on a

(0208 02) =1 (Ay (£)) = (B500) =1 (By () ra (1=27"))
= 03" (7, (¢) Ry (0B Ty (e=20%) T (¢-21*))
=T (1) o (120) g (180) Fi (157) T (£20) g (4=21) Foy (4=12)
= Fiy (1) B (20BY) Jig (¢=4BY*) 05 (— 1, £87%),
= Jry (1) hig (6720BY") Ty (6790BY") ¢ (— 1, £27°)
= (050008)~ (fy (£));

d’oit la relation (W 2’) pour 0, et 6. Traitons finalement le cas ot a* = — 2.
On va comparer (0,0;) (%, (t) et (050,)?(R,(t). Notons d’abord que les
éléments de la forme h,(¢)hg(t*/) (i, €Z) forment un sous-groupe
abélien H'(t) de H. Les automorphismes 0, et 03 laissent stables H'(t)
et hy(t) A’(t). Nous avons donc

(Ba08)2 (Ay () =Ty () B et (830a)2 (fy (1)) =y () Fis,

avec hi, hy€H’(t). On en déduit, par I’énoncé (b) et le lemme 6.1, que

o(h) = o(h.). D’ou h,=h., puisque la restriction de ¢ a H'(t) est injec-
tive. Cela achéve la démonstration de (c).

Soient I le groupe engendré par les symboles #,(«€A) soumis aux
relations (W1) et (W2), et o€ son sous-groupe engendré par les
éléments ko= ®;. D’aprés le lemme 6.5, (¢), on peut alors former un
groupe N* produit semi-direct de H par 9, ou 9t opére sur F de sorte
que ®yh#;' = 0,(h) pour x€A et h€H. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.6. — (a) Il existe un morphisme j de 5¢ dans H tel que
j(hy) =l~za(—1) pour tout €A, Les éléments de la forme hj(h)™ (fLE Je)
constituent un sous-groupe distingué J de N*.

(b) Soit Nle groupe quotient de N* par J. Alors H s'identifie & un sous-
groupe distingué de N. Le groupe N est une extension centrale de N par A :

1 >A>NEN>T;

ot 9(ha(t) = ho(t) et ¢(p* (%)) = wo(—1) pour €A, p* désignant le
morphwme naturel de N* sur N. Posons
&a(t):ﬁa(t)p*(ﬁ’a)*' pour tout «€A et tek”;

alors
P(F) =®a(—1) et @a(t)'=Fa(—1).
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L’existence du morphisme j résulte du théoréme 6.3, (¢) et du fait
que ¢(—1, —1)*=¢(—1, —1) =1. Le lemme 6.5, (c) entraine que les
éléments kj(h)~* forment un sous-groupe distingué de N*. L’énoncé (b) est
alors facile a vérifier.

Nous allons maintenant définir une extension E de G Soit S le sous-

ensemble de G x N formé des couples [g, n] tels que v(g) = ¢ (i), ou v est
lapplication de G dans N définie dans le lemme 5.3, (b). On a un
diagramme commutatif :

S 25N
’Jl @L
Gr—->N

ou p([g, n]) = g etV([g, n]) = ni. Définissons comme suit des transformations
de S, M(%), X (u) et 1, (heH, ue U+, aeA) :

(i) Pour tout heil, 1(i)[g, 7] = [¢(h)g, k 7;

(1) Pour tout u€U*, L (u)[g, n] = [ug, nl;

(ii1) Pour tout a €A, 1,[g, 7t] est égal a

[Wa(—1) 8 Ba(—1)7] 0w [wa(—1)g halt™) ],

sutvant que v(wy(—1)g) est égal & wo(—1)v(g) ou a ha(t7*)v(g).

Soit E le groupe de transformations de S engendré par A(H), A (U¥) et

les A, (x€A). L’application A donne un isomorphisme de I [resp. de U*]

sur A(H) [resp. X(U™)], et A(A) est un sous-groupe central de E. Par suite,
E opére sur 'ensemble des orbites de A(A), lequel s’identifie & G par p.
Les éléments de E agissent ainsi sur G, comme des translations a4 gauche;
d’ott un morphisme canonique © de E sur G.. Notre tiche consistera doré-
navant & établir que le noyau de © se réduit bien a A(A).

Nous allons voir les relations existant entre divers éléments du groupe E.

Lemme 6.7. — (a) (%) A(u) ME) =10 (h)u o(h)™) pour tout he H
et ueU™.

(b) Posons
Ut=U+rnwq (1) Utwy (1) pour a€A.
On a alors
U= we (1) Ufwy (1) et 23 A () A=A (we (1) uwg (1))

pour tout u € Us.
(¢) M= h(h(— 1)) pour tout a €A,
(d) 23" h(k) ha=A(®o (1) R B (1)) pour tout « €A et he H.
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Les deux premiéres assertions sont immédiates. Vérifions (c).
i v (wa(—1)g) = wa(— 1) ¥(g), alors
V (Wo (—1)%8) = wa(—1) v (Wa(—1)8);
par suite,
238, ] =2a[Fa(—1) g, Fa(—1) A]=[ha(—1) 8, Pa(—1)*7].
S v(we(—1)g) = ho(t™")v(g), alors
v (wa (—1)*8) = ha(— 1) v (wa(—1)8);
par suite,
1l 7] = da[ wa (— 1) 8, ha () )= ha(— 1) 8, Fia (— ) Ba (47 7],

On a donc, dans les deux cas, 2i[g, 7] = [ha(—1) g, ha(— 1)7]. Ajoutons
que I’énoncé (c¢) permet d’écrire 13" : 13'[g, n] est égal & [w,(1)g, wa(1)01]
ou a [Wa(I)g,fla(—- {)7'n], suivant que v(w.(1)g) est égal & wa(1)v(g)
ou a hy(— t)7'v(g).

Quant & la derniére assertion, on peut supposer que % soit de la forme

ha(s) (BEA, s€ k).

St v(wa(—1)8) = wa(—1)v(g), alors on a
1 0(R) Aol gy B = [ wa (1) g (5) wa(—1) &, Pa(1) fig (s) Fa(—1)7].
Si v (wa(—1)g) =hy(t*)v(g), alors on a
v (wa(1) b (5) Wa (—1)8) = ha (7' s*3) 1y (g (s) wa (—1)8);
par suite,
Wt M) Dol gy )= [wa (1) hig (8) war (— 1) &, oo (671 5%B) =1 Tig (s) Fias (¢) 72 .
Or, on a dans H
Tra (61558 =1 Fig (s) oo (471)
= fig (5) Fro (s79B%) cq (158", 57B*) ¢y (1157B%, 528
= Tig (5) Fra (s728%) = & (1) fig (5) W (1)1
On en conclut donc que
35 2 (hg (5)) ha= 1 (Fa(1) g (5) (1)),
Nous avons ensuite le lemme suivant :

Lemme 6.8. — (a) St G est de rang 1, E est une extension centrale de Gy
par A(A). Le cocycle de Steinberg cy de E est égal a )\ o c, o ¢ est le cocycle
de Steinberg initialement donné.

(b) Si G estde rang 2, les deux éléments ), et Ay satisfont aux relations (W 1)
et (W2) du lemme 6.1.
’ Ann. Eec. Norm., (4), II. — Fasc. 1. 6
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Ce lemme sera démontré au numéro suivant. Notons toutefois ici que
c’est au cours de cette démonstration qu’intervient vraiment la condition
non multiplicative (S 3) des cocycles de Steinberg.

Soient maintenant A’ une.partie de A et G; le sous-groupe de G, engendré
par les groupes radiciels U? et U™® (3€A’). Posons

U+=G,nU+, H=GynH, N=G,nN et H=9¢(H),
N=o¢=t(N),  S'=p=1(G}).

On a alors le lemme suivant :

LemME 6.9. — Soit E’ le sous-groupe de E engendré par A(H'), A(U™) et
les éléments hg (BE€A’). Alors E' laisse S stable, et, st un élément de E' agit
trivialement sur S', il est U'élément neutre.

Il est clair que E’ laisse S” stable. Considérons une classe arbitraire G, g
de G; modulo G;. D’aprés le lemme 6.2, (a) et (c), il existe dans G; g un
élément g, tel que v(g'g,) = v(g') v(g) pour tout g’ €G;. On choisit alors
un élément 7, de N tel que ¢(R) =v(g,) et définit une application
T =<(gi, a) de S’ dans S par ©([g’, 7']) = [g'g:, 7' 7u]; I'image de T, qui
est I'orbite de E’ passant par [gi, n,], est stable par E’. On voit alors
de la définition méme des générateurs initiaux de E, que cot=r7oc¢
sur S’ pour les générateurs ¢ de E’, a savoir A(F’), % (U™) et les kg (B€A’).
L’égalité cov =70c vaut donc pour tout élément ¢ de E’. Par conséquent,
si un élément de E’ agit sur S’ trivialement, il agit trivialement aussi
sur 7 (S’). Puisque 7(S’) est une orbite arbitraire de E’ dans S, cela prouve
notre assertion.

Le lemme suivant est une conséquence des deux précédents :

Lemme 6.10. — (a) St l'on prend pour A’ un élément o de A, le sous-
groupe E’ de E est une extension centrale de Gy par h(A) et A o ¢, est le cocycle
de Steinberg en « de E'.

(b) Les éléments h, (x€A) de E satisfont aux relations (W 1) et (W 2).

En effet, si 'on prend pour A’ un ou deux éléments de A, I'action du
groupe E’ sur S’ peut étre regardée, soit comme 'un des cas de rang =~ 2,
soit comme composé direct de deux cas de rang 1, cas que nous avons
étudiés dans le lemme 6.8. Nos assertions résultent donc des lemmes 6.8

et 6.9.
On en arrive finalement au résultat suivant :

Lemme 6.11. — (a) L’isomorphisme A de H sur A(H) se prolonge en un
monomorphisme ) de N dans E de sorte que A (%, (— 1)) = A, pour tout 2 €A
Le quotient de »(N) par Z(H1) est isomorphe & W. '
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(b) Soit A, un représentant dans %(N) d’un élément o de W. Alors, si «
el g, sont des racines positives, on a dans E

Ash (U) dgt = X (U%),

(c) Le groupe E est la réunion des sous-ensembles (U+) A(H) 1,1 (U*),
ot { A, } est un systéme de représentants de W dans %(N).

(d) Le noyau du morphisme canonique = de E sur G, se réduit ¢ A(A).
Pour chaque 2 €A, le cocycle de Steinberg en o de I'extension centrale E
est égal a o c,.

Notons A le sous-groupe de E engendré par les éléments X, pour a €A,
Le quotient de A par A N () est isomorphe a W, en vertu du théoréme 6.3
et du lemme 6.10, (b). Notre premier énoncé résulte alors du lemme 6.7, (d)
Quant a I’énoncé (b), sil(s) =1, 1l découle immédiatement du lemme 6.7,(a)
et (b). Le cas général résulte de 1a, d’apreés le lemme 6.2, (), par récurrence
sur [(g). On peut maintenant vérifier ’assertion (¢) par un procédé habituel.
En effet, il suffit de montrer que cette réunion de sous-ensembles de E
est stable par multiplication & gauche des générateurs initiaux de E.
Cecti est évident pour 7\(71) et X (u) (Tze H, ue U*). Soient « un élément de A
et ¢ un élément de W. D’abord, Pensemble A, (U+) A(H) 2,1 (U*) est
identique & A (UL) A(H) 2A(U%) 3,1 (U*). Puis, si o'« est positive,
I’énoncé (b) entraine que

2 (U%) dg== 2,4 (UB), on P=oa;

Ak (U) A(FD)2,1 (U%) est alors contenu dans A (U*) A(F)A.A(U*) pour
¢'=0,0. Si B n’est pas positive, alors s’ ~'a est positive; d’autre part,
2eh (U%) 23" est contenu dans la réunion de & (U*) A (%) et A (U%) % (H=2)2 0 (U®),
en vertu du lemme 6.10, (a); il en résulte que A A (U*)A(H)AA (U%) est
contenu dans la réunion de X (U*)A(F) 2,2 (U%) et A (U)A(H)r % (U).
L’énoncé (c) est ainsi démontré. On déduit de celui-ci immédiatement que

le noyau de m est contenu dans A(H) et donc qu’il se réduit a A(A).
Le lemme 6.10, (a) entraine la derniére assertion de (d).

On conclut ainsi, en identifiant par A le noyau A(A) avec A, que E
est une extension centrale de G, par A et que le cocycle de Steinberg ¢y
de E est le cocycle ¢ initialement donné.

Nous avons ainsi achevé la démonstration du théoreme 5.10.
7. Nous donnerons dans ce numéro une démonstration du lemme 6.8.

Nous allons d’abord introduire un autre groupe de transformations
de S. Soit ¢ la transformation de S d’ordre 2 définie comme suit :

g, i]=[g1, '] pour tout [g, 7i]€S.
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Notons E* le transformé de E par i.; E*=1E.. Le groupe E* opére,
comme E, transitivement sur S.

Nous nous proposons de montrer que les éléments de E commutent avec
ceux de E* dans le groupe des transformations de S. Posons

p(ﬁ):cl(%)z, p(u) =tA(u)n, 0o ==t Aat pour hel, ueU+, aeA.

Le lemme suivant allégera notre travail.

Lemme 7.1. — (a) Les éléments de %(H) ou de A (U*) [resp. de p(ﬁ) ou

de ¢ (U*)] commutent avec tous les éléments de E* [resp. de E].

(b) Soient a, 3 des éléments de A. St ), commute avec g, alors p, commute
avec hg.

(c) On a (13'pshap3')e = (A3 pahapp') pour tout élément ¢ de A(F),
1 (Uz), o(H) ou ¢ (Up).

(d) Si 23 pshaps' laisse fixe un élément s de S, il en est de méme pour hys
et pg' s.

On voit d’abord aisément que les éléments de o(H) ou de p(U")
commutent avec les générateurs initiaux de E. L’énoncé (b) est évident.
Quant & I’énoncé (c), si ¢ est un élément de A(F) ou de A (U3), alors

(23" ) e(Rapp )t = Raeha" = (05" Aa) € (P35 Aa) ™,
compte tenu de I’énoncé (a). Enfin, si X,p5's = g3’ Aqs, alors
1a03" (ha8) = Aa(pg' has) = Aipg' s =03' Ais,

d’apres les lemmes 6.7, (c) et 7.1, (a). Il en va de méme pour pg's. Le lemme
est ainsi démontré.

Pour voir que A,p5' = pg' A, il suffit, d’aprés le lemme 7.1, (c), de
vérifier que A.pg's = pg' A, s pour tout élément s de S;, si S, est une
partie de S qui rencontre toutes les orbites du groupe A (U)A(H)o(H)p (Ug).
Utilisant la décomposition de Bruhat de Gy, on peut aisément déterminer
les orbites dans S de ce dernier groupe.

On sait, d’aprés les lemmes 6.1 et 6.6, que les éléments (1)
[resp. W, (1)] (x€A) satisfont aux relations (W 1) et (W 2). Définissons alors
un systéme de représentants | w(a) } [resp. { # ()} ] de W dans N [resp. N]

m

si ¢ s’écrit comme mot minimal l Jo.., ot m =1(s) et x;€A, alors

i=1

w (o) :ﬁ W, (1) [resp. ¥ (o) :f[wai(l) ]

Cette définition est justifiée par le lemme 6.2, (d).
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-~ Alors, on voit aisément que toute orbite dans S du groupe

MUK (A)p (US) contient un élément s de la forme

[@a (1) w (o) 2 (v), ® (9)], ou ceW et u,vek.

Rappelons que nous ne discutons que les cas du type A;, A, ou C..

Lemme 7.2. — (a) St off £ + «, alors
l(ga0) — () =1(04008) — l(00y) et {(o0p) — l(a) = (04008) — ((040).
(b) Si a8 = a, alors

003 =040, w(o) ag(v) w (o) '=a(r) et ¥ (o) /73([) W (o)1= i (£)

pour tout vE€k, t€k~.
(¢) Si o =— «, alors

003= 040 et l(gog) =1(o) —1.

(d) St ¢ est un cocycle de Steinberg sur k< & valeurs dans A, alors
c(u, (v—u")y")Y=c((u—v")"", ¢v1)

pour tout u, v €k tels que 1 — uy = o.

Le lemme 6.2 entraine facilement les énoncés (a) et (¢), qui sont valables
quel que soit le type de A. On vérifie ’assertion (d) par le méme raison-
nement que celui de la proposition 5.5. Quant a I’énoncé (b), il est évident
que aog= g,6. Pour voir les autres assertions de (b), nous distinguons
plusieurs cas; le premier cas ot « = 3 et 5 = ¢, le deuxiéme ou A est de
type C;, a =0 et 0 =0,0,5, avec 'autre élément y de A, et le troisieme
ol A est de type A., @ £ 8 et @ = 539,. Dans le premier cas, nos assertions
sont triviales. Dans les autres cas, on déduit aisément, en appliquant a G
le lemme 5.1, que w(o) 23(¢) w(a)™" = 2. (v). Puis, dans le deuxieme cas,

on a ,

B (9) ha (1) ® ()71 = (P (1) ®au(1)) T (2) Fig (£77%) (S (1) Foa (1))~
By (1) P (671 Ty (4772 T (£2) B (1)
= @y (1) o (£) Ty (47Y) @y (1)
R (8) Fry (1% By (212
o (2) .

I

=nh
Enfin, dans le troisiéme cas, on a

®(2) hg(t) B () =Fp(1) hg (1) Fa () Ty ()~
=g (£71) ho (2) hp (1) =3 (L, t) cg (L7, t) ha ()
= hiy (t).

Les assertions de I’énoncé (b) sont ainsi démontrées.
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Nous allons maintenant vérifier que 2,9g's = pg' A.8 pour tout élément s
de la forme [z, (u) w(a) 23 (¢), ®(5)] ol cE Wet u, vEk.
Si of 5%+ a, alors on vérifie, d’aprés le lemme 7.2, (a), que

v(g) Ty (gwg(—1)) =v(wa(—1)g) v (wa(—1)gwg(—1))
et
v(wo (—1)g) V()T =y (Wa(—1)gwg (—1)) v(gwg (— 1))~

pour g=a,(u)w(c)xs(v); ce qui entraine, vu la définition de A, et gg’,
que hopg's=py' LS.

St aB=a, on peut supposer ¢=o0, d’aprés le lemme 7.2, (b). Alors,
pour g=x.,(u)w(cs) avec u*o, on a

v(gwg(—1) =v(g) wg(—1) et v(wa(—1)gwp(—1)) = ha(u™)v(gwg(—1));
d’out / A
T(happ' g ¥ (9)]) = Tha (™) § (5) ®g (—1) = ho (™) & (0) Figg (— 1) F5(1)
= () fiy (—1) ® (903);
d’autre part, on a de fagon analogue,

5(p5 dalg, ® (0) ) = Fu (— 1) & (9) g (10) = Do (—1) Fa(1) Fia () ® (0)
= Ta (— 1) o (™) & (329).

Le lemme 7.2, (b) montre ainsi que A,p3's= pg' A,s.
Supposons enfin que o =—a. Si up(1 —uv)=o0, on se raméne au cas

précédent par le lemme 7.1, (d). 51 ue(1 — us)= o, alors, pour
g=x(u) w(o) z3(v), on a
gwg (— 1) = 2 (1) w(g78) 2 (— ") wi (1) Lg (v) 28 (— ¢7")
= o (00— ') wi(a) hg (v) g (— 1) ;
d’ou
T3 8, ¥ (9)]) = ha (10— 0=) =) & (9) g (0)
= i (1 — =) 1) Fig (97) ® () 5

d’autre part, on a de fagcon analogue,

'i(péi halg, ®(a)]) = s (u™) ® (o) /hz'ﬁ (¢ — ™)
= fiy (= Do (¢ — =")"") & (7).

Le lemme 7.2 entraine ainsi que A,03's = 3’ A,s.

Nous savons donc que les éléments A, de E commutent avec les
éléments pg de E*. Il en résulte, compte tenu du lemme 7.1, (a), que tout
élément de E commute avec les éléments de E*. Puisque E et E* sont
transitifs sur S, on en conclut que E est simplement transitif sur S.

Alors, comme les éléments w,(—1) (2 €A) satisfont aux relations (W 1)
et (W2), on voit aussitot qu’il en va de méme pour les éléments A, de E.
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Dans le cas de rang .1, puisque E est simplement transitif sur S, la
décomposition de Bruhat de Gy indique que E est la réunion de A (U*) 2 (H)

et de A(U*)A(H)X,A(U*). On en conclut aussitdt que le noyau du
morphisme canonique 7 de E sur G, se réduit a A (A). Le groupe E est done
une extension centrale de G4 par A(A). En posant

Fa (1) = & (g (1)) et Eoa (i) = halo (— ) 335,
on vérifie aisément que
00 (£) = () fea (— 1) 20 (6) = h(a (£) ) 13

pour tout t€ k<. Or, d’apres les lemmes 6.7, (a), 5.2, (¢c) et 5.1, &, et £,
donnent les isomorphismes de k dans 7' (U*) et n'(U ™) qui servent
a définir le cocycle de Steinberg ¢, en « de E relatif aux isomorphismes z,
et 2_,. On en conclut que ¢y= heoc,=Aoc, ou ¢ est le cocycle de Steinberg
initialement donné.

Nous avons ainsi achevé la démonstration du lemme 6.8.

Ajoutons que le lemme 7.2, (b) est en fait valable, avec les notations
du no 5, quel que soit le type de G et quelle que soit I’extension centrale E

de Gk.

8. Nous étudierons dans ce numéro les conditions supplémentaires
a imposer dans le cas topologique aux cocycles de Steinberg.

Soient k un corps topologique infini et A un groupe abélien topologique,
qu’on suppose, bien entendu, séparés. Le cas qui nous intéresse particu-
litrement est celui ou k et A sont localement compacts.

Le groupe G est alors muni d’une structure naturelle de groupe topo-
logique. Les sous-groupes Hi, Ny, Ui, U, U (¢ €®) sont tous fermés
dans Gy. L’application (u, k, u')—~ uhu’ de Uj; X Hix U; dans G, induit
un homéomorphisme de I'espace produit sur un ouvert Q; de Gy.

Soit E une extension centrale de G; par A. On entend par la la donnée
d’une suite exacte: 1> A ->E->G,>1, ol est { un isomorphisme
de A sur un sous-groupe central fermé de E et ou 7 induit un isomor-
phisme de E[t(A) sur G.

On va considérer, comme au n® 5, les relévements U des groupes
radiciels U? (x€®), les applications &, #a, b et les sous-groupes U+,
U-, H et N de E.

On a le lemme suivant :

Lemme 8.1. — (a) Pour tout «€®, &, est un isomorphisme de k sur le
sous-groupe fermé U* de E. Le groupe U* | resp. U | est un sous-groupe fermé
de E, duquel & induit un tsomorphisme sur U, [resp. U;].
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(b) Pour tout x €D, hy est un homéomorphisme de k< sur un sous-ensemble

fermé de E.

(c) Pour tout «€®, le cocycle de Steinberg c, en a est une application

continue de k<X k< dans A.
(d) L’application  (u, b, u’) > uhu’ définit un homéomorphisme de
U+x Hx U~ sur un ouvert Q; de E.

(e) Quand on convient que c,(0,1)= cy(1, 0)=1, la fonction c,(u, 1 — uy)
de (u, v), définte sur un voisinage de (0, o) dans kX k, est continue en (o, o).

Vérifions d’abord 1’énoncé (a). D’aprés le lemme 5.2, (¢), on a
Fo (w0 (82— 1)) = ha (£) 8 (0 (1)) B (£) "5 (@ (1)),

ol t est un élément fixe de k= tel que t*5£1 et ol § est un relévement quel-
conque de Uf dans E. Soit ¥ un voisinage de e dans E. Il existe alors un
voisinage ouvert ¥’ de e dans E tel que

ha (8) B ha ()~ 1€V pour tout FeV.

L’image ©(¥’), étant un ouvert de Gy, contient z,(¥°) pour un voisinage V°
de o dans k. Par suite, si u est dans ¥°, I’élément &, (u (> — 1)) appartient
a . Ceci montre que I'isomorphisme Z, est continu en o, et donc dans k
tout entier. Compte tenu de 1’épimorphisme =, alors Z, induit un isomor-
phisme de k sur un sous-groupe fermé de E. De la résultent facilement
Iassertion sur U+ et U~ et les énoncés (b), (c) et (d). On a une application
continue (u, ¢)+—>Z_,(u)Z,(v) de kX k dans E. L’élément Z_, (u)Z, (¢) est
dans U+HU~ si 1+ uvs£o, et d’apres le lemme 5.9, on a

Z_q (1) Ty (9) = T, (v (1 4 up)™) Fra ((r 4w
X [Ca (—uy T4 up) ca(t 4+ upv, — 1) Z_o (w1 + ur)™);

avec notre convention, cette formule est valable dés que 14 ugzo.
La continuité entraine alors que c¢.(— u, 14 uv) tend vers 1 lorsque (u, ¢)
tend vers (o, 0). D’ou I'assertion (e).

Nous disons a ce numéro qu'un cocycle de Steinberg ¢ sur k< a valeurs
dans A est topologique, s’il vérifie la condition suivante :

(80) La fonction c(z,y) est continue dans k=X k*, et, quand on convient
que ¢(1,0)=c(o,1)=1, la fonction c(z,1—zy) de (x,y), définie sur un
poisinage de (o, o) dans kX k, est continue en (o, o).

Notons, provisoirement, St(k=, A) le groupe des cocycles de Steinberg
topologiques sur &< 4 valeurs dans A. Puisqu'un cocycle de Steinberg ¢
vérifie 'identité c(1 — up, u)=c(v,1— uy), si ¢ appartient a St(k*, A),
il en est de méme de ¢ et de ¢, avec les notations de la proposition 5.7.
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Nous allons démontrer la version topologique du théoréme 5.10.

Tutorime 8.2. — Soient k un corps topologique infini, A un groupe
abélien topologique et Gy le groupe topologique des points rationnels d’un
groupe sumple simplement connexe G déployé sur k. Alors, les classes d’exten-
stons centrales de Gy par A sont en correspondance biunivoque avec les
cocycles de Steinberg topologiques (et bilinéaires si G est de type non symplec-
tique) sur k< a valeurs dans A. Le groupe multiplicatif de ces derniers est
isomorphe au groupe H?(Gr, A) que forment les premiéres avec la multi-
plication de Baer.

En effet, d’apres le théoréme 5.10 et le lemme 8.1, on obtient un homo-
morphisme de H?(Gi, A) dans St(k<, A), en associant & une extension
centrale E de G, par A le cocycle de Steinberg ¢; appartenant a E. D’abord,
cet homomorphisme est injectif. En effet, d’aprés le lemme 8.1, si ¢ est

trivial, les groupes radiciels U* engendrent un sous-groupe fermé de E
qui est isomorphe a Gy par m.

Compte tenu du théoréme 5.10, il nous reste & montrer, étant donnée
une extension centrale E de G par A au sens abstrait, que si ¢ vérifie
la condition (S0), E peut étre munie d’une topologie qui en fasse une
extension de G, par A au sens topologique.

On note tout d’abord que, d’apreés le lemme 5.8 et la remarque précé-
dant notre théoréme, les cocycles de Steinberg ¢, en « (x€®) vérifient

tous la condition (S0). Munissons F d’une topologie en disant que I’appli-

cation
<I[ha (), a> > < I 1% <ta>>a

aEN acA

est un homéomorphisme de HyX A sur H. Cette topologie fait de H une
extension topologique de Hj, puisque les cocycles ¢, sont continus

dans k<X k<. On transporte, d’autre part, sur U+ | resp. ﬁ*] la topologie
de Uj [resp. de U;] au moyen du morphisme © de E sur G;.

Considérons ensuite le sous-ensemble Q= U+H U~ de E, qu’on munit,
par cette décomposition, de la topologie produit. On définit alors les
voisinages de I’élément neutre e dans E comme les sous-ensembles de E
rencontrant ; suivant un voisinage de e dans Q. On va montrer que
ces données a 'origine font de E un groupe topologique, en vérifiant que
Papplication (z, y)—> a2 'y est continue en (e, e) et que Ad(z) et Ad(z™")
sont continus en (e, e) pour tout élément z d’un ensemble générateur
de E. Dans le cas de rang 1, on le vérifie tout de suite, en tenant compte

du lemme 5.9 et en prenant pour générateurs A, U* et w,(1). Dans le cas
général, on voit immédiatement que (z,y)—> 2 'y est continu en (e, e)
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 1. 7
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pour z€ U*H et y€ E. D’autre part, en se ramenant au cas de rang 1,

on vérifie que Ad(z) est continu en e pour z€ U* ou z€ U %, « étant un
élément de A; par suite, Ad(z) est continu en e pour tout élément z de E.
Soit § un élément de @ ; il existe alors un élément n de N tel que Uf = nU*n
avec une racine positive «; lidentité (nan')'y=n(az"'(n'yn))n"’
montre que (z, y) —> 2 'y est continu en (e, ¢) pour x€ UP et y € E. Compte
tenu de la décomposition de €, cela entraine aussitot que (z,y)—~>a 'y
est continu en (e, e). Ainsi E est un groupe topologique. Il est maintenant
clair que A est un sous-groupe fermé de E et que = induit un isomor-

. phisme de E/A sur G.

Ceci achéve de démontrer le théoréme 8.2.

9. Nous donnerons dans ce numéro des exemples de cecycles de
Steinberg.

Dans ce qui suit, k est un corps topologique et A un groupe abélien
topologique, et 'on entendra par cocycle de Steinberg un cocycle de
Steinberg topologique. On notera S(k~, A) le groupe des cocycles de
Steinberg sur &k~ a valeurs dans A.

Remarquons d’abord des propriétés fonctorielles évidentes des groupes

S(k~, A).

a. Si j est un plongement continu d’un corps topologique k, dans Fk,
on a un homomorphisme j* de S(k<, A) dans S(k;, A), défini par

JHe) (z,y) =c(j(x),j(y))  pour cE€S(AA) et ., veEh]

b. Soient B un groupe abélien topologique et Hom (A, B) le groupe
des morphismes continus de A dans B. Pour c€S(k~, A) et A€ Hom (A, B),
la composée Aoc est un cocycle de Steinberg sur k< & valeurs dans B. Sil’on
regarde S(k~, A), S(k~<, B) et Hom (A, B) comme des Z-modules, on obtient
ainsi un homomorphisme du produit tensoriel S(k~, A)Q,Hom (A, B)
dans S(k~, B).

La théorie des algébres simples, combinée avec la théorie des corps
kummeériens, fournit un exemple de cocycle de Steinberg bilinéaire. Suppo-
sons que k posséde n racines n* de I'unité distinctes, et notons B(k) le
groupe de Brauer de k et B(k), son sous-groupe formé des éléments d’ordre
divisant n. Alors, en choisissant une racine primitive n*" de 1 dans k, on
définit le symbole de Hilbert {x, v, (¢f. A. Weil [33], p. 185); c’est une
application bilinéaire de kX k< dans B(k),, qui vérifie {z, 1 —z},=1
pour z€k~, x~1. Le symbole {z, y}, satisfait donc aux équations d’un
cocycle de Steinberg bilinéaire. Pour que {a,y{, vérifie la condition
topologique (50), B(k), étant un groupe discret, il suffit, par exemple,
que 'ensemble (k<)" formé des 2" (x€ k) soit un ouvert de k*.
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Un autre exemple de cocycle de Steinberg, non bilinéaire celui-la, vient
de la théorie des corps ordonnés (¢f. N. Bourbaki [7]). Soit k un corps
ordonné, archimédien ou non. Définissons comme suit une application ¢
de k*X k< dans Z : ¢(x, y)=1 s1 <o, y<o; ¢(z, y)=o0 sinon. On voit
que c est un cocycle de Steinberg sur k< pour la topologie de k définie
a partir de 'ordre total sur k. On en déduit, par passage au quotient,
un cocycle de Steinberg bilinéaire ¢* sur k< a valeurs dans Z/2Z. En fait,
¢® provient d’un symbole de Hilbert. Soient, en effet, k une cloture algé-
brique de k et k, un sur-corps ordonné de k maximal contenu dans k;
on a alors k=k,(y—1), et le groupe de Brauer B(k,) de k, est d’ordre 2.
De plus, ki possede exactement deux racines de 1, et I’on a un symbole
de Hilbert {z, y}; sur k{ & valeurs dans B(k,). Le cocycle ¢" n’est autre
que la restriction de {z,y{;, a k<X k<, B(k/) étant identifié avec Z/2Z.

On va expliciter ce que donnent ces exemples dans le cas d’un corps
localement compact non discret.

Si k=R, le groupe Gi est un groupe de Lie connexe. Puisque k est un
corps ordonné, G, posséde une extension centrale E par Z [resp. Z/2Z)]
si G est de type symplectique [resp. non symplectique]. Le groupe E est
localement isomorphe a G et est engendré par des sous-groupes & un para-
meétre. Par suite, E est un groupe de Lie connexe. On sait que E est le
revétement universel du groupe de Lie connexe G, (E. Cartan [11]).

Soit k un corps local ultramétrique. Les racines de 1 dans & forment un
groupe cyclique fint p, disons, d’ordre m; ensemble (k<) est alors un
ouvert de k~. D’apres la théorie locale du corps de classes ([1], [27], [33]),
le groupe B(k), est cyclique d’ordre m, et 'on peut remplacer le symbole
de” Hilbert {z, y{, par le symbole de restes normiques (2, y)u,» qui est
une application bilinéaire de k<X k< dans p, canoniquement définie
(votr n° 11). On sait également que (z, y),., « a pour image [, tout entier.
Nous avons donc le cocycle canonique (2, y),, . sur k< a valeurs dans .,
et, par le théoreme 8.2, une extension centrale E, de G, par p. Le
groupe E, est localement isomorphe a Gy, et est égal a son propre groupe
des commutateurs; on pourrait donc dire que E, est un revétement de G
a m feuillets. Soient n un diviseur de m et Y., le sous-groupe de p. formé
des éléments d’ordre divisant n. Alors, on a, par passage a la puissance,
le cocycle (z, y)., k= (x, y)'% sur k< & valeurs dans {4 ., et donc une exten-
sion centrale de G, par P, ».

A. Weil [32] a remarqué 'existence de tels revétements pour les groupes
symplectiques et n=2. L’existence du revétement E, a été prouvée,
pour G= SL,, indépendamment par T. Kubota [19] et C. Moore [26],
et ce dernier I’a conjecturée dans le cas général. H. Bass, J. Milnor et
J.-P. Serre [4] ont démontré cette conjecture pour les groupes SL, et Sp.,
en caractéristique o.
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CHAPITRE IIIL

RappEL DE RESULTATS DE C. MOORE ET CONCLUSION.

10. Dans ce numéro, nous exposons, suivant C. Moore ([25], [26]), des
généralités sur les extensions centrales des groupes localement compacts.
Tous les énoncés de ce numéro sont essentiellement démontrés dans les
deux mémoires. :

Dans ce qui suit, nous supposerons que les groupes localement compacts
qui interviennent sont tous séparables, c’est-a-dire qu’ils ont une base
dénombrable d’ouverts.

Soient G un groupe localement compact et A un G-module localement
compact. C. Moore [25] a défini les groupes de cohomologie H* (G, A) (n>> o)
au sens topologique, qui ont une interprétation habituelle en basses
dimensions. Nous nous intéressons exclusivement au cas ou G opére sur A
trivialement. Dans ce cas-1a, H' (G, A) est le groupe des morphismes de G
dans A, et H*(G, A) est le groupe que forment avec la multiplication de
Baer les classes d’extensions centrales de G par A. On entend par extension
centrale de G par A la donnée d’une suite exacte de groupes localement
compacts _

1>AS>ESL G,

ou i est un isomorphisme de A sur un sous-groupe central de E et ol p
induit un isomorphisme de E/i(A) sur G.

On dit qu’un groupe localement compact G est simplement connexe
si G vérifie la condition suivante : pour toute extension centrale E de G
a noyau localement compact, 1l existe un morphisme 9 et un seul de G
dans E tel que pop=1d;, ol p est la projection de E sur G et id; 'appli-
cation identique de G.

On a alors le critére suivant (cf. [26]) :

Lemme 10.1. — Un groupe localement compact G est simplement connexe
si et seulement st Uon a H'(G,T)=H*(G, T)={o}, ou T est le groupe
multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Supposons que le groupe [G,G] des commutateurs de G soit dense
dans G, autrement dit que H!'(G,T)={o}. On dira qu’'une extension
centrale E de G est un revétement de G, si le groupe des commutateurs
de E est dense dans E. Un revétement E de G sera dit universel si le
groupe E est simplement connexe. Le groupe G posseéde, & un isomorphisme
d’extensions prés, au plus un revétement universel. Le noyau d’un revé-
tement universel de G sera appelé le groupe fondamenial de G et sera
noté =, (G).
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Le lemme suivant donne une propriété fondamentale du revétement
universel [26] :

Lemme 10.2. — Supposons que G posséde un revétement universel E, :

1> 7 (G) —E, 5 G>1.

Alors :

(a) Pour toute extension centrale E de G, il existe un morphisme ¢ et un
seul de E, dans E tel que n=po9, ot p est la projection de E sur G.

(b) St A est un groupe abélien localement compact, H* (G, A) est tsomorphe
au groupe Hom (1, (G), A) des morphismes de =, (G) dans A.

En particulier, s1 G posséde un revétement universel, le groupe H?* (G, T)
peut &tre muni d’une topologie de sorte qu’il soit le dual de =, (G).

Soit j un morphisme d’un groupe localement compact H dans un autre G.
Alors, a toute extension centrale E de G par A, on associe, suivant j,
une extension centrale j*(E) de H par A; on obtient ainsi un morphisme ;*
de H?*(G, A) dans H?(H, A). L’extension j*(E) de H est triviale si et
seulement s’il existe un morphisme ¢* de H dans E tel que j=peoo¢*,
ou p est la projection de E sur G.

Rappelons quelques résultats sur 'existence de revétements universels
pour certains groupes localement compacts [26].

Si G est un groupe discret tel que G =[G, G], il existe un revétement
universel de G, qui est lui-méme un groupe discret.

Pour qu’un groupe de Lie connexe G soit simplement connexe i notre
sens, il faut et il suffit que G soit simplement connexe en tant que variété
différentiable et que les groupes de cohomologie H'(g,R) et H?(g, R)
s’annulent, ol g est ’algébre de Lie de G et R le g-module trivial. Un groupe
de Lie connexe G posséde un revétement universel E si et seulement si G
est égal a son groupe des commutateurs, c’est-a-dire que g est égale & son
algébre dérivée. S'il en est ainsi, E est lui-méme un groupe de Lie connexe
et 1, (G) est la somme directe du groupe fondamental de la variété sous-
jacente & G et du dual de H*(g, R).

Soit K un groupe compact. D’abord, si K est un groupe de Lie,
H*(K, T) est un groupe fini. Si K est une limite projective de groupes
de Lie compacts K,, « décrivant un ensemble filtrant dénombrable,
alors H*(K, T) est isomorphe a la limite inductive des groupes H*(K,, T).
Supposons que [K, K] soit dense dans K. Alors, K posséde un revétement
universel, qui est lui-méme compact; 7, (K) est un groupe profini, étant
le dual de H*(K, T).

Soit maintenant j un morphisme injectif d’un groupe localement
compact H dans un autre G, et supposons que [G, G] soit dense dans G.
Une extension centrale E de G est dite triviale au-dessus de H, si j*(E)
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est triviale. Un revétement E, de G sera appelé revétement universel relatif
de G par rapport a H, si E, satisfait a la condition suivante : Uexten-
sion E, est triviale au-dessus de H et, pour toute extension centrale E
triviale au-dessus de H, il existe un morphisme ¢ de E, dans E tel
que peg=rm, ol © [resp. p| est la projection de E, [resp. de E] sur G.
Il existe, & un isomorphisme d’extensions preés, au plus un tel revétement
de G. Le noyau de I'extension E, sera appelé le groupe fondamental relatif
de G par rapport & H et sera noté =, (G, H). Alors, si A est un groupe
abélien localement compact, le noyau du morphisme de restriction j*
de H*(G, A) dans H?(H, A) est isomorphe & Hom (7, (G, H), A).

Soit j un morphisme injectif de H dans G, et supposons que G et H
possédent des revétements universels E et F respectivement. Il existe
alors un morphisme j, de F dans E tel que noj,=jo7n’, ou = [resp. 7']
est la projection de E [resp. de F] sur G [resp. H]. Le morphisme j,
applique 7, (H) dans ©,(G); c’est le dual du morphisme j* de H*(G, T)
dans H?*(H,T). Soit j,(m,(H)) P'adhérence de j,(n,(H)) dans =,(G);
on obtient, par passage au quotient, une extension E/j,(m,(H)) de G

par 7, (G)/ 7, (= (H)). Cette extension est un revétement universel relatif
de G par rapport & H [26]. On a ainsi le lemme suivant :

Lemme 10.3. — Sott j un morphisme injectif de H dans G, et supposons
que G et H possédent des revétements universels. Alors, il existe un reyétement
universel relatif de G par rapport & H, et 7, (G, H) est isomorphe au quotient
de 7, (G) par j, (v (H)).

Ajoutons que 7, (G, H) est un groupe discret si H est en outre un sous-
groupe ouvert compact de G.

Traitons finalement le passage au produit restreint. Soit { G, } une famille
de groupes localement compacts, « parcourant un ensemble dénombrable
d’indices; soit K, un sous-groupe ouvert compact de G, défini pour presque
tout «. Notons G le produit restreint des groupes G, relatif aux K..

Supposons que G, posséde un revétement universel E, pour tout «
et que [K., K,] soit dense dans K, pour presque tout «. Lorsque cette
derniére hypothése a lieu pour «, soient L, un revétement universel de K,
et j* le morphisme de L. dans E, relevé du plongement j* de K, dans G,.
L’image par j* de L, [resp. de m,(K,)] est ouverte et compacte dans E,
[resp. 7.1(Ga)], et j*(L.) est égal a D'adhérence de [p,' (K.), pa' (K.)]
dans E., p, étant la projection de E, sur G,. On a alors le résultat
suivant [26] :

Lemme 10.4. — Le produit restreint des groupes E., relatif auzx j*(L,) est
un repétement universel de G. Le groupe fondamental ,(G) de G est le produit
restreint des groupes ©,(G.) relatif aux j?(m,(K,)).
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11. On rappellera dans ce numéro les résultats arithmétiques de C.
Moore [26] sur la détermination des cocycles de Steinberg pour un corps
local et sur l'unicité des formrules de réciprocité dans un corps global.

Soit k un corps localement compact non discret. On va tout d’abord
rappeler la définition du symbole de restes normiques (Artin-Tate [1],

Serre [27], Weil [33]). Soient k une cldture algébrique de k, k., ’extension

abélienne maximale de k contenue dans k et A le groupe de Galois de
Iextension k., de k. Soit 2, le morphisme canonique de k* dans 3.
Alors; si k contient n racines n*™* de 'unité distinctes, le symbole de
Hilbert (z, y).,« est défini comme suit :

pour tout x, y €A=, (&, ¥ ) == E*)

ou £ est une racine n*™ de x. C’est une application bilinéaire de k=X k<
dans le groupe p des racines de 1 contenues dans k, et'on a (x, 1 — ), r=1
pour tout x€ k™, x=~1.

Puisque (k~)" est ouvert dans k=, le symbole de Hilbert (z, y),, x est une
application localement constante et est un cocycle de Steinberg sur i~
& valeurs dans p,. Notons S(k~, ) le groupe des cocycles de Steinberg
sur k< a valeurs dans ;, et H(k™, i) son sous-groupe engendré par les
symboles de Hilbert. S1 k=G, H(k~, p) est trivial. Si k est le corps R
ou un corps ultramétrique, p; est cyclique d’ordre fini m; le groupe
H (K=, pi) est lut aussi d’ordre m et est engendré par le symbole (z, y)m, .

Posons, dans ce dernier cas, ¢’(z,y)= (2, Y)m,r Pour k=R, défi-
nissons comme suit un cocycle de Steinberg ¢, sur &~ a valeurs dans Z :
co(z,y)=1 sl x<<o, y<<o; ¢ (x, y) = o sinon.

Cect étant, le théoréme suivant, di a C. Moore [26], permet de déter-
miner les cocycles de Steinberg sur k< a valeurs dans un groupe abélien
localement compact, séparable ou non.

Tutortme 11.1. — Sotent k un corps local et A un groupe abélien loca-
lement compact. Notons S(k~, A) [resp. S'(k*, A)] le groupe des cocycles
de Steinberg [resp. de Steinberg bilinéaires] sur k= a valeurs dans A.

(a) ST k=G, S(k*, A)=1{11.

(b) Si k=R, Uapplication ). 1.0 ¢, [resp. A +> 1.0 c"] est un isomorphisme
de Hom(Z, A) [resp. de Hom (i, A)] sur S(k~, A) [resp. S*(k~, A)].

(¢) Si k est ultramétrique, Uapplication %> loc’ est un isomorphisme

“de Hom (s, A) sur S(k<, A). Tout élément de S(k~, A) est bilinéaire.

En fait, Moore montre, sans supposer la continuité de c(z, 1 — a2y)
en (z,y) = (0, 0), que 'on obtient ainsi toutes les applications continues
de k*x k< dans A satisfaisant aux équations (S1), (52) et (S3) du n° b.
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En ce qui concerne la démonstration, bornons-nous aux indications
suivantes. Le résultat général se déduit facilement du cas particulier
ou A = T. Considérons alors deux applications ¢ h(c) et ¢+ ' de S(k~, T)
respectivement dans H? (<, T) et S° (K<, T) : k(c) est la classe de cohomologie
de ¢ et ¢ est défini par ¢ (z,y) =c(z,y?). Ces deux homomorphismes
ont pour noyau commun le sous-groupe S,(k~, T) formé des éléments ¢
tels que ¢(z, y*) =1 pour tout =, yE€k*. Le groupe H’(k~, T) est trivial
pour k=G ou R, et est un groupe de torsion pour k ultramétrique. Cela
entraine aussitot le théoréme pour G et R. Dans le cas ultramétrique,
on voit de la que S(F~, T)/S, (K<, T) est un groupe de torsion. On doit
alors déterminer S, (K<, T), S°(k~, T) et l'image du morphisme c¢> ¢’
Ceci se fait a I’aide de résultats essentiels de.la théorie locale du corps

de classes (voir C. Moore [26]).
Rappelons aussi le cas des corps finis, d&t & R. Steinberg [30] :

Lemme 11.2. — Sout ¥, un corps fini & q éléments. St q est impair,
F, posséde un élément x tel que ni x mi 1 — x ne soit carré dans ¥,. Tout
cocycle de Steinberg sur F, est trivial.

On va maintenant envisager le cas adélique. Soit k une extension de Q
de degré fini ou un corps de fonctions algébriques de dimension 1 sur un
corps fini. On notera p; le groupe des racines de 'unité contenues dans k.
Pour chaque place ¢ de k, on note k, le complété de k pour ¢, et i, le groupe
des racines de 1 contenues dans k,. Si ¢ est non archimédienne, 0, désigne
le sous-anneau compact maximal de k. et o) le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de o,.

Soit A} le groupe des idéles de k, c’est-a-dire le produit restreint des
groupes k relatif aux 0}, ¢ parcourant l’ensemble des places de k.
Le groupe k< est canoniquement un sous-groupe discret de A%. Il est bien
connu (et d’ailleurs résulte tout de suite du lemme 11.2) qu'un symbole
de Hilbert (z,y),,; dun corps ultramétrique k, est trivial sur o} X0
si n, est premier avec la caractéristique résiduelle p, de k,. On sait aussi
que lordre de p, est premier avec p, pour presque toute place ¢. Par
suite, si k contient n racines n'** de 1 distinctes, on peut définir sur A} X A}
le produit (z,y). des symboles locaux (z,, yi).z : (2, y)n=n(x¢., Yo)n .

pour z = (z,), y=(y,) dans Aj. C’est un cocycle, localement constant,
sur A} & valeurs dans p. La loi de réciprocité affirme alors que (z, y)n=1
pour tout z,y dans k*.

Désignons par S(A%, T) [resp. S° (A%, T)] le produit des groupes S(k;, T)
[resp. S°(k;, T)]. Chaque élément c¢= (¢,) de S(A%, T) définit un cocyecle,

localement constant, sur A} & valeurs dans T. On identifie donc S(A}, T)
au groupe de cocycles sur A}. Au plongement canonique j de /< dans A7,
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on associe un morphisme de restriction j* de S(A}, T) dans S(k<, T), ou k
est regardé, bien entendu, comme un corps discret. En vertu de la formule
de réciprocité (z, y)n=1 (z, y€ k=), o m est I'ordre de p, on voit que le
noyau de j* contient un sous-groupe d’ordre m, dual de p.
Réciproquement, C. Moore [26] a démontré le résultat suivant :

Tatortme 11.3. — Le noyau du morphisme de restriction j* de S(Aj, T)
dans S(k~,T) est isomorphe au dual du groupe p. des racines de l'unité
contenues dans k.

Ceci constitue, dans la théorie du corps de classes, un théoréme d’unicité
pour les formules de réciprocité dans k.

Soient maintenant S un ensemble fini de places de k, et A} (S) le groupe
des S-idéles de k, c’est-a-dire le produit restreint des groupes k; pour les
places v €& S. Notons S(A}(S), T) le produit des groupes S(k}, T) pour les
places ¢v&S. Le morphisme de restriction de S(A}(S), T) dans S(k;, T),
associé au plongement canonique de /< dans A}(S), n’est autre que la
restriction a S(A}(S), T) du morphisme j* de S(A}, T) dans S(k*, T).
On a donc le corollaire suivant :

Cororratre 11.4. — Le noyau du morphisme de restriction de S(A%(S), T)
dans S(k~, T) est isomorphe au dual de p.; st S consiste entiérement en places
tmaginaires. Sinon, il se réduit a U'élément neutre.

12. Ce numéro est consacré & nos théorémes principaux pour les groupes
simples G simplement connexes déployés. Il s’agit de réunir les résultats
des numéros précédents, pour en arriver & une solution au probleme des
groupes de congruence pour G de rang > 2.

Nous reprenons les notations des chapitres I et II, relatives au schéma
de Chevalley-Demazure ® associé a4 un groupe simple simplement
connexe Gj; en particulier, le tore H, le systéme de racines ®, les sous-
groupes radiciels U*, le systéme de racines simples A.

Les théorémes 8.2 et 11.1 entrainent le résultat suivant sur les revé-
tements universels des groupes G sur un corps local k :

Tutortme 12.1. — Sotent k un corps local et Gy le groupe des points
rationnels d’un groupe simple stmplement connexe déployé sur k. Le groupe
localement compact G posséde un revétement universel E,.

(a) St k=G, le groupe Gy est lui-méme simplement connexe.

(b) St k=R, le groupe fondamental ©,(Gi) de Gy est isomorphe a Z
[resp. & { +1}] lorsque G est de type symplectique [resp. non symplectique].

(c) St k est ultramétrique, m,(Gy) est isomorphe au groupe (1 des racines
de Uunité contenues dans k.

Ann. Ee. Norm., (4), 1I. — Fasc. 1. 8
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En effet, le cas de G est conséquence immédiate des théorémes 8.2
et 11.1. Démontrons I’énoncé du cas ultramétrique; le cas de R est
analogue et d’ailleurs bien connu. Prenons le symbole de restes
normiques (&, Y)m, s, m €tant Pordre de pi; c’est le cocycle de Steinberg
canonique ¢’ utilisé dans le théoréeme 11.1. Soit E, ’extension centrale
de Gy par g, correspondant a ¢" par le théoréme 8.2 : 1 — g — E, > Gy~ 1.
Le groupe E, est égal 4 son groupe des commutateurs. Soit E une extension

centrale de E, par un groupe localement compact A : 1> A > E > E, > 1.
Il s’agit alors de vérifier que cette extension est triviale. Regardons E
comme extension de G, par B = p™' () ; on voit aisément que B est central
dans E. Soit donc ¢; le cocycle de Steinberg appartenant a I’extension E
de Gi. D’une part, on a évidemment ¢’ = poc,; d’autre part, d’apres le
théoréeme 11.1, il existe un morphisme A de [, dans B tel que ¢z="7~0c".
On a donc pei =id,, et B est le produit de A(x) par A. Par suite,
d’apres le n° 8, les éléments Z, (u) de E engendrent un sous-groupe E’ tel
que E'NB =71(p), et p induit un isomorphisme de E’ sur E,. L’exten-
sion K de E, est donc triviale. Le théoréme est ainsi démontré.

Examinons encore le cas ultramétrique. Soit o le sous-anneau compact
maximal du corps ultramétrique k. Alors Go est un sous-groupe ouvert
compact de Gy, et est engendré par les sous-groupes radiciels Us : par le
lemme 5.2, (¢), Go est donc son propre groupe des commutateurs si le
corps résiduel de k posséde au moins quatre éléments. Considérons dans
le revétement universel E, de G, le sous-groupe F, engendré par les
éléments Z,(u) (x€P, u€o0). En utilisant la décomposition de Bruhat
de Go ([17],[10]) et le lemme 5.9, on voit sans difficulté que F, est un
sous-groupe ouvert compact de E,, qui est une extension centrale de Go
par le p-groupe de Sylow de @, ol p est la caractéristique résiduelle de k.
En particulier, I’extension E, est triviale au-dessus de Go st ordre de p,
est premier avec p.

Soient maintenant k un corps global et A; 'anneau des adéles de k.
Le groupe adélifié G,, est le produit restreint des groupes Gj relatif
aux Go, ou Go est défini pour toute place non archimédienne. Pour
chaque ¢, soit E, le revétement universel de G;, défini & partir du cocycle
canonique ¢’ ou ¢, de k.. Si ¢ est non archimédienne, F, désigne le sous-
groupe de E, engendré par les éléments 7, (u) (x €®, u€w,). D’apreés ce qui
précéde, pour presque tout ¢, Go, est égal & son groupe des commutateurs
et F, est isomorphe a Go,.

Le théoréme suivant est donc conséquence du lemme 10.4 :
Tutorime 12.2. — Le groupe adélifié G,, posséde un revétement universel.

Le groupe fondamental =, (G,,) de G,, est isomorphe & la somme directe des

groupes 7, (Gy,).
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On voit maintenant que le groupe compact S(A;, T) ou S°(A;, T),
défini dans le numéro précédent, est justement le dual de =, (G,,).

On va ensuite considérer le plongement ;j de G, dans G,,. Soit E,
[resp. E,,] le revétement universel de G, [resp. de G,,], et notons j, le
morphisme, relevé de j, de E; dans E,,. D’aprés le lemme 10.3, il existe
un revétement universel relatif de G,, par rapport a Gi, et 7, (Gy,, Gi)
est isomorphe a 7,(G,,)/J,(%:(Gs)). Or, on vérifie aisément que le
morphisme j, de 7, (G;) dans 7,(G,,) a pour dual le morphisme j*, défini
au n°® 11, de S(A}, T) [resp. de S° (A}, T)] dans S(k~, T) [resp. 8°(k~, T)].
Le théoréme 11.3 aflirme alors que 7, (G,,, G;) est isomorphe & ;.. On a
ainsi le théoréeme suivant :

Tutorime 12.3. — Il existe un revétement universel relatif C}Ak de Gy,
par rapport & Gi. Le groupe fondamental relatif =, (G,,, Gi) est isomorphe
au groupe Wi des racines de Uunité contenues dans k.

\

On peut, par ailleurs, construire (~}Ak directement a partir du cocycle
canonique ¢ = (¢,), sur A} a valeurs dans p, donné par c¢.(z, y) = (@, Y)..1,
pour tout ¢, ou m est l'ordre de p..

Soient maintenant S un ensemble fini de places de k, et A, (S) 'anneau
des S-adéles de k. Pour le groupe adélifié G,, et le plongement cano-
nique de G; dans Gy, on a un résultat analogue aux deux théorémes
précédents. Notamment, le corollaire 11.4 entraine le théoréme suivant :

TatoriME 12.4. — Il existe un revétement universel relatif Gy, s de Gy,
par rapport & Gy. Le groupe fondamental relatif ©,(Gy,s), Gr) est tsomorphe
G P SU S consiste entiérement en places imaginaires; sinon, il se réduit &
Uélément neutre.

Nous sommes & présent en état de répondre au probleme des groupes
de congruence pour G de rang > o.

Soient S un ensemble fini non vide de places de k contenant toutes les
places archimédiennes, et 0 I’anneau de Dedekind de type arithmétique
défini & partir de S. Rappelons la suite exacte étudiée dans le n° 3 :

N«
1> C8 (Ge) = Gi(8) > Gy > 1

Le théoréme précédent et le théoréme 3.3 permettent de déterminer
le noyau C*(Gy).

Tutortime 12.5. — Supposons que G soit de rang >>2. Alors, le

groupe G//.(\S) constitue un repétement universel relatif de G,,s par rapport
a Gyi. Le noyau C°(Gy) est isomorphe au groupe . des racines de U'unité
contenues dans k st S consiste entiérement en places imaginaires. Sinon,
C*(Gx) se réduit a Uélément neutre, '
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En effet, d’aprés les deux théorémes cités, il existe un morphisme ¢

N ~ ~ N
de G(S) dans G,,s et un autre ¢ de Gy, dans Gi(S) tels que 1 =mn"00

et 1'=mo(, ou ©n’ est la projection de Gy, sur Gy, - On en déduit que ¢
est 'inverse de ¢ et donc que les deux revétements de G, sont isomorphes.

Cororraire 12.6. — Supposons que G soit de rang > 2. Si S contient
au moins une place non tmaginaire de k, tout sous-groupe S-arithmétique
de Gi est un sous-groupe de S-congruence.

Dans le n® 3, nous avons utilisé les sous-groupes I'y et Eq de Go définis
pour tout idéal q de 0. On rappelle que C°(Gi) est la limite projective,
sur les i1déaux ¢ non nuls, des complétés-séparés Cy des groupes I'g/Eq.
Le théoréme 12.5 entraine donc que les (g sont des groupes cycliques
finis. En fait, pour G = SL; ou Sp., Bass, Milnor et Serre [4] ont montré
que les I'y/Egq sont eux-mémes des groupes finis et notamment que Go
est égal & Eos. Par le corollaire 4.6, il en est alors de méme généralement
pour G de rang > 2. On a ainsi le théoréme suivant :

TratoremEe 12.7. — Supposons que G soit de rang > 2. Alors, le groupe Go
est engendré par les sous-groupes radiciels Us, et tout sous-groupe S-arithmé-
tique de Gy posséde un sous-groupe d’indice fint engendré par des éléments
unipotents.

Pour G=SL, et un anneau de Dedekind o de type arithmétique,
J.-P. Serre [29] a montré que la conclusion du théoréme 12.5 reste valable
si S consiste en au moins deux places de k (voir aussi J. Mennicke [24]).
En revanche, C°(SL,(k)) est un groupe infini si 0 est ’anneau des entiers
de Q ou d’un corps quadratique imaginaire; le premier cas est dit a F. Klein,
et le second a Serre [29].

13. 11 serait d’intérét de généraliser des résultats de ce mémoire aux
groupes semi-simples G simplement connexes non déployés. Il s’agit
essentiellement d’un probléme local relatif a m,(G,), d’un probléme
adélique relatif a =, (G,,, Gi) et du probléme des groupes de congruence
pour Gi, ou k, est un corps local et k& un corps global.

Le seul résultat systématique que nous connaissions dans cette direction
est celui d’E. Cartan sur les revétements universels des groupes semi-
simples réels.

Soit G un groupe semi-simple simplement connexe défini sur R et
R-simple. Les théorémes suivants sont dus & E. Cartan [11] :

a. Le groupe Gg est topologiquement connexe;

b. Le groupe fondamental 7, (Gg) de Gg est isomorphe & {o}, Z[2Z ou Z.

On connait de ces théorémes plusieurs démonstrations d’un point de vue
« compact ». En fait, la méthode de ce mémoire, appuyée sur la théorie
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relative des groupes algébriques [6], permet de retrouver ces résultats
d’un point de vue « anticompact » et sans faire de vérification cas par cas.
On y trouve aussi le critére suivant pour Pordre de 7, (Gg) :

c. Sotent H* un tore de G déployé sur R maximal et H® un tore de G
compact sur R tels que H = H*H° soit un tore maximal de G. Alors, 7, (Gg) est
trivial st et seulement si aucune racine longue de G relative & H ne s’annule
sur H°. Supposons que certaines racines longues de G s’annulent sur H°.
Alors, pour que 7, (Gg) soit infini, il faut et il suffit que deux telles racines,
non opposées, soient nécessairement orthogonales, autrement dit que G soit
sur R de type C, ou BC,(n>>1).

Le probléme local est ainsi complétement résolu dans le cas réel.

Dans le cas d’un corps local ultramétrique k, il est naturel de conjecturer
que, si G est un groupe simple simplement connexe de rang relatif >1
sur k, le groupe Gi posséde un revétement universel avec le groupe fonda-
mental =, (Gx) fini.
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