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INTRODUCTION.

Plusieurs auteurs ont étudié les problémes de retards dans les cas scalaire
et vectoriel (en dimension finie) usuels. On peut, par exemple, renvoyer
a Bellmann-Cooke [5], Halanay [9], Hale [10], Levin-Nohel [13], Volterra [29],
ainsi qu’a leurs bibliographies et encore a Myskis ([21], [22]) pour deux °
rapports récents et trés complets sur ces questions.

L’extension au cas opérationnel et a I’étude des problémes aux limites
restait & faire et 'objet de ce travail est justement d’apporter une contri-
bution a l’étude des phénoménes retardés dans le cadre proposé par
J.-L. Lions pour I’étude des problémes aux limites usuels (voir [14] a[18]).

Nous avons ainsi été conduit a considérer par exemple des probléemes du
type suivant :

(I) H étant un espace de Hilbert complexe,

Trouver u€F (H) [F(H), espace de fonctions a valeurs dans H] vérifiant
dans un sens faible (a préciser)

B 1)+ A ) + M) =1 (1),
w(o) =u,  (u, donné dans H),
ou :
1 fonction convenable donnée;

A (t), opérateur linéaire (ou non) non borné dans H;
M, une « perturbation » convenable de A (z).

Ce type de probleme a été tres étudié lorsque A (t) est un opérateur de
nature elliptique et M=o (probléme non perturbé). Nous renvoyons pour
cela a [14] pour le cas linéaire, a [20] pour le cas non linéaire et a leurs
bibliographies.

Nous montrons qu’en perturbant de maniére raisonnable ’opérateur A (t),
les solutions du probléme perturbé vérifient en général les mémes propriétés
que les solutions du probléme non perturbé et que rentrent (entre autres)
dans le cadre des perturbations considérées des problémes de retards tels
que le suivant :

(IT) Soit t - w(t) une fonction mesurable dans (o, T)
E={t; y(t)=t—w(t)>0 p.p.}

E, complémentaire de E, dans (o, T)
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Trouver u€F (H) vérifiant (dans un sens faible)

uW () +AQ)u(t) +B) u(t—ow(e)) —|—[ k(s,t)u(s)ds=/f(t) p.p.ent€ (o, T),

avec

u (o) —u, donnédansH,

w(t) =i(l) p.p. teF\;::q;(En

(probléme de Cauchy & données épaisses), ou :

(A(r), B(t), K(t, s), opérateurs convenables de H, f, et & donnée).

L’outil fondamental utilisé est en général la Méthode de Galerkine qui
consiste a étudier d’abord le probléme dans un sous-espace de dimension
finie, puis a I’aide d’inégalités a priort et par utilisation de propriétés de
compacité faible, de construire la solution par passage a la limite
(vour [14]-[15)).

Notons que C. Baiocchi [4] a (simultanément et par une méthode diffé-
rente qui semble moins naturelle que la nétre) obtenu un théoréme général
qui peut s’appliquer & des problémes du type considéré plus haut sans
cependant atteindre au méme degré de généralité.

Dans le chapitre 0, nous rappelons quelques propriétés indispensables
‘et fixons des notations.

Au chapitre I (§ 1, n° I), nous introduisons des opérateurs de perturbation
Me £ (L*(H), L"(H)) de type local [i.e. tels quil existe x(T), Cte >o
telle que V¢, € (o, T)

|7 Mgy << (1| o, @ e

(r,, opérateur « restriction a (o, t,) »)].
Nous démontrons ensuite un théoréme d’existence et d’unicité en
dimension finie pour le probléme de Cauchy ponctuel :

Trouver u dans C(o, T; H)

du (t)
dt

+Mu(t) =f() p-p- te (o, T),

u (0) = u,,

ou Me £(L”(H), L*(H)) est de type local.

Le reste de ce n° I est consacré a I’étude du probléeme opérationnel (I),
ou A (t) est donné par une forme sesquilinéaire continue sur un espace de
Hilbert V (avec VCH algébriquement et topologiquement). La principale
difficulté résidant (une fois obtenues des inégalités a priori) dans le passage
ala limite, on utilise pour réussir des méthodes introduites pour les équations
de Navier-Stokes dans [16], ce qui suppose V — H compacte.
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Si A (t) est assez régulier, il est possible de prendre M€ £ (L" (V), L" (H))
de type local. Ce cas est examiné au n® II1. Enfin au n° I1I, nous donnons
un résultat de stabilité en les données (u,, M, f).

Dans le paragraphe 2, nous montrons que les difficultés rencontrées
au paragraphe 1 disparaissent st M est plus régulier. 1l est alors possible
de s’affranchir de I’hypothése « Vi H compacte » dans le cas ou les
perturbations M€ £ (L” (H), L™ (H)) de type local vérifient en outre, soit :

— M est L*-régulier 1. e. M€ 2 (L* (H), L*(H)],
soit :
— M est de type quasi-temporel

(c’est-a-dire admet une décomposition M = M, M,, ou M, « agit bien »
sur les espaces alors que M, n’agit que sur la variable temporelle).

Un exemple de perturbation de la partie principale de A (t) est donné
au n° V.

Au paragraphe 3, nous nous plagons dans les conditions du paragraphe 2
et nous envisageons une méthode de décomposition des opérateurs qui nous
a été suggérée par R. Temam (que nous sommes heureux de remercier ici)
et qui consiste & remplacer I’équation initiale

du

par le systéme

s (A) % +A () u=fi,

' (B) Lill;g‘*"Mu,g :.f:_\,

(A) étant une équation parabolique, (B) une équation différentielle « ordinaire»
(c’est-a-dire dans la pratique une équation intégro-différentielle, a
retard, etc. ordinaire).

La méthode utilisée, signalée a propos de systémes paraboliques dans [27],
consiste en des approximations de type mélé; c’est-a-dire approximations
discrétes pour (A), semi-discrétes pour (B).

Dans le cadre du paragraphe 1, la difficulté consiste dans ’approche des
dérivées fractionnaires de u; elle n’est pas résolue ic1

Le paragraphe 4 donne des exemples et montre que certains problémes
retardés se ramenent a la solution des problémes considérés dans les para-
graphes précédents. Quelques exemples comportant des retards (temporels
et spatiaux) dans les conditions aux limites sont envisagés.

Le paragraphe 5 est consacré a ’étude de problemes non linéaires et
nous étendons au cas opérationnel une situation étudiée dans le cas scalaire

et vectoriel (dimension finie) par Levin-Nohel [13], Hale [10] et Volterra [29].



PERTURBATIONS DES EQUATIONS D’ EVOLUTION. 143

’

Dans le chapitre II, nous considérons le cas d’équations du second ordre
linéaires ou non. Pour certaines équations du second ordre du type considéré,
il est certainement possible d’obtenir le résultat par application de la
méthode de régularisation parabolique et du théoréme principal du
chapitre I (§ 1). Cela n’est pas considéré ici.

Dans le paragraphe 2 (équations non linéaires), nous donnons un théoréme
d’existence pour une équation différente de celle considérée dans [20].
L’unicité n’est acquise seulement que dans une situation du type « Levin-
Nohel » généralisé.

Certains résultats du chapitre I (§ 1, n° I) ont été résumés dans une Note
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [1].

Je remercie vivement les Professeurs de la Faculté des Sciences de
Bordeaux dont je fus ’étudiant.

Je suis trés heureux de pouvoir exprimer ma profonde gratitude a
M. Jacques-Louis Lions qui a bien voulu s’intéresser 4 mes recherches
depuis les premiers jours, qui m’a signalé ces problémes, m’a conseillé,
dirigé, toujours efficacement, ne ménageant ni ses encouragements ni son
indulgence, en bref sans qui ce travail n’aurait jamais vu le jour.

CHAPITRE 0.

NotaTions. RappELs.

1. DONNEES SPATIALES GENERALES. — De maniére générale, nous consi-
dérons deux espaces de Hilbert complexes séparables V et H dans la situation
suivante :

(1.1) 'V est inclus dans H avec injection continue,

V est dense dans H.

Nous identifions toujours H et son antidual H'. S1 V' désigne Pantidual
de V, nous avons les inclusions :

(1.2) VcHcV,
les injections étant continues, chaque espace étant dense dans le suivant.

Nous noterons :
((u, 9)), || w| le produit scalaire et la norme dans V;
(f, g) le produit scalaire dans H ou dans I’antidualité entre V et V';
|f|la norme dans H.
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Si X est un Banach (distinct de V et H) la norme de u € X sera notée |ux
ou |l [x

Soit 1ZpL+4o, a et b deux réels; L”(a, b; X) désigne l'espace des
(classes de) fonctions de puissance, p®™¢ sommable sur (a, b), pour la mesure

\

de Lebesgue, a valeurs dans X. (Cet espace est muni de la norme usuelle
qui en fait un Banach.)

Dans la suite les espaces L”(o, T; X) interviendront souvent, aussi dans
le but d’alléger les notations nous écrirons (lorsque aucune confusion n’est
possible)

(1.3) L7 (0, T; X) = L7 (X).

Enfin si X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques, £(X, Y)
désignera Uespace des applications linéaires continues de

X Y.
2. Les orEraTEURS A, J. — V et H sont donnés vérifiant (1.1).
Soit
(2.1) N={ulueV, ¢ ((u, ¢)) continue sur V pour la topologie de H},

alors

(2.2) ((u, v)) = (Au, ), veN,vevV,

\

ou

(2.3) A est un opérateur autoadjoint >o de domaine D (A) =N dense
dans H.

Maintenant la forme

@0 | { o> (f,9), feH

| est continue sur H, donc sur'V,

donc peut s’écrire

(2.5) (fs ) = (S, 9)),

ce qui définit

(2.6) Jerg(H,V)  (J=A-1).

Nous aurons souvent recours a la décomposition spectrale de 1’opé-
rateur A,
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A cet effet, on utilise le théoréme de diagonalisation de von Neumann dans
le cas séparable (voir [6], [7]) et 'on rappelle

Il existe :

1° une somme v-mesurable d’espaces de Hilbert 3¢ (M) (A 2>>%,> o),
dv, mesure positive sur (ho, +®);

29 une isométrie: f— f de H sur Pespace
®
ze:f a¢ (A) dv ()

des champs de vecteurs de carré sommable (pour dv) a valeurs

dans (M), envoyant V sur Uespace des champs de vecteurs g tels

que g, X%ge #, avec '
Af=1f si feD(A).

Dans ces conditions,

fe#,
(2.8) feD(A?) & Wfee
3. Les rormEs a(t; u,¢). — Soit pour chaque t€ (o, T) une forme

sesquilinéatre continue sur VX'V, avec la propriété :
3 { Pour tout u, €V la fonction t — a(t; u, ¢) est mesurable et
I
la(t;u, o) | M|l u|.[|¢]] [M=Cte, t€ (0, T)].
Alors, d’une part (cf. [15])

st u, veL2(V), la fonction
t>a(t;u(t),v(t)) estdansL'(G);

(3.2) {

d’autre part,

33 soit N(t) ={u|ueV,v—a(t;u,v) continue sur V}
(3-3) ' pour la topologie de H,

alors

(3.4) a(t; u, v) =A () u, ), ueN(t), veV.

Ce qui définit :
3.5 Pour tout t€(o, T), A (t) opérateur non borné dans H de domaine
) 1 D(A®) = N(t) dense dans H.
Cet opérateur se prolonge en un opérateur €£ (V, V') [noté encore A (t)]
et d’apres (3.1) et (3.2), on a

(3.6) A(H)eg[L2(V), L2(V)].
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. ' 19
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Enfin, comme

Pour chaque te (o, T),
vr>-a(t; u,v) estcontinue sur V, Y ueV.

(3.7) {

Cela définit

(3.8) ; Pour chaque te (o, T) |
a(tyer(v,V)

par

(3.9) a(t;u,v) = (A()u,v)), Vu,veV.

4. Espaces pE SoBoLEV. — 1° Espaces W™ 7 (Q) et H™(Q). — Soit Q un
ouvert de R*. On désigne par L7 (Q) Uespace des (classes de) fonctions [ de
putssance p'*"* sommable sur Q. La norme de f dans L7 (Q) est

() nfn.,,,@):( fQ /() |pdx>"-

On suppose toujours : 1=_p=-+4©.
Les espaces de Soboley W™ 7 (Q) généralisent Uespace L#(Q).

Wrr={uluelr(Q), Diuelr(Q) (), V|j|=m|

(v.2) si m=o, Wor(Q) = L7 () (Du=u).

Muni de la norme
1

(h.3) ||u,”w",,m):< 2 j‘lD/u|/1dx>/';

lezm 5

(4.4) W™r(Q) est un espace de Banach réflexif, ¥ p, 1< p <+ =,
W 2(Q) = H™(Q) est un espace de Hilbert (p = 2).
On désigne par
(4.5) W;»(Q) Uadhérence de .D(Q) dans W™ 7(Q)

[ou D (Q) est.Uespace de Schwartz des fonctions & valeurs complexes indéfi-
niment différentiables a support compact dans Q]. '

et par

(4.6) W r(Q) le dual topologique de W, »(Q).
C’est un espace -a distributions sur €.
D’une maniére générale,

(h.7) WP (Q)cWmr (Q)  inclusion étant stricte.

() D/u, notation de L. Schwartz. Les dérivées sont prises au sens des distributions.
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20 Espaces H'(I'). — Soit pour simplifier Q ouvert borné de R™ de
frontiére I' variété indéfiniment différentiable de dimension n —1.

L*(T") désignant Uespace des (classes de) fonctions de carré sommable sur T’
pour la mesure superficielle sur T,

Pour s = m entier > 0;

(4.8) H* (') est Uespace des fonctions dont toutes les dérivées distributions
sur I d’ordre = m, sont dans L*(I') — H*(I') = L*(I").

On définit alors H*(I') pour o< s<<m a l'aide de la Théorie de I’Inter-
polation.
Sout
‘ We—={u|truel? (o, +~0; H*(I')), t*>e'€L? (0, +oo; H (I')) },

1
az—t—a_()e]o, i

qui est un Hilbert pour la norme

1

b= (0 w200 i )

Alors pour u€?W, on peut définir la valeur u(o) a Uorigine et lorsque u
parcourt W, u (o) parcourt T, (espace de traces).
Soit

[[@llr,=inf][¢[lze,,  ¥€Wa ¢(0) =a.

Ce qui munit T, d’une structure hilbertienne.
Par définition, on pose

Ho-0m(T) =T,, 0="

3 + a€ o, 1.

On a alors le

Tutorime (*). — Soit Q un ouvert borné de R" de frontiére I pariété de
dimension n— 1 indéfiniment différentiable, Q étant d’un seul cété de T.

Pour tout u€ H" (Q) on peut définir de fagon unique :

J m—'—1
‘;’i":o%iu’eH AT (o=j=Zm—1),

.1
m—j-—3

Uapplication u— y;u étant continue de H" (Q) — H (.

Pour tous ces résultats .on renvoie a la bibliographie de [14] et a [26].

2) La conclusion du théoréme vaut pour I' borné, @ borné ou non (cf. [14], p. 17).
p
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5. Le Lemme pE GroNwaLL. — Nous nous servirons constamment du
Lemme. — Soient u, v € L, (R), avec u, v>> 0 vérifiant
,, )
(5.1) u(t) ZCy+ [ wu(c)v(g)de p.p. (Cy Cte > o),
v
alors
t
(8.2) u(t)y ZCyexp <f v (o) da‘> p-p-
0

Démonstration. — De (5.1) nous déduisons :

(5.3) u[(t)v(t) Zv(t) p.-p.
C1+f u(c) v(c) do
d’ot
t t
(5.4) Log<C, +f u (o) v (o) do-> —LogCléf v (o) do
et
t W L
(5.5) u(t)éCpi—f u(o) v (o) daéCiexp/ y(c) do.
0 0
C. Q. F. D.
CHAPITRE 1.
FEQUATIONS D’EVOLUTION DU PREMIER ORDRE.
§ 1. Une classe de perturbations de la forme 4 M.
I. — PerturBaTiONs M€ £(L"(X), L™ (X)).

0. OPERATEURS DE TYPE LOCAL. — Soit X un espace de Banach réel ou

complezxe.

Pour ¢ fixé dans (o, T), L7 (o, t; X) = L; (X) sera identifié au sous-espace
fermé de L* (X) :

(0.1) {uluel”(X), u(s) =op.p., s>t}
St ue€ L™ (X), nous posons
(u(s) ppr  s€(0,0)

(0.2) rou(s) = .
( o ailleurs

@
t

Alors la fonction r,u [restriction de u a (o, t)] est dans L7 (X) et

(0.3) ]"/uIL?(X):'"/uIL»(X)'
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Derinttion. — Un opérateur M€ £ (L" (X), L (X)) sera dit étre de type
local st U'on a
0.4) 3 p. = 1 (T) constante > o ne dépendant que de T telle que

Vie(o,T), |r,Mulwx<p|r,ulem-
Ezemples :

1° Soit t— w(t) une fonction mesurable définie dans (o, T). On pose

u(t—w(t)) sit—w(t)>op.p.,
o ailleurs.

(0.5) Vuel=(X), (Mu) (¢)=p.p.

St t, est fixé dans (o, T) :

VY uel” (X) telle que suppuc (o, &) (%),
on a

(0.6) suppMuc (o, &)

et la condition (0.4) est trivialement vérifiée.

20 (Considérons
(s, 8) >K(s, 8)

une application de (o, T)X (0, T) - G (corps des complexes), avec :

0 Vie(o, T), K(.,t)eL(C)=Y;
7 2° la fonction K : (o, T) > Y définie pur t = K(., t) = K(¢), est dans L= (Y).
Définissons Uopérateur M par
Al
(0.8) (Mu) (1) :] K(s, t) u(s) ds p.p.ent€ (o, T);
0
icl,
st suppuc (o, &), on a suppMuD (o, &),

mais (0.4) reste cependant vérifiée.

De maniére précise :

(0.9) Vie (o, T), |riMuliew<| K| rule=x.
30 Soit Vi€ (o, T), N (t) € £ (X, X), avec
(09) |N(t)ulxék(T)[u|X7 VtG(O, T)7 _VMEX.

Alors Popérateur N défini par
(0.10) Vuel”(X), Nu(@)=N@E)u(t) p.p.
est dans £ (L (X), L™ (X)) et de type local.

(®) supp u = support de la fonction u.
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4° Soit Q = Jo, 1[ (pour fixer les idées).
On prend X = L*(Q).
On se donne deuz fonctions a valeurs dans R :
(1) w|tr>w(t) est mesurable définie dans (o, T);
(i1) 7| (t, ) >y (t, x) définie dans Jo, T[ XQ; mesurable en t, une
(0.11) fois continiiment différentiable en x, avec
| V2e®, oZy(t,x) =z, Vie€(o,T),

>0 | 7o indépendant de (t, x) |.

7]
CTJjX (t*, ‘L))

On définit M par ‘
gu,(t—w(é), (L, x)) sil—w(l)>o0p.p.
0 ailleurs.

(Mu) (¢, ) =p. p-

Alors
(@) e f'M”'“v 2y [Pde = sup [ Ju(s, ) |y
)

0Zs =t Toozs=1J(

et M€ 2 (L"(X), L™ (X)) est de type local.

Remarque. — L’opérateur M ne conserve donc pas en général les supports.
Ainsi,

s¢ suppu=—|a,b], «, b€ (o, T), on n'a pus suppMuc («, b).
1. UN THEOREME PRELIMINAIRE. — Dans ce numéro nous nous donnons :

1.1) ‘ 1° un espfzce de Banach }S réel ouxcomplexe;
| 20 un opérateur M€ 7 (L”(X), L™ (X)) de type local.
Nous allons démontrer le
Tuktorime. — Etant donnés
(1.2) JeLl(o, T; X)), weX,

il existe une fonction u unique vérifiant

(1.3) uec (o, T; X), u'eL! (o, T; X);
u' () =Mu(t) +f(t) p.p.dans (o, T),
(1.4) _
u (o) = u,.
Démonstraiton du théoréme préliminaire. — Premiére étape : On suppose
T=T,<,

(1) Unictté : Soit

(1.5) u une solution de (1.4), avec Uy= 0; f=o.
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Alors u vérifie
(t) = 4 Mu da,
", u f ( g) (2)
|u(t)[x< pt sup |u(7)]x,
cE(0,1)
d’ott 'on déduit que

1.9) (1—pTy)) sup |u(o)x=0o, 1— pTy>o.
G € (0, To)

Ainst u = o sur (o, T,).

(11) Emtstence : Nous définissons les approzimations successives sur (o, T,)
par
Uy (L) = uy,

(1.8) un(t):zlo—i—f/[(Mu”_,) (o) + f(o)] do.

Alors V n>> o0 :

(19) u, €C (o, T,; H).

Maintenant de

Uy (L) — Uy (1) :f M (up— — tt,—s) (o) do

nous déduisons I'inégalité :

(1.10) sup U, (6) — Un—y (@) Ix<<? sup |up1(0) — ttps (o) |x
GE 0,1 TE(0,1)
et de
t
(1.11) sup |y () — wy (o) [x << 1 t| g ]x—|—f [ f(o)|x do.
TE(0,1) 0

Nous obtenons, par récurrence :

I3
(1.12) _sel}pt)l Up () — U (0) |x << (RO uy |x+ (W)”“f | f (o) |xdo.
) 0, 0

Mavs T =T, vérifie T, <1, alors
(1.13) {u.{ converge vers u dans C(o, T; X) fort
et comme M€ £ (L"(X), L" (X)),

(1.14) Mu,—>Mu dans L” (X), donc dans L' (X) fort.

Par suite, u satisfait :

i

L) u(t) :uo+f0 {(Mu) (o) + /()] ds,

u(0) == Uy
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et admet une dérivée au sens des distributions localement sommable sur (o, T,)
périfiant
(1.16) fu' (t) = (Mu) (¢) + f(¢) p.p.dans (o, Ty).

Le théoréme est ainst démoniré pour T =T, < i

Deuxiéme étape : Cas général, T> :7 — Désignons par u’ la solution
trouvée sur (o, T,). Il suffit de prouver qu’il est possible de la prolonger
a (To, 2T,).

Définissons les approximations successives par
u (t), te(o, Ty),
u®(T,), te(T,y, 2T,);
u'(¢), te€(o, Ty,

L.17) wo(t) :{

X8 O =0 01 4 [([Munss) (0) + £ ()] do, 1€ (T, 2T0)

T,

et pdsons
(1.19) == Up— Up_4.
Dans ces conditions,
(1.20) VnéhYﬁMhéU~T0£memmﬁMﬂm te]Ty, 2T, [,
mais, d’aprés sa définition,
(1.21) supp (v) € (T, 2),
donc (1.20) et (0.4) entrainent, compte tenu de (1.21),

(1.22) Vnx>2, |en(f)[x==(t—T,) GS:JTP”|Vn—1(°')|Xa te]T, 2Ty[.

D’autre part,

t
(1.23) sup |91 () [x= (£ —To) pr sup Ju (o) [x+ | |f(9)|xdo
G E (To, 1) GE0,¢)

T,

notant que

(1.24) . osup U (o) |x= sup |u (9)lx,
GE(0,¢) 0 € (0,To)

nous aurons

t .
135) s (e @k =T sup [0 (@) ko (=T [ 176) ks,
G € (Ty,2Ty) G € (0, To) T,

Ce qui prouve que I’on peut prolonger u° sur (T,, 2T,) en une fonction u*
vérifiant

(1.26) Vie[Ty 2T], w (t)=u"(Ty) + | (Mu') (0)do+ | f(o)do.
To

T,
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Comme dans la premiére étape, il est aisé de voir que u' est unique.
St 2Ty T, le théoréme est démontré, sinon on recommence
sur (2T,, 3T,) et ainsi de suite jusqu’a atteindre T.

2. LE PROBLEME. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL.

2.1. Hypothéses. — Nous considérons ici deux espaces de Hilbert complexes
V et H dans la situation décrite au chapitre o (chapitre auquel nous renvoyons
pour les notations).

Pour t€ (o, T), T > o donné, soit a(t; u, ¢) une famille de formes sesqui-
linéaires continues sur VXV vérifiant les hypotheses :

(1) V (u, v)€EVXV, ti>al(t; u, v) est mesurable sur (o, T);
(2.1) <{(i1) 3¢, constante indépendante de ¢, avec
la(t;u, o) | ZCllul.]¢ll, Vt€(o,T), Vu,veV;

(2.2) Fa> o, « constante indépendante de t€ (o, T) avec

Rea (t; u, u) > afw}?

ou[ ] est une semi-norme sur V telle que

w4 [upfalull, VueV.

Nous introduisons ensuite un opérateur M (opérateur de perturbation),
avec

(2.3) Me 2 (L™ (H), L* (H)) de type local.
2.2. Nous posons le

ProBrLEME P,. — Etant donnés

well, fel*(V) ou feli (),
existe-t-1l
wel:(V)nL= (1)

périfiant

/ T ST
f{a(t;u<t>,@(l))—(u(t),oe'un}dwj (Mu(2), 9 (8)) dt
(2.4) ' 1 '
= (9 (o)) + [ (f(0), 9 (1)) e

pour toute 9, telle que : g€ L*(V), 9’€ L*(H), ¢(T) =0?
P, est un probléeme de Cauchy faible pour I’équation parabolique

perturbée :

(2.5) %—I—(A—l—l\/[)ll_—_f,

ou A est défini par a(t; u, ¢).
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 20
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L’équation non perturbée (M = o) a été étudiée dans [14].
2.3. Nous faisons maintenant les hypothéses supplémentaires :

(2.6) L’injection V— H est compacte (complétement continue);

(2.7) St un—>u p.p. dans H sur (o, T), Mu,—> Mu dans les mémes
conditions ~

et nous énoncons le

TutoriMeE 1. — Les hypothéses (2.1), (2.2), (2.3), (2.6), (2.7) étant
satisfaites, il existe une solution unique au probléme P,, avec notamment :

L’application (f, w,) — u est continue :

a. de L*(V')x H [resp. L'(H)xXH]~ C(o, T; H);

b. de L*(V')xH [resp. L' (H)x H]— L*(V).

Le théoréme exprime la stabilité sous la perturbation + M des résultats

obtenus par M. Lions dans ([14], [15], [17]) pour le probleme non perturbé.

3. DimonsTrRATION DU THEOREME 1.I. — Nous allons utiliser la méthode
de Faedo- Galerkine pour laquelle on renvoie a ([14], [15]).

Le plan de la démonstration sera le suivant :

3.1. Le systeme approché;

3.2. Inégalités a priort;

3.3. Inégalités a priori pour les dérivées fractionnaires;
3.4. Passage a la limite;

3.5. Régularité de la solution. Unicité.

3.1. Le systéme approché. — Soit {w;|{, j=1, ... une base de V.
Posons
(3.1) () = Y g (1) w4

i=1

les g, étant solutions du systéme

g%(u,,,(l), W) a(l; uy (t), w;) 4+ (Muy) (2), w;) =(f (), w;)
(3.2) I (1=j=m),

Kim (0) == Qim

et les ;, étant choisis de maniére que

m

(3.3) Za”” wi—>tty dans W fort lorsque m —» + .

i=1
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5
Lemme 3.1. — Il extste une solution unique au systéme (3.2) avec
(3.4) w,, €L”(V), ), €L (V).
Démonstration du lemme 3.1. — Désignons par g, (1) le vecteur de C"

" > ’
V IE (0‘ [ )' "7’1/4 (’) — (g“'l ([)7 ey g‘l'l»”l (l))

Les {w;{,~, ., étant linéairement indépendants, (3.2) est équivalent a
{d N L >
(3'4) d_t?’,?/u (l) = Clm ([) Em (t) -+ “)]L/u (gm ) (1) + F ([)7
- (‘;;')m (O) — ;m,
ou ‘
(i) Vi€ (o, T),
(3.5) CX,,L(t)E,[f(CUl’ Gln);

(1) oM, e (L7 (C™), L™ (C™)), de type local.
[On utilise ici hypothése (3.2).]
Comme pour m fixé, la famille @,, est uniformément bornée par rapport a t,
il en résulte (voir exemple n° 3 du n° 0)

(3.6) . a,,+ M, e (L*(C,), L (G,)), detype local.
Ainsi, d’aprés le théoréme préliminaire :

Pour m fizé, il existe une solution (et une seule) g,, vérifiant (3.4) et

(3.7)

d’ou le lemme 3.1.

> S >
£n,€C0, T; Gy, - g, €l (Gm),

3.2. Inégalités a priori. — De (3.2), on déduit

1 d

; Etlu'"(l) -+ Ree (&5 w0, (&), uy (1)) + Re (Mu,,) (8), w, (1)) =Re ([ (L), tun(t)),

puis, en intégrant sur (o, s),

é [, (s) ]2+ Hef a(g; u, (a), u,(g)) ds

0

= é[u,,t(o) |2 ——/‘. Re (Muw,, (¢), v, (0)) do ‘

0
—{—f‘ Re(f(a), u,(a)) do,
d’ou
(3.8) i [t (s) ]2+ 1/ . Lty (7)) )* d7 = »l) [y (0) i‘-’-l—j [Mu,, (g)].| un(o)| ds
0 - 0.

s

J

-+ '.\Re(f(a'), Um(a)) dz
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D’apres (3.2), on peut écrire
6o [ M@z s (@) [ )] s
donc en prenant dans (3.8) le sup en s€ (o, ¢) :
I 2 ‘ 2
(3.10) 5 lefoI,)z,l U (8) P+ acfo {tm (o) do
= ; [ |2+ ;_lssel?ol,)t){ Up ($) |2 4= 2 <f0 | m (o) ] d°'>2
+f Re(f (o), wn(a)) do.

Nous considérons maintenant deux cas :

Premier cas : f€L*(V'). — Alors

(3.11) ‘f Re(f(9), um () do éf [f (@) ||| tm (o) || do

et il existe une constante C,, telle que 1’on ait

Al

ZCo [ 7@ a2 [l (@) 0 (@)

v o

(3.12)

f Re(f(9), un (o)) do

Done, d’apres (3.10) et utilisation de Cauchy-Schwartz, 1l vient

t

a [ ) 1 . )

(3.1?) —2—‘/0 [um (@) 2+ do + 7 szﬁ)z)' U (5) ]
t t
= u, |‘2+<§ + uft) / Lt () |2 dor + cof | f (o) 3 do.
De (3.13) 1l vient a fortior:
Vse (07 t)v I Up (S) Izé Cl <[ Uy |2+[ ]f(al) |%" da) -+ ](l)f I U (U) I'z da7
(3.14) o 0
C,, Constante indépendante de t€ (o, T), y(¢) = (g -+ ;ﬂl)

et Uinégalité de Gronwall donne

T
(3.15) [y (s) 2L Co (T) <| Uy |*+ [ | f (o) R dc'>, Vse (o, T).

Cette inégalité jointe a (3.13) et a la définition de la semi-norme[ ],
prouve

(3.16) Vie (o, T), f ([t (3) | do = C (T).
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Deuxiéme cas : fe L' (H). — Nous aurons, cette fois :

=5 s, [ (9) 12+2< f Tlf(a)ldc>2-

Dans ces conditions, nous aboutirons a

lflP\e(f(O'), Uy (o)) do

\ 2

’ T
(3.15)"  |um(s)[P=C) (T){]u0[2+<f ]f(a)[da) ; Vse(o, T);

t

(3.16)" f ||t () [} do = C, (T), W ¢€ (o, T).

En résumé, nous avons obtenu le

LemMme 3.2.
(i) un reste dans un borné de L”(H);
(11) u, reste dans un borné de L*(V).

Remarque 3.1.

(1) L’hypothése NV — H compacte n’est pas intervenue ici; .

(11) Comme nous I’expliquerons au paragraphe 2, n° o, les conclusions
du lemme 3.2 sont, contrairement au cas M = o, insuffisantes pour le
passage a la limite.

3.3. Inégalités a priori pour les dérivées fractionnaires. — Nous allons
exploiter ici une idée et des méthodes de J.-L. Lions utilisées dans [16]
a propos des équations de Nayier-Stockes.

1° Commengons par prolonger f, M, a(t; u, ¢) sur toute la droite comme
suit :

F@ =o0 si t<oett>T; f(ty=f@), te(o,T),

(3.17) gM =0 si t<<oett>T; M=, te (o, T),
a(t;u,v)y=o si t<<o, @(t;u,v)=—al(t;u,v), te (o, T),
(Zi(t;u, v) = ((u, »)) si t>T.

Dans ces conditions : ‘
3 18 Soit Uy, la solution du systéme obtenu en remplacant f, M, a(t; u, »)
(3.18) par f, M, @(t; u, ») dans 3.2.

U,. vérifie au sens des distributions

d ~ N
sgt (Un (2), w)) :(f(t), w]->—|— (U (0), w;) 0

(3.19) | L = (MU0, w;) — (G () Up(8), )
( (oLj<Lm),
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ou
(3.20) 1) @ ()€ £ (V, V) (pour chaque t) est définie par a(t; u, v);
o (i) a(t; u, u)>aful’, Vu€V, & =inf(«, 1).

Comme pour ¢t -+ o, U,(t) décroit exponentiellement vers zéro, a cause
du choix de a(t; u, ¢), on voit en reprenant les estimations faites dans
le n® 3.2, que 'on a

( Uln: Uy, P.p.sur (O, T)’
(3.21) [,TmeL?(O, —+oC; \T)an(Oy —i—x;}l)’ \WIUELQ(O, + 0 H)’
U,=o pour ¢ <o.
20 g désignant ict la transformée de Fourier de g, nous aurons (= variable

duale)

(0, (), w) = (F (), ;) + (@ (0), w)) + (h (5), ) + ((hs (), W),
PAN & T
hy (1) =— <MU,,L> (), hy (7)) =— <(:I (t) U,,l> (),
el (R; M), lh,eL:(R; V).

(3.22)

A,

Dans (3.22) il est possible de remplacer w; par U,.(<), donc de

P N
(3.23) iv ’ ﬂm () P= (f (), Un (7)> + (tt (0), Uy (7))
+ (2 (7), Un(9)) + (A (), 0 (1))

" nous déduirons (les C désignant des constantes diverses)

0@ =GP @ o ) )
A @O @ [F 4] 1
s felr(Vy),
22 Gy (5) Pt || By () |2 )
@0 @ [+ 17 @]+ 1]
si fel ().

3.2 ’ N
( 24) ‘lT|.‘lT,,l(7)

Comme pour Yy €]o, %[, il est possible de déterminer 3 € ] ;: 1| de maniére

-

que
47

T2 =ZC (v, B -
[T Pr=C 0 B) T

[C (¥, 5) = Cte dépendant de 5, 11,

nous pouvons noter que (C, = Cte)

(3.25) f|‘r|?"f|U,,t () |2 (l‘réQ[fl € ()

tdr —|—f I_li L € [ O, (7) 2 d‘:].
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D’olt nous déduisons, par utilisation de (3.24), de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et de

(3.26) || 72 (2 r; vy =< C-z” Uy lar: v (Cy=Cte):
‘ C[ | Um |EHV)+ ,f

lzﬂ(V') + A [+ o -] U fragy) 10]
si felr(V),
C[ | U, |l‘f’(V)+ | 7oy IE!(HH— Kol U, lLﬂ(V) Io]
3.7) [1P1 U ()i = si felt (),
1

dr :
= ; L,: —_——
C Cte, <f(l+|f|lj)2> )

Ko:)ﬂmln+ fuo|  (*).

Vu (3.21), nous avons obtenu le

LemmEe 3.3. — Pour Y€E€] o, % [7 DYU,, reste dans un borné de 1.>(H).

3.4. Passage a la limite.
19 Introduisons tout d’abord Pespace :
(3.28) ac, (V, H) :j vjuel?(R; V), DlueLl?(R; H); ye]o, ;[%
. HLy

C’est un espace de Hilbert pour la norme

; ,
(TlYaln,,) s wede, (V, H).

(3.29) u —-><| i v+
Soit maintenant
(3.30) JCL(V, H) Uespace des restrictions a (o, T) des fonctions
de ., (V, H).
C’est un espace de Hilbert pour la norme
; p—> i2f| u |w.( le inf étant pris sur toutes les fonctions u€ 3¢, (V, H)

v, m?

(3.31)
| telles que u=1v p.p.sur (o, T).

Nous allons énoncer (et démontrer pour la commodité du lecteur) le
lemme suivant qui est un résultat de compacité de [14] :
»

LemME 3.4. — Sout { u.. | une suite bornée de 3¢, (V, H). Il est possible d’ex-
traire une sous-sutte notée encore {u.,,} qui converge p. p. sur (0,T) dans H fort.

Démonstration du lemme 3.4. — Soit {u, | une suite bornée de 3¢}(V, H).
(3.32) Il existe alors une suite { U, | bornée dans #,(V, H), avec

U,.=umn p.p.sur (o, T).

(*) L*(H), espace des ue L*(R; H) qui tendent vers zéro & l'infini.
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D’apres le caractére local (*) de J¢,(V, H), il est loisible de supposer

(3.33) suppU,.cK (K, compact fize).

Supposons établ :

33 (De { U, | il est possible d’extraire une sous-suite (notée encore { Uy, |)
(3.34) | qui converge dans L?(R; H) fort.

Alors (par nouvelle extraction) { U, | converge sur (o, T) dans H fort
et comme U,,=uw, sur (o, T) le lemme 3.4 est démontré sous réserve de

périfier (3.34).

Vérification de (3.34). — D’apres la Compacité faible des boules d’un
Hilbert séparable, on commence par extraire une sous-suite notée
toujours { U, } :

(3.35) U,—U dans 3¢, (V, ) faible
et comme ’on ne perd rien en généralité en supposant

(3.36) U=o

b

nous allons montrer que
(3.37) Ve>o, Am;, [m>m; = |Uy|ugmc.

Pour A fizé assez grand, on a [{ U, | étant borné dans 4¢,(V, H)]

. “+A
(338) Vs>0, IUm Il.i(R;]l):,Um lL*lR;HJég +f lﬁ’" (T) 12 dr
—A

reste donc & voir que Uon peut trouver m assez grand ayec

(3.3) LG =S

2
Or yx désignant la fonction caractéristique du compact K, nous avons

(3.450) (U, (x), ¢))= _‘:f)m((“m(f% 1 (1), exp (— it7) v)), WveeV,
Vo J_.,

Comme U,, converge faiblement vers zéro dans d¢,(V, H) dont la topo-

logie est plus fine que celle de L2(R; V), il résulte de (3.40) que U, () > o

dans V faible, donc Uinjection V— H étant compacte, U,.(7) = o dans H fort.

Ainsi, d’apres le théoréme de Lebesgue, nous obtenons (3.39), d’ou (3.34).

(%) Voir [14], par exemple,
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20 Des lemmes 3.2 & 3.4, nous déduisons le

Lemme 3.5. — De {u,} il est possible d’extraire une sous-suite, notée
encore { u, | possédant les propriétés suivantes :

L2 (V) faible,
(3.41) Un—>w dans { L” (H) faible [dual faible de L' (H)],
p-p-sur (o, T) dans H fort.

Alors, compte tenu de I’hypotheése (2.7) :

(3.42) Mu,,—~Mw p.p.sur (o, T) dans H fort.
Dans ces conditions nous avons le
Lemme 3.6. — w est solution du probléme P,.
Démonstration du lemme 3.6. — Soit

(3.43) Pee (0, T) nulle dans un voisinage de T.
Pour j fixé << m, on pose

(3.46) b=dQw;.

alors de (3.2) on déduit :

Pour tout j <<m :

3.45 '
I (G 0040 ) 065 (00, 45(00) + LU (0, 45 0) = (0, 45 (1)

Par intégration par parties sur (o, T) et passage a la limite loisible
on obtient : ' '

Pour tout j .

T T
(3.46) —f (w(2), ¥, (0)) dt +f [a(t; w(t), b (0)) + (M(w) (2), §;(2))] dt

— f F(£), 0 () dt + (0, b (0)).

Ainst (3.46) reste orate pour toute combinaison linéaire finie de V;, puis
par densité pour toute fonction ¢ vérifiant

(3.47) oel2(V), 9'el2(H), 9 (T) =o,
d’ou lexistence pour le théoréeme 1.1.

3.5. Régularité de la solution. Unicité.

Lemme 3.7.

(1) Toute solution u du probléme P, est (p. p. égale &) une fonction continue
de (o, T) - H.
Ann, Ec, Norm., (4), II. — Fasc. 2. 21
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(11) Toute solution u du probléme P, vérifie U'égalité d’énergie

S Re [ a (s w0, 1) + M), ()] ds

3.48 t
( ) :é|uo|2+Re‘/ﬂ‘ (f(s), u(s)) ds,
te (o, T).

Démonstration du lemme 3.7. — Toute solution u du probléeme P,
périfie p. p. dans V' :
(3.49) ’l”c‘{y) A () u(t) + (Mu) () =f(1).

Alors
(3.50) wel:(V), wel:(V)+Li(H)

et le point (1) résulte de [17].
(1) Nous utilisons tci les notations du chapitre 0.

Pour toute solution u du probléme P,, nous avons

d
B.51) (D), )+ (@(0), ) = ((£(0), 1) + (1) 3, Ve,
avec
(3.52) g=u—IMu—a(t)u+Jfel(V) (9, mesure de Dirac).

Considérons la diagonalisation avec somme mesurable de Uopérateur A et
introduisons les champs de vecteurs :

3 r%)' (Q(t)y: h—>f(e,h); (L3 ) =a(t) (1),
o X {

(20 2205 B0 =) (1);
(3.51) équivaut a
(3.54) z’;ta,(z, W) (8 R = R B (L, h) + @1 (3) 9,

d’out nous déduisons :

Llae, n) |?+}.f[|&(s 23 (l.c:fl}r{e(ﬁ-(s 1), (s, 1))nds -+ = | @ (N)]}
(3.55) (2 o I
pour t€ (o, T), dop.p.en k.

Par intégration en dv (1), il vient (3.48), d’ou le point (ii).
Enfin, par des majorations analogues a celles faites dans le n° 3.2,

il vient
T e 12 o |
(3.56) sup |w(t) [2+f lu(s)|*ds < {(' Htto P41 f e
1E(0,T) o

. o }suivam les cas,
Collwo P+ flE o |

ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.1.
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3.6. Remarque et probléme. — 1° Remarque: La conclusion du théoréme 1.1
subsuste encore, si 'on prend

(3.57) Me £ (L* (H), L= (V') de type local.

Pour les inégalités a priort (cf. 3.2) nous aurons en effet

‘ [ Re(Muw,, (¢). v, (7)) do
0

[ I @) v (0) | s
v

= ; sup | w, () |*+ ‘ui’T‘/v |2, (o) || do g€ (o, s).
1 0

Par suite, nous aurons la conclusion du théoreme 1.1, si la relation
sutvante est vérifiée :

(3.58) Ty < u

(ot & est la borne uniforme de M).

Si T, ,, « étaient donnés tels que (3.58) ne soit pas vérifiée, on

)
commencerait par déterminer une solution du probléme 1 sur (o, T,),

T, vérifiant (3.58), puis on prolongerait la solution dans (T,, 2 T,) et ainsi
de suite jusqu’a atteindre T.

20 Probléme : 1l est naturel de se poser le

ProsrLEME P,. — Dans quelle mesure peut-on perturber davantage Uopé-
rateur A et prendre par exemple

(3.59) Me £ (L= (V), L= (11))
ou, ce qui est plus intéressant,
(3.60) Me £ (L= (V), L= (V') ?
Avec des hypothéses de régularité (minima ?) sur a(t; u, ¢), mais pas

sur M, nous apportons une contribution au probléeme P, pour M ¢éri-

fiant (3.59) dans le n° II.

Un exemple de la situation (3.60), mais ausst avec des hypothéses supplé-
mentaires sur M est considéré au paragraphe 2.

I[. — PerTurBaTIONs ME £ (L"(V), L" (H)).

1. Hyporukses. — Les données spatiales étant celles du n® I, nous nous
donnons pour tout t€ (o, T), une famille de formes sesquilinéaires a(t; u, ¢)
continues sur VXV vérifiant :

(1.1) Les hypothéses (2.1) et (2.2) du n° I

(1.2) a(t; u, ¢) est hermitienne : V t€ (o, T), a(t; u, v) = a(t; ¢, u);
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(1.3) t— a(t; u, v) a une dérivée au sens des distributions mesurable et
bornée (*), ¥ u, v€V.

Suivant les notations du chapitre 0, V t€ (o, T), D(A(t)) désignera le
domaine de I'opérateur A (t) (non borné dans H) défini par a(t; u, ¢).

L’opérateur M vérifie
(1.4) Me £ (L= (V), L= (H));
5 Vite(o, T), Ap=p(T), avec YW uel= (V),

(1.5)
U |7 M e <= | 7ot vy (Eype local).

2. ExoncE pu risurtaT. — Introduisons Despace

(2.1) He?={u|uel=(V), v'eL*()}

qui est un espace de Banach pour la norme
(2.2) lll—)[ll IHooyz:lule(v)—i—[ltl !L’(H)

et supposons
(2.3) L’injection V -~ H est compacte;
(2.4) St u,— up.p.sur (o, T) dans H, Mu,—~ Mu p. p. sur (o, T) dans H.

Nous pouvons alors énoncer le :

Tutorime 1.1I. — Moyennant :

(1) u,€D(A,), feL?*(H);

(11) les hypothéses (1.1) a (1.5), (2.3), (2.4) vérifiées.

Il existe une solution unique au probléme P, possédant les propriétés
sutyanltes :

1° ue H™*;

20 uy est (p. p. égale &) une fonction continue de (o, T) — V fort vérifiant

2.5) the(o, T), u(t)eD(A(¢)), 1w (0) = u,
' | A@) u(t) + (Mu) (1) + ' (¢) =f) p.p.sur (o, T) dans 1.

3. DiémonstraTION DU THEOREME 1.II (i). — Montrons D'existence,
P'unicité se vérifiant comme pour le théoréme 1.1. Le plan de la démonstra-
tion est analogue & celui du no I.

(°) Ceci équivaut a dire que f — a (t; u, v) vérifie une condition de Lipschitz d’ordre 1,
VYV u, veV,
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3.1. Le systéme approché. — { W;| désignant toujours une base de V,
nous posons :

m

3.1) U (1) :Zgi'" (1) W..

i=1

Les gin étant solutions du systéme

dﬂt(um (@), W) +a(t; un(t), w;) + Mu,,) (£), w;) = (f(2), %)) (j=1,2,...,m),

(3.2)
Sim (0) = %im .
avec
n
(3.3) Zai,,, W,—u, dansV fort lorsque m —> + .

i=1
D’apreés le théoréme préliminaire, on ale
LemMme 3.1. — Il existe une solution unique a (3.2), avec

ul}LeLw(V)’ I’IIILGL‘-)(V)'
3.2. Inégalités a priori. — Nous allons démontrer le

LemuMmE 3.2. — Il existe Ty> o avec :

(1) un reste dans un borné de Li (V);
(i1) u,, reste dans un borné de Li (H).

Démonstration du lemme 3.2. — Posons
(3.4 1) = [0 ) 0 05 00, 00,

De (3.2) nous déduisons, en prenant le produit scalaire avec w,, (t),
(3.5) %%z(t) =Re (f(1), @, () 4+ (t5 tn (8), un (£)) — Re (Mu,) (2), ), (5)),
puis par intégration sur (o, s)
(3.6) Yol = (o) + [ (73.0) (2), (2

[ Bl @) @) = M (2, (2))]

d’ou (les C; désignant des constantes diverses)
@7 Vizo dun=Cllmlr [ Gl i 0 21 | de

-+ sup |M"'"L (O') If Iu,m (U) }da g€E (07 t)v
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mais, M étant de type local :

(3.8) sup [Mu,, (7) | Zp. sup [[w(a) ||,
et

nous avons

Y3, 6,> o, a<1—b\il> sup [u,, ()] +I\(t)f [, (¢) Pdoe <= Cy || u, |2

SE0,1)
(3.9) —F—&z sup |II,,, (S)l —I—C)f [llllt(o. H dd'—l— f !f(a.)| dg
1
. 1 2L
ou ]\(():I—‘;—(—;—— o

Par ailleurs, en prenant le produit scalaire avec u,.(t) dans 3.2, 1l vient

/ L
sup | u,, () 2+ | o, (s)]* ds
(3.10) sl vo

< posup || wun (S) Hf |t (8) | ds + Ref (f(8), up (s)) ds+|u, |
SE 1) o o
En additionnant (3.9) et (3.10) et par choix convenable de 2,, on obtient

I C, sup H Uy, (S) ”2+ I\(t)f ]ulm (.S‘) Iz ds
(3.11) Y E(0,7) 0

=Giflw [+ CBf leen (o) ||* do + Cuf |f (o) |* da,

.. . o ' a , .
choisissons maintenant ¢ =1; alors pour T, << —» on déduit de (3.11) (par

~ utilisation de 'inégalité de Gronwall) :
3.12) Ve (o, Ty, |[wn(t) [[*+f| w,, (8) 2ds ZC(Ty) {[[ uy |+ [ | f (o) |? dcr},

d’ou le lemme 3.2.
3.3. Passage a la limite. — 1° Montrons le

Lemme 3.3. — De {un| nous pouvons extraire une sous-suile (notée
encore { u,, {) vérifiant :

(1) un— u dans Lg (V) favble;
(1) w,, - u' dans Ly (H) fatble;
1) U, > u p.p. aans ort.

(1) p- p. dans H f

Démonstration du lemme 3.3. — Les points (1), (i1) résultent du lemme 3.2.
Montrons le (ii1).
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Sott | w, | une suite extraite vérifiant (i), (i1); alors

g Ve e (07 T0)7
|, (o)]? da> = Cte dépendant de T,

I“”“”“"muvléxt—¢9%<1n

donc | u,, | est équicontinue dans C(o, T,; H).

(3.13)

Ty

Pour ¢ fixé, { w,(t)| est dans un borné de V donc, d’aprés 2.3, dans une
partie relativement compacte de H. Le (111) du lemme en résulte.

20 Comme pour le théoreme 1.1, on vérifie que u est solution du
probléeme P, sur (o, T,).

S1 T,> T, 'existence est prouvée sur (o, T).

Sinon il est possible de prolonger u sur (T,, 2T,) et ainsi de suite jusqu’a
atteindre T.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.11 (11). — 4.1. Continuité de la
solution. — Comme u€ H**, on sait déja que
(4.1) west(p.p.égale &) une fonction continue de (o, T) — H.

La continuité de u de (o, T) — V résulte alors du

Lemme 4.1.

(1) t > u(t) est continue dans V faible [i.le. 2t ((u(t), »))] est continue
dans (o, T), YV v€V);

(1) t — || u(t) || est continue de (o, T) — R™.

Démonstration du lemme 4.1. — (1) Il suffit de faire la démonstration
.pour (o, T,).

D’aprés la conclusion du lemme 3.2 :

(e.2) [[w(t) || £LCle, Vi€ (o, Ty).
Soit t, € (0, Ty) et =, € (o, T), avec

".3) T,—> 1, lorsque 7 —>+ .
Alors, d’apres (4.2),

(. 4) |« (%) [| = Cle, ¥

Il est'donc possible d’extraire de { <, | une sous-suite (notée encore { =, })
telle que

".5) w(Ty) >4 dans V fuible,

donc, d’apres 3.2, dans H fort.
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t — u(t) étant continue dans H fort, on a
(%.6) u(ty) =8
d’ou le point (1).

(i) En utilisant par exemple (") la diagonalisation avec somme mesurable
de Uopérateur A, on démontre le

Lemme 4.2. — Si u [fonction continue de (o, T) > H] est solution du
probléme P, (associée aux hypothéses du n° 11), on a

te (o, T), a(t;u(t)) —alo;u, u)

+[ [2Re (Mu (a), u (o)) —d' (g; u(s), u(s))]ds
('In.7) o

+2/l|u,’(a') |2 da:ﬂl{ef (f(a), ' (g)) ds.

D’apres le lemme 4.2 :

.

(h.8) t—>a(t;u(t),u(t)) estcontinue, de (o, T) — R+,

Comme pour ¢, fizé,
(*.9) o=+ a(t; e, ) est une norme sur N équicalente a || ¢ ||.

La fonctiont — || u(t) || est continue, d’ou le point (ii).

4.2. Démonstration de W t€ (o, T), u(t)€D(A(t)). — 1° u étant solution
du probléeme P,, nous avons :
(%.10) A(t) u(t)y + (Mu) () + ' (&) =f(t) dansN' p.p.sur (o, T)

Soit = fixé € (o, T,); d’apres le lemme 3.2 1l est loisible de supposer que
la suite extraite { u,, | vérifie

‘ Les conclusions du lemme 3.3 :
(fe.11) U (7Y >U () dans V faible, lorsque m —+ o,

U, (t) > Uy () dans H fuible, lorsque m —>—+ .

De (3.2) nous déduisons

(b.12) { VeeV, rfivée(o, Ty)
' a(t; U(t), 0) + (Uy (1), ) +=MU(2), ¢) = (f(7). ),
ce qui montre

(4.13) La forme antilinéaire : ¢ — a(7; U(7), ¢) (7 fixé) est continue
sur V pour la topologie de H,

(") On peut aussi utiliser une variante de [28]. Voir [2].
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donc d’apres la définition de D (A (7)) (¢f. chap. 0) |
(b.16) Vie(o, To),  U(s)eD(A()).

De plus, V étant dense dans H, |

A(7) U(z) + U, (2) +M(U) () = f(z) dans H,

(b.15)
vu=U p,p., w'=U, p.p.

20 Désignons provisoirement par

(4.16) u, la fonction continue telle que u = u, p. p.
Pour achever la démonstration du théoréeme 1.II, il suffit de prouver
que P'on a

(k. 17) w, (0) = u,, u, (1) =U(), Vte(o, Ty).
Pour le vérifier, considérons

{ ‘PEGI (07 TO), LP (TO) :0’

(b.18) =0y, veV.

Dans ces conditions :

Ty To
(. 10) { _A\fo (1, (2), 9 (£)) dt:fo (0 (2), 9" (£)) dt + (un (@), ¢ (7)),
Vaoe (o, Ty).

Par utilisation du lemme 3.3 et passage a la limite,

— le premier membre de (4.19) tend vers

T, 1,
(k. 20) { "‘f (@' (8), ¢ () dt = (u,(9), ¢ (9)) +f (u (1), 9 (1)) dt,
o fixé dans [0, Ty[;

— le second membre de (4.19) tend vers

C,
g f (u(t), 9'(¢)) dt + (U (7)) si ofixéz£o,
(f.21) !

< 1, .
(f (w (), ' (£)) dt + (uy, ¢ (0))  si g=o.

Par confrontation de (4.20) et (4.21), nous obtenons

{ u,(0) =U(s), Voe€]o, Ty,

I
(k. 22) | u, (0) =T (0) = u, si ¢=—o.

Une modification évidente du raisonnement précédent donne
(. 23) u, (Ty) =U(Ty),

d’ou le théoréme 1.11.
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 22
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5. REMarQuUEs. — Remarque 5.1. — Si I'on suppose que M vérifie les
hypothéses du n° 1, le théoréme 1. 11 subsiste a fortiort et donne une régularité
de la solution sous la condition de régularité du n® 11 pour Uopérateur A (t).

Remarque 5.2. — Notons encore que si ’'on prend
(5.1) . a(t; u, v) =a,(t; u, v) +a, (t; u, v) te (o, T),
avec

(5.2) ay(t; u, v) vérifie les hypothéses du n° 11.

a, (t; u, ¢) est une famille de formes sesquilinéaires continues sur
V X H telles que :

(5.3) ( (1) t - as(t; u, ) soit mesurable, ¥ (u, v)€V X H;

(i) Vu,v€V, Vi€(o,T), |ai(t;u,s)|=Clul.ls]
(Cy= Cte > o indépendante de t).
Le résultat du théoreme 1.1I subsiste encore.
D’ailleurs, notant A, (t) € £(V, H) Uopérateur défini pour chaque t€ (o, T)
par la forme a, (t; u, v) la perturbation M, définie par,

(5.4) Vuel=(V), Mu(t) =A () u(?)
vérifie les hypothéses (1.4) et (1.5).

Remarque 5.3. — Le théoréme 1.II compléte, dans le cas M = o, les
résultats de [14].

III. — StaBILiTE EN {ue, M, f1.

1. HypotuiseEs. ENoncE DU REsuLTaAT. — On se donne

(1.1) V n>o, letriplet {upy, My, f,}
périfiant les hypothéses du n° I et 'on note

(1.2) P} le probléme correspondant a P,.
Faisons les hypothéses :

(1.3) I k> o, indépendant de n, avec | Mng |i-my== k| g l=m;
(1.4) won— uo dans H fort lorsque n — + o ; |
(1.5) 'Mng —~ Mg dans L'(H) fort lorsque n 4w, V g fixé dans
C(o, T; H);
(1.6) f.—f dans L*(V’) [resp. dans L*(H)] fort lorsque n -+ .
TutoriMe 1.11I. — Moyennant les hypothéses (1.3) & (1.6), la solution u,

du probléme P’ converge vers la solution w du probléme P, dans C(o, T; H)
et L?(o, T; V) forts lorsque n -+ .
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" 2. DEmonsTrATION DU THEOREME 1.III. — Posons

(2.1) w, () =u, (t) —u(t), Wit =l — u,.

Du lemme 3.5, n° I, nous déduisons

L

(2.2) é[w,,(t) [2—+ P\ef a(g; w,(a), w,(g)) do
1

= Y ok Ref (fu(3) — f(3), wa(3)) da

Y

— Ref (M, w, (), w,(0)) do — Re [ (Myu(o) —Mu(g), w,(a)) do.

Par des majorations analogues a celles faites dans le n® 1 (3.2), nous
obtenons

(2.3) [ W, (¢) [2—1—/'@(0; w, (), w,(a)) do

T
= C(t) [[WMP—O— ([ fo—=fl5+ || Myee — Mu [|{+f | wo () |2 dt]

ou
la norme dans L? (V') sip =2,

= l

la norme dans L' (H) sip—=1.

En utilisant U'tnégalité de Gronwall, le théoréme 1. 111 suit.

§ 2. Perturbations +M plus réguliéres.

0. — INTRODUCTION.

Nous allons indiquer dans ce paragraphe des cas dans lesquels il est
possible de s’affranchir de ’hypotheése trop restrictive :
(0.1) Uinjection V — H est compacte.
Au n° I du paragraphe 1, 'obtention des inégalités a priort est indépen-
dante de cette hypotheése qui n’intervient que pour le passage a la limite.
De maniére précise, la difficulté est la suivante :
D’aprés la conclusion du lemme 3.2, n° I, (3.1),
(0.2)  um reste dans un borné de L” (H) et de L* (V).
Comme Me £ (L (H), L*(H)),
(0.3) Mu,, reste dans un borné de L” (H).
11 est donc possible d’extraire de | u, | une sous-suite notée encore { u |

possédant les propriétés suivantes :

(wn—w dans L”(H) faible dual faible de L'(H),

O-%) )\ Mup—> & dans L* (H) faible dual faible de L'(H).
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Mais L” (H), L* (H) r’étant pas réflexifs, nous ne pouvons pas affirmer
(0.5) b=Mw. A ’

(C’est ce qui a motivé I'introduction de 'hypothése (0.1) et 'utilisation de
résultats de Compacité forte pour réussir au paragraphe 1.

I. — PeErTURBATIONS L2-REGULIERES.

Dans ce numéro (ainsi que dans tous les autres numéros de ce para-
graphe) nous nous donnons

I.1. Deux espaces de Hilbert séparables V, H avec VC H;

1.2. L’injection V— H est continue, V dense dans H;

1.3. Une famille de formes sesquilinéaires continues sur VX Va(t; u, ¢)
vérifiant les hypothéses du paragraphe 1, n° 1.

DériniTion 2. 1. — Sout Me £ (1" (H), L™ (H)) de type local.
Nous dirons que M est L*-régulier si, en outre, M€ £ (L (H), L* (H)).
Remarque 2.1. — La définition 2.1 s’étend avec des modifications

évidentes a des perturbations M€ £ (L™ (X), L*(Y)), ou X et Y Hilberts
différents a priori de H.

Nous avons alors de maniére évidente le
Tutorime 2.1. — St M est L>-régulier et si.les hypothéses 1.1 a 1.3 sont
périfiées, les conclusions du théoréme 1.1 sont valables.

Remarque 2.1. — En fait, une perturbation L’>-réguliére rentre dans la
classe des perturbations Me&£ (L*(H), L*(H)) et cette seule hypothése
est suffisante pour assurer la validité du théoréme 2.1. D’ailleurs, les inéga-
lités a priort du n° I, 3.2 s’obtiennent autrement et bien plus simplement
dans ce cas, qui ne différe que trivialement du cas M = o.

II. — PERTURBATIONS QUASI-TEMPORELLES.

DeriniTioN 2. I1. — Nous dirons qu’une perturbation M€ £ (L (H), L™ (H)
de type local est quasi-temporelle st M admet une décomposition
(IL. 1) M=M,-M,,
ou :

(1) M, est une famille d’opérateurs définie pour t€ (o, T) vérifiant :
(IL.2) . Vie(o, T), M,(¢)er£(H, H;

Fpe=po(T), Cle>o, avec

(I1.3) ;
VueH, |My(t)u|Lpy|u|, Vi€ (o, T);
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(1) M, € £ (L"(C), L™ (Q)) (G, corps des complezes), avec
(I1.4) st 9= ¢ p.p. sur (0,T) dans G, M,¢,— M, ¢ p. p. sur (0, T) dans C.

Remarque 2.11. — La définition 2.1I s’étend avec des modifications
évidentes au cas d’une perturbation M€ 2 (L"(X), L"(Y)) ot X et Y sont
des Hilberts a priori distincts de H.

Nous avons le

Tatorime 2.II. — Supposons M€ £ (L"(H), L™ (H)) de type local, quast
temporel alors st les hypothéses 1.1 & 1.3 sont vérifiées nous avons les conclu-

. stons du théoréme 1.1.

Démonstration du théoréme 2.11. — Notons tout d’abord que, d’apres la
définition 2.II, nous avons

(I1.5) {(M“(‘%V):MdMou(t),v) p-p-ent,

Vuel®(H), VveH.

Ceci posé, d’aprés la conclusion du lemme 3.2 (¢f. n° I, 3.2) nous
aurons (0.2). Alors comme M,€ £ (L*(H), L*(H)), il sera possible
d’extraire { u, |, avec

(11.6) Mo2t,,—>Mow  dans L2 (H) faible.

On en déduit que

(IL.9) (Motp, ¢) > (Myw, ¢) dans L2 (Q) fort, VeeH

et (quitte & faire une nouvelle extraction) que

(I1.8) (Mo, ¢) = (Moo, ¢)  p.p.sur (o, T), VeeH,

donc, d’aprés (I1.4) et (II.5),

(IL.9) Mupy, ¢) > (Mw, ¢) p.p.sur (0o, T), VveH,
et, grice au théoréme de Lebesgue,

T T '
f <Mum<«t>,cp<t>>dt+f (Mw (2), 9 (2)) dt,
VoeC(o, T)@V [ie.0(t) =V (t)v, beC(o, T), veV],

(IL.10)

d’ou le théoréme 2.11.

Ezxemples. — Les opérateurs M considérés dans les exemples n8 1, 2, 3
donnés au n° I.0, §1 sont des opérateurs de type quasi-temporel (voir
aussi § 4).
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I1I. — UNE VARIANTE DU PROBLEME P,.

Nous allons démontrer ici un théoréme qui va nous permettre dans les
applications de considérer un retard dans les conditions auz limites.

1. ProBLEME. ENoNCE DU REsULTAT. — Nous nous donnons

(I11.1) Deux espaces de Hilbert V et H vérifiant 1.1, 1.2;
(II1.2) Un troisiéme espace de Hilbert W
(IT1.3) Une application =: V> W, n€£(V, W).

On suppose

Ve:>o0, 3C(e) >0, Cte>o0, avec

(II.4)
|rulvZc|u[P+C()|ul?, VueVv.

W’ désignant Uantidual de W, on considére une famille d’opérateurs
définie pour t€ (o, T), soit

(HI.5) B(t)es (W, W) pour chague te (o, T)
et ’on pose
(I11.6) B(t; u,v) =<B)nu, mvd.

Le crochet désignant Uantidualité entre W et W'.
Nous faisons I’hypothése :

(1) 5 I >0, constante indépendante de t& (o, T),
-7
l [B(t; u,v) | Zpa | Tu|w|nelw, Vu,veV, Vitelo, T|.

Soit encore

(I11.8) a(ty u,v) vérifiant I.3,
avec pour simplifier 'exposé :

(MI.g)  Ja=a(T) >0, Rea(t;u, u)>aflu|?, VueV, Vte (o, T).
Enfin, soit

(1. 10) Me 2 (L* (H), L* (H)) de type local

vérifiant la condition de L*-régularité :

(I 11) Me £ (L2 (V), L*(V)).
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Proprime P|. — Etant donnés :
u,€H, feLlt(H) + L2 (V)
Trouver u avec

() wel®(H)nL: (V)
T T

(ii) f[a(t;um,cp(t))<u<t>,<p'<t>>]dt+fﬁ(t;Muu),cp(t))dt
= (2, 9(0)) +f (f(0), 9 (1)) dt,

Vg telle que o€l?(V), ¢'elr(H), ¢(T)=o.

TutoriMe 2.1II. — Moyennant les hypothéses 111.1 & II1.11 il existe
une solution unique au probléme P, vérifiant les conclusions du théoréme 1.1.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. 111 (ExisTeENcE). — 2.1. Systéme
approché. — Soit { w; | une base de V; on définit

m

(III. 12) U (1) :Zgim () w;

i=1

vérifiant

L% (Um (£), wj) 4 a (L5 un(t), wj) + (¢ Muy, (tj, w;) = (f (&), w;)
(1Lj<Lm)

(I1L.13) "
Um (0) :Z Aim Wi,
i=1
avec
(I11.14) Uy, (0) —>uy dans H lorsque m —+ 0.

D’apres le théoréme préliminaire du paragraphe 1 :

5 1l existe une solution unique a 111.13, avec

(11 15)
¥ u, €L (V),  w, €L (V).

2.2. Inégalités a priori. — En prenant le produit scalaire avec un(t)
dans III.13, il vient

(111.16) ;lu,,,(S) P+afs|] un (s) [|* ds

= lun @ P [ 1B Mun @), unto)) o+ [ 176, wn (@) s,
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d’ou, par utilisation de (III.4) :
Ve>o,
[ 1B M (@), o))

(IIL. 17) é}h[sz‘[ “ M uy, (o) “2 a'O'—i—C1(8)‘/0 |t () |? do

+C2(8)f'lMum(a) I|um(a)) Idc]a

(o = £ G,
Mais comme M€ £ (L*(V), L*(V)),
{ 1l existe m,, Cte > o,

(I11.18)
| M= mo | i

Ainsi par la technique utilisée au paragraphe 1, n% 1, 3, 2, nous allons
aboutir &

T
Fosap @+ (£ — ) [ fun@) | de
bsenm 2 0

T T 2 T
(MLag) { .£]un(o) P+ [ |u<a>|2da+y=<f |f1(a)lda> w1 [ 1@ e,

avec f=fi+ fs, fieLt(H), feeL2(V),

¢ choisi asses petit, +; constantes diverses.

De (III.1g9) par utilisation de l'inégalité de Gronwall, on déduit le
lemme (3.2) du paragraphe 1, n° L.

La démonstration de ’existence s’achéve alors sans difficulté, le passage
a la limite étant immédiat, M étant L2-régulier.

3. DEémonstrATION DU THEOREME 2.III (UniciTé. — La méthode
utilisée ici est une variante de [14] et de [28].

3.1. Soit

pe &(R), positive, paire, nulle en dehors de [— 1, + 1],
(111
(III.20) fp(t)dt:l.
R

Alors ‘

(IlI.2x) V¥ n>o0, t—>p,(t) =mp(mt) est nulle en dehors de [— ;;—, %]

et jouit des mémes propriétés que p
si X est un Hilbert,
(111 22) Vuel(R;X), T,u=pn,kuel(R;X).
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a

Introduisons

(IIl.23) Vre (o, T), 0,(t)= n<f——;—t> si te[f—f—l,‘r—l],

. 1
o S1 IXNT— —.
- n

3.2. Considérons une solution u du probléme P, correspondant ¢ u,= o,
f = o, et dans la formulation variationnelle de ce probléme, prenons

(11124) CP:<Pn,m:6nT;zn(0nu)a

ce qui est lotsible.

Alors par passage a la limite sur m, (m— ), on obtient aisément

(vour [14])
T T
(IIT 25) —f 0,0, ]u(e)? dt+Ref a(t; 8, u(t), 0,u(t))de

T
+Ref B(t; 0,Mu(t), 0,u(t)) dt=o.

Pour n - + = et par utilisation du théoréme de Lebesgue, il vient
Ve (o, T),

Q I|u(‘r) [M—Befta(t; u(t), u(t))dt—}—RefrB(t; Mu(t), u(t)) dt =o.

2 0

(111.26)

On déduit de
(MLa7) 2o Pt (a—emapn) [ Jule) | de
ém[@(s)f () e+ C o) [ 1Mo |l |dt],
d’out (¢ étant choist tel que & — > my . > 0)
T
1 2 2
(11 28) 7. ju(e)] éC(T>f0 (e | ds,

ce qui entraine u = o sur (o, T).
D’ou 'unicité.
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 23
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IV. — UNE CLASSE DE PERTURBATIONS
DE LA ¢ PARTIE PRINCIPALE A (f) ».

1. L’oriraTEUR M. — Les espaces de Hilbert V et H sont toujours donnés
comme au n° L.

Considérons une famille de formes sesquilinéaires k(t, s; u, v), définie
pour (t, s)€ (o, T) X (0, T), vérifiant les propriétés suivantes :

(IV.1) (1) A(t;s)€(o, T)X(0, T), k(t, s; u, ») est continue sur VXV;
(11) ko =Fko(T), Cte> o telle que

| k(2,85 u,0) | Z ko]l ] el V(¢ s)e(o, T)x< (0, T), V(u,v)eVxV;

(IV.2) Vite€(o, T), la fonction s—>k(t, s; u, v) est mesurable sur
(0, T), Vu,veV;

(IV.3) Pour presque tout s fixé € (o, T), la fonction t - k(t, s; u, v) a une
dérivée au sens des distributions mesurable en (t,s) et uniformément
bornée en s, 1. e.

ok
3 hik=k (T), ayec % (& sy u, ) | Zk(u)).|v] p.p-

(57 t)€(07 T)X(07 T)? Vu, (’GV;
(IV.4) Pour (t, s)€(o, T)X (o, T), la forme k(s, t; u, ¢) définit
K(t,s)eL(V, V).

Remarquons qu’aucune condition d’ellipticité n’est requise pour la forme
k(t, 55 u, 0).
L’opérateur M est défint par

(IV.5) Mu(?) :f K (¢, s) u(s) ds, Y uel” (V),

intégrale prise dans V'.

Alors
(IV.6) Me 2 (L” (V), L* (V")) est de type local et quasi temporel
2. Le ré&surtaT. — Soit
(IV..7) a(t; u, ¢) une famille de formes sesquilinéaires continues sur

VXV périfiant les hypothéses du théoréme 1.11.
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Alors :

TutoriMe 2.1IV. — Moyennant les hypothéses (IV.1) a (IV.7) et étant
donnés u, € D (A (0)), fe L*(H). \

Il existe une solution unique au probléme P, vérifiant les conclusions du
théoréme 1.11.

3. DémonsTrRATION DU THEOREME 2.IV. — Il suffit seulement de
montrer comment nous obtenons les inégalités a priori, le reste de la démon-
stration étant analogue & celle du théoréeme 1. I1.

Partant du systéeme approché (3.2), § 1, n° II, le point crucial est la
majoration du terme

K

(IV.8) D, (1) :|f Muy, (9), 4, (0)) do

or

(IV.9) (I)m(t):’[k(t,s;u(s),u(t))ds—-—f k(o,05u(o), u(e)) de

_flfck;,(a,s; u(s), u(c)) dsdo

et en utilisant (IV.1), (IV.3),

(IV.10) D, (1) < k(,{f | m (o) (| do [ (£) ] +f [| (o) [|2d0'§

+k,§fol|| o (5) u(foxn ttn, () | da->ds}.

| Weso, @)= sup (@) | +C ) ) [,
TE(W, /) 0

Ainsi

(IV.11)
( ou C (e, T) est une constante indépendante de t€ (o, T).

Nous aboutirons alors [au lieu de (3.11), § 1, n° IT] &
| [
vm 2 ’I/u 2 l
e o) o [ 14 ) 12 s

13 2
(IV.12) éc[“ w, ”e+f | f (@) |2 da'—l—f || @, (5) ”2ds],
0 0 )
ceci YV t€ (o, T), C= Cte dépendant de ¢ et de T
I (aucune condition n’est ici imposée a T!).
Ainsi
(IV.13)  up reste dans un borné de H**,
C. Q. F, D,
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§ 3. Approximations de type Mélé.

0. INTRODUCTION.

Nous allons utiliser, & propos du probléme P, (avec les hypothéses du
paragraphe 2 en ce qui concerne M et les espaces V, H) une méthode de
décomposition qui nous a été suggérée par R. Temam.

Nous employons des approximations de type Mélé, c’est-a-dire faisant
intervenir simultanément des approxzimations discrétes et semi-discrétes.
Une telle méthode est signalée a propos de problémes différents dans [27].

I. — LE PROBLEME EXACT.

1. HyrotuiEses. — Nous nous donnons deux espaces de Hilbert complexes
séparables avec
(I.1) Uinjection V — H est continue;

(I..) VcHcV', V dense dans H, V' antidual de V.

Soit a(t; u, v), t€(o, T) une famille de formes sesquilinéaires continues
sur VXV vérifiant

(I.3) les hypothéses du paragraphe 1, n° I.

Cependant, pour simplifier quelque peu I’exposition, nous faisons I’hypo-
thése de V-ellipticité suivante :

(I.4) Fa=a(T)> o, constante indépendante de t& (o, T), avec
(I.4) Rea(t; u, v) >al|ul|?, VueV, te (o, T).

Soit, d’autre part, une perturbation + M, avec

(I.5) Me £ (L (H), L* (H)) de type local

vérifiant U'une ou Uautre des conditions de régularité suivantes :
(I.6) M est L*-régulier;
(I.7) M est de type quasi-temporel.

Dans ces conditions :

2. DerinitiOoN. — Nous appelons le « probléme exact » le probléme P,.
La « solution exacte » est donnée, d’aprés les paragraphes 1 et 2, par le
TutorimEe 3.1. — Etant donnés u, € H, fe L (V') + L‘( ).
Il existe u (unique) avec

(1.8) uel® (H)ynL(V);

{ w () +A(t) u(t) + (Mu) (t) = f(t) dansN' p.p.sur (o, T);

u (o) = u,.

(I.9)
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II. — EQUATIONS ET FONCTIONS APPROCHEES.

1. Foncrions apprOGHEES. — N élant un entier, nous introduisons le
paramétre

I o, , . ,
(IL.1) k= destiné a tendre ultérieurement vers zéro.

Nous posons

pour n—o, 1, s N—1,
(1-2) an+’1§(u,, p) = ;f(n_mku(t; u,o)dt, YuveV
Yk
et notons
(11.3) a”+%€ﬁ (V, V) lopérateur défini par an+'15(u,, ).
D’apres (1.4) nous avons
(IL.4) Rea”"“%(u, w)y>oalul?, VueV.
Ecrivons maintenant :
(I1.5) f=fi+f,  fiel(V), fieL'(H)
et définissons
nald I (n+1) k
(I.6) o= 7(/”; Ji(t) de (n=o,1, ..., N—1).
Nous avons
(IL.7) j'll+%éV’ pour n=—o, 1, ..., N—1.

Nous allons maintenant considérer une décomposition particuliére de
Vopérateur M :

(I1.8) M=YM,.

n

Pour cela, soit

(11.9)  yn la fonction caractéristique de 1, = (nk,(n+1)k) (n=o0, 1,..., N—1).
Notant encore '

(I1.10) . Popérateur de multiplication par la fonction ..
Nous posons

(II.II) Mn:M°Xna

alors (I.4) a lieu.
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Par ailleurs, s1i u€ L (I, H), d’aprés le type local de M, on a

(1I. 12) tSlel? [ My w (8) | Z | Py a Mt juean << ] 7l k% U e anys
donc
(I1.13) : tsganu(t)]ép?élE[u(t) |
2. Eouations approcutes. — 2.1. Fonction ui.. — Nous définissons

par récurrence pour n =0, 1, ..., N — 1,

(1L 14) e
n+y 1 1 1
(IL.15) e ‘k— v - a’”‘?u“ﬁ_—_f”'?,
avec
(I1. 16) =t
etovurell (n=1,2n, ..., N—1) est précisé plus loin.

Pour u* donné dans H, il existe u' vérifiant (11.14), (11.15) d’apres
un résultat de [14].

1
. n+g , . .
Connaissant uw *, nous définissons la fonction u,; sur (o, T) en posant

1
(IL.17) uy (2) —u' pour tout t€[nk, (n+1)k].

2.2. Fonction usx. — Nous déterminons maintenant une fonction

de (o, T) - H, soit

(I1.18) o ' t—> top (L)

Comme solution du probléme de Cauchy :

Wy (8) + (Muus) (8) = fo(t) p.p. L€ |nk, (n+1)k[,
(IL.19) :

2

+
ugk(nk—f—o):un 2 (n=o,1,2, ..., N—1).

1
D’aprés le théoréme préliminaire du paragraphe 1, n° I, pour u' " * donné
dans H, il existe une solution unique & (11.19) dans Uouvert Ink, (n -+ 1)k,
qut est absolument continue, ce qui permet de définir

(I1.20) Usp (N 4+ 1)k — 0 = u"*! pour n=o, 1, ..., N—1.

Il est aisé de vérifier que les fonctions u,; et u.; sont bien déterminées
par récurrence de maniére unique.
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II1. InftcaLiTES @ priort.

Lemme II1.1. — Pour n=o,1, ..., N—1, on a l'tnégalité

12

n+ g n.+1 1)
u 4+ |u P—ut 2

pr K]

(1. 1) +ak”

Démonstration du lemme 111. 1 — Nous partons de (I1.16) en prenant

[T

n
le produit scalaire avec u

, d’out 'on tire

1
n—+ - 1 \

o T 1 1ot 1 1 1
(1. 2) 2Re<—-k—l, un+2>+2P\ea'l+‘~’<un+2, «"72) =2 Re fn+2, un+2)

apres multiplication par k et en observant que

N TN ot SV P
il vient

TR P (RN P SV Y P TR s P
et, compte tenu de

(111.5) A|f"+ H w3 é§|fn+

Nous obtenons (11I.1) et le lemme.

Lemme II1.2. — Pourn=o, 1,2, ..., N —1, on a les inégalités

n—.o—i (n+1)k
1m<t>|é[!u oo [ \ﬁ(s)lds}expw(t—nm,
nk

v(III.G)
tenk, (n+1)k(;
nat AR+ 1)k
(IIL.7) lu”“lé[\u 2’—'—2/ |f2(8)|d5] exp2pk.
. “nk
Démonstration du lemme 111.2. — Pour s €]nk, (n+ 1)k[, nous prenons

le produit scalaire avec u»(s) dans (1I.19).
Nous obtenons '

(L8) i () =2 Re(fi (), usk(9)) — 2 Re (Matss (3), e (9)),

puis, par intégration sur |nk, s[, il vient

(II.g) | tar (8) P — | sk (nk +0) 2= 2 Ref‘ (f2(9), usx(9)) do
nk

— 2 Ref (M, usr (@), s (0)) da.
nk
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De (IIl.g) nous déduisons, en notant que (II.13) reste vraie si I, est
remplacée par (nk, s) :

(HOI.10) [us(s) <L sup |usi (o) |
G € (nk,s)

= [u.;“n/f—&—o) —|—si.ptf.|u2/¢(a) |da’—+—9,f'[f‘_,(a') |da‘],
nk nk

d’out en prenant le sup en s€]nk, t[, t <(n-4 1)k, il vient, aprés simpli-
fication :

L T I3
(I.11) sup | us(s) | < [[ Usi (nk + o) ]—l—zf | fa(s) | ds +2p.[ | usi (8) | ds.
s E€lnk, nk J “nk

Ainsi, a fortiori,

(n+1)k

(I1.12) : Iu2k(t)lé|:lu2k(ll/{+0)|+2/ |f‘2(5)|d5J +2H£k|ltzk(s)ld8,

nk
Vienk, (n+1)A|

et U'inégalité de Gronwall donne (II1.6).
(III.7) s’obtient alors immédiatement de (III.6) en faisant tendre t

vers (n+1)k. D’ott le lemme II1.2.

Lemwme II1.3. — Pourn=o0, 1, ..., N — 1, nous avons U'tnégalité

(.13) Iu"+'léem[|ui+( [|f1 (@) & da) +of if(a)lda]

Démonstration du lemme 111.3. — De (III. 1) nous déduisons a fortiort

(1. 14) ’ |u"]—|—\//t

d’ou, en portant dans (I11.7):

41 n Z‘ U+% (’l+1)k
(11115) {lun IéK[]lt l+\/a\f 'l\"—f‘?[k 1f1(0')]d0']

(K=expopk;n=o0,1,...,N—1).

ll+

On déduit de (I1I.15) :

(I1.16) [ uret | Z Koot [uy |+ ) kﬂ_[v/g

r=o0

S f :+1)k\fz(c) | do].

Comme K> 1, 1l en résulte

|u0|+\//‘VJf'+'+22‘f‘,+1 ~a)|da}

(n=o0,1, ..., N—1).

] yn+1 I — Kn+1
(1. 17)
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Or, d’une part :

(111.18) (n+1)k=T = Krtt ZgbT

et, d’autre part :

n

2

r=0

f”%léﬁ(/ f 1A 1%,d>_ Cauchy-Schwartz),

éfr:wklfz(o) o= [ 1u(o) |

r=0

(III.19)

Portant dans (III.17) nous obtenons (III.13) et le lemme III.3.
Des lemmes II1.1 a4 II1.3 nous déduisons le
Lemme III.4. — Pour n=o, 1, ..., N—1, on a les inégalités

2 1
n+ =
—|—‘u 2 —un

(II1..20) Pas a5 2k £ 5
(Il 21) | ugr (2) 2L Gy Li(uo, fi, fo), telnk, (n+1)k,

ou les C; sont des constantes indépendantes de k, et ot U'on a posé
T T 2
(I1. 22) ‘L(uo,fhﬁ):[uoP—i—f | f1 (o) [%,d0'+<f [fg(a)[da>.

Il en résulte pour les fonctions approchées ux et u.x le

Lemume III.5. — Vk>o0:

(1) uyx reste dans un borné de L” (H) et dans un borné de L*(V);

(11) uax reste dans un borné de L"(H).

JV. — THEOREME DE CONVERGENCE FAIBLE.

D’apres le lemme III.4.
Il existe u; (v =1, 2) et une sous-suite k' — o, avec

dans L” (H) faible dual faible de L' (H),
dans L2 (V) faible;
Usp —> Uy dans L” (H) faible.

Ugp —> Uy {

Nous allons montrer le
Lemme IV.1.

(1) wi(t) =wua(t) (=w (1) p. p;
(ii) weL”(H)nL(V).
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 24
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Démonstration du lemme IV.1. — Tout revient & montrer le point (i),

le point (ii) étant alors immédiat.

(1) Sit€]nk, (n+1)k[, on obtient par intégration de (11.19)

Iv. 0 (8) —uu (8) = | M,u, d ; do,

(IV.1) sk (£) — ik (2) fnk s () °+fnkf(") :

d’ou

(IV.2) [ sk (8) — war (2) [ Z kpr | s le(H)""fk |f2(9) | do.
Comme

(IV.3) uax est dans un borné de L™ (H) et que f.€L'(H),
on déduit de (IV.3) : ‘

Pour t fixé, tenk, (n+1)k[,
(IV.4) { lim | e (£) — wss () | =0
Mais
V.5 La  fonction t—|ua(t) —uic(t)| est essentiellement
(1V.5) sur (o, T), indépendamment de k,

donc le théoréme de Lebesgue implique (par exemple)
(IV..6) okt 0 dans Lt (H) lorsque k- o
utilisant (IV.1), nous obtenons

(1v.7) GO =w() pp s, ) (=w0),

d’ou le lemme IV.1.

Nous allons maintenant vérifier le

Lemume IV.2. — w est la solution du probléme exact.

bornée

Démonstration du lemme IV .2. — Soit ¢ fixé dans (o, -T) et soit ¢ le premier

entier < ;—(
De (II.15) et (II.19) nous déduisons :

Pour g—o, 1, . ,p—l

1 (g+1)k (g+1k
u(’ — u'7+f A(s) usr(s)ds —f fi(s) ds,

(l+ NUEES (q+1)k
urtt—u + M, uy(s) ds .._f Sa(s) ds.
qk

(IV.8)
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Par addition des deux égalités (IV.8), puis par sommation sur g variant
de o & p — 1, nous obtenons

pk ok pk
(IV.9) u9+f A(s) usr(s) ds + Mroius(s) ds = u°—|—f [f1(s) + fa(s)] ds.

Mais, nous avons aussi

P+1 (p+1) & (p+1)k
u ?— u9+f A(s)ugr(s) ds :f Ji(s) ds,
(IV. 10) & Pk

ok () — P_’_%—I— ZM N ds = t A d.
w(8) — u fpk (e (s)) ds fpkf“) 5
et, par addition des deux égalités (IV.10), on obtient

wai (2) _up+f [A(s) s (5) + M, usg (5) ] ds
(IV.11) Pk

t (p+1)k

= [A©+ A+ [ () — Al ()]s
gk ¢

Enfin, par addition de (IV.g), (IV.11), il vient

Usp (8) + | A(s)war(s)ds + | Mus(s) ds
(IV.12) f f

t (p+1)k
:uo+f [ﬁ(8)+f2(5)1dS+f [fi(5) — A (s) i (s) ] ds.

Nous allons passer a la limite dans (IV.12), avec k=K', t étant fixé :

L’opérateur A(.) étant continu de L*(V)—L2(V’), et d’aprés I’hypo-
thése (1.6) ou (I1.7) faite sur M, nous avons :

t t
f A(s) uap (s) ds —>f A(s) w(s)ds dansV faible
(IV.13) ¢ , ¢ , lorsque k'— o.
f M () ds—>[ Mw (s) ds dans H faible
0 o

Comme
(IV.14) (r+1k'—t lorsque k'— o,

(r—+1)k

(IV.15) f [fi(s) —A(s)ww (s)]ds—o dans V' faible lorsque k'— o.
Des propriétés (IV.13) & (IV.15) et de (IV.12) il découle

lorsque k'— o, usp (8) - & (t), avec

(IV.16) :
&) = uo+f [f(s) —A(s) @ (s) —M & (s) | ds dans V',
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Comme s (t) > w(t) dans V faible pour chaque t&€(o, T) et que
|wai (t) |y, est essentiellement bornée sur (o, T), indépendamment de K,
nous déduisons du théoréme de Lebesgue :

T T
[ w0, 000 i [ (80,0 (0,

VeeV et Voec(o, T) lorsque k'~ o,

(IV.17)

mais, d’autre part,

T. ‘T
f (uspr ()5 0) @ (2) dt—>f (w (), v) o(¢) dt,

VveV et VYoel(o, T) lorsquek’—o.

(V.18)

Par confrontation des résultats (IV.17) et (IV.18) et compte tenu
de la densité de Clo, T] @ V dans L*(V), on obtient

(IV.19) & () =w(t) p.p.sur (o, T).

D’apreés (IV.16), on a

(IV.20) & (0) = uy

et, par dérivation au sens des distributions & valeurs vectorielles de Jo, T[— V',

(IV.21) &)+ A(t) ® (£) +~M®& (&) = f(t) p.p. sur (o, T) dans V.

Ce qui achéve de démontrer le lemme IV.2.
En résumé nous avons établi le théoréme de convergence faible suivant :

Tatorime 3.1I. — u désignant la solution du probléme exact, il existe
une sutte k' — o telle que :

(1) uww—u dans L™ (H) et L*(V) faibles;
(11) usr — u dans L(H) favble.

Remarque. — Les hypotheéses (1.6), (1.7) de régularité sur I'opérateur M
ne sont intervenues que pour le passage a la limite dans la démonstration
du lemme IV.2. _

Il serait intéressant de savoir si la conclusion du paragraphe 3, n° II
a lieu sous les hypothéses du paragraphe 1. Pour pouvoir répondre a cette
question, il suffirait de savoir approcher convenablement les dérivées
d’ordre fractionnaire. '
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§ 4. Equations d’évolution avec retard. Exemples

Nous allons appliquer ici les résultats des paragraphes précédents a des
exemples de problémes a retardement.

I. — RETARDS CONSTANTS.

Nous considérons deux espaces de Hilbert complexes séparables V et H,
avec VC H algébriquement et topologiquement (injection continue). ’

Nous nous donnons a(t; u, ¢) une famille de formes sesquilinéaires
continues sur VXV vérifiant les hypothéses-du théoréme 1.1.

Par ailleurs, soit une famille d’opérateurs B(t), avec
(1) Vi€(o, T), B(t)eL(V, V');
(i) 3= 3(T), Cte > o, avec
(L.1) |B@Ow, )| ZBlwll.[lel, Vie(o,T), Vu,veV.
Nous posons (°) le

Prosrime R,. — Soit {,> o fizé, f donné dans L*'(H) + L*(V').

Trouver u vérifiant

(I.2) W () +A() u(t) +B() u(t—1g) :f(t) p.p. dans V';
(I.3) u=—o pour t€]—%, of;
(1.4) uel?(V);
(I.5) w (o) =§&,, s donné dans H.
Tutorime 4.1. — Il existe une solution unique au probléme R, vérifiant

les conclusions du théoréme 1.1 sur (o, T).

Remarque 4.1. — Le probléme R, rentre dans le cas général du n° II
et se trouve donc résolu au n° II. v

Notons cependant que sa solution est immédiate et qu’il n’est pas
besoin de la théorie des paragraphes précédents pour le résoudre.

Démonstration du théoréme 4.1. — Notons que le théoréme 1.1 est valable
sans supposer V — H compacte lorsque M = o.

Par ailleurs, dans Jo, &[, (I.2) se réduit, compte tenu de (1.3), &
(L.6) W) +A()u(t)y=[f(1) (t€ (0, 70)).

Ce qui, joint au théoréme 1.1 (avec M = o), définit u=u’ de maniére
unique dans (o, T,) avec

(I.9) wel? (o, 7y; V) nL” (0, 7,H).

(%) Voir aussi Lattes-Lions [12].
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Dans (7o, 27,) (I.2) s’écrit alors

(1.8) u’(t)+A(t)u:—B(t)u°(t—ro)+j(t).

Comme, d’apres (I.1),
(I.9) t—>B(t) u (t —T,) estdansL?(7y, 2T,),
le méme théoréme 1.1 (avec M =o0) définit u=u' de maniére unique
dans (7o, 27), la donnée initiale de Cauchy étant ict

ul (to) = u® (7).

S1 T>21, on recommence jusqu’a atteindre T.

II. — RETARDS DEPENDANT DE I.

1. Le proBLEME. — Les espaces V et H sont donnés comme au n° I.
Soit une famille a(t; u, ¢) vérifiant !
(IT.1) Les hypothéses du théoréme 1.1 (resp. les hypothéses du théoréme 1.11).
Par ailleurs, soit une famille d’opérateurs B(t), avec
(1) Vte(o, T), B(t)e £(H, H) [resp. B(t) € £(V, H)];
(i) B> o, avec
(IL.2) IB()gl<=Blgl [resp-|B()g|<Bl 5]

Introduisons une fonction scalaire » telle que
(I1.3) t— w(t) définie pour t € (o, T) soit mesurable (°);
(I1.4) 1l existe to€(0, T), avec t — w(t)>o0 pour tE€(t,, T).

Nous poserons

(I1.5) — 7= inf [t—w ()]
te(0,1)

Considérons enfin
(11.6) geLi(—1, 0; H)  (resp.L(—1,, 0; H)].
Le probléme de retard le plus usuel est le
ProBrLimME R.. — Soit &, donné dans H [resp. dans D (A (o)]
feLt(H) +L2(V)  [resp. feL2(H)].

(*) Nous pouvons nous placer aussi dans le cas plus général de I'introduction (p. + +).
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Trouver u vérifiant

(IL.7) @) +A@)u@)+B)u(t—ow())=[f() dansV', p.p.te]o, T];

(11.8) u(t) =g() p.p.pourte[—1,, of;
(IL.g) uel” (H)nL2(V);
(I.10) u (o) =E&.

2. TutoriME 4.11. — Sous les hypothéses (11.1) & (11.6), il existe une
solution unique au probléme R..

Démonstration du théoréme 4.11. — On se raméne aux hypothéses du
théoréme 1.1 (resp. du théoréme 2.1I).

En effet, définissons M par

B(t) u(t—w(t)) st t€ (&, T),

(IL.11) Mu(t)=p.p o si t€ (o, ty).
Alors

(Il.12) Me£(L*(H), L*(H)) [resp. £(L"(V), L"(H))] est de type local

et quast temporel.

Soit, par ailleurs, f, avec

Bt)g(t—w(t)) p.p. st te (o, Ty,

(II.13) Ji(@) = ° st L€ (L, T);

dans ces conditions, d’aprés (II.2), on a

(IL.14) fieLt (H) [resp. L2 (H) ]

et, par suite,

~

(I1.15) F=f+ filt(H) +L2(V')  [resp.L2(H)].
Ceci posé, (I1.7), (I1.8) est équivalent & (11.8), (II.16), out
(I1.16) ' (t) +A () u(t) +Mu(t) =F(t) p.p. sur (o, T) dans V' (19).

Alors d’aprés le paragraphe 2, n® I1, les théorémes 1.1 et 1.1Is’appliquent.

3. REMARQUEs. — 1° Supposons par exemple que nous soyons dans les
conditions d’application du théoréme 1.1.
Alors :

Uapplication (%, g, f) — u est continue de

II.
(-x7) Hx<L! (— 1y, 0; H)y<[L*(H) +L2(V")]->L2(V) [resp.€(o, T; H)].

(*°) L’inconnue u du probléme R, est définie sur (— <, T). Dans (II.7) ou (II.16)
u est défini sur (o, T) et I'on prolonge cet u par u (f) = g () p. p. sur (— 7, o),
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3° Nous pouvons bien entendu ajouter & M une perturbation M, définie
par

t
(I. 18) M, u(¢) :f K (¢, s) u(s) ds,
ou
(I1.x0) (o0&l Tixo )
19 K(t,s)€£(H, H) [resp.£(V, H)],

avec k€L (R*) telle que
( VY (¢, s)€(0, T)x< (0, T), VueH (resp.ueV),

1I.

M20) VK (s syl zk(s) |u]  [resp. |K(z, )| Zk(s) [[u]].
Ainsi

(II.21) [ rMytt Loy <L | K L) | 70 Loy

et

M,e£(L”(H), L*(H))  [resp. £(L" (V), L™ (K))]
est de type local et méme quast temporel.

4. StaBiLiTé EN ©. — Il est facile de donner une condition suffisante
assez large portant sur les retards » permettant d’assurer la validité du
théoreme 1.11I.

Soit en effet {w,} une suite de fonctions vérifiant la condition (I1. 3)
et désignons par M, les opérateurs correspondants.

Faisons I’hypotheése :
(I1.22) w,—~o0 en mesure lorsque n — - o ;
alors

(I1.23) Vu fixzédans C(o, T; H); Mpu - Mu dans L* (H) fort.

En effet, comme il est loisible de supposer t - w,(t)>o0 p. p. ent€(o, T)
sans altérer la généralité, nous aurons

|Mnu—Mu|U(méﬁf L (¢ — wn(8)) —u(e) | dt,

(I1.24)
VnrnetVuece(o, T; H).
Posons
(I1.25) X3={t:te (o, T), w,(t)>0>0)

et désignons par
(I1.26) X% le complémentaire de X° dans (o, T).
D’apres (II.22),

(1.27) mes (X3) o, Vd>o lorsquen—>—+w,
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mais u étant uniformément continue sur (o, T) & valeurs dans H, on a

Ve>o, An(e), no(e) telsqueV o <<n(e) et Y n>ny(e), on ait

ZKaoﬁ, e (t— w0, (2)) — u(2) |é%,

(11.28) mes (X3) = VieX:,

avec sup |u(t)|<LK,,
L@
dout (I1.23).

III. — UN AUTRE EXEMPLE.

Nous allons appliquer ici le théoréme 2.1V.

Les notations étant par ailleurs celles du n° II, nous introduisons une
famille de formes sesquilinéaires continues sur VXV définies pour tER™,
soit ko (t; u, ¢), avec
(III.1) ¢t —>ko(t; u, v) est continue et bornée;

(I11.2) t—>ko(t; u,v) a une dérivée au sens des distributions dans
.2

lo, + o[ quu est mesurable et bornée.

Il en résulte :

3 K,, K,, constantes telles que
(IIL.3) [ ko (25w, 0) | =Ko [lul.[[¢]]

o) 2Kl e | YO Ve

Dans ces conditions, nous posons le

Prosrime R;. — Etant donnés g€L'(—, 0, V), E,€D(A,), fE€L?(H).
Trouver u€L?(—ow, T; V) vérifiant

(IIL.4) Ul woy=g P-D-;
(IIL.5) u(0) =E;

(II1.6) /(&) +A(t) u(e) +fl Ko(t—o)u(e)de=f(t) p.p.te(o, T) dansV'.

TutoriMmE 4. [1I. — Il existe une solution unique au probléme R, vérifiant
les propriétés suivantes :

1° La restriction de u & (o, T) est dans H™?;
20 y est continue de (o, T) -V fort;
30 L’application (&, g, ) — u est conitnue de

D(A(o))xLi(—ow, 0; V)xL2(H) - H>2,
Ann, Ec, Norm., (4), 1I. — Fasc, 2, 25



194 M. ARTOLA.

Démonstration du théoréme 4.111. — [(1I1.4), (IIL.5), (II1.6)] est équi-

valent a

(IIL.7) % W(t)+A()u?) —|—f K, (t — o) u(o) do = f(t) +p(¢) p.p- te(o, T),

u(o) :Eo,
ou
(IIL.8) p(t):—f K(t—0o)g(c) do;
(III.g) peL”(V), avec p'eL” (V).

Le second membre de (III.7) n’étant pas dans L?(H), nous ne sommes
pas tout & fait dans les conditions d’application du théoréme 2.IV. Notons
cependant que ce théoréme est encore valable dans les conditions actuelles.

Pour cela, il suffit de constater que les inégalités a priori [§ 2, (IV.12)]
restent valables.

Or
(I1I. 10) ff ko(s—o; g(0), U, (s)) dods

— f ko(t—a;g(a),um(t))da—f ko(—o;8(0), un(0)) do

—®

t 0
—f f ky(s—o0o;8(0), un(s)) dods =X, + Xo+ X;
0 — o

et
Ve>o,
[ Xy | ZKo |8t mw, v || un (2) || £ & sup, | m (&) [P+ C (') | & It i—w, 00115

(MT.1x) 4| Xs | Z Ko [g it —m0w [ &0 ] és’sse“((?” | tm (@) [P+ C(&') | & lts(—w, 0, )5

t
X0 Z K [t (5) [ 5] s
0

Par suite
12
(I1.12) We>o, f Re(p(s), u), (5)) ds<¢e sup [[un (o) |
) o SE(@©, 1)

[4
G [0 (8) [ s+ Ca | gl m v
0

d’ou le résultat.

IV. — PROBLEMES AUX LIMITES A ¢« DONNEES EPAISSES ).
1. PROBLEMES DU DEUXIEME ORDRE EN 2z. — 1.1. Application du
théoréme 1.1. — Soit Q un ouvert de R* suffisamment régulier.

Nous prendrons H = L*(Q) muni de la norme usuelle.
L’espace NV sera un sous-espace fermé de H* (Q) avec
(1.0) H) (Q)cVcH (Q).
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Nous rappelons (chap. 0) que la norme dans H*(Q) dérive du produit
scalaire.

1.1)  ((&, »)) = (u, ») +2 <g—£a j—;) [( , ), produit scalaire dans L2 () ].

Soit

n du 0¢
(1.2) a(t; u, ) = Zfoa,-,.(x, t)d—xjazidx

iL,j=1 =

- ou;
-+ fai (z, l)——’(_)dx—l—fa(w, t) uvde,
i% Q 0y o
ou, st Qr=QXx]o, TJ[,
(1.3) aijy @y, A €L (Qr) (i, j=1, ..., n).

Nous supposons vérifiée I’hypothése de coercivité :

n

(1.4) Re 2 ai;(z, )¢ ExéaZMi % a, Gte>o0, Vz€C p.p. dans Q.

i,j=1 i=1

Dans ces conditions, les hypothéses du théoréme 1.1 sont satisfaites

(voir [14]).
L’opérateur A (t) défini par a(t; u, ¢) sera

p) <« 0 0\ < p)
A (1) :A(x, t, a—x>:—2 bz(a,-,- (2, t) 9?,) —|—2a,~(ac, t) E?Z+a°(z’ t).
i,j=1 i=1

Soit Me£(L"(Q)), L*(L*(Q)) wvérifiant les hypothéses du théo-

réeme 1.1.

D’apres le théoréme 1.1, s1 f€L*(H) 4 L*(V’) et si Q est, par exemple,
borné et assez régulier,

A u, unique vérifiant :

uel!(V)ne(o, T; H)
(1.5) (avec, au sens des distributions dans Uouvert Jo, TJ :

a(t; u(t),v) +(Mul(t), ) +%(u(£), vy =(f(2), ¢),

u(0) =1u, (4o donné dans H).

On déduit de (1.5), compte tenu de (1.4),

A(m, t,i>u+Mu+3—L;::f dans Qr,

X

a .
u, d%ieL’(QT) (i=1, ..., n)

(1.6)
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et, en outre,
(1.7) p-p- u(t)eV.

La condition (1.7) n’étant une condition auzx limites que st VCH?(Q)
strictement.

Par ailleurs, si ¢ est dans V, on a d’apreés (1.6) formellement puisqu’aucune
précision n’est donnée sur Q et sur sa frontiére I'.

(1.8) fQ<A.<x, ‘ d%>u+Mu—|— %‘)adx:[(!f(x, £) v (@) da,

ce qui, d’apres (1.5), doit étre égal a

(1.9) a(t; u, v) + (Mu, v)+[<iu,>5dx, VveV.
“Jo \ ¢

Donc les conditions aux limites sont en général de deux sortes :
(1) wvérifie (1.7) [sauf V=H'(Q)];

, .
(1.10) (ii) /;Akx’ t d%g)u?dx:a(t,lh £), ), VveV.

Posons

0 N 9
PR _Z a;j (z, t) cos (n, x;) ;);1

i,j=1

(1.11)
(v, normale extérieure en x a I'),

alors, par utilisation de la formule de Green, [(1.10), (i1)] donne la condition

équivalente :

(1.12) i”'—(_)da:o, VveV (do, mesure sur T').
I dv,

Dans ces conditions :
1° St V= H;(Q), la condition (1.12) est toujours vérifiée et (1.7) donne

(1.13) u(z,t) =o pour ze€Tl, te (o, T),

condition de Dirichlet.

20 St V= H"'(Q), (1.7) est toujours vérifiée et (1.12) donne

(1.14) ﬂ:o pour xz€l, te (o, T),
dVA

condition de Neumann.

30 Si la frontiére I' est assez réguliére et si I'y est une partie de T de
capacité > o. Soit

(1.55) V ={ adhérence dans H! (Q) des v€ H' (Q), ¢|p,=o0}.
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Nous aurons des conditions aux limites mélées :

u(z, t) =o, zely, t€ (o, T),
1.
( 16) il_c.:()’ :Z’EI‘*I‘“ [E(O’ T)
dVA

M r’ayant pas été jusqu’ict explicité, le probleme de Cauchy considéré
est un probléme & donnée ponctuelle. D’aprés les no I a 111, nous pouvons
résoudre des problémes a données de Cauchy « épaisses ».

Par exemple, prenons (avec les notations du n° 1I) M€ £(L*(H), L” (H)),

avec
V uel” (H),

B() (ut—w(2) ~|—f K (s, ¢) u(s) ds, te (L, T),
(1.17) M 0
u(l) =

t
f K (s, t) u(s) ds ailleurs.
0

Pour g donnée dans L'(— 7,, o; L*(Q)), nous aurons

3 u, unique, avec :
vel!(—r, T; H),
u(z, ) =g(x, t) p.p.dans Q <] —1,, o[,
uvel*(V)n€(o, T; H),

(1.18)

?)—L;(x, t)+A<x, t,%)uﬂ—B(x, tu(z,t—ow(l))

-{—f K(z,s,t)u(z, s)ds=f(x,t),
u(x, 0) = u, (z) [uy donné dans 12 () dans Qr].

Les conditions aux limites étant suivant le choix de V (1.19) ou (1.14)

ou (1.16).

1.2. Une application du théoréme 1.1I. — Nous prenons ici

< du 0v
a(tyu,v)—=a(u,y)= —dz,
(1.19) ( ) (u, ) §1Adxz oz;
A(t) =A=—A.
Considérons des fonctions scalaires w;=o, 1, ..., n, avec
b b ) b

Pour i=o,1, ..., n:
(1.20) t—>wi(i) est mesurable sur (o, T),
duelo, T[, t—w;(t)>o0 pour telt, T|.
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Nous posons

(1.21)

—=1inf (¢ — w;(¢)), te (o, t;) (i=o,1,...,n),
— ry=inf(—1;),
i

Me£(L*(V), L"(H)) (H, V comme dans 1.1) est défini par

(1.22)

ou

(1.23)
Soit

(1.24)

Alors

(1.25)

Vuel®(V),

Sibi(@, 0) g (@, £ = 00(0) + b (@, ) ey £ 00 (1))

Mu (¢, ) =< t=1

si t—ow;(t)>o0

o ailleurs,
b;eL” (Qr) pour i(=—o0,1, ..., n).

& donnée dans L' (— r,, 0; V),
f donnée dans L* (H),
uy donné dans D (— A).

Juel!(—ry, T; V), avec :

(1) reueH=? [rpu, restriction de u a (o, T)];

() 5@, ) = Bua, 0) + Db, 1) (@, — ()
i=1
4+ bo (2, t) u(@, t — () =f(z,t) dans Qr;
(i) w(x, t) =g(x, t) p.p. dans & x| —ry, o[;
(iv) u(o, z) = uy(z), z €.

Les conditions aux limites dépendent du choixz de V comme dans 1.1.

1.3. Un autre exemple. — Dans les exemples précédents M est quast
temporel. Dans ce qui suit, ce n’est plus le cas en général.

Soit Q= Jo, 1[ pour fixer les idées.

On se donne deuz fonctions a valeurs dans R :

(1.26)

(i) ¢t > w(t) mesurable définie dans (o, T) vérifiant les hypothéses
du n° II.

(i1) (z, t) = (=, t) définie dans QX]o, T[, mesurable en t, une fois
contintiment différentiable en z, avec

Ve, oZy(x, t)Lx, Vie(o,T),

'%X(x, Z) lé)@> o, Yo indépendant de (z, t).
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Alors :
(1.27) Pour g donnée dans L* (L*(Q)), f dans L* (H) 4+ L*(Q,), uo dans L*(Q).

On a, d’apres le théoréeme 1.1,

Juelt(—ry; T; L2(Q)),
riuelr(Vyne(o, T; L2(R)),

(‘;—;(w, t) — g;i: (z, t) +u(y(z, t), t —w(t)) =f(z,t) dans Q.

(1.28)

avec :
(1)  u(o,t)=u(1,t) =o st V=H}(Q),

(i) Z—Z(o, t):%(l,t):o st V=H!(Q).

2. ProBLEMES D’ORDRE 2 m EN z. — () étant un ouvert de R", on prend
H = L*(Q). V est un sous-espace vectoriel fermé de H™(Q), avec :

(2.0) H2 (Q) cVcH(Q).

Dans le cas de Q quelconque, on prend

(2.1) a(t;u,v) = 2 fapq(x, t) DIuDry dx;
Ipllgl<m
(2.2) ap,¢€L” (Qg) resp. suffisamment réguliers en ¢).

S1 Q est un ouvert de frontiére I' bornée, variété indéfiniment différentiable
de dvmension n — 1, on prend

m—1

(2.3) a(t; u, v) = forme (2.1)+2<Tj(t) u, Y;v>;
j=0

@.4) 7,0y e elmm (@), 5 ("3 (1)),

avec

(2.5) (T () w9y, weHn(@), oeH" T (m)

étant mesurables (resp. suffisamment réguliéres en t);

KT @ s e =Gl wllwm@ll ¢l sy (o 2€( T (C;=Ce)
[resp- [<T) (&) w, 021 Gyl lum@| @ | ey - (Cj=Cte)].

°(r

(2.6)

On prend ensuite

(2.9) Me£(L*(H), L*(H)) detypelocal [resp. MGE(L“’ (V), L= (H))]
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vérifiant

(1) M est quast temporel ou L*-régulier dans le cas (2.1);

(2.8) {(11) M vérifie les hypothéses du théoréme 1.1 (resp. du théoréme 1.1I)
dans le cas (2.3).

Alors si a(t; u, v) est V-elliptique (resp. V-elliptique hermitienne),
on obtiendra l’existence et l'unicité de u vérifiant

d 7
2.9) {A<x, t d_x>u+ B_tu_'_Mu_f dans Qr,
f donnée dans L2 (H) (par exemple),
ou

(2.10) A6 5o ) =3 (= 07 D2 () ) D,
P9

avec condition de Cauchy ponctuelle,
(2.11) u(x, o) =u,(x).

Les conditions aux limites seront :

(1) Vappartenance de u a L*(V) [resp. L*(V)] st V== H™(Q);
2.
(2.12) (11)- fﬂ[A(x, t, %) u] pdx= a(t;u,v) pourtouty € Vsi V= H (Q).

On transforme encore (2.12), (11) par la formule de Green

m—1

(2.13) L[A(m, ¢ d%v) u]Fdx:/g;a/p(x, t) D7u D/’de+2<si(t)u, i,

j=0
ce qui donne

m—1

2<Si(t)u7 1) =o, VeeV danslecas (2.1),
(2.14) j=0

2<Si(t) —T;(t)u,y;v>=0, VveV danslecas (2.3).

Done, par exemple,

(2.15) % 1°si V=HP (), (2.12), (1) donne
DPu(x, t) =o, Vzel, te (o, T), |lpl<Lm —r;
20 1 V=Hm(Q), (2.12), (ii) donne
(2.16) {soit S;(t)u=o, VzeTl, te(o, T) (J=o, ..., m —1),
soit [S;(t) —T;(t)]Ju=o, Vzel, te(o, T) (Jj=o,...,m—1).

Comme dans le cas des problémes d’ordre 2 en z, on peut ramener au cas
considéré plus haut des problémes de Cauchy & données épaisses.
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Par exemple, résoudre

Al gs)ute o+ X (—0IDby (e, 0 Diu(e, t =0y ()]

li+jlLm—1
(2.17) + O%u(x, t) =f(z, t) dans Qq,
u(z, t) =gz, t) sur Q<] —ry, of, & dans L' (— ry, o; H),

u(z, 0) =uy(x),

les fonctions w;(resp. ro) vérifiant les propriétés analogues a (1.20) [resp.
défint par (1.21)], et les conditions aux limites dépendant du choix de V.

V. — RETARDS DANS LES CONDITIONS AUX LIMITES.

1. AppricatioN DU THEOREME 2.III. — Soit Q un ouvert de R" suffi-
samment régulier. On prend H = L*(Q). I" désigne la frontiére de Q.
L’espace V est un sous-espace fermé de H'(Q), avec
(1.0) H, () cVcH' (Q) injections compactes.

Soit

a(t; u, ")—2‘ fal/(x t)ddll ;Vidx—i—Z/(;ai(x, t).

(1.1) ij=1 i=1 "
?ﬁﬁdv—i—fao(x t)uv de,

ou, si Q= Qx]o, T,

(12) Qijy U,y ay € L= (QT)

Nous faisons encore I’hypothése de coercivité :
Yyp

n

(1.3) ReY ay (@, 1) L= a WG, o, Cle>o0, VG

ij i=1

Rappelons (cf. chap. 0) que

1
(1.4) siueH (), w|r=r,u est dans H* (T).
Posons
1 1
(1.5) W=H* ), W=UL )

et soit une famille d’opérateurs B, (t), avec
(1.6) Vie(o,T), Bo(t)er(Hf (), i 5(I));
(1.7) (1) ¢t—B(t; u, v) =<{Bo(t) You, Yo¥> est mesurable sur (o, T),
Vu, veH (Q);
(1) 3 Cte > o indépendante de tE€ (o, T) telle que
1B (&5 uy ) [=Clvone] g Y]

HE (I
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 26
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S1 les B, (t) forment une famille d’opérateurs différentiels tangenis a T,
alors on sait d’apres [14],

Ve>o, JC(g), Cte > o, avec

(1.8)
|Re (B (45 u, )| Zellu(P+Ce)| o]

Introduisons maintenant

(1.9) Me £ (L*(H), L*(H)) de type local.

Si M est L*-régulier au sens de M€ £(L*(V), L*(V)), nous avons droit
au théoréeme 2.111

Donc

du

Ju, uel”(L2(Q))nL2(V) vérifiant
(1.10) { a5 (2, 8) +A(z, Yu(z, t) +Mu(x, t) =f(xz,t) p.p. dans Q

et si, par exemple, nous choisissons :

1 (V= L’adhérence dans H'(Q) des v€H'(Q), ¢|;,=o0, ou I,
(t.11) partie de I de capacité > o.

Les conditions aux limites seront :
(1) u(z,t)=o0 sur 'y, t€(o, T);

(1.12) %(ii) 37‘1(,;’ )+ Bo(t)Mu(t, ) =0 sur I' — T}, tG(O; T).

Pour fixer les idées, prénons

u(t—w) sit>w,
1.13 Mu(t) =
(1.15) “(t) { 0 ailleurs, o, Cte >0, w<T,

alors pour V.= H"(Q), les conditions aux limites seront cette fois :

g;li(xy t) —=o, zel, te (o, w),
A

gvi(t, x) +Bo(t) u(t — o, x) =o, zel, te (w, T).
A

(1.14)

Nous obtenons ainsi la transformation d’un probléme de Neumann en un
probléme de dérivées obliques da retardement.

Remarque. — L’exemple considéré ici est relatif & des opérateurs d’ordre 2
en x. Il est facile (¢f. n°® 1V, 1.2) de donner des exemples de retard dans
les conditions aux limites par application du théoréme 2.III, pour des
opérateurs d’ordre 2 m en z.
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2. AppLicATION DU THEOREME 4.1II. — Soit Q un ouvert borné de R* de
frontiére I, assez réguliére,

(2.0) N =L2(Q), V sous-espuce fermé de Hm ()
(2.1) oy (Q)cVcH" (Q);
(2.2) a(t; u, v) = 2 fa,,,,,(x, t) DTuDPY dx.
VINTIET A
On suppose

(2.3) a(t; u, ¢) hermitienne, V-elliptique; -
(2.4) Les coefficients a,(x, t) suffisamment réguliers pour que a(t;u, ¢)
périfie les hypothéses du théoréme 1.11.

L’opérateur A (t) correspondant est

J
(2.3) A(t)y=A <x, t, %) :2(—— 1)’ Dl (a, q(x, t) DL).

s

On se donne encore :

m--1

(2.6) Vit>o0, A(t;u,v)= > f/{,,,,,(av, t) D7u Dre da + E T () u, v;o>,
- (
lphlgiem = 7=0

(2.7) (1) les coefficients k, ,(, t);

(2.7) (1) les opérateurs Tj(t)ef;’<H'"(Q), H~<m_l_'Z> (F)) sont suffisamment
réguliers pour que les hypothéses du théoréme 4.111 soient
périfiées.

L’opérateur correspondant est

(2.8) K0 =k (2, 1 5 ) =D (= 07 Dy (1, 0) D)
7-q

[tct aucune coercivité n’est imposée a k(t; u, ¢)].
Soit, par ailleurs,

ge]—‘l (_007 05 V)7
(2.9) E,eD(A(0)),
felz(H).
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Alors, d’apreés le théoreme 4.111, on obtient formellement
A u, unique dans L' (w0, T; V) vérifiant
u(x, t)y=g(x,t) p.p. te (—w, 0), x€Q,
u(xo, 0) =5 (@), z€X,

2. :
(2.x0) %u(x, t)+A<x, t,(%)u(x, £)

14
—!—f K<x,t——a,b%>u(x,a)da:f(x,t) dans Q.

Les conditions aux limites sont données par :

(1) Pappartenance de uw ¢ H™?;

(ii) jg;[A <x t,%) u]adx+f_;fg[1{<x, z,%) u]adxda

. t
(2.11) —a(t;u, ) +f k(t—oa;u,v)ds,

viu=vy;g  x€l', te]—w=,o.

Par utilisation de la formule de Green, (2.11), (i1) s’écrit

m—1 m—1

Z<A/(t) u, Yi6>+2<B/(t) u, ‘]’,’5>:0, VVEV, te (o, T)a

j=1 j=1

(2.12) ¢
Rj(t)u:f 1S,(t —a) —T,(t—o)|u(s) ds, te(o,T),

YU=Y;8, zel',” te]—w, o (j=o,1, ..., m—1).

Exemples. — 10 S1 V= H}'(Q), (2.11), (1) est toujours vérifiée et (2.11), (1)
donne D2u(z,t) =0, Vaz€l',t€(o, T), |p|<Lm —1.

20 St V= H"(Q), (2.11), (1) est toujours vérifiée, (2.12) donne
Yiu(z, t) =v,;8(x, ), zerl, t€]—o0, of,
(2.13) Aj(t) u(z, t) + / [Sj(t—o) —T;(t—0)]u(x,0) de =0, Vzerl,
( te(o, T) (j=o0,1, ..., m—1).

Nous avons donc ici un exemple de probléme avec données épaisses
dans les conditions aux limites.

VI. — RETARDS DANS LE TEMPS ET LES ESPACES.
1. Le proBLEME. — Soit I un espace de Hilbert complexe admettant
la décomposition
(1.0) J¢ — H,@ H,

P,, projecteur orthogonal de 3¢ -~ H,; P=1—P,. .
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Introduisons lopérateur de retard spatial
(1.1) . Re £ (5, 1)
et donnons-nous par ailleurs :
(1.2) Un espace de Hilbert V séparable dense dans H, VC HC H' injections

continues;

(1.3) a(t; u, v) une famille de formes sesquilinéaires continues sur VXV
V-elliptique vérifiant les hypothéses du théoréme 1.1;

t - w(t) fonction scalatre mesurable définie sur (o, T), avec :
(1.4) { () t—o(t)>o, t>t, t,€]o, T[;
(ii) — To= inf (t— 0 (1));

t € (0.t
(15) VOEL1(HO)7 gGL1(’_7070;H)5
(1.6) feLi(H), EeH.

Prosrime R. — Trouver U€L"' () vérifiant :
(I) PoU(t)=90,(t) p.p. dans (o, T);
(IT) st u=PU :

wW(@t) +Au(t)y+u(t—w(t)) +RU()) =f(t) dansV'p.p.,
w(o) =%, dans (o, T);

(ITI) u(t)=g(t) p.p. st t€(— 7y, 0).

2. Tutortme 4.VI. — Il existe U unique solution du probléme R, en
outre :

(IV) ueLl?*(V)nL*(H), u=PU;
(V) uec(o, T; H).
Démonstration du théoréme 4.VI. — Nous pouvons écrire, d’apres (I),

(2.0) U@) =P, U(t) +PU(t) =v,(t) +u(t) p.p-

et, compte tenu de (I), (IT), vérifie

(2.1) § Wty +A@)u(t) +u(t—ow(@)) +Ru(t) =f(t) — R (1),
] ( u(o)== p.p-t€(o,T),
ol

(2.2) ‘Ro,eLt (H) daprées (1.1) a (1.5).

Définissons M, par
u(t—w(t)) p.p-sit—o(t)>o0 (e t>t),

o ailleurs

(2.3) Mou(t)_—:§



206 M. ARTOLA.

et soit

(2.4) M=M,+ ®/H (R/H, restriction de ® a H).
Alors

(2.5) Me 2 (L* (H), L* (H)) est de type local et quasi temporel.
Posons

(2.6) f=r—@e— o,

ou

(2.9) ft) = &t —w(t)) p.p.sit€ (o, t),

o
Dans ces conditions,

(2.8) [(I), (III), (2.1)] est équivalent & (2.9),

ou

(2.9) { u (¢) +A ) u(t) +Mu(e) :_f(t) p. p. sur (o, T) dans V/,

u(o) ==

et le probléme se trouve résolu par application du théoréme 1.1 et les
remarques du paragraphe 2, n° II.

3. ExempLE. — Soit a€R*— {0} donné : ~

3.1) { 216:{11,|1/,6L2(R),u(x).:op..!).x<—a},
Hy=12(—a, o), H=1L2(o, +~w) identifiés a des sous-espaces de 3.

i |

(3.2) Ru(r)=u(r—a), Vuew,

on a

(3.3) R (9¢) = H.
Prenons

(3.4) V=H(Jo, +o[), A(t)=—A.

Pour f, g, v, & donnés vérifiant les conditions du théoréme 4.VI
[ 3VeL (&), avee :
PU (2, t) =vy(x,t) p.p. dans |—a, o[x]o, T,
w="PU vérifie
(3.5) M ) = A, 1) + (@, 1 — 0 () + Ue, —a, 0)
=f(x, t) p.p.dans)o, +w[x]o, T,
u(z,0) =uy(z), x&€lo, +wxf,

u(z, t) =g(x, t) p.p.dans|o, +wo[x]—1 0|
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Les conditions aux limites données par I’appartenance a H:(Jo, 4 [),
étant

(3.6) " u(o, T)=u(+4ow, t) =o.

§ 5. Problémes non linéaires.

I. — METHODE DU POINT FIXE.
1. AppricatioNn pu THEOREME 1.I. — On considére ici un espace de
Banach W, avec
(1.1) VcWcl;

(1.2) Toutes les injections sont compactes.

Dans ces conditions, nous savons d’aprés [14] et avec les notations
du paragraphe 1, n° I, que

(1.3) Vy>o, Uinjection 3}~ L*(W) est compacte.
Donnons-nous

a(t; u,v; w) une famille de formes sesquilinéaires continues sur VX'V
1. " dépendant de t€ (0, T) et de w € W, la dépendance en w n’étant pas
P _ ,la dép P
nécessairement linéaire,

vérifiant
(1.5) Pour u, v€L?(V), w dans L*(W), la fonction
t—>a(t;u(t),v(t), w(t)) est mesurable;
(1.6) Il existe une constante M > o indépendante de t et w €W,
la(t; u, o5 w)| ZM|Ju|l.|lv]], Vu veV;
(1.7) Real(t; u, u; w)>allo}?, a, Cte > o indépendante de t et de w € W
(1.8) St w,—> w dans L*(W) fort,

T
[t e @) —ats e, o), w (@) diso

lorsque n—~ -+, u fixzé dans L*(V), uniformément pour ¢ dans un borné
de L*(V). '

On introduit les opérateurs de perturbation M; (1 =1, 2), avec

(1.9) M, e £ (12 (W), 12 (W));

(1.10) M, vérifie les hypothéses du théoréme 1. 1.
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Nous pouvons maintenant énoncer le

Tatorime 5.I. — Les hypothéses (1.1) a (1.10) étant satisfaites et

moyennant u, € H, feL'(H) 4 L*(V’), il existe u€L*(V)NL"(H) vérifiant

T T
f[a(t;u(t)cp(t);Mﬂuu»—(u(t),cp'(t))]tdt+f (Mo (2), o (2)) de

T
(1.11) :(uo,cp(o)+f (f (1), 9(2)) dt

pour tout 9el?(V), ¢'el:(H), ¢(T)=o.
Démonstration du théoréme 5.1. — Pour w donné dans L*>(W), on applique
le théoreme 1.1, avec a(t; u, ¢) remplacé par a(t; u, v; My w(t)).
Compte tenu des propriétés de compacité (1.2), (1.3) et par application

du théoréme du point fixe de Schauder-Tychonoy [7] [ce qui est loisible grace
4 (1.8)] on obtient la conclusion du théoréme 5. 1.

2. ArrricatioN pu THEOREME 1.II. — Les hypothéses spatiales étant
celles de I’alinéa précédent, on se donne :

(2.1)  Une famille de formes sesquilinéaires a,(t; u, ¢) continues sur VXV,
hermitiennes, uniformément V-elliptiques vérifiant les conditions
de régularité requises pour le théoréme 1.11;

(2.2) ai(t; u, v; w) famille de formes sesquilinéaires continues sur VX H
vérifiant (1.4);

(2.3) Il existe une constante C, > o, indépendante de t et w telle que on ait

la,(t, u, v; w)| ZCyllul.|¢] (u, v) e VxH;

(2.4) au(t; u, ¢, w) vérifie (1.8) [uniformément pour ¢ dans un borné

de L*(H)].
On introduit
(2.5) M,e£2(L"(W), L*(W));
M., vérifiant les hypothéses du théoréme 1.11.

Dans ces conditions, on a le

Tutorime 5.II. — Moyennant :

(1) uo€D(A(0), feL*(H);

(11) les hypothéses (2.1) a (2.5),
il existe u unique [p.p. égale & une fonction continue de (o, T)+> V]
vérifiant :

1° ueHH"’;

20 Vi€ (o, T), u(t)€D(As(t), u(o) = us;

Aocgt) u(t})l—l— At Muuw(®)] w(t) +Mau(t) + u'(¢) =F(t) p.p.
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Démonstration du théoréme 5.11. — 1° Pour we&€ L™ (W),

a(t;u, v) =ay(t; u, v) +a, (t; u, v; My w(t))

vérifie les hypothéses du théoréme 1.11I (cf. § 1, remarque 5.2).
(2.6) Nous avons donc JueH*NC(o, T; V) vérifiant
Vitelo, T}, u(t)eD(Ay(2)), u(0) = uy,
Ag () u(t) +A (& Myuw (2)) u(t) +Myu(t) +u' (t) =f(t) p.p.dans H.
20 Montrons maintenant le
LemumEe b.1. — L’injection H™*— L" (W) est compacte.

Démonstration du lemme 5.1. — Si u est dans un borné de H™®, on a
par Cauchy-Schwarz

1

2.7) Iu(t-)—u(t')lé(t—t')%<fTIu’(t)I2dt>2, oLtLtZT

et u décrit une famille équicontinue de C(o, T; H); done
(2.8) H=2> (0, T; H) est compacte.

Soit {un} convergeant faiblement vers zéro dans H™*® Cette suite qui
converge faitblement vers zéro dans L*(V) par hypotheése converge fortement
vers zéro dans L"(H), d’aprés ce qui précede.

Comme

(2.9) Vea>o0, FC(e)), -avec |Jun(t)|lwei]wm ()] +Ci(e)|un(t)l,
on en déduit

(2.10) Ve>o, TAm(e) tel que ¥ n>n,(¢), on ait || uy,(t)||lw<<e,

d’ou le lemme 5. 1.
30 Soit Uapplication non linéaire
(2.11) wi>u=y(w), deL”(W)-H=2
Lorsque w décrit L™ (W), u reste dans un borné de H*?, donc d’aprés le

lemme 5.1 dans un compact de L”(W). Par conséquent, en admeitant
provisotrement le

Lemme 5.1I. — Si wn—w dans L™(W), alors un=7(wn) converge
vers u =y (w) dans L" (W) fort.

Il suffit d’appliquer a y le théoréme du point fixe de Schauder-Tychonoy
pour obtenir le théoréme 5. 11.

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 27
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4° Démonstration du lemme 5.11. — Posant ¢, = un—u, on déduit
de (2.6) : ‘
(2.11) Ao (8) em () +{A (5 Myw,) — A, (£ My w)}u(t)

+A1[t; M1 Wm] Ym (t) -+ M2 Ym (t) -+ V;n(t) =0,

d’ou [en prenant le produit scalaire avec ¢,,(t) et en utilisant des méthodes
analogues a celles utilisées pour le théoréme 1.11]

Sen @ (1= B0 [l de 20 + G [ Jento) | de,

(2.12) ¢ , ,
Um (2) :f (a1 (a; u(a), v, (9); My Wy (9)) — @y (05 u(9), ¥y (a); My w (0))] do,

.Cy, Cte > o ne dépendant que de T.

Ainsi par Gronwall :

(2.13) [} 0 () [P Ca (T, To) i (Ty),

ot T, est choisi de maniére que 1 — %EToéo; C, (T, To),‘ Cte > o dépendani

de T et T,. |
Or, d’une part comme M€ £[L" (W), L*>(W)],

(2.14) St wp—>w dans L™ (W) fort, alors Mw,—~ Mw dans L*(W) fort,

et, d’autre part,

(2.15) ¢, est dans un borné de L. (H), V¥ n.
Donc, par (2.4),

(2.16) Yn(Ty) >0 lorsque m -+ o,

et, par (2.13),

(2.17) ¢m—>o0 dans L7(V), donc dans L*(W),

d’ou le lemme 5.11.
3. ExempLE. — On prend
(3.1) H=1:(Q), HMQ)cVcHn(Q), W=Hm1(Q)
et ’on suppose
(3.2) Hm (Q) > Hn1 (Q)  compacte.
Ce qui a lieu si

(3.3) Q est borné de frontiére assez réguliére (**)

(') On peut supposer « © borné quelconque » si V = H{* (Q).
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Pourwe H"* (Q), D" & désigne ’ensemble des dérivées d’ordre < m — 1
et N est le nombre de ces dérivées.
On se donne

(3.4). pg i (2, 8, 5) > apg (2, £, 3), lpllgl<Lm

une application de QX (o, T)X G —~C mesurable en (x,t) pour z fixé,
continue en z pour (x, t) fixé,

avec

(3.5) Qpy (2] t, 0) = o0, [, (2, t, z)| <M.

Dans ces conditions, la forme sesquilinéaire (en u, ¢)

g |e@Gurm= 3 fgaw,t,D~l~1w<x>>D¢u(x>medx,

lphilgl<m

u, VGHHZ(Q), WEH"“”(Q)

est continue sur VXV et vérifie les hypothéses (1.5) a (1.8) (**) silon fait
I’hypothése de coercivité sur V :

(3.7) Rea(t; o, 05 w) +|ePPXxd|e|?, a>o0, VreV.

Soit, par ailleurs,

3.8) t—>w(t) une fonction scalaire une fois contintiment dérivable
vérifiant les propriétés suivantes :
§3t0e]o,T[, avec t—w(t) >0 Sit>t,,
(3.9) — o= inf (t — w (2)), te (o, ty),
l [1— o' ()| >wy>0, Vi€ (o, T).
Alors :

(3.10) A u unique dans L*(V)NL"(H), vérifiant :

d%u -+ 2 Diap, (x, t, D" u(z, t —w(t)) Diu=/f p.p.dans Qx]o, T[,

Iphlgt=m

f donnée dans L*(H) 4 L*(V');

u(o, z) =uy,(z), uy,donnédans H=L2(Q);

"’(ta x):a(ta x) PP tE[—‘L’O’ 0]7 xeg,
g donnée dans L?(— =,, o; W) (donnée épaisse).
En effet, on définira M€ £(L*(W), L*(W)) par

u(t—w(t)) sit—w(t)>o0, - uel2(W),

o ailleurs

(3.11) Mu(t) =p.p.

(%) Pour (1.8), le résultat est da a4 Gagliardo, voir [14], p. 214.
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et ’on remarquera que
(3.12) Pour tout we€L*(W), avec w(t)=g(t) p.p. st t€(— 1y, 0), on a

a(tyu,v; w(E—w(t))) =a(t;u,v;Mw () +a, (¢; u,v),

a(t;u,v; g(t—ow(r))) sit€(o, ),

a, (t; u, v) = .
0 ailleurs.

(3.10) résulte alors du théoréeme 5.1 appliqué avec M,= M, M.= o.
Les conditions aux limites dépendent comme dans le paragraphe 4, n° IV.2
du choix de V et ne sont pas explicitées ici.

II. — M#tHODE DE GALERKINE.

1. Le proBLEME. ENnoncE pu rEsurtaT. — Nous nous donnons deux
espaces de Hulbert complexes V et H et un espace de Banach réflexif W,
tels que V et W soient tnclus dans H, les injections étant continues.

Nous supposons que VN'W est séparable, dense dans V, dans W et dans H.

((u, #)) et ||ul| [resp. (f; g) et |f|] désignent le produit scalaire et la
norme dans V (resp. H); || u|lw désigne la norme dans W.

Identifiant H & son antidual, X' désignant 'antidual de X, nous avons
alors les inclusions suivantes :

{ VAWcVcHcVc(VAW),
(1.0)

VAWcCcWcHcW c(VAW),

injections conlinues, chaque espace étant dense dans le suivant.
Donnons-nous une famille de formes sesquilinéaires sur V, soit a(t; u, ¢),
t€(o, T) avec
(1.1) t—>a(t;u,v) estune fonction mesurable, ¥ u,v€V;
(L.2) Ja(t;u, o) | ZGCollu]l.lv], Cy, Cte>o0, Vu,veV p.p.te(o, T);
Rea (t; u, u) > aful?, a, Cte>o0, VueV p.p.te(o, T),
(1.3) A
[ 1], semi-norme sur V telle que (|w |2+ [u]?)* ~ || u]).
Pour presque tout ¢, A(t) désigne 'opérateur linéaire appliquant V
dans V' défini par

(14) <A(t) lt,V>:(L(t;l(7 ")7 Vu, "’EV(\W,

ou < , > désigne I'antidualité entre VAW et (VAW)".
On sait que, grace a (1.1) et (1.2), application w+> A(.) u est continue

de L2 (V) > L2 (V).
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Nous nous donnons encore une famille d’opérateurs (non linéaires) B(t),
t€(o, T) qui envoient W dans W', avec :

(1.5) Pour presque tout t, B(t) est continue des sous-espaces de dimension

finte de W dans W' faible;

1.6 Re{B(t) u—B(t) ¢, u—v¢>>o0,
(1.6) VuveW p.p.te(o, T) (hypothése de monotonie);
(1.7) , Red D (¢) u, )+ Bo| | By || w|%s
7 VueW p.p.te(o, T); Bo>o0,PB>0 (1<p<+wx,pdonné);

(1.8) St ueLl?(W), alors B(.)u€L”(W) et lapplication u—>B(.)u
envote les bornés de L’(W) dans les bornés de LY (W') et est
faiblement continue des droites de L’(W). \

Nous introduisons maintenant une perturbation M avec

(1.9) Me £ (L”(H), L*(H)) detype local

et pour simplifier, nous supposerons
(1.10) M quast temporel.
Dans ces conditions, on considére le
ProsrimME P 3. — Données : u,€H, feL'(H)+4 L*(V') + L*(W’).
Trouver u, avec
(1) ueL”(H)nL*(V)nL”(W);
(1) w'(2) + A1) w(t) + B(0) u(t) +Mu(t) =f(t) p.p-;
(111) u(0) = u,.
Nous allons établir le théoréme d’existence et d’unicité suivant :

Tutorime 5.III. — Sous les hypothéses (1.1) a (1.10), le probléme P 3
admet une solution unique.
La fonction u est (p. p. égale &) une fonction continue de (o, T) -~ H qut
vérifie Vi€ (o, T) Uégalité énergétique :
L

(I Iu(t)]"—l—zRef a(s; u(s), u(s))ds

0

+2Refl<B(s) u(s), u,(s)>dS+zl'{eft(Mu(s), w(s)) ds

=|uw >+ 2P\ef {f(s), W (s)>ds.

Remarque 5.1. — Le théoréme 5.11I qui est une généralisation du théo-
réme 1.1 est dG pour M = o a Lions-Strauss [20].
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2. DimonsTrRATION DU THEOREME b.III. — Notons que

(2.0) Quitte a remplacer f(t) par f(t)—B(t)o, on peut supposer
B(t)o=o. :

2.1. Unicité. — S1 u et v sont deux solutions distinctes du probléeme 5. 11,
(2.1) w=u— .
vérifie

s w (o) =o,
(2.2) 1 (W), w(t)) +alt; w(t), w(t))

+ B@)u(t)y —B@)e(t), w(t)) + (Mw (), w(t) =o.

Compte tenu de (1.3) et (1.6) on déduit de (2.2)

(2.3) w@praf Ju@pd< [ 1M (@), w@)|ds,
d’ou, en utilisant le caractére local de M,
(2.4) |W(t)|~z<C(T)f W (o)t ds,  C(T), Cte > o.
Ce qui implique W = o.
2.2. Existence. — (1) Le systéme approché : Soit w; (j =1, 2, ...) une
base de VN'W.
Posons
('27) lim(t) :Zgilll(t) Wi,

i=1

les gin étant solutions du systéme

%(llm(t), WI) —|—(l(t, l(,,,,([), W/-)
+(B(t) um(t)7 @V/‘)—F(l\'lum(t)’ W/):(f(t), W/) (“) (Iéjém)’

&Sim (0) = Qim,

(2.8)

les a; étant choists de maniére que
(2.9) 2 Aimwi->uy  dans 1 fort lb/'sque m—> o0,
i=1

Grace a I’hypothese (1.5) et du fait que A(.)+ M est de type local,
on voit en opérant comme pour le théoréme 1.1 que la solution u, du
systeme (2.8) est définte localement [c¢’est-a-dire qu’il existe un intervalle
(0, 8»)C (0, T) dans lequel u,, est définie]. Nous allons voir en établissant
des inégalités a priori qu’en fait ¢, = T.

(*¥) Onnoteici( , )lantidualité entre VAW et (VnW)".
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(11) Inégalités a priori : De maniére habituelle, nous obtenons
(2.10) [up(t) P+ 2 Ref (A(0) up (o), uy (o)) do+ 2 Re[ (B(o) usn(0), un (o)) do

= | un(o)*2 Ref Mu,, (o), u,, (7)) do+ 2 Ref (f(o), up(c)) do.
Or

¢ .
(2.11) | — 2Ref Mu,, (o), u, (o)) do
0

14
=38 sup |uy (o) 2+ '}’of | (o) [* do
TE(0,¢) 0

et en écrivant :

(2.12) { S=h+ S+ S
' fieli(h),  felr(V),  fiel/ (W),
on a
[ i@ o)) de| 6 sup [ (@) £ [
f (f2(3), tn(a)) da éﬁf | 2 () | do 4 a ] fo (B v,
(2.13) {7, b
f (‘/;5(6)7 w,(a)) do éaRef B(a)u, (a), U (o)) da

~+ 3 sup |uy(o)*+ Y3{”f3 “I/:rl"(wf" | fs ”EP’(W')}
ce (0,0

[ on utilise ici (1.7)] (vi= Ctes).

Choisissant ¢ assez petit, il vient

[wm (8) 2+ [ [t (@) |]* do+ Ref (B(¢) up (0), un(a)) do

(2.14) éw{]um(o)}“—r— K(f) +f |t (@) dd}’

o K(f) = || fullEean =+ 1] o[£ v+ L fs Er own =+ [ fs (1B ow-
Ainsi
(2.15)  un reste dans un borné de L”(H)NnL*(V)nL?*(W).
(111) Passage d la limite : De (2.15) on déduit) :
(2.16) Il est possible d’extraire de { u..| une sous-sutte { u, } telle que

dans L2 (V), L» (’W) JSaibles et dans L* (H),
dual faible de L' (H),

R(.)u,—y dans LV (W') faible.

Uy—>u

Comme M est supposé de type quast temporel, on voit en raisonnant comme
au paragraphe 2 que u vérifie au sens des distributions de (o, T) - (VNW)]

(2.17) W+ At)u+Mu—+y=1f
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En utilisant le procédé de Minty, il en résulte (voir [20], p. 93)
(2.18) 2 () =B(t)u(t) p.p.te(o, T).

L’égalité énergétique annoncée résulte encore sans changement notable
de [20], c’est pourquoi nous ne la démontrons pas ici.

Remarque 5.11. — Des considérations précédentes, il résulte que sil’on
se donne
SfeLt' () + L (W),

le théoréme 5. 111 reste valable avec A (t) = o, la solution u étant dans

L= (H) AL (W).

Remarque 5.111. — 1l est, bien entendu, possible de considérer une
variante non linéaire (du type précédent) du théoreme 2.1V. C’est-a-dire
avec perturbation de la parive principale linéaire A(t) par un opérateur

Me £(L"(V), L* (V") vérifiant

(2.19) M w (¢) :f[K(t, s)u(s)ds, WueL” (V).

Par exemple, si

(2.20) f est donné dans L*(H);
(2.

(2.22) B(t) vérifie les hypothéses du théoréme 5.111 et, en outre,

21) a(t; u, v) vérifie les hypothéses du théoréme 2.1V

Re (B (¢) u(t), u' (t)) = :Z—th[u(t)J, avec  Collu (8)||p < Bl (£)] < Col) w () ||,

alors

(2.23) Ju unique solution du probléme P 3 [correspondant aux hypo-
theses (2.20) a4 (2.23) avec u€L”(VNW), u'€L*(H)].

Ce qui résulte, par des méthodes analogues a celles du paragraphe 2, n° IV
et du paragraphe 5, n® II de 'inégalité a priori :

t

[ (@) o, (01 [ 0 (0 [ =K (0 /)€ [ [0
(2.24) ! [’ 0
/ K )= C s s+ 10 e
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Iei Uhypothése A (t) o semble indispensable pour réussir par cette
méthode.

3. Exempres. — 3.1. Cas de la partie principale linéaire. — Soit Q un
ouvert borné de R” de frontiére I' et soit H = 1.*(Q).

On prend
(3.1) V=H!(Q), W=L(Q)nL (Q);
(3.2) [l liw=lu o+ wro;

a(t;u, ) :Z f(‘)ai(x, t) D;u(z) Dy (z) dx,
i=1 =

(3.3) 9 ’ »
= g les fonctions a; (x, t) sont dans L* (Qy), Qr=Q x]Jo, T,
Rea;(x, t) >a>o0;
B (¢) = Best défini par
(3.4)

(B(t) u, v) _—_f lu(x) |P2u(z) v (x) de, Y u,veW.
Q f
On vérifie facilement que B satisfait les hypothéses du théoréme 5. I11.

Prenons w comme dans ’exemple du paragraphe 4, n° I, et soit

f donnée dans L'(L*(Q)) 4+ L*(H~*(Q)) 4+ L”(W') (p>1);
(3.5) ¢ g donnée dans L'(—,, o; H), 7, défint comme dans § 2, n° II
£, donné dans L*(Q).

Alors :
3 « unique vérifiant :
u' (x, t) ——ZDz[“i(x, O Dz, t) )+ ulx, t) |P72u (x, )
i+41
(3.9) +u(z,t —w(t))=[f(z, t) dansQy,

w(x, 0) =FE (), r€Q,
u(z, t) =g (x, t), xr€e, te] — 7, 0],
u(x, t) =o, (z, t)el'x<]o, T[;

Condition aux limites de Dirichlet non formelles si Q est asses régulier.

Remarque 5.1V. — 1l est possible de reprendre dans ce cadre les exemples
du paragraphe 4.

3.2. Cas de la partie principale non linéaire. — Soit encore  un ouvert
borné de R de frontiére I'; Q= QX ]o, TJ.
Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 28
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On prend
3.7) H=12(Q), V=H;

(3.8) W={u|luel?(Q), Diuel?(Q),i=1, ..., nj;

1

(3.9) Hu“w:<[u|§(g)+2fq|1)iu(x) |z’»dx> ;

B(¢t) =B defni par

(3.10) " N
(Bu, ) :Z f |D;w () |P2Du(x) Div(x) de, Y u,veW.
i=1 Q

Alors avec
o donné comme dans le n° 3.1 précédent,
(3.11) Sebl (L2 (Q)) +~ L7 (W,
gEL (— 7, 05 L2(2)),
on a
Juel®(L2(Q)), Duelr(Q;) (i=1, ..., n),

u'(z, t) _EDi| D,u(z, t) |P2Diu(z, t) + u(z, t — () = f(x, t) dans &y,

i=1

(3.12)

avec les conditions initiales :

(3.13) {“(xv 0) =% (2) (zeQ),
. | u(z, t) =g (x, ), (2, 1) €Qx]— 14, o

et la condition aux limites (formelle) :

(3.14) EI Diw(x, t) |P2Du(x, t) cos (v, ;) =o surl'x (o, T)
i=1

(v normale).

III. — EoquaTioN DU TYPE DE « LEVIN-NOHEL » GENERALISE.

0. InTrODUCTION. — Dans le cas scalaire ordinaire, Hale, Levin, Nohel
ont étudié les solutions d’un type d’équation intégro-différentielles que
Pon rencontre dans les applications dans I’étude des réacteurs nucléaires
(cf. [10], [13]). Nous pensons qu’une généralisation de telles équations au
cas opérationnel présente un intérét en lui-méme sinon pour les appli-
cations.

Pour ne pas alourdir, outre mesure, ce travail, nous ne nous sommes

pas placé ici dans la situation la plus générale. Cela sera fait dans un article
ultérieur.
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1. Le proBLEME. — Soit Q un ouvert de R", de frontiére I'.
A est 'opérateur auto-adjoint dans L?(Q) = H de domaine

(1.0) D(A) = H2 () nH! (Q)

donné sur D(A) par
(1.1) Ap=—A4A¢, VrveD(A).

On considére une fonction scalaire

Lty (¢)
définie sur (o, T), avec
(1 2) YEC‘”(O, T),
’ (—1kvh () >0, te(o, T).

ProsLEME P 4. — Soit p>1, p=7¢ +1, &= QX]o, T]
Trouver u avec

(1.3) wel[L*(2)]nL[H} (2)]AL[Q]]

périfiant (dans un sens généralisé)

L
4.4 ‘ W (z, 6) —Au(x, t) + [ vt —o)|u(x, o) |~ u(x, ) do = f(x, t) dans Qy,
<4 l <0

w(x, 0) =u,(x), u(x,t) =o, (z, t) el < (o, T),
f et u, sont donnés respectivement dans un sous-espace de L'[L* (Q)] et de L* (Q).

Remarques. — 1. 1l s’agit d’un probléeme de Dirichlet non formel si Q est

assez régulter.

1 1
f—}———,:I,

2 Wl () + L (@) + 1@,

~

donc, d’aprés [20], u est (p. p. égale &) une fonction continue de (o, T) > L*(Q)
et la condition u(x, 0) = u,(z) @ un sens p. p. en x.

3. L’équation du type Leyin-Nohel scalaire est
w' (1) +./‘ Y(t—a)g(u)du=o,

ou y vérifie (1.2) et g est une fonction monotone convenable (voir [13]).

Le travail de Hale (voir [10]) concerne un probléme de retard pour une
équation du méme type mais plus générale.

2. THEOREME D’EXISTENCE -ET D UNICITE. REGULARITE. — Nous
supposons

(2.0) H' (2) cLr (Q) (injection continue),
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condition qui a lieu (Sobolev [26]) pour Q suffisamment régulier avec p
et n tels que

n>3, ! > i
(2.1) — p+1""2 m
n=a, p quelconque.

Nous allons démontrer les

TutoriMe 5.1V. — Les hypothéses (1.0) & (1.2) et (2.0) étant satisfaites
el moyennant
(2.2) { u, €L (Q) L7 (Q),

SeL[H ()],
il existe une solution unique au probléme P 4.

Tutorime 5.V. (Régularité). — Les hypothéses étant par ailleurs celles
du théoréme 5.1V, on prend

u, € HY (),

(2.3)
ferm @) o |

/el ()],
JeLi L (@)].

Alors la solution du probléme P 4 vérifie

e « eL*[H!(Q)],
' w'el” [L2(Q)].
3. DimonsTrRATION DU THEOREME D.IV. — 3.1. Le systéme approché. —

Désignons par E la mesure spectrale de A : poir [7]

(3.0) E={E (®) |6 boréliens de la droite }
et posons
(3.1) P,=E(—m, 4+ m).

On sait que :

(3.2) Les P, sont autoadjoints et uniformément bornés de D (A) [resp. H; (Q)]
L*(Q) dans lui-méme.
Notons que l'on a aussi
(3.3) Les P, sont continus et uniformément bornés de H'(Q) - H*'(Q).
[En effet, pour chaque m, P,€£(H'(Q); H'(Q)) (graphe fermé)
et VueH'(Q), u=u,+ u., u, €Im(P,), u,€Ker (P,), donc

[P @)= | P |y Q= Clu lirs Q= CGlulw@

(C, Cte indépendante de m d’aprés (3.2)).]
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Donc, grice a (2.0),

(3.4) Les P, sont ausst uniformément bornés de H'(Q) > Lr(Q) et (en
notant encore P, Uadjoint) les restrictions de P, a L*(Q)n L7 (Q)
restent uniformément bornées de L” (Q) — D (A)) [antidual de D (A)].

Ceci posé, le systéme approché est défini par
pose, Y 194 P
t
(3 5) { ulm (t) -+ PmAPmum (t) +f Y (t — O') Pm,g[Pm”m (U)] do = me<t)7
* 0
U, (0) = Py, 1y, [g(0) =]|¢|f'v, veC].

Le systéme (3.5) admet [cf. [24]-[25]) une solution locale unique vérifiant

3.6) 346,,> o, avec VYV i¢e€ (o, 0y),
(3. Uy (t) €Im (P,) =P, (H)cD(A).
3.2. Démonstration de Uexistence. — 19 Inégalités a priori : Nous allons

démontrer le

Lemume 5.III. — Avec les hypothéses du théoréme 5.1V :
(1) wn reste dans un borné de

L7 (17 (£2)) nL7[L2 () ] n L2 (5 (2)) ;
(11) w,, reste dans un borné de L*[D(A))'].

n

Démonstration du lemme 5.111. — (1) Notons tout d’abord que, grace
a (2.0) et au fait que
(3.7) wy, (1) €HG () p.p. L& (0, 9p),
on a '
(3.8) Re (Puglun](2), ), (1)) = Re (g (um (2), 1), (2)),
d’ou, en utilisant (3.5),
(3.9 Re (g[wn (8)]; ,, () = Re (Pug[uwn ()], Pu f(£)) +Xi+Xo,
ou

Xy=— Rea(g[u'm(t)]v um (t)) =Zo ('),

(3.10) X‘z:—fly’(t— o) Re (Pg{un (o) ], Ppglun(a)]) do.

Introduisons la « fonction de Leyin » :

2

t
f Poglun] (o) do
0 2

g l'—>9~cm(t) :;I)“ Um (t) [|z+ Y_(Ql—)'

3. ‘ t ‘
( 11) | ( —%\[}Y,(t_a‘) /G‘ ng[u,m(s)]ds

ot || |lg=norme dans L7 ()

9
do,
2

) a@,v) =<—Au,v>,VueD(A), VveH(Q).
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qui vérifie
(3.12)  VI€(0,80), s On(0) ZRe(Puglun (D] Puf (D) ().

En effet, on a

jdtmm(t) == Re (g[um(t) ]7 u'lm (t)) -+ 171 (t) -+ Y‘Z(t) -+ Y3(t)’
avec
Y, (¢) = fi—t) f P.glun] (o) de| — éf Y (1 —o0) f Phglun](s) ds|| do,

Yl (t) éO,

Y. (8) =y (¢) Re(f gluw] (o) do, Prglun] (t)),
. \“o
Y. () =— f Y (t—oa) Re(f Poglun(s)]ds, Pglun] (t)> do.

On tient compte de (3.9) et (3.10), d’ou

dmm (t)

i ZRe(P,glun(t)], Puf(t)) +Xo+Y, +Y,,

avec
Xo+ Yo+ Y;=o.
Ce qui donne (3.12).
De (3.4) on déduit
(3.13) | Re (Puglun] (¢), P f(0)) | ZC [[wn (@) [[5[|Pufllr
Z Gyl wn () (15 1] (2) [l Qs

puis
(3.14) Iy (1) = Iy (0) +c1fu i (5) 511 £ (5) [l s.
Ainsi
(3.15) sup I, (s) Z Iy (0) + Gy sup ([ un (s) “/p)f (1S (s) [l s,
SE(0,¢) SE(0,2) 0
d’out

\

t r
) {sggﬂmunﬂ[n wlgr (170 s |

(K = Cte indépendante de m)
et

(3.17)  um reste dans un borné de L”[L*(Q)].

Pour achever la démonstration du point (i), on prend dans (3.5) le
produit scalaire avec w,(t).

(*%) Vérification immédiate a 1’aide d’intégrations par parties.
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Si l'on pose :

g Am (L) = %H wm ()13 —t—f a(uy, (o), u, (o)) do,
(3.18) !

( Gm,s[um] (S) :f Y (S - G') ng[um] (a) da’
on obtient
(3:10) 0 (6) 7 (0) + [ | Coel10] (5), i (5) | s+

Or

f Re (f(s), um(s)) ds|.

| (G, s[@m] (5), um (s)) |
ZK(T) sup |Ju, (o) ||, <Ko(T, f, uy) d’apreés (3.17)
oge(0,t
( o (K, K,, Ctes),

f Re (f (), un(s)) ds| = sup [[un (o) Hef [/ (5) [l s,
0 cE[D 1) 0

(3.20)

donc de (3.19) et (3.20), il résulte
(3.21) Vi€(0,0,), 1m(t) =C(T, f,u,)  (C=Cte dépendant de T, £, u,),
d’out le point (i).

(i1) Notons que, d’aprés (3.4) a (3.16),

(3.22) Png[un] reste dans un borné de L"[D(A)'],
P.f reste dans un borné de L~ (L*(Q)),

donc

(3.23) Gy, [un] reste dans un borné de L"[D(A)].

Par ailleurs,

(3.24) A étant continue de L*(H,(Q)) — L*(H™(Q)),
A (un) reste dans un borné de L*(H™*(Q)) d’aprés (3.21).

Comme

(3‘ 25) u’lzn —_ me_ Gm,l[”m] - Aunu

on voit que
(3.26) u,, reste dans un borné de L>(D(A)"),
d’ou le point (i1).
20 Passage a la limite : D’aprés un lemme analogue a (§ 1, lemme 3. ITI)

(votr aussi Aubin [3]), il résulte du lemme 5. 111, que :

(3.27) VK, K compact CQ il existe une sous-suite de {u,} qui converge
fortement dans L*(L*(K)).
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Ainsi quitte d effectuer une nouyelle extraction, on peut supposer

(3.28) Il existe une sous-suite de {u,} (notée toujours {un,}) qui converge
dans (o, T)X K p. p.
En résumé, compte tenu de (3.28) :
(3.29) 3 une sous-suite { un | (notée encore {un}) telle que
1° u,—u dans L™ (L*(Q)) et L™ (L*(Q)) fatbles;
20 | U | um—|ul""u p. p. dans (o, T) X K.
D’ou, en passant a la limite (comme il a été déja fait plusieurs fois)
par utilisation du théoréme de Lebesgue :
(3.30) w est solution du probléme P 4.
et Uexistence est démontrée.

3.3. Démonstration de Uunicité. — Supposons deux solutions distinctes u,
et uy du probléme P 4.
Alors
g W = w, — u, vérifie
I3
(3.31) dVl/lt(t) + AW () + [ Y(t—0a) (glus] —g[uz]) do =o,
<o
( W (o) =o.

En prenant le produit scalaire dans I'antidualité avec W(¢), on obtient
(3.32) é|V\7(t) |'2—|—f0 a(w(s), w(s))ds
- Ref [f (Y(s—0a)[g(u) —g(ug)],.W(s))] ds —o.

D’aprés le théoréme de la valeur moyenne appliqué a la fonction de la
variable complexe,

s>g(s) =[5,

(3.33) { 8 () —g (D) =lgtl= —zl,

¢ € au segment de droite (z, £),
on déduit
(3.34) { Il existe une constante G >"0, avec B ) .’

lg(z) — () | <C[|alpPt+|ElP ]|z —E]
Donce

(335) |Re(g[u1](o')_g[u2] (a.)’ W(S))|

= ( lglwa] (2, 0) —glus] (z, @) |.|w (2, s) dz

écfg[llhlp—‘-f-luzlp‘i]lW(x, o) || (2, 5) | da.
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Par Hilder, compte tenu de ce que :

w (o) e Le+1 (), w,eL”[Le+1(Q) ] (i=r1, 2),
(3.36) : p—1 2
p+1 o1
il vient
[Re (g[wus] (o) —glus] (o), w($)) | L Cal| @ () [[pall % (5) [[p+15
(3.37) Cizcgél(lopT)[Iui(O‘) [g:}—i— [us (o) |\f:} .
Ainsi

(3.38) 'fo

Re [ (5= 9) () () =g () (4), w(9) do | dsZCat [ | w () [ s

C.=0Cy sup (v(9)),
cED,T)

mais, d’aprés (2.0),

5.30) [9 [zl v iy vea (e, w), ¥ welli (@)
' (1 Ctes diverses),
donc
I t t
=[lw () (3 +f a(w, w) daéC?,tf a(w, w) do,
(3.40) { 2 0 0
Cy=7,C; dépend de T.
Par suite,
(3.41) w(t) =o sur [0, —IJ
G
De proche en proche, on établit alors
(3.42) w(t) =o sur (o, T).
C. Q. F. D.
4, DEmoNsTRATION DU THEOREME 5. V. — Il suffit de montrer le lemme :

Lemme 5.1V. — Sous les hypothéses du théoréme 5.V,

(1) um reste dans un borné de L”(H,(Q);
(ii) u,, reste dans un borné de L~ (L*(Q)).

Démonstration du lemme 5.1V. — On prend cette fois le produit scalaire
avec u,,(t) et on obtient

(k.1) f | & (9) P do + a(un (t), un(2)) +Ref (G, s[um](8), ), (5)) ds

=Re [ (Pf(2), 16 (0)) do + a(u, (o), t (0)).

Ann. Eec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 29
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On observe alors que :
(8.2 Ref (G o[t ] (5), 1y, (5)) s
=Re (G, c[un] (£), un(t)) — ¥ (O)f (gl um(s) ], un(s)) ds

—/\lRefx*(’(t— o) (glun] (o), u,(s)) dods

et comme le second membre de (4.2) est majoré par

(%.3) K sup [[un(s)[lf,<+oo d'apresle lemme5.111.
SEW0,T)
Le lemme 5.1V suit.

5. UN PROBLEME DE RETARD.
ProsrLime P 5. — Soit reR"= (o, 4+ o) (p et g comme pour
probléme P 3).
On se donne
Ghelr(—r, o; ()Nl (Q)), fel[l(Q)], Lel(Q)nlr ().
Trouver u, vérifiant :
wel” (L2 (Q))nL(H} (2))nLr (o, T) xQ),

B.1) ) +Au(l) +f Y(—0)glud+)]dd=f(¢) p.p.te (o, T);
(5.2) u(0) =k
(5.3) u(t)y==a,(t) p.p-t€]—r,ol.

Remarque. — Un tel probléeme généralise [10].

On a le

Tatorime 5. VL. — St r>xT et

dyeLr (—r, 05 Wh2e (Q)nL2(Q),

(3-6) ; JeL(H,(Q)),

le

alors il existe une solution au probléme P 5 (qui est unique) vérifiant les

conditions du théoréme 5.111.

Démonstration du théoréme 5.VI. — On se raméne au théoréme 5.111 en

notant que, (5.1) s’écrit, compte tenu de (5.3),

(5.5) W () +Au(t) +f Y(t—a)g|u(o‘)[da:f(l),
ou

(5.6)  FO)=f(1) —_'f 11— o) g[fu(a)]do,  avec feLi(H' ().
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CHAPITRE IL

EqQuaTioNs D’EVOLUTION DU DEUXIEME ORDRE.

§ 1. Perturbations linéaires de la forme M,+ M, dit

I. — PERTURBATIONS GENERALES.

1. Le proBLEME. ENoNcE DU REsurLTAT. — On se donne deux espaces

de Hilbert séparables V et H :

1 VCH (injection compacte),
(1.0) \Y dense dans H.

Les notations sont celles du chapitre 0.

Soit a(t; u, ¢) une famille de formes sesquilinéaires continues sur VXV
pour chaque t€(o, T) avec :

(1) a(t; u,») est hermitienne;
(11) 3 C,, Cte>o, avec
(1.1) Vie(o,T), Ja(t;u,o)|ZCollul.le], Vu, veV;
(1) o, Cte >o, avec ‘
Vie(o,T), a(t,u,v)>aflul? (), VueV;
Vuv€V, t—alt;u,v)a une dérivée au sens des distributions
(1.2) mesurable bornée

(3, Cte >0, avec | &' (¢; w, 0) | Z Gyl w].]|v]l, Vu,veV, telo, T)).

On introduit les perturbations

M,e £ (L*(V), L* (H)) de type local,
(1.3) M,e £ (L* (H), L= (II) » «
(i, Cte associée & M; (voir Définition p. 148)

et 'on pose le
ProsiLiME P 1. — Etant donnés :

Iloevy U1€Ha fGL’(H),

(1¢) 11 est possible comme au chapitre I, § 1, de prendre une semi-norme [ ] sur V telle
que ||u]| ([u]? + |u]?)'/2. Nous faisons cette hypothese pour simplifier.
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trouver u, vérifiant : |
(1) ueL”(V), v eL”(H);
(i) w”(t) + A(8) u(t) + Mow(t) + My u' (¢) = f(t) p. p. sur (0, T) dans V';
(111) u(0) = o, u'(0) = u.
Si A est un Hilbert quelconque avec

(1.4) HcficV (injection continue),

il est supposé que

(1.5) ‘ lorsque W' — u p. p. dans i sur (o, T),

l M) —> M) (i=o0,1) p. p. dans Hsur (o, T).
Dans ces conditions, nous avons le
)

TutoriMe 1.1. — Moyennant (1.0) a (1.5) vérifiées, il existe une solution
unique au probléme P 1.

En outre :
(1) w est (p. p. égale a) une fonction de C(o, T; V);
u’est (p. p. égale &) une fonction de C(o, T; H);
(11) L’application
(u07 u, f) - (ll,, u/)
est continue de
: VxHx<L'(H) - ¢€(o, T; V) <€ (o, T; H).

2. DémonsTrATION DU THEOREME 1.1. — Comme au chapitre I, § 1, le
plan de la démonstration est le suivant :

2.1. Le systeme approché;

2.2. Inégalités a priori;

2.3. Inégalités a priori pour les dérivées fractionnaires;
2.4. Passage a la limite;

2.5. Régularité de la solution-unicité.

2.1. Le systéme approché. — Soit (w;) (=1, 2, ...), une base de V.
Posons
(21) um(t) :Zgim(t) Wi,

les gin étant solutions du systéme

%(umu), wj) +a(t; wn(t), wi) + (Moup (2), w))

+ (Myw, (8), w)) =(f(2), wy) (1= =m),

gz‘m(o) :alpma g:'m(o) :aiinu

(2.2)
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les a;, étant choisis de maniére que

m
2 al, wi—>u, dans 'V fort

i=1

(2.3) lorsque m ——+ .

m
2 a wi—u, dansH fort

i=1

Comme au paragraphe 1 du chapitre I (p. 155) on ale

Lemme 2.1. — Il existe une solution unique au systéme (2.2) avec
(2.4) U, Uy, €L (V), Uy, € L1 (V).
2.2. Inégalités a priori. — On pose

{ G (8) = [0}y, () [P+ [[ w0 (5) [1%
(2.5)

kO:inf<é» a>, l."i:sup<é, Co>

et en prenant le produit scalaire avec u,, (), on déduit de (2.2)
(2.6) hodn ) =Y (0) + [ 1005 (@), (@) | o+ [ | (Mot (@), 1, (@)) | o
[ 1O, (@), iy (@) [ o+ [ (/@) () | o,

puis, en utilisant le type local de M’ et les procédés du paragraphe 1
(théor. 1.1I), nous obtenons

N

s 3 s 2
ko ‘-Pm (S) équ)ln(o) -+ I‘2f qjm(a) do + d Gselt?s)q"m(a) -+ ﬁ' <f 'f(o') ] d0'> )

2
. roo Y.
l.g__sup[C.l, T<2 5 - o 8,]

Soit alors ¢, avec 0 = s =t T et & choisi de maniére que

30 _k

(2.7)

ko

-

2 2

alors en prenant le sup en s =<~ ¢, (2.7) donne

ko ¢ /AT \ 2
@8 5w ) Zhidn (o) [ dn @) do I ( [T1s@ 14 )
Comme _
(2.9) U (0) Z ks (| uo [P+ |wa ?), ks, Cte > o0

on déduit du lemme de Gronwall

(2.10) Vie(o, T), ¢n(t) ZC(T, uy, uy, f) =Cte.
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Nous avons ainsi démontré le
LemME 2.2.

(1) wn reste dans un borné de L"(V),

(i1) w,, reste dans un borné de L”(H).

2.3. Inégalités a priori pour les dérivées fractionnaires. — 1° On commence
par prolonger f, M; (i = o, 1), a(t; u, ¢) a la droite entiére.

On note

(2.11) f M, @(t; u, ) les prolongements de f, M, a(i; u, ¢) qui sont
définis comme suit :

f, M, sont choisis comme au chaputre 1 [§1, no 1|

[ st t<<o,

a(t; u, ) =< a(t; u,r) st te(o, T),
(2.12) a(T; u,v) si ¢t>T,
o st 1 <o,

M, = M, si tefo, T],

Iy (identité de H) st t>T.

U,, désigne la solution du systéme

d‘Z

de

= (1\7[1U’,n (0) + ), (0), w,-) 0+ (1, (0), w;)d,
U,=o si 1 <<o; oLjZm.

(Upy wy) +a(t; Uy, wy) + (MOU,,,7 »vj) -+ (M1U'm, vvj)

(2.13)

Nous allons démontrer le

Lemme 2:3. — U, vérifie :

(1) Un=um, U,,=u,, p.p. sur (o, T);

(i) U,eL*(R; V)nL*(R; V); M, U,€L?(R; H);
(i) U,eL”(R; H)nL*(R; H), M, U, € L*(R; H).

Démonstration du lemme 2.3. — a. — Le (1) est conséquence immédiate
de lunicité de la solution pour (2.13). Comme

si tg (o, T),

(2.14) MU=\ 0w et T,

le fait que M, U,, est dans L*(R; H) résulte du lemme 2.2.
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b. On déduit de (2.13) que pour t>T, U, vérifie

() SV O+ 365 Un (0, U () + [ U (2) o
T

- %[Ulm (T) [2+ a(T; U, (T), U,(T));

(2.15) ‘

(i) (U, (8), U,(2)) +f a(a; Uy(a), Uy (a)) do
T

— Ulnz T 7U,m T U/m *ds — U,m ) LTm d .
(U (1), U (D) + [ U ) P o — [ (U (3), Un(e)) o
Du lemme 2.2 et de [(2.15), (1)] nous déduisons le (111) du lemme
et Un,€L™(R; V).
Enfin, compte tenu de ce résultat, [(2.15), (11)] implique :

+ @
(2.16) [ 2@ (@), U (@) dr <+,
T

donc U,€L?(R; V) en vertu de la coercivité de a(t; u, ). Dou le
lemme 2. 3.

20 LeMMmE 2.4. — Soit une fonction u vérifiant :
1) uel?*(R; V), W €L*(R; H), u=o0 si t<o;
(1)) VveYV,
(2.17) o)+ (8 9)) = (b )+ (L, ) 3+ (L1, 0)

ouw gel?(R; V),heL'(R; H), {,, {,€H.

Dans ces conditions :

— st {452 o, pour toute fonction q, nulle pour t < o bornée sur R de classe C*
et pour tout Y €Jo, %[a
(2.18) DY (qu) e L2 (R; HE V)

— st &= o0, méme résultat avec qu remplacé par u.

Démonstration du lemme 2.4. — L’espace V pouvant toujours étre consi-
déré comme le domaine d’un opérateur A autoadjoint positif de Vi> V',
donné sur V par ((u, ¢)) = (Au, ¢), on diagonalise ’'opérateur A.

Soit © U'isométrie :

ur> mwu qui envoie V' sur la somme mesurable :

(]
(2.19) cv':f o (1) dv (),

v mesure >0, A>x 4> o.
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Posons :
U, 1) =7u(t) (2) siwuvérifie (2.17),
(2.20) G(t, ) =g (L) (A),
F(, )y =mnf(t) (3);
(2.21) (', ) produit scalaire dans V' (1)}
(2.22) ve

W (z, 1) =it 0 (7, &) (par transformation de Fourier en ¢, u—&).

En appliquant 7, puis par transformation de Fourier en ¢, nous déduisons
de (2.17)
1w ) A EA
W 2| (06 s, W )
o FN 1.
(2.23) (R Wi )+ (w0, ¥ W e ]
-l' Ve
1ol (w2 0, # Wim )y
ainsi, compte tenu de ce que
(2.24) vwel?(R,H) < le champ de vecteurs 7L|—>7\%V\V(., A eLl*(R, V),

nous obtenons, par intégrations en dv(2),

HEEICT.

(2.25) +(sup 7O NIWE [+ 18l #@ [+ 10l 18@ )
(C = Cte).

= C[ls@ P+ 18 P

Considérons deux cas :

Premier cas : £y, = 0. — Pour tout y € o, ;—l[,

Srzerioe ”:;%(v,)%éﬁ{jn\“g(l) e [1wr dt+lo},

(2.26) e
IO:fR(—i—m, B=1—2y (C,=Cte).
Deuxiéme cas : £, 0. — On note que :
Pour tout ve€V (et pour tout q vérifiant I'hypothése du lemme) .
(2.37) O (10 9) = (g, )+ (244, ) — (8, 9)) + (g, )

[u, sol de (2.17)];

observant alors :
il existe g, €L?(R; V), avec

(2.28)
(q"u(t), ¢) +2(g () W' (8), ) — ((g(¢), 9)) = ((81(¢), ¥))
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et en posant
(2.29) U= qu, Si=aqf,
nous sommes ramené au premier cas, I'équation (2.17) étant remplacée
par

(2.30) Ot #) + (g ) = (fir 9),

d’otu le lemme 2. 4.

3% Nous appliquons maintenant le lemme 2.4 a la situation de 1’équa-
tion (2.17). '
Soit V,, le sous-espace de V engendré par {W;} (j=1,2, ..., m).
On pose
VveV,, VieR,

(2.31) : o .
Zl(t; Um(t)v V) -+ <M0[Em(t) -+ MlUlnz (t)v v) — ((gm(t)3 V))a

ce qui, d’apres le lemme 2.3, définit

(2.32) gm€L*(R; V), avec g, reste dans un borné de L>(R; V).

En définitive, nous obtenons le

Lemume 2.5. — U, solution de (2.17) vérifie :

1° St un(o)5%o0 : VYE]O,%— et YqE€C® nulle pour t=o et bornée,
(2.33) D'"1(qU,) reste dans un borné de L2(R; HL(V')L),

20 St um(0) = o : méme résultat, qU,, étant remplacé par U,,.
2.4. Passage a la limite. — 1° Nous avons le

Lemme 2.6. — De {un| il est possible d’extraire une sous-suite (notée
encore {u,,}) possédant les propriétés suivantes :

(1) um—u dans L™(V) fatble et p. p. dans H fort;
(ii) w, > u’ dans L*(V) faible et p. p. dans H*(V')* fort.

Démonstration du lemme 2.6. — (1) D’aprésle lemme 2.2 et le lemme 3.3
[chap. I, § 1, n° II], il est possible d’extraire de {u.| une sous-suite {u,},
avec

uy—>u dans L” (V) faible,
(2.34) u,—>u' dans L” (H) faible,
wy—>u p.p. dans B fort.

(11) L’injection Vi H étant compacte, il en est de méme de Ve V',
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 30
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Alors, d’apres [19],

(2.35) H et H%(V’)% étant des tnterpolés de classe Ko(V, V'), 6 €], o, 1],
on sait que

1

(2.36) Uinjection H— H?'T(V')? est compacle.
Ainsi, d’apres le lemme 2.5,

(2.37) {u,} (vesp. {qu.| est dans un borné de 3€§<H, H?‘T(V')%> (%), le
résultat suit par application du lemme 3.4 du chapitre 1 (§ 1, no I).

20 Nous utilisons maintenant hypothése (1.5), avec successivement :

~

~ 1 1

H=H et H=H*(V")?,
d’ou

(1) Mywu,,—~>~Myu p.p. dans H;

(2.38) i
(i) Myw),—Mu' p.p. dans H* (V')*; ~

la vérification de

(2.39) wu est la solution du probléme P 1

se fait alors sans difficulté.

2.5. Régularité de la solution. Unicité. — Comme
(2.40) uel2(V), el (H), uel? (V) + L (H),
on a

(2.41) u est (p.p. égale a) une fonction de @(0, T; V? H§>,
u’ est (p. p. égale a) une fonction de C(o, T; V'),

alors par utilisation (par exemple) de la méthode de diagonalisation, on
démontre comme au chapitre I, § 1, n° I, le

LemME 2.7. — w vérifie p. p. en t, Uégalité énergétique :
I t
S0 el a0, w (o)~ [ (o u(e), w (@) do

—|—Refl(M0u(o), u(o)) da—|—Ref[(Mlu’(a), u'(0)) do

0

=a(o; u(o), u(o))—f—é[ui |2+Re[ (f(g), u'(g)) do.

(") Notation du chapitre I, § 1, n° I.
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On en déduit, comme pour les inégalités a priori,

S ) o a (s (1), (1) ZK (i, i, f),
(2.42) . T 2
K (ug, wy, f)=C(T) [;]u, P[] wo [P+ (f | f (o) |da> ]

L’unicité et le (11) du théoréeme 1.1 s’en déduisent.
Enfin, par les méthodes de [14] et [28], il est possible de voir que

(2.43) uecC(o, T; V), wWec(o, T; H),
' w(0) =u, u'(0) = u,.
3. REMARQUE : PHENOMENE DE PERTURBATION SINGULIERE. — Il est

possible de retrouver le théoréme 2. I du chapitre I, § 1) comme conséquence
du théoréme que nous venons de montrer par utilisation d’un phénoméne
de perturbation singuliére.

Supposons, en effet,

(3.1) Les hypothéses du théoréme 2.1 [chap. 1, §1, no II) satisfaites avec
M,=M, M, =1y (identité dans H);
d’apres le théoréeme 1.1,

Ve>o, Iu. unique vérifiant -
u.€L” (V), u. eL” (H),

(3.2)
cur(8) +A () u (t) +Mus(2) =f(t) p.p.,
1z (0) = u,, w:(0) = uy;
on déduit de (3.2) :
(3.3) E5[1/@([) P a(t; uc(8), u(t)) —fla’(a; u: (o), us(g)) do

—}—P\e[ (Mu; (o), us(o)) do —5—/ |uz (o) |*do

. /
=a(0; g, ty) + ;|nl [>+ P-ef (f(o), uz (o)) do.

Observons que u, est imposé alors que u, peut étre arbitraire.

Choisissons u, de maniére que :

fuy | <|[wo ],
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alors de (3.3), 1l vient :

(3-4) €Iu's(t)]2+follu'a(t) P dt 4+ a(t; ue (1), ue(8)) = K (o, 1),
d’ou
(3.5) Ve>o: '

(1) wue reste dans un borné de L”(V);

(i) veus > » L"(H);

(111) u. oy » L2 (H);
il en résulte
(3.6) <, ¢ —>o, avec:

(1) ue - u dans L™ (V) fatble;
(11) u;, — u' dans L*(H) fatble;
(i) ue —u p.p.t€ (o, T) dans H fort;
(1v) € ue— o dans L™ (H) faible.
Si
(3.7) i eel?(V), ¢'el2(H), ¢(T) =o,

u. verifie
B . T T T
(3.8) f (ut, ) dt +f la(t; u, @) -+ (Mug, cp)]dt—f (ter, 9') e
= (s, 9(0)) ¢ (12, 9 (0)) +f (f, 9) dt.
Lorsque ¢’ — o, le premier membre de (3.8) converge vers
T T
(3.9) —f (u(t), @(t))dt+f [a(t; u(t), 9(8) -+ (Mu(t), 9(t))] de

et le second vers

(3.10) (20, 9 (0)) +f (f(8), 9 (t)) dt

et u vérifie les conclusions du théoréme 2.11 (chap. [, § 1, n° II).

II. — PERTURBATIONS PLUS REGULIERES.

Ici encore, s1 1’on suppose
(IL.1) M; L*-régulier (i=o,1),
au sens

(11.2) { My £ (Lt (V), Lt (H)),

M, e (L*(H), L*(H)),
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ou bien
(I1.3) L’hypothése (1.3 du n° 1) vérifiée et M; quast temporel,
alors

(IL.4) L’hypothése NV —~H compacte est superflue pour la validité du
théoréme 1.1.

ITI. — StasiuiTé EN {u,, ui, Mo, My, f}.

1. Hyroruises. EnoncEé pu mésurrat. — On se donne pour
chaque entier n>> o0, le quintuplet

{ to,ny Ut,ny Moy My 5y fr}
vérifiant les hypothéses du n° I et 'on note P} le probléme correspondant
aP,.
On suppose
3 A, i=o, 1, Ctes > o, indépendantes d’e n, avec :

(1.1) [ Mong L=< 2o | & l1=(v)y VY &EL"(V),
[ Ming ==L ki | & Lo, V g€L”(H);

! Upn—> Uy dans V fort lorsque n ——+ oo,
.2
) Uy,—>uy  dans H fort lorsque n -+
(1.3) M;,g—>M;g (i=o,1) dansL'(H) fortlorsque n—>—+ o,
’ VY g, fixé dans € (o, T; H);
(1.4) Jo—>f dans L' (H) fort.

Tratortme 1.1I. — Moyennant les hypothéses (1.1) a (1.4) la solution u,
du probléme P’ converge vers la solution u du probléme P, au sens suivant :

(1) un—>u dans C(o, T; V) fort;

(i1) w,—>u dans C(o, T; H) fort.

2. DEmonsTRATION DU THEOREME 1.1I. — Posons
{ Wp=Up— U,

@ o (1) = 2100, (1) o 5w (0), wa(0))3

d’apres le lemme 2.7 dun° 1 :

w, vérifie p. p.

14 1 t
% (1) —/ a (o5 wy, wy,) do+ 2 Rez‘ f (M, w9 &'y do
(2.2) o im0 Yo

! ¢ ¢
=%n(0) + Rez f (M, e — Muld) | ') da—i—P\ef (fu—f, ') do;
i=0 0 ¢
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on en déduit

1

(2.3) X”(t) é Cl:xn (0) +2“ Mmu(”— Mil[,(i) [IU(“’ -+ llﬁl_fl;Ll(H):l (C, Cte > O),

i=0

le théoréme 1.11 en résulte.

IV. — PERTURBATION DE LA « PARTIE PRINCIPALE A(f) ».

1. Le résurtaT. — Nous considérons ici I’analogue du théoreme 2.4

du chapitre I (§ 2, no IV).
(1.1) Les espaces de Hilbert V et H et la famille a(t; u, v), My et f sont

donnés comme au n° 1;

(1.2) Soit une famille de formes sesquilinéaires k(t; s; u, ¢), définie pour
(t, s)€(0, T) X (0, T) vérifiant les propriétés IV.1 a IV.4 du
chapitre I (§ 2, no IV).

L’opérateur M, est alors défini par
(1.3) Myu (t) :f K(¢, s)u(s)ds, YuelL”(V), intégrale dans V'
et
(1.4) M,er(L°(V), L*(V') est de type local et quast temporel.

Alors :

Tutorime 1.1II. — Moyennant les hypothéses (1.1) a (1.4), il existe
une solution unique au probléme P, correspondant vérifiant les conclusions
du théoréme 1.1.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 1.1 en utilisant les
estimations faites au chapitre I (§ 2, n® IV); nous ne la reproduirons pas
ici.

Remarque IV.1. — Les théorémes 1.1 et 1,111 demeurent valides si nous
ajoutons & f une fonction ¢ avec

(1.5) seL”(V), peLi(V).
En effet, pour les tnégalités a priori, nous aurons
(1 ‘6) 'f Re (P (O'), "’Im (U)) do é ” P (t) ”\" “ Uy (t) ”

o @ v+ [ 1¢@) [l n (o) (|,



PERTURBATIONS DES EQUATIONS D'EVOLUTION. 230
donc

YV e>o0, AC(cT) et K(T) constantes telles que :

f Re (5 (), 1, (7)) ds

(1.7) =R e s e @]

+ C (e, T)f ([ um (o) | do.

Pour les dérivées fractionnaires la méthode utilisée pour le théoréme 1.1
reste valable en prolongeant p hors de (o, T) de maniére que

gel2(R; V).
Cette remarque va étre utile dans 'application qui suit.

2. APPLICATION A UN PROBLEME DE RETARD ISSU DE LA THEORIE DE LA
Viscotrasticité. — Nous allons appliquer le théoréme 1. 111 & un probléme
que nous a signalé R. Temam.

Pour les équations de la giscoélasticité concernées on renvoie a [8] et
a [11].

Les hypothéses faites sont les suivantes :

§I° V, H, a(t; u, ¢), sont donnés comme pour le théoréme 1.I1II;
(2.1) {20 k(t,s;u, v) = m,(t — s;u, v), les hypothéses du théoréme 1.111
Q étant vérifiées pour t — s€ R*.

On se donne, en outre,
2.2) {V t, B(t)e £(H, H), avec 3 § > o, B = Cte telle que
|(B(t)u, )| ZB|ul.|¢]l, Vu,veH, Vie(o,T)
et I’on prend
(2.3) M, (¢) =B() (*7).
On consideére le

ProsrimE P 2. — Etant donnés :
1° u,€L'(—>, 0, V), uy€L*(—, o; H);
20 feL'(o, T; H),

(1) Ce choix particulier est fait pour simplifier. Le théoréme que ’on va démontrer
subsiste encore pour une perturbation M; du type considéré au théoréme 1.1.
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trouver u vérifiant :
(1) ueLl!(—wx, T; V), u'€L?*(—w, T; H);
1) ulle=ue, v |°.=us (**);
(111) p. p. pour t€(o, T) on a dans V'

W (t) +A(t) u(e) +B(2) W (2) —0—/ M(t—o)u(e)des=f(1).

Le résultat est consigné dans le

Tutoreme 1.IV. — St

IO uoeL'(—oo,o;V)n@“(—oo,o;V)n@‘(-oo,o;H),
uy,=u,€l?(-—w, 0; H),

20 Les hypothéses (2.1) & (2.2) sont vérifiées. Alors il existe une solution
unique au probléme P 2 avec en outre

(i) weL(V), v €L (H);

(11) Aprés modification éventuelle sur des ensembles de mesure nulle,
uel (—w, T; V), weC(—ow, T; H).
Démonstration du théoréme 1.IV. — D’aprés le théoréme 1.III et la

remarque [V.1 :

(2.4) Il existe w unique vérifiant les conditions suivantes :
1° w est nulle p. p. pour t < o;
20 w(0) = ue(0), w'(0) = u,(0);
3° p. p. pour t&€(o, T) dans V',

w”(t)+A(t)w(t)—|—f My(t—o)u(o)de=p(t) +f(&) (1),

ou

(2.5) p(t):——fo My (¢ — &) uy (o) do

[on vérifie, en effet, immédiatement que : p€L”(V’), o’ €L*(V')].
Alors la fonction u définte par

u, (t) si t<<o p.p.

(2.6) u(?) :{ w (1) si t€(o, T) p.p.

périfie les conclusions du théoréme 1.1V.

(18) g-|%. signifie la restriction de g & (— o0, 0).
(1) N, () e £ (V, V') défini par I, (s; u, v) (voir 2.1).
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V. — EXEMPLES.

Soit Q un ouvert borné de R*, de frontiére I' variété indéfiniment diffé-
rentiable de dimension n —1; Q= Q XJo, TJ.

On prend
(V.1) H=12(Q), Vtel que H (Q)cVcH™(Q);
m—1
(V.2) a(t; u,v) :I | % . fapq(x, t) D7 uDPF)dx—F%(T/-(t) u, Y;iv,
philglem i=
ape€L” () (suffisamment régulier en t);
10y e e (@), 0”7 y)
( (111—/"-—1>
s T Ty () 093, ueln(@), oeln D)
(V.3)

- fonction suffisamment réguliere en t, ,
| {DAT (2) w, 9> = Ch [ e lum]] @ [ — Ly Ch=Ctes (*)
(k=o,1)
Ensuite on se donne
1° by (z, t) dans L= (q), 4, /, |[i+j| <Zm —1;
2° des fonctions scalaires :
t—>w;(t),0oL|j|Lm —1 [resp. t >y (t)]

mesurables avec -

4
(V.4) 3¢ (vesp. A7) € o, T[, t— w;(t) >o [resp. t —x () > o]
pour te (¢;, T) [resp. te (7, T)],
—to=inf inf (£—w;(¢))[resp. —7o= inf ¢ — y (¢)];
j tewT) te@. 7
3 (x, t) >k(x, t)€L” (Qr).
Alors :
1l existe u unique, avec :
(1) uel*(V), v elL”(H);
i J 111 pi ]
(11) A z, &, ox u(z, t) + Z (—1) D.r[bi/' (z,t) DJ u(z, t_w/'(t))]
li+jl<Lm—1
0 7]
k(@ 0) Su(@, t—x(0) + 5 (@, 0) = f (@, 0);
(V.5)

(1) u (z, 0) =u, donné dansV,

u' (z,0) =u, donnédans H=12(Q),

f donnée dans Lt (H),

u(ze, t) =gz, t)y, te] —E&y, o[, —Ep=inf(— 1y, — 79);
(iv) gel'(—&, 05 V), g€l (—k, o; H)

(données de Cauchy épaisses).

(29) D#, dérivation d’ordre k en £
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 31
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Pour démontrer ce résultat on se rameéne a la situation du théoréme 1.1,
avec

(V.6) Myu(z, t)= ¥ (=0DLby (@, ¢)p; () Dhu(a, t —w; (1)),

li+jl<m
ou _
V.- =1 si t—w;(t)>o0,
(V-7) P;() {o si t—w;(t) <o
et

k(z,t Ju t t iter, T Q
(VS) 1\/[2u/(x7 t): ( ) )‘d‘t‘(uv ""X( )) s1 [a ]v Z € Sa.
o ' ailleurs;

f remplacé par f, avec

V.9) Fo=ro+ X (—0VIDLby(@, 0 [t—p; ()] Dig(w, t— ;) + fi(0);

lt+]]<£m—1

(V.10) £ (t) = {"‘ (@, 7) %éir (@, t—=x(0) sit€lo,5), xeL,

o ailleurs.

Les conditions aux limites s’interprétent suivant le choix de V comme

au chapitre I (§ 4, n° IV.2).

§ 2. Problémes non linéaires.

I. — HyroTHESES GENERALES.

On se donne
(I.1) Deux espaces de Hilbert V et H dans la situation du paragraphe 1.
Soit '
(I.2) W un espace de Banach réflexif,
‘WCH (injection continue).
On suppose
(I.3) VN'W séparable dense dans V, W, H.

En identifiant H & son antidual, on aura

{ VAnWcVcHcVc(VnW)/,

I.
(-4 VAWCWcHcCW c(VnW)'.

On se donne encore un espace de Banach F, avec

L* (W) cFcL* (W),

(1.5) T e ameren v,
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Dans tout le paragraphe 2, on considére

(I.6) Une famille de formes sesquilinéaires a(t; u, ¢) continues sur VXV
périfiant les hypothéses (1.1), (1.2) du paragraphe 1 (p. 227).

II. — OPERATEURS MONOTONES.

Dans ce numéro, on prend :
(IT.1) F=L" (W), p>1.

On introduit
(I1.2) B(1), t€(o, T) une famille d’opérateurs (non linéaires) qui appliquent
W dans W', ‘
et qui vérifient les propriétés suivantes :
(I1.3)  Pour presque tout t, B(t) est continu des sous-espaces de dimension
finte de W dans W' faible;
(IT.4) Re<{B(t)u—B({)y, u—¢>>0, Vu, v€Wp.p.t€(o, T);

(I1.5) Si w€L’(W), alors B(.)u€Lr(W <E+F:I>'

L’application u—B(.)u envote les ensembles bornés de LP(W)

dans des ensembles bornés de LV (W') et est faiblement continue
sur les droutes de LP(W).

On se donne

(I1.6) Les perturbations M;, 1 =o0, 1 vérifient (1.3) (¢f. p. 227) de type

quast temporel (pour simplifier)

et 'on pose le

Prosrime P 3. — Pour u, €V, u,€H et feL,(H)+ L,(W’) donnés,
trouver une fonction u vérifiant

(1) ueL”(V);

(1) w'eL, (H)NnL,(W);

(i) w”(8) + A () u(t) + Mou(t) + B(1) w' (1) + Myw' (1) = £ (1),

u(0) = uo, u'(0) = u.

Alors on a le

TutoriMe 2.1. — Sous les hypothéses 1.1 a 1.4, 11.1 a 11.6, il existe
une solution unique au probléme P,.

De plus, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,

uecC(o, T;V), w'eC(o, T; H).

Remarque. — Le théoréme 2.1 qui est une généralisation au cas non

linéaire du théoréme 1.11, est d& pour M;= o (i = o, 1) & Lions-Strauss [20].
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Sa démonstration étant analogue & celle des théoremes 1.1
et 5.11II (chap. I) nous ne la ferons pas ici.

Ezemples. — Soit Q un ouvert borné de R* de frontiére T'. Q= QX ]o, TJ.

On prend :
H=1(Q),  V=M(®),  W=LH@)nlr(@),

(I.7) H“HW:< s +flu(»’v)l”dx> ;

a(t; u, v) =al(u,v) :2 fai(x) D;u(z) D;v(x) dzx —|—fa0(x) u(x) v (x) dx,
= Ja o

(IL.8)
a;eL” (Q) (i=o, ..., n),
\ Rea;(z) >a>o0 p.p.dans Q (i=o,1,...,n);
B (¢t) =B défini par
(IL.9) <Bu,v>:/ |u(z)|P2u(x)v(x) de, Yu veW.
/Q

Les vérifications des hypothéses du théoréme 2.1 se font sans difficultés.
On se donne ensuite (pour simplifier) :

Une fonction scalaire t — w (t) mesurable avec

(11.10) Auelo, T[, €], T[, t—w()>o0 p.p.,
—ro= inf (£ — w(?)).
LE(0,t,)
Alors

1l existe u (unique) vérifiant :

u, Diuec (o, T; L2(Q)),
| W eC(o, T; L2(Q)NLr(Ly));

20

+ | (2, t)|l’—2u’(x )+ u(z,t—w(t) =f(z,t) p.p.dans Qp (*),

(IL. 1) J, donnée dans L (L2 (2)) + L7 (@) ;

u (z,0) =k (x) } Eo et £y donnés respectivement

u' (z, 0) =, () dans L2 (H' (L)) et L2 (L)

u(z, t) =g(x, t) p.p. dans Q< |— ry, o[, ou q est donnée avec

%u”(w, t) —ZD [a; (:L')D u(z, t)]+ ay(x) u(z, t) +u(z, t —o(t))

4° geLl!(—ry, 0; L2()) + L7 (— ry, 0; L (R)),
.g'eLt (—ry, 0; L2(Q)) (données épaisses);
50 d—v =o sur'x(o, T).

(*Y) Bien entendu, on peut encore ajouter des perturbations du type

t
f ki(s, t) utd(s) ds (i = o, 1; k; convenable).
0
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III. — PERTURBATION DE LA PARTIE NON LINEAIRE.

1. Un THEOREME D EXISTENCE. — Les hypothéses générales étant celles
du n° I, on se donne :

(1.1) g (opérateur linéaire) : W W’ continu des sous-espaces de dimension
finie de W dans W' faible, tel que st u reste dans un borné de F,
gu reste dans un borné de F';

de plus,
(1.2) Il existe h€ C'(R™) (fonction scalaire > o) :
(1) h(s) >+ o st 6 >+ o;

(11) Pour toute v différentiable a valeurs dans W :
, d _
Re(gv(0)], v (1)) = Z A[ ]} (&) [lw]-

On introduit une famille de perturbations non linéaires G, avec

(1.3) Pour tout t€(o, T), G,|W—>W’ est continu des sous-espaces de
dimension finte de W dans W’ faible, avec

(1) t— (Geu, ¢) est continue sur (o, T), Vu, v€W;

(11) st u reste dans un borné de L'(W), G,u est dans un borné de 7,
ou F est un Banach tel que

L* (W) cF cLi (W),

Nous faisons les hypotheéses supplémentaires suivantes :
(1.4) 11 existe :
(1) un opérateur (non linéaire) G°|Wi>W';
(2) une famille d’opérateurs (non linéaires) G;, avec :
(1) Pour tout t€(o, T), G, |W—>W';
(11) ¢ = (G, (u), ¢) est continue sur (0, T), ¥V u, y€W;
(i) Vz, yeC'(o, T; W),

f(&wwmyw»w:ammmqw»

+f<meMyw»w—f<%wwmyw»w;
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(1.5) (1) Re(G'[¢], v)>>0, VvEW;
(2) Pour tout ¢ > o, il existe C(z, T), Cte > o telle que pour tout
t€lo, T], on aut

Gule (1)), ¢ (2)) —f(Gé[v(a)], 0 (3)) ds

2o sup [][(@)[w]+ Gl T) [ 4][0(@) ] do
CE(©. () 0
pour toute fonction v € C(o, T; W).

Enfin
(1.6) St up,—u p. p. sur (0o, T) dans H fort lorsque m — + =,
() lim (glu,], o) = (g(u), o)
(1) lim (Gi[un], ¢) = (G[u], »)
au s,:};; des distributions sur (o, T), YueW.

Nous allons démontrer le

TutoriMe 2.11. — Sous les hypothéses du n° 1 et (1.1) & (1.6): Pour u,,

Uy, [ donnés avec
weVaW, wel, feLi(Il),

il existe u vérifiant :
(1) ueLl™(VNW), v eL”(H);
(1) u”(t) + AQ) u(t) + glu(t)] + GJu] (t) =f() p.p. sur (o, T) dans
(Vaw)';
(111) u(0) = u,, u'(0) = u,.
Remarque. — La conclusion (ii1) a un sens car st u vérifie (1), (11), alors
d’apres les hypotheéses faites sur g, G, W, F, on a

W €L VAW |+ L* (VAW)) + LI (VAW)),  «'eL” (H),

donc u’ est continue (aprés modification sur un ensemble de mesure nulle)
a valeurs dans (VNA'W)'.

D’autre part, (1) implique que u est continue a valeurs dans H.

2. DémonsTrRATION DU THEOREME 2.1I. — 2.1. Le systéme approché. —
Soit {w;} une base de VA'W.
On définit

(2.1) llqn(t) :ZYz‘m(t) Wi,

=1
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les Yin étant solutions du systéme

d‘l
- (tm (£), ws) +a(l; u,(t), w;) + (é’[um] (¢), wy)

(2.2) + (Ge(um (8), wj) = (f(1), w;)  (1ZLj=m),
u,, (0) donné tel que w, (0) —u, dans VAW fort,
), (0) donné tel que ), (o) —u, dansH fort.

Alors

(2.3) Il emiste T,,> o et u, une solution (locale) de (2.2), avec
YW eL” (o, T,) (h=o0,1,2;0L1m).
(En faif, les inégalités a priort montrent que T,,=T.)
~ 2.2. Estimations a priori. — En multipliant (2. 1) par Y., (), en intégrant
sur (o, s) et en utilisant (1.2) a (1.4), il vient
(2.4) U —f.\a’(a'; U, W) do + Re (G[u] (8), wn ()
Mf4 (Glun], un) do — Re‘/.ls (Giun] (o), upn (a')\) do

= l'l')m(o) +f Re(f7 u,m) daa
0
ou

(2.5) Y (8) = ; [, (8) P4 a(s; wn (8), ty(8)) + || wm [|w]-

On utilise maintenant (1.5) et

Ve>o, 3C (), avec
(2.6) s , ) . ) A 2
Refo (fs w,,) do éiaselzgs)l"m(aﬂ +C1(v)</0 ]f(d)[d°> )
on obtient
Ve>o, ‘-Pm(S)é‘%n(O)—l—C-zf “ lt,,l(a')||'2d0'—|—602210[)3)]%”(0'){2
2.9) , - acselfo},)s)b[ | tm (@) [[w] + Gi(¢) <f0 lf(ﬂ)id°>

+ C (e, T)f Al um (a)||w] do

(G, CGtes diverses),

d’ou, en procédant comme déja fait plusieurs fois et en utilisant Gronwall,

(2.8) Vie(o,T), U (1) <K(T, w, u, f)=Cte.
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Ainsi :
Lemme 2.1.
(1) um reste dans un borné de L™ (VAW);
(1i) u,, reste dans un borné de L~ (H).
2.3. Passage a la limite. — 1° Du lemme 2.1, on déduit le

LemME 2.2. — De {un} il est possible d’extraire une sous-suite (notée
encore {uy,}) telle que :

(1) um—u dans L™ (VN'W) faible;
(1) w,,—~u' dans L*(H) faible;
(i1) um—u p. p. dans H fort.
Démonstration du lemme 2.2. — (1) et (i1) sont immédiats.

(111) résulte de ce que Uinjection Vi— W étant compacte 1l est possible
d’extraire de {un} une sous-suite {u,} qui converge dans L*(H) fort,
donc quitte a effectuer une nouvelle extraction on obtient (iii) et le lemme.

20 Par passage a la limite, en utilisant (1.6), on obtient

u verifie :
Voedo, T[, b=9Qv, veenW fixé,
(2.9) —fo <u’<t>7¢’<t>>dt+j0° fa(e; u(e), b(6)) + (glu] (0), (0)) | e
T T
[ (Gl @, 4 @) de= [ (F0), b))

d’ou 'existence de u vérifiant (i), (i1) du théoréeme 2.11I.
Pour vérifier (ii1) notons que si

(2.10) 9 est indéfiniment dérivable nulle dans un voisinage de T,

on a

T
2.11) VeeVaW, anuxﬂwmdb+Mm¢®ﬂ

. ‘

:f (f(0), ) 0(6) dt — (u(0), ¢) 9'(0) + (' (0), ¢) ¢ (o),

ou
T

(2.12) K (um, P Q) :f { a(t; Um, §Q¢) + (g[""l]’ PRQv) -+ (Gl(um)7 °Qv) }dt5
d’autre part

T
(2.13) jdwﬂnmmwnw+me¢®w

:f (f, 9) dt + (um (0), ») CP’(O) -+ (u,m (0), %) 9 (0),
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d’ou, par passage a la limite
) ,
(2.14) u(0) = uy, u'(0) = u,.

Le théoréme 2.II est démontré.

3. Equation pu rypE « LeEvin-NonEer ». — On suppose ic

g monotone : Re(g(u) —g(v),u—v)>0, VuveWw,

(3.1) g(0) =0

et 'on se donne une fonction scalaire Y€ C®*), avec
(3.2) (—1)fy® (8) >0 (k=o,1, 2).

Ensuite on prend

(3.3) F =L (W');

3.4) G. () (2) :f Y (¢ —0) glu(e)] do.
On a ‘ _

(3.5) VYueF, Guel® (W)

et 'on constate que

(1.4) est vérifiée, avec

(3.6) G=—1(0)g, Gb(2) <a>=f V(5 —s) g[@(s) ] ds;

de plus, (3.1) entraine
(3.7) Re (Gu, u) > o.

Si maintenant,

(3.8) g est telle que [(1.5), (2)]; [(1.6), (1)] ont lieu,

(3.9) Pour w,, vi, f donnés avec ue € VAW, u, €H, feL*(H), il existe u
périfiant les conclustons du théoréme 2.11, avec

w(2) +A(2) u(t) +7(0) glu] (6)

—|—f Y (t—oa)glu](e)de=f(t) p.p.sur (o, T)

p- p- dans (VAW)’ (équation du type « Levin-Nohel » généralisée).

4. ExempLE. — Soit Q un ouvert borné de R” suffisamment régulier.
Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 32
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On prend
(k.1) {V:Ha(m, H=L*(Q), W=L(Q)nlr(Q),

' p=p+1 (p>o0);
(h.2) a(t;u,v) =a(u, v)_Eng :;;l

Aty =A=—A;
{é’[u](t, x) =|u(t, x) P~ u(t, z),
(5.3)
h(o) = of+t;

(4.4) 7, fonction scalaire vérifiant (3.2),
F=Lr(W).

Pour pouvoir appliquer le théoréme 2.1I, il faut vérifier [(1.5), (2)]

et [(1.6), (1)].

On a (les C; désignant des constantes diverses)

(6.5) | (Gu(u) <t>,u<t>>lé0fgf|u<a,x)|P|u<t, @) | do dz

1

éC(fol[u(a, @) |Pdadw>p <f|u(t z) |de>
é%jﬂ;lu(t, x) |/"a'.av—|—C1(51,T)f0 [£|u(a,x) |de]da

f (Go (1) (9), u(a)) do

d’ou 'on déduit

(%.6)

{
=% sup [|u(@) [{+Calen, 1) [ [ 0() [ o,
agEe (0, ¢ 0

d’ou (1.5), (2), avec e,—_—;-

Maintenant si, u,—u dans L*(Q) p.p. sur (o, T), alors u,—u p.p.
dans Q; et g[um|— g(u) dans les mémes conditions, ce qui entraine

(Lebesgue) [(1.6), (1)].
Traduisons (formellement) le théoréme 2.11 :
(4.7) Il existe u, avec
(1) ueL”[Hy(Q)nLr(Q)], v € L*[L*(Q)];
(11) u eérifie p. p. dans Q;
u'— Au+x (o) |“lp_’u+ftY'(t— o) |u|f~tuds = f,
f donné dans L*(L*(Q)); '
(i11) u (o) = u, donné dans H;(Q)NL*(Q),
u’'(0) = u, donné dans L*(Q);

(iv) ulr=o, t€(o, T) (probléme de Dirichlet).
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On en déduira comme au chapitre I, § 5, le résultat suivant :
Tatortme 2.11I. — Soit reR*, rT.
Pour u, f, &, &1 donnés avec

(k.8) {aoeL"(_’mO?LQ(Q)ﬂLP(Q)), S=L1(12(2)),
’ Lel7(nHi(Q),  LelX(®).
11 existe u vérifiant :

(i) uel”[Hi(Q)nLlr(Q)], «eL”(L*(Q));
(%.9) {

(i) w"(¢) —Au(t) +y(0) glu] (¢) +f Y(9)glu] (¢ +9)dd=f(¢) p.p;

(k. 10) iy
u' (o) =E;;
(b.11) u(t) =0, (t) p.p.te]—r,of;
(&.12) ulp=o, te(o, T).
5. Unrcrté. — Les hypothéses et les notations étant celles de I’alinéa

précédent, le probléme de Uunicité peut étre résolu dans un cas particulier,
en supposant

(5.1) Y(0) =o.
Notons tout d’abord que
(5.2) sius et us sont deux solutions distinctes,

W = u, — u, vérifie :
(5.3) w0+ Aw () + [ (=) (glw] — glw)) dr=o,

w(0) =o,
alors, par le procédé de Torelli [28], on peut montrer que 'on a
(8.4) élW'(t) [P+ a(w (), w (1)) —Y'(O)f Re (8 (w) — g (), w(s)) ds
=— [ ¥t =) Re(glu] (2) — glwa] (@), w(0)) do

__f f Y'(t—s) Re(g(uy) (0) —gus (o), w(s)) dods.

Or
u;eL‘”(LP(Q)), w (o) e Lin (Q), g€ (o, T),
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donc comme & la page 225, on a C;= Ctes diverses)

lf — 7' (t—o)Re(g[u] (0) — glua] (9), w (2)) ds

5.5 t ¢
CO ) ze [l basle@lazelv @ G [ e @) ) ds
' | ll, norme dansLr(Q); ’
5.6 | [ [ ve—9Releln)@)— slu] @), w(o) drds| ZCx(Dye [ [[w(s)]J3ds

Alors, compte tenu de ce que
(5.7) —7'(0) [ Be(g[m] —g[m], w) dsso

et st U'inégalité de Soboley suivante a lieu :

(5.8) H, (Q) cLr (),

il est possible de choisir e >0 de maniére que ’on ait
(5.9) 1O P+aw (D, w(0) ZCu(T; ¢ [ a(w(@), (@) da,

d’ou Pexistence d’un intervalle (o, T,) sur lequel w(f)=o0. 51 T,>T,
Punicité est démonirée dans ce cas. S1 T,<< T, on recommence sur (T,, 2T))
et ainsi de suite.

En résumé :

(5.10) St y(o) =o0 et (5.8) a lieu, il y a unicité pour la solution de (4.7)
et du théoréme 2.111.
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