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SOLUTION ELEMENTAIRE
DTN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE

INVARIANT A GAUCHE
SUR UN GROUPE DE LIE RÉEL COMPACT

ET SUR UN ESPACE HOMOGÈNE RÉDUCTIF COMPACT

PAR'ANDRÉ CEREZO ET FRANÇOIS BOUVIÈRE,
Purdue University, Lafayette (Indiana).

0. INTRODUCTION. — On sait que tout opérateur différentiel linéaire P
à coefficients constants sur R" possède une solution élémentaire : il existe
une distribution E telle que PE = S, S désignant la mesure de Dirac à
l'origine. La convolution du second membre par E fournit des résultats
d'existence de solutions pour l'équation aux dérivées partielles P u = = ^ .

On peut chercher à résoudre de manière analogue l'équation P u = = p ,
où P est cette fois un opérateur différentiel linéaire sur un groupe de Lie G.
L'hypothèse « P à coefficients constants », qui signifie que P commute
aux translations de R'1, sera remplacée par « P invariant à gauche », qui
signifie que P commute aux translations à gauche du groupe G. (Le para-
graphe 6 donne quelques résultats sur certains opérateurs « bi-invariants »,
i. e. commutant aux translations à gauche et à droite.) Nous nous limitons
ici essentiellement au cas d'un groupe de Lie réel compact, seuls les para-
graphes 7 et 8 donnent des généralisations, à un groupe GxR^ (G compact)
et à un espace homogène d'un groupe compact, G/K.

Sur un groupe de Lie compact G, nous étudions l'existence d'une solu-
tion élémentaire au moyen de la transformation de Fourier sur G. La situa-
tion est très différente de celle de R^.

D'abord il existe en général (sauf sur le tore) des opérateurs invariants
à gauche d'ordre i (à coefficients complexes) qui ne sont même pas loca-
lement résolubles : pour tout ouvert û de G, il existe une fonction C00

à support compact v dans i2 telle que l'équation Pu== v n'ait pas desolu-



562 A. CEREZO ET F. ROUVIÈRE.

tion distribution dans û. (Nous ne donnons pas ici la démonstration de
ce résultat.) Ensuite (et cette difficulté apparaît déjà sur le tore), un opé-
rateur P ne peut avoir de solution élémentaire s'il n'est pas injectif.
Enfin les coefficients de Fourier de l'opérateur doivent vérifier certaines
conditions de croissance. Le théorème 1 (§ 4) donne une condition néces-
saire et suffisante pour qu'un opérateur invariant à gauche sur un groupe
de Lie compact ait une solution élémentaire. Cette propriété équivaut
aussi à l'existence (et l'unicité) d'une solution de l'équation Pu=^ dans
l'espace des fonctions indéfiniment difîérentiables : PC00 (G) == C^G), et
dans l'espace des distributions : Pd3'(G) = <®'(G), et à la résolubilité
globale : PcO'(G)DCr(G). Elle équivaut encore (théorème II, § 5) à
l'injectivité jointe à une propriété d'« hypoellipticité globale ».

Le théorème III (§ 7) caractérise les opérateurs invariants à gauche
sur GxR7' (G compact) qui possèdent une solution élémentaire; la démons-
tration se fait par transformation de Fourier partielle sur G.

Le théorème IV (§ 8) caractérise les opérateurs différentiels sur un
espace homogène G/K, invariants par l'action de G, qui ont une solution
élémentaire; on se ramène à l'étude d'une équation aux dérivées partielles
sur G, invariante à droite par K. Ici encore, ce résultat équivaut à l'exis-
tence de solutions dans CT(G/K) ou dans 0)'(G/K).

Nous tenons à exprimer ici notre reconnaissance au Professeur François
Trêves, qui nous a suggéré ce problème. Ses conseils et ses encouragements
au cours de conversations fréquentes nous ont aidé constamment dans
ce travail.

1. RAPPELS ET NOTATIONS. — Soit G un groupe de Lie réel compact
connexe ( l ) , dg sa mesure de Haar de masse i, G l'ensemble des classes
d'équivalence de ses représentations irréductibles (de dimension finie)
sur des espaces hilbertiens ; on se fixe un représentant unitaire M de chaque
classe, et l'on note encore G = = { M } l'ensemble obtenu, HM l'espace de
la représentation M€Ô, et r f (M)==dimHM.

L2 (G, dg) est la somme directe hilbertienne des sous-espaces vectoriels
des coefficients des représentations de G ([!]) : si VEL^G), soit

/(M).= fw{g)f^) dg (MeG)
^G

sa transformée de Fourier [M* est l'adjoint de M dans ^(H,i),
M * M = M M * = = Id]. On a une formule de Plancherel :

(2) H / l ! l =2 '/(M) II^W I I 2 ( | |A |^==trAA-)
M € S

(1) L'hypothèse de connexité ne restreint pas en fait la généralité.
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et, si f est continue, une formule d'inversion

(3) f{g) =^d(M) tr[/(M) M (^)].

M e G

Soit © l'algèbre de Lie de G. On considérera un élément X de (6 comme
un opérateur invariant à gauche d'ordre i, et l'on a, par invariance :

(XM) {ag) = X (M {ag) ) = X (M (a) M (^) ) = M (a) XM (^ •

et pour g = i :

(4) XM(a) = = M ( a ) XM(i) et XM* (a) = XM*(i) M* (a).

Si ueC^(G), l'invariance de X et de dg entraîne

f (Xu) (^) dg= I d k fx,u(/^) dg= fx,( fu(hg) dh\dg=^,
^G ^G ^G J ç, \*A, /

ce qui permet d'intégrer par parties sur G.
Par suite, pour /'eC^G) :

X/(M) =. fiVr^) Xf(g) dg=- fxW^g)f(g) dg
^G ^G

=-XM*(i) fM*(^)/(^) ^=-XM*(,)/(M).
17 c;

On a supposé M unitaire :

X (i\TM) == XM*M + IVPXM r= o.

Donc — XM*(i) = XM(i) , et finalement

(5) x)'(M)^XM(i)/(M).

Un opérateur différentiel P invariant à gauche sur G est un élément
de l'algèbre enveloppante complexifiée D(G) de (6, donc une combi-
naison linéaire à coefficients complexes de monômes non commutatifs
X0' = Xa,. . . Xa^, où (Xi, . . ., X^) est une base donnée de (&, a == (ai, ..., a^p)
et I^^-^M. Nous noterons

/ )= ]a | , c)îl,=X,M(i), ^^^....ma^X^i) et P( .m)==PM(i )

la combinaison linéaire correspondante des 3T10'. Itérant alors (5), il vient
immédiatement
(6) P/ (M)=:P( .m)/(M).

Remarquons que si P est dans le centre de D(G), c'est-à-dire s'il est
invariant à gauche et à droite sur G, ses « coefficients de Fourier » P(JTl) sont
des homothéties : ils commutent en effet à tous les X t (M) ( i ) , et par
suite à tous les opérateurs M (g) d'une représentation irréductible.
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2. UNE FAMILLE FONDAMENTALE D'OPÉRATEURS. — DâIlS la Suite, HOUS

considérons la famille ^ (2) des opérateurs invariants à gauche :

D/,= ,̂ (X^^X01 (Â-eN),
o^ la f^Â:

la somme incluant le cas a == o (Do = i), pour une certaine base Xi, . . . , X,,
de (6. On a noté X^= X^ . . . X^ et (X0')* == (- i)^X^ . . . Xa, est l'adjoint
de X01 pour le produit scalaire de L^G, cîg).

LEMME 1. — Pour une base convenable de (&, les opérateurs D/c de ^
sont bi-invariants et Von a

f n Y
(7) D,= ^ ( -^X^ ) .

Q^q^k \ i=:i /

Toute algèbre de Lie (6 compacte est en effet la somme directe
^^^O^' d'une algèbre de Lie commutative S) (son centre) et d'une
algèbre de Lie semi-simple ^/= [©,(&]. Si (Xi, . . . ,X^ , ) est une base
orthonormale pour la forme de Killing de (&', l'opérateur de Casimir

p
de (&' s'écrit C===—^XJ et est bi-invariant. Par suite, si (X^+i, . . ., Xn)

i-=i
n

est une base de ^, l'opérateur ^X,2 est dans le centre de D(G) :

. V . / , i^y^, iS^^- KS^2^]4-2 2 X,[X,X;]=o.
L ^'=1 J i=ï i=p+i

On montre alors (7) par récurrence sur k :

D,- D^==^ (X,y (D,__, - D,_,) X,
1=1

( 7l \

= (D,_,-D,_,) ^ (X,rX, ) = (D,_,- D,_,) (-^X^

=...=(-2x,.f
En particulier D/, est bi-invariant.

Nous supposerons dans toute la suite avoir choisi une telle base.
Les coefficients de Fourier de D/, sont donc des homothéties, que nous

noterons d/,{M) Id^, de rapport au (M) positif, puisque pour tout M :

i^ ,̂ (X^rM^), X^rM^)):^: (D^. t rM(^) , t rM(^ ) ) =^.(M).
o^|a|^^

(2) Elle jouera le rôle des (i —A)^ sur R^.
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LEMME 2. — V/c€N, VMeG, Va, |a ;/c, Va?€HM :
(8) pU^[[^^(M)[H|.

En effet

[[^(M)^!!2^ / i + ^ (o^y^
\ o<|al^/:

^

2 |0^^a^[[2+ V ( î̂ jn0^
o<|a|^À:o<lal^

Avec les notations du lemme, on a donc, pour /'eC^G);

f |XVl|i=^^(M)| |o^^V'(M)|2^^^(M)| |^,(M)/(M)| |2=|[D,/ | | | .
M € Ê M € ê

Par suite la famille des normes HD^/*]^ définit sur C°°(G) la même
topologie que les semi-normes [[X'^/ 'Ha, c'est-à-dire sa topologie habituelle
d'espace de Fréchet.

LEMME 3. - Vj, , ...J.eN, 3C>o , VMeô, v/c^2(j\+...+7,) :
(9) ^ , ( M ) . . . ^ ( M ) ^ C ^ , ( M ) .

Soit x € HM :
[ |^(M) . . . ^(M)^| |^C 2 \^}Ly'X\

o^la[,<2(/i+...-t-/,,)

Le second membre est inférieur à C c^(M)^[] en vertu du lemme 2.
A.UX opérateurs D/; s'applique aussi la

PROPOSITION 4. — Soit P invariant à gauche sur G. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) P : C' (G) -> C90 (G) est injectif;
(6) P : C30 (G) —^ C00 (G) est à image dense^
(c) P(<Ttl) est inversible dans -^(Hai) pour tout M rfe G.
L'équivalence de (a) et (c) est triviale, les Haï étant de dimension finie :

P/ '=o<^VM, PW/^M)^.
(c)=»(&) : Soit M € G et /•(g^t^P^y^AlV^g)] où A€J?(HM).

Alors f{'N)=o pour N e ô — { M ^ et P(Jîl)/'(M) = ——— d'après (3). Par
suite : P/^^^trAlV^g).

L'image de P contient donc tous les coefficients des représentations de G,
et est donc dense.

(h)^>{a) : Si P est à image dense, son adjoint P* est injectif, donc
P*(J|l) = P(Jîl)* est inversible pour tout M.

En particulier les opérateurs D/, sont à image dense dans Cr(G).
Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 72
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3. CARACTÉRISATION DE Cr(G) ET d3'(G). — Une fonction ^eL^G)
est indéfiniment difîérentiable si et seulement si tous les X0'/1 sont
dans L^G), c'est-à-dire si, pour tout a,

^(M)!!^/^!)!!^^
Mec

Cette condition équivaut, d'après le lemrne 2, à

( to ) V/ .eN, ^^(M^^My^l/^M)!!^^.
M e G

L'espace des distributions sur G, ^'(G), est le dual de C^G); notons
<^ , y le produit scalaire. Pour Tecî)'(G), posons

t (M*) = < T^ M (g-) > et T (M) = < T^.M- (^) >.

Si Pon note f^= d(M) tr[f(M)M( )], pour /•eC^G), /l est la somme
des /M au sens de L2 (G) d'après (2), mais aussi au sens de C30 (G) d'après (10),
et l'on a donc

<T./>=2<T7- /M> :=26/ (M) l^<T^^M)M^>M€Ê
=^(M)tr[T(M*)/(M)].

Meê

T est une distribution : 3 C,/c, V/'€ C00 (G),

. |<Ï./>|^C||D,/||,,
soit

V ^ ( M ) t ^ [ ï ( M À ) ^ ( M ) - l b , / ( M ) J ^C[|D,/||,.
MG G

Donc g^>^ ^Y^tr(t(M*)g(M)) est une forme linéaire continue sur
M G Ô

l'image de C^G) par D/,, qui est dense dans C00, et donc dans L^G).
Il existe donc une famille (a (M)) d'opérateurs de J?(H,i) telle que cette

forme soit g^^rf(M) tra(M)*g(M), où les a(M) sont les coefficients de

Fourier d'une fonction de L2 de norme ^ C.
Sur les fonctions D/,(trM(g)), on vérifie que

"<")=^.dk(M)
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Par suite :
^ d(M) „ A- y „, _^ d(M) 1 ,, .
2^dk(Mr^1 (M ); 1 1 ~2j^M)i ' 1 (M) ^C-2.

T ('M*')Réciproquement, cette inégalité signifie que les , • sont les coeffi-

cients de Fourier d'une fonction de L^G) de norme ^C, et entraîne

donc l'inégalité précédente. Donc f \->^,d{M)trr!(M'k)f(M) est une

distribution sur G qui coïncide trivialement avec T.
Finalement, T et T étant simultanément des distributions, pour qu'une

famille (T(M)) soit formée des coefficients de Fourier d'une distribution T,
il faut et il suffit que

(") 3/l6N' S^ll^ll2^-
M € G

La mesure de Dirac S est une distribution dont tous les coefficients de
Fourier sont l'identité. Par suite :

_ , - , - . v^ d(MV
(i.) 3ÂoeN, i^^<oc.

Meê

On peut alors remplacer la condition (n) de caractérisation des distri-
butions par
(n') 3 G > o , YleN, V M e G , | |T(M) | |^CA-(M).

En effet l'hypothèse (n'), compte tenu du lemme 3, donne
1 t(M)||- I | | t (M) | | I ^ o ( M ) ^ ( M ) G -

^(^)(M) '^ll- ^(M)111^11^^) d.^^W -d^(M)' .

d'où la conclusion grâce à (12).
Notons qu'on peut, de manière analogue, transformer au moyen de (12)

la caractérisation (10) des fonctions C00. On a donc la

PROPOSITION 5. — Pour quune famille (a(M)), Me G, ^opérateurs
de £(ï{^ soit formée des coefficients de Fourier d'une fonction indéfiniment
différentiable, respectivement d'une distribution^ sur G, il faut et il suffit
que l'on ait (10') [ou (10)], respectivement (n') [ou (n)] :

(lo-) V/ceN, 3C>o , V M e G , [|a(M)[|^^^y;

(n7) 3/ceN, 3C>o , V M e G , | |a(M) | |^C^(M).

Pour une distribution T, on a alors au sens des distributions,

T=]^(M)trt(IVT)M*( ) ==.^d(M) trt (M) M ( )

(les deux formules coïncidant trivialement, par passage à T).
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4. RÉSOLUBILITÉ D'UN OPÉRATEUR INVARIANT A GAUCHE. — Pour UH

tel opérateur P, l'équation PE = § équivaut à

VMe6, P G ) U ) Ê ( M ) = I d H ^

P a donc une solution élémentaire si et seulement si P(Jtt) est inversible
pour tout M, et les P(<?Tl)-l sont les coefficients de Fourier d'une distri-
bution E sur G, ce qui s'écrit

(i3) 3 C > o , /.eN, VMe(S, \\P (3}Z)-^\^Cdh(M).

Mais si P a une solution élémentaire E, la convolution à droite par E
est un inverse à droite de P : C00 (G) -> C°° (G) :

P( /^E)=/*PE=/ .

D'après la proposition 4, P est donc injectif, et par suite bijectif.
Comme C^G) est un espace de Fréchet, P en est un isomorphisme.
Son transposé t? est un isomorphisme de (J3'(G), pour la topologie faible
par exemple, il possède donc aussi une solution élémentaire.

THÉORÈME I. — Soit P un opérateur différentiel linéaire invariant à
gauche sur un groupe de Lie compact connexe G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) Pd^DC^G);
(&) P a une solution élémentaire^
(c) ^P a une solution élémentaire^
{d) PCW{G)=CX{G),
[e) P est un automorphisme de C00 (G) $
(/*) P est un automorphisme de Cî)'(G);
(g) Les P(<5U)(MeG) sont inversibles et vérifient la condition

(i3) 3/ceN, G > o , VMeÔ, IIP^Il^ll^C^M).

Il reste seulement à montrer que (a) entraîne l'une des autres condi-
tions pour l'opérateur ^P, ou encore pour P*, par exemple (g).

Si P^G^C^G), pour tout MeG, il existe Ted3'(G) telle que
PT=d(M)t rM( ). Donc P(JU) t(M) = Id^, et les P(J1l) sont tous
inversibles; les P*(J1t) == (P(JH))* le sont aussi.

Considérons d'autre part la forme bilinéaire (/, y) i—> f f ( g ) ( f { g ) d g sur
^G

le produit de Fespace de Fréchet C^G) par C^G) muni de la topologie
d'espace métrisabic définie par les semi-normes ||D//P(p||2. C'est une
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forme continue de f pour 9 fixée. De plus pour f fixée, il existe sous
l'hypothèse (a) une distribution T telle que PT = f et par suite :

f /cp^=<PT,cp>=<T^P(p>,
«^n

il s'ensuit que cette forme bilinéaire est aussi séparément continue en ç
pour f fixée, et c'est donc une forme bilinéaire continue :

3^7'eN, C>o , V/^^C^G), ff^dg ^G||D,./[|,.|[D/Pcp[[,.

Prenons f{g) = d{M) trAM(g), <? = f [Ae ^{îîm)] ; en utilisant la formule
de Plancherel, on en déduit :
3^'eN, C > o , V M e & , VAe^H^), [|A|[^C^(M) ^(M) [|A.[[.[[P*(;m)A||.

Choisissant A = P*(<5îl)-1, il vient
[[ P* (cTc)-1 [[ ̂  G ̂  (M) dj (M) \/6/(M).

Or, d'après la formule (12), il existe une constante C' telle que

^iw^^m^^dk^M),
et on conclut en utilisant le lemme 3 :

[[P^^II^CC^^^M),

ce qui achève la démonstration.

EXEMPLES :
Cas de SU (2). — Soit P un opérateur invariant à gauche d'ordre i

sur un groupe de Lie. On peut montrer qu'il est localement résoluble
[i. e. tout point a un voisinage ouvert co tel que P d3' (eo) 3 C^ (co)] si et
seulement si sa partie principale Pi vérifie la condition de Hôrmander
{cf. [2], th. 6.1.i), et que ceci implique que X==[RePi, ImPi] est un
vecteur isotrope de la forme de Killing B du groupe : B(X, X) = o.

Sur le groupe unitaire unimodulaire SU (2), un tel opérateur est donc
localement résoluble si et seulement si sa partie principale est à coeffi-
cients essentiellement réels.

S'il en est ainsi, l'opérateur P est proportionnel à ya/Xy+ a °ù ^es

X^- (j = = i , 2 , 3 ) sont une base de l'algèbre de Lie, orthonormale pour
la forme —2B, et les aj sont réels; alors une explicitation complète
de la condition (i3) permet de montrer que P a une solution élémentaire
si et seulement s'il est injectif (de C00 dans C00 par exemple), c'est-à-dire

si a n'appartient pas à i ( V a; Z.
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Cas du tore. — En contraste avec l'exemple précédent, sur le tore
T71 == R^/Z^ un opérateur invariant à gauche est un polynôme P ( - ^ û )

(9i, • • . , 671 sont les coordonnées canoniques); T" étant abélien, ses repré-
sentations irréductibles sont ses caractères, et la condition (i3) s'écrit donc

w 3C>o, 3^>o, V^çZ"
| P ( 2 7 T Â - ) ] ——

^0(1+1^1)^

où
k == (Â-i, .. ., Â-,0 et /c [ == [ Â-i. | -i-. . . + [ kn |,

— Si n = = i , elle équivaut à l'injectivité de P, i. e. : P($) ne s'annule
pas sur 2itZ.

— Si n> i , la condition (i3') fait intervenir des propriétés arithmé-

tiques des coefficients de P ( ^ ^ û ) - Par exemple sur le tore T2, l'opé-

rateur ^ ^g- — -^ -^ + ii(aeR) est injectif si a est irrationnel; la condi-

tion (i3') porte alors sur les approximations rationnelles de a; elle est
vérifiée lorsque a est algébrique (non rationnel). Mais elle ne Pest pas
pour

-2^ avec c p ( o ) = i et cp (y -4 - i ) :=2?<^ .?(y)
7GN

Il suffit en effet de montrer que

V C > o , Va, 3A-eZ2 , > G - + | k, | 4- [ h |
Â-i — a Â-2 + -

2

ou que
V £ > Q , V^, 3 ^ , ^ e N — i o j : | (2^+1) — a (2^) 1^-

Posons

-^(i'—),
\/==o /

rN est impair et l'on a

,..-., (N)|=,(N) 2; ̂ ^'
/=N+1

Or V e > o , Vn, 3 No, VN^No,
< P ( N ) „

(2^4-1) + (2^.))'

? tN)

2-7^'+I ^N))"^ 9(./)L /=o

car le crochet est borné. Il suffit donc de choisir

N^No, 2 ^ = = 9 ( N ) 'et 2^+1=^.
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5. HYPOELLIPTICITÉ GLOBALE. — Nous appelons hypoellipticité globale
de l'opérateur P la propriété suivante :

V/e^(G), P/eC^G) => /eC^G).
THÉORÈME II. — Soit P UTZ opérateur différentiel linéaire invariant à

gauche sur un groupe de Lie compact connexe G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) L9 opérateur P est globalement hypoelliptique;
(V) II existe un entier k et une constante C > o tels que, pour tout M

dans G sauf un nombre fini, P(JH) est inversible et
(i3) ||P(.}îl)-i[|^C^(M).

Remarquons qu'un opérateur P a donc une solution élémentaire si et
seulement s'il est injectif et globalement hypoelliptique.

(fe)=^>(a) aisément : si Pf^C^ (G), on a, pour tout M sauf un nombre
fini :

^(M) ||/(M) | ̂  "^y ^ ( M ) ^ ( M ) ||P(;)1l)/(M) I I

^C6/ , (M)^(M) ||P/(M) ^C'
puisque P/'eC^G). Par suite f est C00 d'après la proposition 5.

non (V)==>non (a) : Si P(t7Tl) n'est pas inversible pour une infinité Mi, ...,
Mp, . . . de représentations de G, P ne peut être globalement hypoellip-
tique : posons en effet

/(M^=A^ avec P(^)A^=o, | |A^||=i.
/(M) ==o pour M^M, , . . . , M^ . . . .

Alors /^^'(G) car ses coefficients de Fourier sont bornés :

^W^^^^W^16 [pour rentier ko de (I2)L

et Pf= oeC^G). Mais ^L'^G), car

V./(M)||/(M)|[;=V^(M^)=^.

Supposons donc que P(t5H) soit inversible sauf pour un nombre fini
de représentations M^, . . . , M^, mais ne vérifie pas la condition ( & ) ;
il existe alors une suite infinie de représentations distinctes Mi, . . . ,
Mn, . . . , différentes des M., telles que

\f?iç-N, IIP^îl^ll^^M,).
Les formules

/(M,) == À,P (JRn)-\ avec ^[| P (^l,0-11| == i
et

/ (M)=o si M^Mi, . . . , M,,, . . .
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définissent une distribution f qui n'est pas une fonction C". En effet
\\f{Mn) = i , donc feoy[G}, mais

^(M) |/(M)| |^^rf(M^)=oo, donc /(^(G).
/î

Enfin nous démontrons l'inégalité (10') qui entraîne que Pf est C00,
d'où résultera non (a) :

^4 (M,Q I I P/(M,) 1 | === À,/A- (M,,) 6/(M,)
^^(M,Q^(M,Q
— ^(M,)

(d'après l'hypothèse sur P)

^ G , v ' par le lemme 3, dès que n ̂  2 (À• + Â-o) •
~ ^(^O 1 —— V ^

Cette dernière expression est bornée d'après la formule (12),
c. ç. F. D.

Remarquons que notre dernier exemple du paragraphe 4 est celui d'un
opérateur injectif mais non globalement hypoelliptique. Dans le cas du

tore, l'hypoellipticité globale d'un opérateur P = r P ( - - ^ ) est beaucoup
• .

plus faible que l'hypoellipticité classique du polynôme P, qui équivaut au
fait que d(^ N) tend vers l'infini avec ^ | (ÇeR", N = {Ce C" PÇQ=o}).
Cette dernière entraîne en effet que NïïR" est compact, donc que NHsTiZ"
est fini, et de plus :

P(^)(£) i
VJP7ZZOÎ 14- 1 P (£) 1 "̂  ° quand ^l"^005 et par suite ->o

(cf.[4], § 7 . 2 ) .

L'opérateur - ^ 4- -. -^ + î l sur T2, par exemple, est globalement

hypoelliptique (et même injectif), et n'est pourtant pas un polynôme
hypoelliptique.

Notons enfin qu'un opérateur elliptique P est localement hypoellip-
tique : pour tout ouvert ûcG et toute distribution f sur û :

P/eC'C^^/eC00^).

En particulier, il est globalement hypoelliptique et l'on a le

COROLLAIRE 6. — Pour qu^un opérateur invariant à gauche elliptique
ait une solution élémentaire^ il faut et il suffit qu^il soit injectif.

Cela résulte de la remarque suivant l'énoncé du théorème II.

COROLLAIRE 7. — Soit C Vopérateur de Casimir Sun groupe de Lie
compact semi-simple. Si ^€C, Vopérateur C — X a une solution élémentaire
si et seulement s^il est injectif. En particulier C n'en a pas.
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En effet il existe une base Xi, . . . , Xn, de l'algèbre de Lie du groupe
dans laquelle la forme de Killing est l'opposée de la forme canonique.

n

L'opérateur de Casimir s'écrit alors C == —^X?. Par suite il est elliptique.
;=i

6. OPÉRATEURS DU CENTRE DE L'ALGÈBRE ENVELOPPANTE. — Ce SOUt

les opérateurs P invariants à gauche et à droite sur G. Par suite leurs
coefficients P(<7ri) commutent à tous les M (g), et sont donc des homo-
théties des HM, puisque les représentations M sont irréductibles. Posons
P(3îl)=p(M)IdH,.

Les valeurs propres de P sont les scalaires p(M) (M€Ô). Si o n'est
pas dans le spectre (adhérence de l'ensemble des valeurs propres) de P,
p(M)[ est minoré par un nombre £> o indépendant de M. Pour toute
représentation M de G, on a donc

|)P(^)-[|=^(^My^^^^^Cte./,^

pour l'entier /Co de la relation (12). C'est dire que P vérifie (i3) et on a
démontré :

PROPOSITION 8. — Si le spectre Sun opérateur P au centre de l'algèbre
enveloppante ne contient pas l^origine, P possède une solution élémentaire.

On retrouverait comme cas d'application l'opérateur C — X d'un groupe
semi-simple, puisque les valeurs propres d'un opérateur elliptique forment
un ensemble discret. On obtient ainsi un énoncé analogue pour tous les
opérateurs bi-invariants sur les groupes compacts semi-simples de rang i :
un tel opérateur a une solution élémentaire si et seulement s'il est injectif.
(Ces opérateurs sont en effet des polynômes de l'opérateur de Casimir.)

7. EXTENSION AU PRODUIT DIRECT G X R2' (G COMPACT). — La méthode
utilisée sur les groupes compacts se généralise et permet d'obtenir une
condition nécessaire et suffisante d'existence d'une solution élémentaire,
en utilisant la transformation de Fourier partielle sur le groupe compact
et les résultats connus sur R^.

Soit F= GxR^, produit direct d'un groupe de Lie réel compact G
(supposé connexe) par R2', p^o. L'algèbre de Lie de F est la somme
directe des algèbres de Lie de G et R^, et l'algèbre enveloppante est le
produit tensoriel des algèbres enveloppantes. Un opérateur différentiel
linéaire invariant à gauche sur F s'écrit donc

P= ^ PaD^
| a | ̂ m

Ann. Éc. Norm., (4), II. — FASC. 4. 73
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où a=(ai , . . ., a^)€N^, |a = a^ +. ..+ a^,, les Pa sont invariants
à gauche sur G, et

B ^ ( ï à Y . . ( ï - J L Y P .
, i àx^ ) ' ' \i ôx.

Pour Me G, notons

P(:)U,D)= ^ Pa(r )U)D^.

Nous aurons besoin de caractériser les distributions sur F. Si
Te^^GxR^), les transformées de Fourier partielles

T(M, x) =<T(^ ^), M*(^) > (MeG, ^eR^)

sont des distributions sur R^, et

T(^ ^) =^^(M) tr[T(M, .r) M(^)],
MGG

la somme convergeant dans ^'(GxR7').
Inversement une famille de distributions a(M, ^)€<î)' (R7'; ^(HM)) sont

les coefficients de Fourier d'une distribution sur F si et seulement si

( i4 ) ^(M)tr |^(M^)M(^)
M€G

définit une distribution sur F, soit

V^êR^, 3C>o, 3^eN, V9eC?(^), V^eC O O (G) ,
(i5) ^ ^ ( M ) t r [ < a ( M , ^ ) , 9 ( . : r ) > < M ( ^ ) , ^ (^)

MÇG

:c ^ ^ \\b

(où l'on pose ]|ç||a= ^ s u p I D ' ^ y ] , || ̂  ||6= || D^ \\^ par exemple).
|a|^ût

L'inégalité (i5) entraîne, pour û et ©eC^tî) fixés (y^o), qu'il existe
C > o ne dépendant que de û, 6 ,̂ & tels que, pour ^^C^G) :

2^(M)u{<^^><M^>] ^CH||,
Me^

(TÔ)

ce qui signifie que les x n „ ?/ sont les coefficients de Fourier d'une

distribution sur G. Par suite il existe d'après la proposition 5 un entier k

tel que les , ^ n n ' ?/ soient les coefficients de Fourieï d'une
^-k \^s-) I ) ^\\a

fonction de L^G). Comme D/^ est son propre transposé, on a

<M(^^(^)>=^^<D,M(^^(^>=^^<M(^

-CT^^^
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et l'inégalité (16) implique, en choisissant k^b (ce qui est possible d'après
le lemme 3) :

^"^'[{s.W ^"^^«"•.•W)-] ̂ C||̂ ||,.
MGG

Les deux parenthèses sont les transformées de Fourier de deux fonc-
tions de L^G), dont la seconde est D/4. Les D/^, pour ^(^(G), étant
denses dans C°°(G), donc dans L^G), la norme dans L2 de la première
fonction est donc inférieure à C; soit

V^(gR^ 3C>o, a, ^€N, V îp€C?(^ ) ,

( I7) S^^'K^M, )^>||2^C-||cp[|^
MCG

ce qui équivaut encore, d'après la caractérisation des distributions (§ 3) à :

V^êR^ 3 C > o , 3^eN, V c p e C ? ( ^ ) , V M € & ,
| |<a(M, ) ,9>[ |^C64(M)|M| , .(i?7)

Il est clair que réciproquement (17) implique (i5), et (17') est donc une
condition nécessaire et suffisante pour que les a(M, x) soient les coeffi-
cients de Fourier partiels d'une distribution sur F, qui est donnée par (i4).

Par transformation de Fourier partielle sur G, l'équation PE = S
équivaut à
(18) V M e & , P(c)îl, D) Ê (M, œ) =ô(.r) Id^ (^eR^).

Pour que P ait une solution élémentaire, il est donc nécessaire et suffi-
sant qu'il existe, pour tout Me G, une distribution a(M, x) € CQ' (IV; ^?(HM))
telle que
(18') P (^ ,D)^(M^)=3( .^ ) Idn , et (i/).

Pour Me G fixé, (18') est un système de d(M)2 équations aux dérivées
partielles sur R^ à coefficients constants. Il admet une solution élémen-
taire a(M, )e^ / (R7'; J?(HM)) si et seulement si l'opérateur différentiel
sur W détP(Jn, D), à coefficients constants, n'est pas nul {cf. [2],
§ 3.8). En effet si

détP(Oîi ,o EEEO aeR^),

il existe un polynôme A(^) à coefficients matriciels tel que

A.(0^o et A ( Ç ) P ( O U ^ ) = o ;

si (18') avait une solution a, on aurait alors

o = = A ( D ) P(JTl, D) a(M, x) =A(D) ô(^),



^ A. CEREZO ET F. ROUVIÈRE.

ce qui est absurde. Si enfin détP(c)Tl, ^) ̂  o, soit F une solution élé-
mentaire de détP(t51Z, D). Introduisons ^(Jîl, ), matrice transposée
de la matrice des cofacteurs de P(Jlt, ) ; on a

cop p^p cop^j^p u

donc a (M, x) =COP(^}t, D) F{x) vérifie (18').
Supposons donc détP(<Ttl, )^o pour tout Me G. Soient Û(CR^,

f€=C:(û),
cp:=détP(:ni,D)/.

v

Avec h(x) = h{— x), on a, d'après (18') :

<^(M, ) , 9 > = < a ( M , ) , (P(01^,D)ô) v*(C OP(.) î l ,D)/^>
= < a (M, ) * P (;m, D) ô, (^P (.M, D) /)->
=<ôIdH^ (^(^D)/)-)
=( C O P(. )1^,D)/ ) (o) ."

Donc (iS7) et (17') entraînent

Vi2(^R^ 3C^,Â-, V/eC?(^), VM€Ê,
[| (-P (011, D) /) (o) [[ ̂  C./, (M) II det,P (OU, D) /[[,.

Nous transformons cette inégalité en une inégalité « algébrique » de la
manière habituelle; posons f{x) == g{x) e^'^y où Ç€R^, g€C^(û).
Pour tout polynôme Q(Ç), tout aeN^, on note

^^F^0'
et la formule de Leibniz permet d'écrire

^^op(^ç)(a)D^(o) 2^C2^(M)Y^|détP(.)^^,0(P)py ̂  |^pV
a " V P Am^ 7

Pour chaque ao€N^ fixé, choisissons g tel que D^^o) = i et D'^g^) = o
pour a^ao. En ajoutant les inégalités obtenues, il vient

3C, a, k, V M , VÇeR^,

^i|-P(.}îl,OW[[^G2^(M)^^|détP(OU,Ç)(P)py ̂  |^pV
a \ P 7\m^ 7

Soit A(^)€^?(HM), dont les coefficients dans une base orthonormale
de HM sont des polynômes a^(^). On note Â(Ç) la matrice de coeffi-
cients aij (Ç) dans cette base, où

^•(O-^l^^^l2)2-
\ a /
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Cette définition ne dépend pas de la base orthonormale choisie, et on a

iiA^ii^^iiA^ip.
a

La dernière inégalité s'écrit avec ces notations :

( ) ( 3 C > o , 3 a , ^ € N , V M e G , V^eR^
( [ | C O P(.m,S) | j 2 ^C 2 ^(M) 2 (défcP(^^)^ ' ( I4- ^1 )^

Comme on a, par la formule de Taylor entre o et ?,

[| (-P(on, Ç)np=^ | ((-P),,^, 0)^
^7

^Cte^ ((COP)v(^o))'p(I+|Ç|)^(^)
^/

et
(détP(^o)r^Cte(détP(^)r(i+|Ç|)^,

les constantes ne dépendant pas de M, l'inégalité (19) s'écrit encore
(20) 3C>o , 3 a, A-eN, V M e & , |) (^P^il, o))~[[^C6// , (M) (détPpll, o))".

Réciproquement, supposons que détP(3TL, )^o pour tout M€G,
et qu'on ait (20). Pour démontrer l'existence d'une solution à (17') et (18'),
nous utilisons la solution élémentaire F de détP(c)îl, D) (pour M fixée)
donnée par la construction explicite de [2], § 3.i.

Nous avons vu que a(M, x) = ̂ P^Tl, D) F(x) vérifie (18'). On a,
pour/*€=C:(R^

<aJ>==<F, (^(^D)/)-)

d'où, en suivant les notations de [2],

ri- C (cop?Dwrtë+^):. />|^:cV C d- Ç (c"p(31^^)v./')"të+^)l,„-• ' / ' / / l '=c^/„. d- L ————(détP(31l^))~————^'/ ( A^ P / 1̂7 'C\\~
i — i i/ •o1 — - l s\p'/ieA'

où C ne dépend que de p et d'un majorant de l'ordre de l'opérateur diffé-
rentiel. Or

[(cop(o^^,D),,/^fê+^)|= cop(.)^^^+..-^),, .)/(ç 4-^)1
^^(^(^O^Q'l/^+^yî)!

puisque z ïj reste borné. A nouveau la constante ne dépend que d'un majo-
rant de l'ordre du polynôme en ^. On a donc

V», VQ, 3C,V/.Q(Û),<«,/,7>|_C||/||.^^^;^,,

Or si Q et R sont deux polynômes de degrés q et r,

î^ Cte ̂ 1(^|,|)^
R(Ç)~ R ( o ) '
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où la constante ne dépend que d'un majorant de q et r. Par suite, en
choisissant a assez grand, on obtient

(.1) 3., V Î 2 , 3 C , V/e^(^|<^7>^Cte||/||:[^^:".

L'inégalité (21) est valable pour tout M dans G, et la constante qui y
figure ne dépend que de a, û, et d'un majorant de l'ordre de dét P(t7H, D).

Utilisant alors l'hypothèse (20) et sommant en i et j de i à d (M), il
vient

3^,a, V^, 3C, V/eC^), VMj |<a(M, )J> [I^Gte^M)2!!/^.

Donc les a (M, ^) vérifient (I7'), et l'on a montré le

THÉORÈME III. — L'opérateur P^VPaD 0 ' sur GxR7" a une solution

élémentaire si et seulement s'il existe une constante C > o et un entier k

tels que, pour tout M€G, détP(3Tl, ) ̂  o et

(20) (^(^,0))-

(détP^l, o))- ^C^(M)•

En particulier tout groupe de Lie (réel) commutatif connexe étant un
produit T^xR^, un opérateur invariant à gauche est un polynôme

P ( - . û î - 7 . - ) ? et une condition nécessaire et suffisante pour qu'il ait

une solution élémentaire s'écrit
(2(/) . 3C>0, 0>0, V/CeZ^ P(27rÂ- ,o )^ G ,

avec
^- ^ap 2

P(27^0)^==^ ^ (27T^O)

a

8. ESPACES HOMOGÈNES RÉDUCTIFS. — Nous voulons résoudre l'équa-
tion PE = à, où P est un opérateur différentiel sur une variété analytique
compacte V, invariant par un groupe G de transformations, et S la mesure
de Dirac en un point v de V. On suppose que G est un groupe de Lie compact,
connexe, et qu'il agit transitivement : si K est le sous-groupe d'isotropie
de ^, K est fermé et V est isomorphe à l'espace homogène G/K des classes
à gauche gK. Enfin cet espace homogène est réductif : si (6, H sont les
algèbres de Lie de G et K, 3&C ̂ , il existe un sous-espace 1̂ de ®, tel
que (&==ÉI©|1 et Ad<,(K) ̂  dîl.

Le point v de V reste fixé dans la suite, et nous notons TI l'application
composée G->G/K^V; 11(1)==^. Si & est un espace de distributions
sur G, on note êo (resp. o&) le sous-espace des éléments de ê invariants
à droite (resp. à gauche) par K, o^o le sous-espace des éléments bi-inva-
riants. De même Do (G) désigne l'algèbre des opérateurs différentiels
linéaires invariants à gauche par G et à droite par K.
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Soit D(V) l'algèbre des opérateurs différentiels linéaires sur V inva-
riants par l'action de G, i. e.

(Py)o^P(cpo^ ^eG, cpeC-CV) .

Comme V est un espace réductif, D(V) est isomorphe à l'algèbre des
restrictions à C^(G) des opérateurs de Do (G) ([3], chap. X, lemma 2.2).
En particulier :

(22) VPeD(V) , 3Q€Do(G) , VcpeC^V), (Pcp) o 7 r==Q(cpo 7;).

Soit ^GQ^^G) la distribution : f^-> f f(k) dk^ où dk est la mesure
JK

de Haar de K de masse i. La convolution à droite (resp. à gauche) par §^
est un projecteur de (^'(G) sur dPy(G) [resp. od9' (G)]. On peut relever de
manière évidente une distribution T sur V en une distribution To€<®o(G) :
si T€O>'(V), To€cOo(G) est définie par

V/eC-^G), ïo(/)=T(/^), où /^OTT=/*ÔK.

La mesure de Dirac au point v === T.(i) se relève en SO==SR.
L'existence d'une solution de PE -=== 8 équivaut à l'existence d'une distri-

bution Eo€d?o(Gr) telle que
(^3) QEo=:o\,

où Q satisfait (22).
Mais si Eo est solution de (28), la distribution O K * E o € o ^ o ( G ) l'est

aussi : Q(OR* Eo) == OK* QEo == SK*S^ == §1 .̂ Par suite l'existence d'une
solution de (28) équivaut à l'existence d'une solution bi-invariante oEo.
L'équation (28) équivaut, par transformation de Fourier sur G, au système

(24) . . V M e G - , Q ( ^ U ) o Ê o ( M ) =^§K(M) .

Comme la convolution par S^ ^t un projecteur, ^(M) est, pour tout M,
^\ y^.

un projecteur de HM sur I m ô ^ ( M ) = = l M , de noyau Kerô^(M) ===== KM;^
HM est la somme directe orthogonale IM© KM, puisque ô^ (M) est
auto-adjoint. La bi-invariance par K d'une distribution Teo^^Gr)
entraîne que T(M) commute à â&(M) :

ÔK (M) t (M) == T (M) = T (M) ÔK (M).

De même le fait que Q soit bi-invariant par K entraîne la commutation
des Q(JH) aux §K(M). Par suite, pour tout M, Q(^) et oÊo(M) conservent
les sous-espaces IM et KM de HM.

/\ y\ 'v

Comme oEo(M) = oËo(M) OR(M), l'équation (24) restreinte aux vec-
teurs de KM est triviale. (24) équivaut donc à l'équation portant sur les
restrictions à IM :

V M e G Q ( J 1 Z ) | T o Ê o ( M ) L = I d T .
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Finalement l'équation (28) admet une solution si et seulement si, pour
tout M, Q(J1Z) i est inversible et si les fQ(Jrc) L Y1 Q) OK sont les

M \ 1 M/ M

coefficients de Fourier d'une distribution (bi-invariante) sur G, ce qui
s'écrit

, 3 /c€N, C>o , V M e Ô , [[[Q(.)îl)[iJ-i| |^C^(M)

(comme d'habitude || A^^ trAA*); soit, en revenant à V,

(25) [(PM)(P)]iJ-1 ^C^(M),

où M est définie sur V par

M ( 7 r ( ^ ) ) = fM^k)dk (gçG).
^K

La condition (20) ainsi obtenue est nécessaire et suffisante pour que P
ait une solution élémentaire.

Lorsqu'il en est ainsi, la convolution sur V (définie par passage au
quotient) à droite par E est un inverse à droite de P. On a donc
PC' (V) = C' (V) et Plî)'(V) =^'(V). Mais cela n'implique plus cette
fois que ce sont des isomorphismes ; en fait P n'est pas en général injectif.
Mais, (PM) (?) |̂  étant inversible pour tout M, P est injectif dans oC°°(V)
et o<®'(V). La convolution à droite par SiArE, solution élémentaire inva-
riante à gauche par K, est un inverse à droite de P : oC°° (V) -> oC°°(V)
Par suite P est bijectif, donc un isomorphisme de oC°°(V) [oC^V) est un
espace de Fréchet]. Son transposé T est un isomorphisme de o^'(V), et
a donc une solution élémentaire invariante à gauche par K. Si enfin on
suppose que PC^V) === C^V), il est clair que PoC00 (V) = oC^V), et la
transformation de Fourier, une fois restreints les coefficients à IM, montre
que cela implique que P est injectif, donc un isomorphisme de oC^V).

THÉORÈME IV. — Soient G/K un espace homogène réductif compact,
P € D (G/K) un opérateur différentiel linéaire sur G/K invariant à gauche
par G. Soit G l'ensemble des classes de représentations irréductibles de G,
et si M est un représentant unitaire d'une classe de G, notons

M(i-)= Ç M ( g k ) d k , l M = I m M ( î ) [=Imô\(M)].
^R

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Po^G/K^oC^G/K);
(&) P a une solution élémentaire^
(c) /? a une solution élémentaire;
{d) PC" (G/K) =C» (G/K);
(e) Pcî^G/K) ==a)'(G/K);
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(/*) P est un automorphisme de oC^G/K);
(g) P est un automorphisme de o^'(G/K)$
(h) 3C> o, /c€N, VMeô, PM(i) ^ est inversible et

(25) [ P M ( î ) ij-' ^Cr/,(M).

Il reste à montrer que (a) entraîne l'une quelconque des autres condi-
tions, pour l'opérateur ^P, ou encore pour P*, par exemple {h). Pour cela
on choisit un relèvement Q€ Do (G) de P, pour lequel on a Qo^u (G)DoC^ (G).
Le raisonnement est en tous points analogue à celui qui suit l'énoncé du
théorème I, appliqué cette fois à Q et à l'espace ()G^ (G) ; on prend

A=:Q*p1l) ^-•®OK,.

Sur l'espace symétrique SU(2)/SO (2) par exemple, un opérateur P
invariant par SU (2) est un polynôme de l'opérateur de Laplace-Beltrami.
On peut le relever en le même polynôme de l'opérateur de Casimir C
sur SU(2). Par suite, C étant bi-invariant, P M ( i ) L est une homothétie;
le rapport d'homothétie est une valeur propre de P qui, étant elliptique,
n'en a qu'un ensemble discret. Si o n'est pas valeur propre, [ [(PM)(i)ji1~1

est donc majoré par Cte(dimI^)2^Cte(J(M))25 et l'inégalité du théo-
rème résulte aisément de (12). On peut donc énoncer :

COROLLAIRE 9. — Sur SU(2)/SO(2), un opérateur différentiel linéaire
invariant par SU (2) admet une solution élémentaire si et seulement s^il est
injectif.
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