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SOLUTION ELEMENTAIRE

D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE
INVARIANT A GAUCHE
SUR UN GROUPE DE LIE REEL COMPACT

ET SUR UN ESPACE HOMOGENE REDUCTIF COMPACT

Par ‘Avorte CEREZO Er Francoirs ROUVIERE,
Purdue University, Lafayette (Indiana).

0. INTRODUCTION. — On sait que tout opérateur différentiel linéaire P
a4 coeflicients constants sur R" posséde une solution élémentaire : il existe
une distribution E telle que PE =¢, ¢ désignant la mesure de Dirac a
Porigine. La convolution du second membre par E fournit des résultats
d’existence de solutions pour 'équation aux dérivées partielles Pu = ¢.

On peut chercher & résoudre de maniére analogue I'équation Pu =y,
ou P est cette fois un opérateur différentiel linéaire sur un groupe de LieG.
L’hypothése « P & coeflicients constants », qui signifie que P commute
aux translations de R", sera remplacée par « P invariant a gauche », qui
signifie que P commute aux translations a gauche du groupe G. (Le para-
graphe 6 donne quelques résultats sur certains opérateurs « bi-invariants »,
1. e. commutant aux translations & gauche et a droite.) Nous nous limitons
1c1 essentiellement au cas d’un groupe de Lie réel compact, seuls les para-
graphes 7 et 8 donnent des généralisations, a un groupe G XR?” (G compact)
et & un espace homogéne d’un groupe compact, G/K.

Sur un groupe de Lie compact G, nous étudions I’existence d’une solu-
tion élémentaire au moyen de la transformation de Fourier sur G. La situa-
tion est tres différente de celle de R".

D’abord il existe en général (sauf sur le tore) des opérateurs invariants
a gauche d’ordre 1 (4 coefficients complexes) qui ne sont méme pas loca-
lement résolubles : pour tout ouvert Q de G, il existe une fonction C”
a support compact ¢ dans Q telle que I’équation Pu = ¢ n’ait pas de solu-
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tion distribution dans Q. (Nous ne donnons pas ici la démonstration de
ce résultat.) Ensuite (et cette difficulté apparait déja sur le tore), un opé-
rateur P ne peut avoir de solution élémentaire s’il n’est pas injectif.
Enfin les coefficients de Fourier de 'opérateur doivent vérifier certaines
conditions de croissance. Le théoréeme I (§ 4) donne une condition néces-
saire et suflisante pour qu'un opérateur invariant a gauche sur un groupe
de Lie compact ait une solution élémentaire. Cette propriété équivaut
aussi a 'existence (et I'unicité) d’une solution de ’équation Pu=y¢ dans
Pespace des fonctions indéfiniment différentiables : PC™(G) = C"(G), et
dans D'espace des distributions : P®'(G) = ®'(G), et a la résolubilité
globale : P®@'(G)>C”(G). Elle équivaut encore (théoreme II, § 5) a
Pinjectivité jointe & une propriété d’« hypoellipticité globale ».

Le théoreme III (§ 7) caractérise les opérateurs invariants & gauche
sur GXR” (G compact) qui possédent une solution élémentaire; la démons-
tration se fait par transformation de Fourier partielle sur G.

Le théoreme IV (§ 8) caractérise les opérateurs différentiels sur un
espace homogeéne G/K, invariants par l’action de G, qui ont une solution
élémentaire; on se rameéne a I’étude d’une équation aux dérivées partielles
sur G, invariante a droite par K. Ici encore, ce résultat équivaut a exis-
tence de solutions dans C”(G/K) ou dans ®'(G/K).

Nous tenons & exprimer ici notre reconnaissance au Professeur Francois
Tréves, qui nous a suggéré ce probleme. Ses conseils et ses encouragements
au cours de conversations fréquentes nous ont aidé constamment dans
ce travail.

1. RappeLs ET NoraTIONS. — Soit G un groupe de Lie réel compact
connexe ('), dg sa mesure de Haar de masse 1, G I'ensemble des classes
d’équivalence de ses représentations irréductibles (de dimension finie)
sur des espaces hilbertiens; on se fixe un représentant unitaire M de chaque
classe, et 'on note encore G={M]| I’ensemble obtenu, H, I’espace de
la représentation M€ G, et d(M)= dim H,.

L*(G, dg) est la somme directe hilbertienne des sous-espaces vectoriels
des coefficients des représentations de G ([1]) : si f€L?(G), soit

() Jon= [ W) &) ds (MeC)
G

sa transformée de Fourier [M* est l'adjoint de M dans £(H,),
M*M = MM* = Id]. On a une formule de Plancherel :

(2) 1= 4 || fo

Med

2

(] AlP=trAAY)

(1) L’hypothése de connexité ne restreint pas en fait la généralité.
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et, si f est continue, une formule d’inversion
(3) J(&) =X dM) ul fM) M(5)].
Mel

Soit & V’algébre de Lie de G. On considérera un élément X de & comme
un opérateur invariant & gauche d’ordre 1, et 'on a, par invariance :

(XM) (ag) =X (M (ag)) =X (M (a) M(g)) = M(a) XM (g)
et pour g=1 :
(4) XM (@) =M (a) XM (1) et XM* (@) = XM*(1) M* («).

51 ue C”(G), I'invariance de X et de dg entraine

f (Xuw) (g) dg:f cl/LfXgu,(/lg) zlg:fXg.(‘/u (hg) (l/)) dg—=o,
G G G G G y

ce qui permet d’intégrer par parties sur G.
Par suite, pour f€C”(G) :

" ,
XfFf(M) = | M* Xfle)deo—=— | XM*(g Y do
J(M) /; () X f(g) ds / (£) f(8) dg
== XM () [ M (&) fg) dg = XW'(1) f0).
G

On a supposé M unitaire :
X (M*M) = XM*M + M*XM = o.
Done — XM* (1) = XM(1), et finalement v
(5) STy = XM (1) /().

Un opérateur différentiel P invariant a gauche sur G est un élément
de P’algébre enveloppante complexifiée D(G) de ®, donc une combi-
naison linéaire a coeflicients complexes de mondmes non commutatifs
Xo=Xg, ... X,,0u (X, ..., X,) est une base donnée de &, « = (4, ..., ¢,)
et 1—a;~ n. Nous noterons

p=|al, = X;M(1), M= My, ... Mg, = X*M(1) et P (o) =PM(1)

la combinaison linéaire correspondante des 11>, Itérant alors (5), il vient
immeédiatement

6) (M) = P (1) f(M).

Remarquons que si P est dans le centre de D(G), c’est-a-dire s’il est
invariant a gauche et a droite sur G; ses « coefficients de Fourier » P (1) sont
des homothéties : ils commutent en effet a tous les X;(M) (1), et par
suite a tous les opérateurs M(g) d’une représentation irréductible.
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2. UNE FAMILLE FONDAMENTALE D OPERATEURS. — Dans la suite, nous
considérons la famille & (*) des opérateurs invariants i gauche :

D= Y (X*)'X*  (keN),

oLl <k

la somme incluant le cas @ = o (D, =1), pour une certaine base X,, ..., X,
de ®. On a noté X*=1X,,...X,, et (X*)*=(—1)"X,, ... X,, est adjoint
de X pour le produit scalaire de L*(G, dg).

Lemme 1. — Pour une base convenable de ®, les opérateurs D, de F
sont bi-invariants et Uon a
n N7
) ne= ¥ <_2x;> .
0=qg<k i=1
Toute algebre de Lie ® compacte est en effet la somme directe
G =9HP G’ d’une algébre de Lie commutative H (son centre) et d’une
algebre de Lie semi-simple ®'=[6, ®]. Si (X,, ..., X,) est une base

orthonormale pour la forme de Killing de &’, I'opérateur de Casimir
p

de ®’ s’écrit C = —» X et est bi-invariant. Par suite, si (X, ..., X,
i ’ s >

i=1

est une base de %, 'opérateur ZX, est dans le centre de D(G) :

i=1

NIX:, X+ Y XX, Xj]=o,

i=1 i=p+1

<
N
~
N
=
—
VI
23
A
—
Il
-]

On montre alors (7) par récurrence sur k :
D= Dy =X (X0)* (Dimy — Dia) X

i=1

= (Dt—y — Dy) <E (X,-)*Xi> = (Dt—1— D) <—Z>‘:>

i=1

k
::...::(——25:K{> .

En particulier D, est bi-invariant.
Nous supposerons dans toute la suite avoir choisi une telle base.
Les coefficients de Fourier de D, sont donc des homothéties, que nous
noterons d,(M)Id,, de rapport d,(M) positif, puisque pour tout M :
| E (X*trM (), X*trM () ) = (DytrM (), trM (2)) = d; (M).

oLlaf <k

(?) Elle jouera le rdle des (1 — A)* sur R~,
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Lemme 2. — VAEN, YVMeG, Vo, |a| =k VzeH, :
(8) | M2z (| < di (M) || 2.

En effet
[[de (M) z|2= l

<1+ by (ona)*:mm>x '

o<l <k

:“'Z.“Z‘*_2 2 ”3]7.“1.'“2_*_ 2
o< Lk

Z (ORE)* e 2

ool <Lk

Avec les notations du lemme, on a donc, pour f€C”(G);
X7 fl3= D d ) [[one f(M) [P =Y d (M) [[de (M) FM) [P =[] De s [3-
Met Meb

Par suite la famille des normes | D;fl. définit sur C*(G) la méme
topologie que les semi-normes || X*f|l., c’est-a-dire sa topologie habituelle
d’espace de Fréchet.

Lemme 3. — Vj, ..., ,€N, A3C>0, VMG, Viho(ji+... 4] :
(9) di, (M) ... d;, (M) = Cdp(M).

Soit x€ Hy, :

ey (M) ..y (MY || = C > (| ov
0= & 2(fimt o f)
Le second membre est inférieur a Cl/d,(M)z| en vertu du lemme 2.

Aux opérateurs D, s’applique aussi la

Prorosition 4. — Soit P invariant a gauche sur G. Les conditions sui-
pantes sont équivalentes :

(@) P:C7(G)— C"(G) est injectif;

(b) P:C*(G)—C"(G) est & tmage dense;

(¢) P(ON) est inversible dans 2(H,) pour tout M de G.

L’équivalence de (a) et (¢) est triviale, les Hy étant de dimension finic :
Pf=o0<= VM, POU)fM) =o.

(c)=(b) : Soit MeG et f(g)=tr[P(ON)*AM(g)] ou Ae£(H,).
Alors f(N) = o pour Ne G — (M}, et P(N)f(M) = d—(’}M—) daprés (3). Par
sutte : Pf(g) =trAM(g).

L’image de P contient donc tous les coellicients des représentations de G,
et est donc dense.

(b)==>(a) : Si P est & image dense, son adjoint P* est injectif, donc
P* (ON) = P(OM)* est inversible pour tout M.

En particulier les opérateurs D, sont & image dense dans C”(G).

Ann. Ee. Norm., (4), II. — Fasc. 4. 72
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3. CaracririsatioNn pE C7(G) Er A'(G). — Une fonction fe€L*(G)
est indéfiniment différentiable si et seulement si tous les X*f sont
dans L*(G), c’est-a-dire si, pour tout «,

¥ d o FM [ < e,

Meb
Cette condition équivaut, d’apres le lemme 2, a

(10) VEeN, N d(M)d (M) || f(M)[[* < oc.
MeG

L’espace des distributions sur G, ®'(G), est le dual de C"(G); notons
{ , > le produit scalaire. Pour T€®'(G), posons
T

TW) =Ty, M(g) > et (M) =Ty, M (8) ).

Si Ton note fy=d(M)tr[f(M)M( )|, pour f€C”(G), f est la somme
des fy au sens de L*(G) d’aprés (2), mais aussi au sens de C7 (G) d’aprés (10),
et 'on a donc ‘

o= fuy =X, d (M) 1w Ty, f(M) M (g)
et
:2 d (M) e T (M%) F(M)].

net
T est une distribution : 3C, k, V f€C”(G)
[T SO TGl Def s

soit

N [r’\ * /\ ] o
N A M) w T W) di (M)~ Dy f (M) ]| ZC [ Di f o

el

Donc gHth (T(M )§(M)) est une forme linéaire continue sur
Me(r

I'image de C"(G) par D, qui est dense dans C*, et donc dans L*(G).

Il existe donc une famille (a(M)) d’opérateurs de £2(H,) telle que cette

forme soit gl—>2 d(M)tra(M)* g(M), ou les a(M) sont les coefficients de
Fourier d’une fonction de L* de norme —ZC.

Sur les fonctions D, (trM(g)), on vérifie que

T (M)

(L(M)*: CT(NT)
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Par suite :

T My | = .

(T

d (M) d(M)
2d(M)z| Ed(M) }

Réciproquement, cette inégalité signifie que les ;lk((—l\;,[;
cients de Fourier d’une fonction de L*(G) de norme = C, et entraine
donc linégalité précédente. Donc fn—>2d(M) trT(M*)f(M) est une

distribution sur G qui coincide trivialement avec T.

sont les coefli-

Finalement, T et T étant simultanément des distributions, pour qu’une
famille (T (M)) soit formée des coefficients de Fourier d’une distribution T,

il faut et il suffit que

Wl d 1\/1 A, 9
(11) JLeN, )dkEM;.zH'l‘m)H‘<w.

neb

La mesure de Dirac 8 est une distribution dont tous les coefficients de
Fourier sont I'identité. Par suite :

. o d(M)?
(12) HI‘OENv z d‘ (M)z<oc

ned

On peut alors remplacer la condition (11) de caractérisation des distri-
butions par

(11) AC>o, keN, VMeG,

T (M) || =ZCd(M).

En effet ’hypothése (11’), compte tenu du lemme 3, donne

T dy, (M) di (M) C
dr (M) ITan dry (M) ds g1y (M) = dr, (M)’

w0 =

d’ou la conclusion grace a (12).
Notons qu’on peut, de maniere analogue, transformer au moyen de (12)
la caractérisation (10) des fonctions C”. On a donc la

Proposition 5. — Pour qu'une famille (a(M)), MeG, dopérateurs
de £2(Hy) soit formée des coefficients de Fourier d’une fonction indéfiniment
différentiable, respectivement d’une distribution, sur G, tl faut et il suffit
que Uon ait (10") [ou (10)], respectivement (11') [ou (11)] :

(10') VieN, 3C>o0, VMeG, [|a(M)“4d((3M),
(11') 3keN, 3C>o0, VMeG, [a(M)[=ZCdi(M).

Pour une distribution T, on a alors au sens des distributions,
T :Ed(M) T (MM () ZZd(M) T (MyM( )

(les deux formules coincidant trivialement, par passage a T).
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4. RESOLUBILITE D'UN OPERATEUR INVARIANT A GAUCHE. — Pour un
tel opérateur P, 'équation PE = ¢ équivaut a

vMeG, POn)lM)=1Idy,

P a donc une solution élémentaire si et seulement si P(JN) est inversible
pour tout M, et les P(O11)™* sont les coeflicients de Fourier d’une distri-
bution E sur G, ce qui s’écrit

(13) AC>o0, keN, VMeG, |[[POR)~'[=Cdi(M).

Mais si P a une solution élémentaire E, la convolution a droite par E
est un inverse a droite de P:C*(G) - C"(G) :

P(fxE)=f xPE—=1.

D’apres la proposition 4, P est donc injectif, et par suite bijectif.
Comme C7(G) est un espace de Fréchet, P en est un isomorphisme.
Son transposé ‘P est un isomorphisme de ®@'(G), pour la topologie faible
par exemple, il posséde donc aussi une solution élémentaire.

Tatoreme [. — Soit P un opérateur différeniiel linéaire invariant d
gauche sur un groupe de Lie compact connexe G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) P@'(G)23C(G);

(b) P a une solution élémentaire;

(¢) 'P a une solution élémentaire;

(d) PC(G)=C"(G);

(e) P est un automorphisme de C”(G);
)

(

&

f) P est un automorphisme de ®'(G);
g) Les P(M)(MeG) sont inversibles et vérifient la condition

(13) 3keN, GC>o0, VMeG, [P0 =Cdi(M).

Il reste seulement & montrer que (a) entraine 'une des autres condi-
tions pour Popérateur ‘P, ou encore pour P*, par exemple (g).

Si P@'(G)DC"(G), pour tout MeG, il existe TE€® (G) telle que
PT =d(M)trM( ). Donc P(J]‘L)"I\‘(M)zldnm, et les P(O) sont tous
inversibles; les P* (011) = (P(9M))* le sont aussi.

Considérons d’autre part la forme bilinéaire (f,9) |—>ff(g)cp(g) dg sur

G

le produit de l'espace de Fréchet C”(G) par C7(G) mum de la topologie
d’espace métrisable définie par les scmi-normes ||D,'Pof.. Cest une
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forme continue de f pour ¢ fixée. De plus pour f fixée, il existe sous
Ihypothése (a) une distribution T telle que PT = et par suite :

fcfcf)dg:@'l‘, o>=T, Po>,

il s’ensuit que cette forme bilinéaire est aussi séparément continue en ¢
pour f fixée, et c’est donc une forme bilinéaire continue :

3 jeN, C>o, V/oeC (@) | [fode|=CIDif[aDiPol.

Prenons f(g) = d(M)trAM(g), ¢ =f [A € £(H,)]; en utilisant la formule
de Plancherel, on en déduit :

3i,/eN, C>o, VMel, VAcre(Hy), [A[ZCdi(M)d;(M)|A[.[[P*(om)All.

Choisissant A = P*(ON)™*, il vient
[P (M)~ [| ZC di (M) d; (M) \/d (M).
Or, d’aprés la formule (12), il existe une constante C’ telle que
VA (M) = d (M) = C dg, (M),
et on conclut en utilisant le lemme 3 :
[1P* () = CC a1y (M),
ce qui achéve la démonstration.

ExEMPLES :

Cas de SU(2). — Soit P un opérateur invariant & gauche d’ordre 1
sur un groupe de Lie. On peut montrer qu’il est localement résoluble
[i. e. tout point a un voisinage ouvert ® tel que P®'(w)DC](w)] si et
seulement si sa partie principale P, vérifie la condition de Hoérmander
(¢f. [2], th. 6.1.1), et que ceci implique que X =[ReP,, ImP,] est un
vecteur isotrope de la forme de Killing B du groupe : B(X, X) =o.

Sur le groupe unitaire unimodulaire SU (2), un tel opérateur est donc
localement  résoluble si et seulement si sa partie principale est a coeffi-
cients essentiellement réels.

S’il en est ainsi, 'opérateur P est proportionnel a Eanj—l—a ou les

X; (j=1,2,3) sont une base de l’algébre de Lie, orthonormale pour

la forme — 2B, et les a; sont réels; alors une explicitation compléte

de la condition (13) permet de montrer que P a une solution élémentaire

si et seulement s’il est injectif (de C* dans C” par exemple), c’est-a-dire
1

si @ n’appartient pas a i(Zai.)-Z.
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Cas du tore. — En contraste avec 'exemple précédent, sur le tore

n n d
=R"/Z", un opérateur invariant & gauche est un polyndme P( 00)

(61, ..., 0, sont les coordonnées canoniques); T étant abélien, ses repré-
sentations irréductibles sont ses caractéres, et la condition (13) s’écrit done

! ~ o ——l = a
(13" 3C>o0, Ja>o0, VkkeZ [P(Zﬂk)]_c(l_'_“(l)’
ou

k= (ki, ..., k) et (k| =k +...+ |k,

— Si n=1, elle équivaut a l'injectivité de P, 1.e. : P(§) ne s’annule
pas sur 212,

— Si n>1, la condition (13’) fait intervenir des propriétés arithmé-

tiques des coefﬁcients de P(I ;e) Par exemple sur le tore T?, 1'opé-

rateur = (—;;— — 7 ()0 + n(x€R) est injectif si o est irrationnel; la condi-

tion (13) porte alors sur les approximations rationnelles de «; elle est
vérifiée lorsque a est algébrique (non rationnel). Mais elle ne l’est pas
pour
_\ (=1
= g )
¢ (/)
€N

avec ¢ (o) =1 et G(j-+1)=2%0),

Il suffit en effet de montrer que

1

VC>o, Va, 3keZ, >c<;+|ki|+|k,|>“

/{1—oz/f2+£’
2
ou que

- . D n — n) | << : .
Ve>o, Vn, Ap, p€N—{o}: [(2p.+1) a(zq)I_((ZPMH)JF(Q%))”
Posons

ry est impair et ’on a

[ rn—a¢ (N) |=¢(N)

‘\

1)1
Z 5)J(1—1

J=N-+1

Or VE>O, Vn, EN(), VNENO,

Ny

50N =T N (—.1)/' =
| W_H] (9 (N))"
j=0 ’ )

car le crochet est borné. Il suffit donc de choisir

@

N> N, 2¢,= ¢ (N) ‘et 2Py + 1= ry.
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5. HyroerripTiciTE GLOBALE. — Nous appelons hypoellipticité globale
de P'opérateur P la propriété suivante :

Vfied (G), PfeC(G) = feC”(G).

Tutorime II. — Soit P un opérateur différentiel linéaire invariant a
gauche sur un groupe de Lie compact connexe G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) L’opérateur P est globalement hypoelliptique;

(b) Il existe un entier k et une constante C > o tels que, pour tout M

dans G sauf un nombre fini, P(IN) est inversible et
(13) [P (o)< Gde (M).

Remarquons qu’un opérateur P a donc une solution élémentaire s1 et
seulement s’il est injectif et globalement hypoelliptique.

(b) = (a) aisément : si Pf€C” (G), on a, pour tout M sauf un nombre
fini :

RO

di (M)

Zcd.n o [ Pron |z
puisque Pf€C*(G). Par suite f est C* d’aprés la proposition 5.

non (b)=>non (a) : S1 P(IM) n’est pas inversible pour une infinité M, ...,
M,, ... de représentations de G, P ne peut é&tre globalement hypoellip-
tique : posons en effet

FOM) =A,,  avec P(M,)A, =0, [|A,[|=1.
f(M) =o pour M=M,, ... , M, ....

4 (W) [| Fony || = di (M) d; (M) || P (1) (M) |

Alers f€ @' (G) car ses coefficients de Fourier sont bornés :
Zi—,;—zm | £ M) Hém = Cte [pour Pentier &k, de (12)],
et Pf = 0€(C”(G). Mais f¢§L*(G), car

DA [lfon s =¥ dm,) = .
»

Supposons donc que P(IN) soit inversible sauf pour un nombre fini
de représentations M,, ..., M,, mais ne vérifie pas la condition (b);
il existe alors une suite infinie de représentations distinctes M,, ...,
M,, ..., différentes des M , telles que
. VreN, ||POn,)— || d,(M,).

Les formules - )

FM) =LPOr,)=1,  avec AP (M)~ || =1
et
FfM) =0 si M#M, ..., M, ...
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définissent une distribution f qui n’est pas une fonction C*. En effet

Hf(Mn) |= 1, donec f€® (G), mais
Saon [ fon =Y d(M,) =,  donc fEL(G).

Enfin nous démontrons l'inégalité (10’) qui entraine que Pf est C-,
d’olt résultera non (a) :

Clk (M,,)

D7) | = 0, de (M) (M)
d(M,) di (M,)
= M)

L d(M,)
=07 )

(d’aprés I'hypothése sur P)

par le lemme 3, des que n > 2 (k 4+ £,).

Cette derniére expression est bornée d’apres la formule (12),

C. Q. F. D.

Remarquons que notre dernier exemple du paragraphe 4 est celui d’un

opérateur injectif mais non globalement hypoelliptique. Dans le cas du
1 d

tore, ’hypoellipticité globale d’un opérateur P:P(; ()_0> est beaucoup
plus faible que I’hypoellipticité classique du polyndéme P, qui équivaut au
fait que d(£, N) tend vers D'infini avec|Z|(t€R",N={({e€C"|P({)=o0}).
Cette derniére entraine en effet que NNR" est compact, donc que NN2nZ"
est fini, et de plus :

PO (1)

M E G

(cf. [4], § 7.2).
1 d

L’opérateur% % + 7 55; F® sur T? par exemple, est globalement
1 2

—>o0 quand [£]|-—> oo, et par suite

[P (E) |

hypoelliptique (et méme injectif), et n’est pourtant pas un polyndme
hypoelliptique.
Notons enfin qu'un opérateur elliptique P est localement hypoellip-
tique : pour tout ouvert QCG et toute distribution f sur Q:
PfeC-(Q)=feC=~ (Q).
En particulier, il est globalement hypoelliptique et 1’'on a le

CororrLAIRE 6. — Pour qu’un opérateur invariant & gauche elliptique
ait une solution élémentaire, il faut et il suffit qu’il soit injectif.

Cela résulte- de la remarque suivant 1’énoncé du théoréeme II.

Cororraire 7. — Soit C lopérateur de Casimir d’un groupe de Lie
compact semi-simple. St A € G, lopérateur C — A a une solution élémentaire
st et seulement s’il est injectif. En particulier C n’en a pas.



OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN GROUPE DE LIE. 573

En effet 1l existe une base X,, ..., X, de I’algébre de Lie du groupe
dans laquelle la forme de Killing est 'opposée de la forme canonique.

- L’opérateur de Casimir s’écrit alors C = —ZX? . Par suite il est elliptique.

i—=1

6. OPERATEURS DU CENTRE DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE. — (e sont
les opérateurs P invariants a gauche et a droite sur G. Par suite leurs
coefficients P (J11) commutent & tous les M(g), et sont donc des homo-
théties des Hy, puisque les représentations M sont irréductibles. Posons
P(OM) = p(M) Idy .

Les valeurs propres de P sont les scalaires p(M) (MeG). Si o n’est
pas dans le spectre (adhérence de I’ensemble des valeurs propres) de P,
p(M)| est minoré par un nombre € > o indépendant de M. Pour toute
représentation M de G, on a donc

| I

P (o) = VTN o = S Ce s, ()

pour lentier k, de la relation (12). C’est dire que P vérifie (13) et on a
démontré : ' ‘

Prorosition 8. — St le spectre d’un opérateur P du centre de Ualgébre
enyeloppante ne contient pas Uorigine, P posséde une solution élémentaire.

On retrouverait comme cas d’application ’opérateur C — 2 d’un groupe
semi-simple, puisque les valeurs propres d’un opérateur elliptique forment
un ensemble discret. On obtient ainsi un énoncé analogue pour tous les
opérateurs bi-invariants sur les groupes compacts semi-simples de rang 1 :
un tel opérateur a une solution élémentaire si et seulement s’il est injectif.
(Ces opérateurs sont en effet des polynémes de I'opérateur de Casimir.)

7. ExtEnsioN AU propUIT DIRECT GXR? (G compacT). — La méthode
utilisée sur les groupes compacts se généralise et permet d’obtenir une
condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution élémentaire,
en utilisant la transformation de Fourier partielle sur le groupe compact
et les résultats connus sur R?.

Soit I'= GXRP?, produit direct d’un groupe de Lie réel compact G
(supposé connexe) par R, p>> o. L’algébre de Lie de I' est la somme
directe des algébres de Lie de G et R?, et 1’algébre enveloppante est le
produit tensoriel des algébres enveloppantes. Un opérateur différentiel
linéaire invariant & gauche sur I' s’écrit donc

P= Z P, D>,

|| <m

Ann. Eec. Norm., (4), II. — Fasc. 4. 73
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ou o= (%, ..., %) EN?, |a|=]|a,|+...4|a,, les P, sont invariants

a gauche sur G, et
1 d \* 1 Jd \*
b* (f dx1> <f dx,,> )

P (o1, D) 2‘ Py (ON) D=,

jaj=m

Pour M€ G, notons

Nous aurons besoin de caractériser les distributions sur I'. Si
T e @' (GXRP), les transformées de Fourier partielles

T, 2) =(T(g 2), M (8)> (MeG, zeRr)
sont des distributions sur R?, et
T (g, #) =X d(M) w[T(M, 2) M(£)],
Meb

la somme convergeant dans @' (G XR?).
Inversement une famille de distributions a(M, z)€®’ (R?; £(H,)) sont
les coefficients de Fourier d’une distribution sur I' s1 et seulement s1

(14) M A wfa(M, 2) M(g) ]
neb

définit une distribution sur I', soit

VQcRr, 3C)o, Fa, beN, Voel7(Q), VJel(G),

(15) S a M) [ Ca (M, ), 0 (2) > (), B(s) >]‘_4 Gl flel) & s
Meb
(ot I'on pose | ¢l.= X, sup|D*¢, [{[l=| Dy, par exemple).

| <a
L’inégalité (15) entraine, pour Q et 0 €C; (Q) fixés (p £ 0), qu’il existe
C> o ne dépendant que de Q, a, b tels que, pour $€C*(G) :

{a(M, ), 9>
e uf Skt g |

MEG

(16) < Gl e,

{aM, ), 9>
19l

distribution sur G. Par suite il existe d’aprés la proposition b un entier k

{aM, ), 9>

1 . . .
solent les coefficients de Fourier d’une
di (M) [l 9]l

ce qui signifie que les sont les coefficients de Fourier d’une

tel que les

fonction de L*(G). Comme D; est son propre transposé, on a
(M), 4 () >= s DM (), 4 (9) D= 7y (M), Dib ()

1 * T *
:W(<M,Dk4’>) )
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et I'inégalité (16) implique, en choisissant k>~ b (ce qui est possible d’aprés
le lemme 3) :

éd(M) tr[<dk(IM) <a(1?1429 ”Z, @>> (e, Dk%)*]

= G| Did [

Les deux parenthéses sont les transformées de Fourier de deux fonc-
tions de L?(G), dont la seconde est D,J. Les Dy, pour ¢ €C”(G), étant
denses dans C”(G), donc dans L?(G), la norme dans L? de la premiére
fonction est donc inférieure a C; soit

VQER?, 3Cdo, a keN, VoeC2(Q),

N d(M) 2 2 2
(17) e ECTU RN L E o

Meb

ce qui équivaut encore, d’aprés la caractérisation des distributions (§ 3) 4 :

{vsz@m 3C>o, Ja, keN, VgeCls(R), VMeb,

7 1<a(M, ), ¢>[|=Cade(M) |9l

Il est clair que réciproquement (17) implique (15), et (17’) est donc une
condition nécessaire et suffisante pour que les a(M, z) soient les coeffi-
cients de Fourier partiels d’une distribution sur I, qui est donnée par (14).

Par transformation de Fourier partielle sur G, 1’équation PE =&
équivaut a
(18) VMeG, POn, D) M, 2)=0d(x)ldy, (zeRP).

Pour que P ait une solution élémentaire, il est donc nécessaire et suffi-
sant qu’il existe, pour tout M€ G, une distribution a(M, )€ ®’ (R”; 2(Hy))
telle que
(18" P, D)a(M, z) =3d(z) Idy, et (17).

Pour Me G fixé, (18') est un systéme de d(M)* équations aux dérivées
partielles sur R? a coefficients constants. Il admet une solution élémen-
taire a(M, )e€®’' (R?; 2(H,)) si et seulement si 'opérateur différentiel
sur R? détP (N, D), a coefficients constants, n’est pas nul (¢f. [2],

§ 3.8). En effet si
détP (O, £) =o (teRr),

il existe un polyndéme A () & coefficients matriciels tel que
AE)#o et A(E)P(M,E) =o;

si (18’) avait une solution a, on aurait alors

0=A (D) P (91, D) a(M, z) =A (D) 3 (=),
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ce qui est absurde. Si enfin détP (N, £)=£o0, soit I une solution élé-
mentaire de détP (91, D). Introduisons “P (N, ), matrice transposée
de la matrice des cofacteurs de P(I, ); on a

©opP . P=P.P =déP. Id
donc a(M, z) =P (M, D) F(x) vérifie (18).

Supposons donc détP (I, )=£o pour tout Me&G. Soient QER?,

feC;(Q),
o = détP (on, D) £.

Avec h(z) = h(— z), on a, d’aprés (18') :

CaM, ), 3>=<LaM, ), (P, D)3)” % (“P (M, D) f)">
=J{a(M, )% P (o, D)a, (°Pm,D)f)">
;—:<81dHM, (P (M, D‘) N>
= (*P (M, D) f) (o).
Donc (18’) et (17’) entrainent
VQeR,, 3G, a4 k V/eCz(Q), VMeG,
(| (P (a1, D) f) (0) ||~ Cedy (M) || détP (0, D) f...

Nous transformons cette inégalité en une inégalité « algébrique » de la
maniére habituelle; posons f(z) = g(z) &“**, ou E€R, geCr(Q).
Pour tout polyndéme Q(£), tout « € N?, on note

Q) weé’%&% ®),

et la formule de Leibniz permet d’écrire

Qécedk<M>2<ZldétP<on, a><ﬁ>|2>< > lW)-
g

[YlLa

[ 2 77P (O, 5@ Dg (o)

2

Pour chaque o, € N? fixé, choisissons g tel que D*g(o) = 1 et D*g(0) = o
pour a5~ o,. En ajoutant les inégalités obtenues, il vient

3C,a, k, VM, VieR,,
S (] P (om, )@ Codi (M) <Z | detP (o, a><ﬁ>|2>< 3 |‘a*|2>.
a 8 17ILa

Soit A(f)€ £(H,), dont les coefficients dans une base orthonormale
de H, sont des polyndmes a;(£). On note A(E) la matrice de coeffi-
cients a;;(£) dans cette base, ou

ay () = <2 | aij (B) (“)12>§°

o



OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN GROUPE DE LIE. 5979

Cette définition ne dépend pas de la base orthonormale choisie, et on a
1X@) =A@

La derniére inégalité s’écrit avec ces notations :

(10) { 3C>o, Ja, keN, VMeG, VieR,
[P (o1, &) = C2 i (M) (déLP (IR, 2)*)7 (14| £ ]) .

Comme on a, par la formule de Taylor entre o et £,
[P (R, £))~ [[2= D | (“P)yy (R, £)) |2

i,j

= Cte D [((P)yy (I, 0)) [ (1-+ [ E[)mtr=)

i,j
et ,
(d6tP (N, 0))~ = Cte (déLP (M, £))™ (1 -+ |E]) ",

les constantes ne dépendant pas de M, l'inégalité (19) s’écrit encore

(200 3C>o0, Fa, keN, VMeG, || (<P N, 0))~[|=Cdi(M)(déLP R, 0))~.

Réciproquement, supposons que détP(O, )z£o pour tout MeG,
et qu’on ait (20). Pour démontrer I’existence d’une solution a (17) et (18'),
nous utilisons la solution élémentaire F de détP (01, D) (pour M fixée)
donnée par la construction explicite de [2], § 3.1.

Nous avons vu que a(M, z) = “P(ON, D) F(z) vérifie (18'). On a,
pour fe (7 (R?),

Ca, fr=<F, (P (M, D) )"

d’ou, en suivant les notations de [2],

v . - (PO, D)y ) G sm) |
l<“ii7j>]é(‘2 /I;I::I‘(l"lj;' (détl’(sn, 30N dz,

nEA’

ou C ne dépend que de p et d’'un majorant de ’ordre de opérateur diffé-
rentiel. Or

[P, D)y /)" G4 3m) | = [P (R, £+ 50| JE -+ 5) |

= Cte (“P (9, £)1)) ™ | fE + 5n) |

puisque z v} reste borné. A nouveau la constante ne dépend que d’un majo-
rant de ’ordre du polynéme en . On a donc
‘ (PE], £))”~  de
g (dELP 1L E)™ (14 [E )"

Ya, V&, 3G,V eC:Q), | ay, IOl=C|[flla

Or st Q et R sont deux polyndémes de degrés ¢ et r,

0 e 20 4 g
ke~ T
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ou la constante ne dépend que d’un majorant de ¢ et r. Par suite, en
choisissant a assez grand, on obtient

(21)  Fa, ¥V, 3C, VfeCr(Q),|{ay, [ o =Ce| s

2| (PR, 0)i) ™
“[(détP(m, o~ |’
L’inégalité (21) est valable pour tout M dans G, et la constante qui y
figure ne dépend que de a, Q, et d’un majorant de 'ordre de dét P (I, D).
Utilisant alors ’hypothése (20) et sommant en ¢ et j de 1 a d (M), il
vient ’
3k @, VR, 3C, V/eCz (), VM [aM, ), />[F=Cedi M2 £
Donc les a(M, z) vérifient (17'), et 'on a montré le
Tutorime III. — L’opérateur P:ZPQD“ sur GXR? a une solution

élémentaire si et seulement s’il existe une constante C > o et un entier k
tels que, pour tout M€ G, détP (M, )=Zo et

(P (M, 0))”~

(20) (detP (01, o))~

< Gdp(M).

En particulier tout groupe de Lie (réel) commutatif connexe étant un
produit T"XRP, un opérateur invariant & gauche est un polyndme

d ) - \ . .
P<ll 35° ll 5;>, et une condition nécessaire et suffisante pour qu’il ait

une solution élémentaire s’écrit

/ ~ C
(?0) v dC>o0, a>o0, VieZ P(zﬂﬁ', o)émv
avec
~ R —~ | 0*P 2
P2k, o)-:z —dg—“(zﬂk, o)| -
[£2
8. EspaceEs HOMOGENES REDUCTIFS. — Nous voulons résoudre ’équa-

tion PE = 3, ot P est un opérateur différentiel sur une variété analytique
compacte V, invariant par un groupe G de transformations, et ¢ la mesure
de Dirac en un point ¢ de V. On suppose que G est un groupe de Lie compact,
connexe, et qu’il agit transitivement : si K est le sous-groupe d’isotropie
de ¢, K est fermé et V est isomorphe a I'espace homogéne G/K des classes
a gauche gK. Enfin cet espace homogeéne est réductif : si &, & sont les
algébres de Lie de G et K, 8C ®, il existe un sous-espace P de &, tel
que ® =RPP et Adg(K)PcP.

Le point ¢ de V reste fixé dans la suite, et nous notons = I'application
composée G- G/KZV; n(1)=y. Si & est un éspace de distributions
sur G, on note &, (resp. ;&) le sous-espace des éléments de & invariants
a droite (resp. a gauche) par K, &, le sous-espace des éléments bi-inva-
riants. De méme D,(G) désigne l'algébre des opérateurs différentiels
linéaires invariants a gauche par G et a droite par K.
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Soit D(V) l'algebre des opérateurs différentiels linéaires sur V inva-
riants par Paction de G, 1. e.
(P9)og=P(90g), g€, o0elC (V).
Comme V est un espace réductif, D(V) est isomorphe a I’algebre des

restrictions a G} (G) des opérateurs de D,(G) ([3], chap. X, lemma 2.2).
En particulier :

(22)  VPeD(V), 3Qeb,(G), VoeC(V), (Pg)en=Q(gon).

Soit ¢, €,M@,(G) la distribution : f|—>ff(k) dk, ou dk est la mesure
K

de Haar de K de masse 1. La convolution a droite (resp. a gauche) par
est un projecteur de @' (G) sur @, (G) [resp. @ (G)]. On peut relever de
maniére évidente une distribution T sur V en une distribution T,€®, (G) :

si T€®'(V), T,€®,(G) est définie par
V/eC(G), To(f)=T(fx), ou from=s> dx.

La mesure de Dirac au point ¢ = (1) se reléve en 3, = 0.

L’existence d’une solution de PE = ¢ équivaut a existence d’une distri-
bution E,€®,(G) telle que
(23) QEOI E)\h,
ou Q satisfait (22).

Mais si E, est solution de (23), la distribution s,k E,€,®,(G) Pest
aussi : Q(Oxx E,) = Sx% QE, =S4k 6y = 2. Par suite I’existence d’une
solution de (23) équivaut a I'existence d’une solution bi-invariante E,.
L’équation (23) équivaut, par transformation de Fourier sur G, au systéme

(24) , VMel, Qn), L (M) =3d(M).

Comme la convolution par ¢, est un projecteur, g}(M) est, pour tout M,
un projecteur de H, sur Imcx(M)=1,, de noyau Kerci(M)= Ky;
Hy, est la somme directe orthogonale I, K,, puisquecy(M) est

auto-adjoint. La bi-invariance par K d’une distribution T€&,®,(G)
entraine que T(M) commute a bK(M) :

Sx (M) (M) =T (M) =T (M) 5 (M).

De méme le fait que Q soit bi-invariant par K entraine la commutation
des Q (M) aux Sk (M). Par suite, pour tout M, Q(IN) et Eq (M) conservent
les sous-espaces I, et Ky de H,.

Comme (B, (M) = B, (M) $, (M), I'équation (24) restreinte aux vec-
teurs de K, est triviale. (24) équivaut donc a I'équation portant sur les
restrictions a I,

VMel Qm) | Lo (M) |, =1d,,.
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Finalement ’équation (23) admet une solution si et seulement si, pour
tout M, Q(IM)|, est inversible et si les (Q(m) (Im)_i@OKM sont les
coefficients de Fourier d’une distribution (bi-invariante) sur G, ce qui
s’écrit

JkeN, C>o,VMeG, [[Q(OM)[,]7||<Cdi(M)

(comme d’habitude ||A|*=1trAA*); soit, en revenant a V,

(25) [[(PR1) (o) I, ||| = G (W),

<

ou M est définie sur V par

M(w(g»:fM(gwk (2€G).
K

La condition (25) ainsi obtenue est nécessaire et suffisante pour que P
ait une solution élémentaire.

Lorsqu’il en est ainsi, la convolution sur V (définie par passage au
quotient) & droite par E est un inverse a droite de P. On a donc
PC* (V) = C”(V) et P@'(V) = @'(V). Mais cela n’implique plus cette
fois que ce sont des isomorphismes; en fait P n’est pas en général injectif.
Mais, (PM) (¢)| étant inversible pour tout M, P est injectif dans ,C*(V)
et (@' (V). La convolution & droite par Sx E, solution élémentaire inva-
riante & gauche par K, est un inverse & droite de P : ,C* (V) — ,C* (V)
Par suite P est bijectif, donc un isomorphisme de ,C*(V) [(C*(V) est un
espace de Fréchet]. Son transposé ‘P est un isomorphisme de ,@'(V), et
a donc une solution élémentaire invariante a gauche par K. Si enfin on
suppose que PC*(V) = C*(V), il est clair que P,C*(V)=,C"(V), et la
transformation de Fourier, une fois restreints les coefficients a I, montre
que cela implique que P est injectif, donc un isomorphisme de ,C* (V).

Tutortme 1V. — Soient G/K un espace homogéne réductif compact,
PeD (G/K) un opérateur différentiel linéaire sur G|/K invariant & gauche

par G. Soit G 'ensemble des classes de représentations irréductibles de G,
et si M est un représentant unitaire d’une classe de G, notons

M(g-):fM(gk)d/f, Iy=Im¥M(i) [=Imdx(M)].
K

Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(@) P@(GIK)>.C" (G/K);

(b) P a une solution élémentaire;

() ‘P a une solution élémeniaire;

(d) PC"(G/K) = C"(G/K);

(e) P®'(G/K) = ®d'(G/K);
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(f) P est un automorphisme de ,C*(G/K);
(g) P est un automorphisme de @' (G/K);
() C> o, keN, YMeG, PM(i)|, est inversible et

(25) MP\[( {] \‘49(1,(\1)

Il reste & montrer que (a) entraine I'une quelconque des autres condi-
tions, pour lopérateur ‘P, ou encore pour P*, par exemple (k). Pour cela
on choisit un relévement Q € D, (G) de P, pour lequel on a Q,®@, (G)> ,Cz (G).
Le raisonnement est en tous points analogue a celui qui suit I’énoncé du
théoreme I, appliqué cette fois & Q et a I'espace ,C; (G); on prend

A=Q () |1, @ O,

Sur Despace symétrique SU(2)/SO (2) par exemple, un opérateur P
invariant par SU(2) est un polyndéme de I'opérateur de Laplace-Beltrami.
On peut le relever en le méme polyndme de l'opérateur de Casimir G
sur SU(2). Par suite, C étant bi-invariant, PM(i)(,“ est une homothétie;
le rapport d’homothétie est une valeur propre de P qui, étant elliptique,
n’en a qu'un ensemble discret. Si o n’est pas valeur propre, ” |_ (PM)(1)), ] ”

est donc majoré par Cte(dlml“) 4Cte(d(M))§, et l'inégalité du théo-
réme résulte aisément de (12). On peut donc énoncer :

Cororratre 9. — Sur SU(2)/SO(2), un opérateur différentiel linéaire
invartant par SU(2) admet une solution élémentaire si et seulement s’il est
injectif.
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