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SUR LA DIVISION DES DOMAINES DE SIEGEL

Par Jacques VEY.

Soient D un domaine borné dans G", et I' un groupe d’automorphismes
holomorphes de D. On dira que I' balaye D s’il existe un compact Kc D
tel que 'K = Dj et on dira que I' divise D s’il le balaye, et si, muni de
la topologie discréte, 1l opére proprement dessus. Le domaine D sera dit
balayable (resp. divistble) s’1l admet un groupe d’automorphismes holo-
morphes le balayant (resp. le divisant).

Dans un travail récent [6], W. Kaup, Y. Matsushima et T. Ochiai ont
introduit la classe suivante de domaines :

DerintTioN. — Sotent m et n deux entiers, ¢ un nombre réel. Un S-domaine
d’exposant ¢ dans G"X G" est un domaine D ayant les deux propriétés
suivanles :

10 Il est vsomorphe a un domaine borné, et contient un point de la
forme (z, O), ot z€C", et ou O désigne Uorigine de C™.

20 ]l est stable par les transformations holomorphes de G**™ des trois types
suivants :

(a) (z, w) = (z + a, w) quel que soit a €R";

(b) (z, w) > (z, e'w) pour tout tER;

(e) (z, w) > (e'z, e“’w) pour tout tER.

Ces domaines sont appelés « domaines de Siegel généralisés » dans [6].
Avant de donner des exemples, énongons le résultat principal :

TutorimMe 1. — Un S-domaine divisible est homogeéne.

Compte tenu des résultats classiques de Hano, Koszul et Borel, ceci
implique que les S-domaines divisibles sont symétriques.
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Donnons maintenant des exemples de S-domaines :

1° Un domaine de Siegel de premiére espéce dans G" est un domaine D

D={seC|Ims€Q},

ou Q est un cdne ouvert convexe et saillant dans R" (appelé « domaine
tubulaire » dans [6]). La valeur de I’exposant est ici arbitraire (cf. toute-
fois la remarque 2 ci-dessous).

20 Un domaine de Siegel de deuxiéme espéce dans G*'XC" est un
domaine D défini de la facon suivante : on se donne dans R* un cone Q
Jag
ouvert convexe saillant, et une application

¥ : Gm, > Gm_’) GII.
linéaire sur la premiére variable, antilinéaire sur la seconde, et telle que :
(a) quels que soient w et w' €C”, F(w, w') = F(s', w);
(b) quel que soit weC™, F(w, w)€Q;
(c) et F(w, w) = o0 si et seulement si w = o.
Le domaine D est alors défin1 par

D={ (5 w)elx CG"|Ims —F(w, w)€Q},

Iexposant est ict 1/2.

(Dans [6], ces domaines sont appelés « domaines de Pjateckii-Sapiro »);
lorsque m = o, on retrouve les domaines de Siegel de premiére espéce.

30 Soient Q un cone ouvert convexe saillant dans R", ¢ un nombre

réel non nul, et F: G*— Q une application continue telle que :

(a) F(hw) = |4 [% F(w) quels que solent A€C et weC™;

(b) F(w) = o si et seulement si w = o.
Alors le domaine D
D={ (s w)eCx G |Imz —F(w)eQ]
est un S-domaine d’exposant c.

4° Un domaine borné cerclé contenant lorigine dans G™ est un
S-domaine d’exposant nul.

Remarque 1. — Si dans la définition des S-domaines, n = o et m 3£ o,
¢ est nécessairement nul, faute de quoi D contiendrait une droite complexe.
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Remarque 2. — Si, par contre, m = o, la valeur de ¢ est affaire de conven-
tion; il sera commode de poser qu’elle est égale a 1/2.

TatorEME 2. — Si un S-domaine d’exposant non -nul est balayable,
c’est un domaine de Siegel de premiére ou deuxiéme espéce.

Tutortme 3. — St un S-domaine D d’exposant nul dans G"XG™ est
balayable, il est le produit D, XD, d’un domaine de Stegel de premiére
espéce D, dans C" et d’'un domaine borné D. cerclé, contenant Uorigine, et
homogéne, dans G".

NOTATIONS ET CONVENTIONS :

19 Soit D un domaine dans GY, borné ou isomorphe & un domaine
borné.

On notera G(D) le groupe des automorphismes holomorphes de D :
c’est un groupe de Lie; les sous-groupes d’isotropie sont compacts; si une
transformation g€ G(D) conserve un point p€D, et opére trivialement
sur I’espace tangent en ce point, c’est la transformation identique [2].

On notera g(D) I'algebre de Lie de G(D) : c’est I'algébre des champs
holomorphes sur D, complétement intégrables. Nous appellerons prin-
cipe de Cartan le résultat bien connu qui veut que si un champ X non
nul appartient & g(D), le champ ¢X n’est pas dans g(D). Si j est un sous-
espace vectoriel de g(D), et p un point de D, on notera h(p) le sous-
espace (réel) ‘

h(p) =1X(p)€T,D[Xeh]

de T,®D, espace tangent complexe en p a D; et h%(p) le CG-sous-espace
vectoriel de T,%D engendré par h(p).

20 Soit D un S-domaine d’exposant ¢ dans G"XG". Un point p de
C"X G™ sera repéré par ses projections z et w sur G et G”. Rappelons
un résultat fondamental de [6] (théor. 1 et lemme 3.1; la démonstration
du lemme ne fait pas jouer ’hypothése ¢ = 1/2) :

Tutortme. — Les champs de g(D) sont polynomiauz; leur composante
sur G (resp. sur G") est de degré en w inférieur ou égal a 1 (resp. a 2).

Les entiers k et « variant respectivement de 1 a n et de 1 & m, on posera

J 0

s () - M
Jsk X 0w

Ann. Eec. Norm., (4), I1I. — Fasc. 4. 63

‘)/;:



482 . J. VEY. » !

en vertu de la clause 2° de la définition des S-domaines, g(D) contient
les champs o, (1 =ZZk-="n) et les champs

m

n m
d’:iz W% dy, d:ZdeH—CZ W% dy.
k=1 =1

a=1

Soient | et v deux entiers : 3,, désignera I’espace des champs poly-

nomiaux sur G"X C" de la forme 2 p"0i, ol les polyndémes p” sont homo-
k
genes de degré p. en z, de degré v en w; et W,, désignera l'espace des

champs de la forme Zq“da, ou les polyndémes ¢* sont homogenes de

&£
degré p. en z, de degré v en w. On convient en outre que 3,,= W,, = o
si I'un des entiers est strictement négatif. Quel que soit Z, €3, et
W, €W,,, on a les formules

(9, ZWJ =(p—1+ CV)ZW,
[0, Wy,] = (pr+c¢(v —1)) Wy,
[0y Zyy] = ivZy,,

[0, Wiy =i(v — 1) W3

en outre, crocheter un champ X avec d; (1 = k = n) revient a le dériver
par rapport a4 z* dans la connexion plate canonique sur G"XG™.

1. Convexiri. — Rappelons d’abord un résultat classique, d a Siegel :
si un domaine borné dans G* est balayable, il est holomorphiquement
convexe (cf. [7], théor. 6.1-et 6.2; le balayage suffit & entrainer que la
métrique de Bergman est compléte).

Prorosition 1.1. — Soit D un S-domaine dans CG*XGC™  holomorphi-
quement conyexe, et soit D, Uintersection

D;=Dn(CG"x< {o}).
Alors,

(a) D, est domaine de Siegel de premiére espéce dans C";

(b) st (z, w) €D, tous les points (z, Aw), avec h€QC, | A | Z 1, sont dans D;
en particulier (z, O)€D,.

La premiére clause de la définition des S-domaines garantit que D,
est non vide.

1© On va commercer par établir (b). Soit ({, 0)€D,, et (3 w)€D;
dans le domaine D, on peut tracer une courbe &> (z, w),= (2, w,)

paramétrée par [o, 1], avec (z, w), = ({, 0) et (z, w),= (3, w).
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Pour t€fo, 1], soit v, le cercle

Te=1{ (51, €°we) [s€R]

qui est contenu dans D quel que soit ¢ [condition 29, (b) de la définition
des S-domaines], et soit A, le disque

A=1 (50, hwe) | 1€ €y [A] =1 |

qui est inclus dans D poﬁr ¢ assez petit [A, se réduit au point ({, O)].

Enfin, soit
E={telo, 1]]A,cD},

on va prouver que E = [o, 1].

Il est évident que E est ouvert dans [o, 1]. D’autre part, soit

K= U Yo

LE0: 1]

K est un compact inclus dans Dj; et si t€E, le principe du maximum
montre que
sup [ f|=sup|f]=sup|/f]

quelle que soit la fonction f holomorphe sur D, 1. e. A,cK. Comme D
est holomorphiquement convexe, K est compact; si donc 0 est adhérent
a E, A)cKcD, ce qui montre que E est fermé. Par suite, E = [o, 1].
En particulier, A, C D, ce qui établit I’assertion (b).

20 Considérons a présent D,. Soit = la projection canonique de G*X CG™"
sur G" : lassertion (b) montre que D,= =(D) : D, est donc connexe.
Le domaine D, dans G" est stable par homothétie de centre O et par trans-
lation réelle; par suite,

D={zeC|lmzeQ |,

ou Q est un cone ouvert convenable dans R*. Comme D est holomorphi-
quement convexe, D, aussi, et donc D, est linéairement convexe
([4], théor. 2.5.10), ce qui fait que Q est linéairement convexe. Reste a
voir que Q est saillant : mais s’i1l contenait une droite afline réelle
a-+ Rb (a€Q, beR”), D, et donc D contiendraient la droite affine
complexe ta + Gb, contrairement au fait que D doit &tre isomorphe a
un domaine borné. Ainsi D, est un domaine de Siegel de premiére espéce.

C. Q. F. D.
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2. PROPRIETES DE DENSITE.

Prorosition 2.1. — Sotent D un domatne borné dans GV, et H=(D)
Palgébre de Banach des fonctions holomorphes bornées sur D. Soit I' un
groupe d’automorphismes holomorphes de D balayant D, et a un point de D :
pour toute fonction f& H* (D),

I fll=sup|fl=sup|f].

En particulier, sv une fonction f€ H*(D) s’annule sur une orbite, elle est
tdentiguement nulle.

Posons, pour p et g dans D, ‘
Co(p, 9) =sup{[f(p) —f(g) |: fEH" (D), [ f[|=1};

il est bien connu (¢f. [5], § 2) que C, est une distance sur D (dite distance
de Gleason), invariante par automorphismes; la borne supérieure de la
définition est atteinte, et C, est continue, strictement inférieure a 2
sur DX D; comme ici '\ D est quasi-compact, elle est méme compléte.

Puisqu’il existe un compact KCD (qu’on peut supposer contenir a)
tel que 'K = D, on peut trouver o << 2 tel que les translatées de la
boule B(a, p) de centre a et de rayon ¢ recouvrent D : tout point de D
se trouve a distance inférieure ou égale a3 ¢ << 2 d’un point de I'orbite I'a.
Maintenant, soit f€ H” (D), et

r=sup| f|Z||f]|=1.

On va prouver que r = 1. La fonction f envoie le domaine D dans le disque
unité E du plan complexe, et on voit de suite que

Ce(f(P), f(9)) =< Co(p, 9)

quels que solent p et g dans D. Alors :

(1) I’ensemble f(I'a) est inclus dans le disque E, de centre O et de
rayon r;

(2) 1l existe une suite p, de points de D tels que |f(p.) | — 1;

(3) mais quel que soit n, f (p,) est & une Cg-distance de f(I'a) inférieure

ou égale a p < 2. St r <1, cette situation est contradictoire, vu que
Ce(c, f (pn)) = 2 quel que soit le point ¢ fixé dans E.

En opposition avec ce résultat, on observera qu’il peut fort bien exister
une fonction holomorphe sur D (non bornée!), non identiquement nulle,
et nulle sur Porbite I'a : en particulier, si I' divise D, les orbites sont
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discrétes, et D est un ouvert de Stein; I’ensemble I'aU{b}, ou b est
n’importe quel point de D n’appartenant pas a I'a, est discret dans D,
et 1l existe une fonction holomorphe sur D prenant des valeurs arbitraires
sur 'aU{ b} : en particulier, la valeur 1 en b et la valeur o sur I'a.

Il est facile de voir que s1 X€g(D), I’ensemble V des zéros de X est
fermé pour la topologie de Zariski définie par H*(D), 1. e. que quel que
soit a€D — V, il existe f€ H*(D) non nulle en a, et nulle sur V. La géné-
ralisation suivante jouera un rdle essentiel :

Prorosition 2.2. — Soient D un domaine borné dans G, et ) un sous-
espace vectortel de §(D). L’ensemble des points p€D, ou h(p) nest pas de
dimension maximale est fermé pour la topologie de Zariski définie par H* (D).

Donnons une définition :

Dirinition 2.1. — Une fonction f€ H* (D) est dite spéciale si quel que
soit X€g(D), la fonction Xf, qui est holomorphe sur D, est bornée.
On note SH*(D) le sous-espace des fonctions spéciales.

Lemme 2.1. — SH”(D) est dense dans H*(D) pour la convergence uni-
forme sur tout compact.

On va utiliser un procédé d’approximation inspiré de Garding [3].
Soit f€ H*(D), et ¢ une fonction sur le groupe de Lie G(D), a valeurs
complexes, de classe C”, & support compact. Considérons, pour p€D,
I'intégrale ‘

exflp)=| <()f(s"p)ds,
G (D)
ou ds désigne la mesure de Haar. Comme Papplication s — f(s™'p) de G(D)
dans C est continue, I'intégrale converge, et uniformément lorsque p
varie dans un compact de D. Il s’ensuit que la fonction ¢xf est holo-
morphe sur D; en outre, elle est bornée :

Hcp*flléllfﬂfwlw
Soit c€G

cp*f(am:f 9(5) f(s~1ap) ds:j;mcp<as>f<s—1p>ds.
) (

G (D)
 Soit Xe g(D). En tout état de cause, la dérivée X.ox%[ est holomorphe
sur D, et

(1) X-9 Kk f(p) = lme (o % f(e%p) — 9 X /()

=lm | (9 (eXs) —¢(s)) f(s7'p)ds.
>0 G(D)
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Considérons X comme un champ de vecteurs invariant a droite sur G(D).
D’aprés le théoréme dit des accroissements finis,

(2) (9 (eXs) — o (s)) =X g (),

ou 0 est un nombre réel compris entre o et ¢ (dépendant de s). La fonc-
tion Xo sur G(D) est continue, & support compact : le deuxiéme membre
de (2) converge uniformément vers Xo(s). Dans l'intégrale (1), on peut
se borner a intégrer sur le compact réunion des translatés du support

de ¢ pour |¢|<1; aprés permutation de la limite et de I'intégrale, il vient

Xk /() = [

G(D

Xo(s) f(s'p)ds,
)

ce qui montre que X.¢xf est bornée :

IXok 101 |

| Xo]
Gm)
et que ¢xf est une fonction spéciale.
Soit alors K un compact de D, et ¢ > o. Il existe un voisinage V de
I'identité dans G(D) tel que
|f(stp) = Sf(p) | <e

quels que soient p€K et s€ V. Soit ¢ une fonction C* sur G(D), a valeurs
réelles positives ou nulles, & support compact inclus dans V, et de moyenne 1
sur G(D). On aura, pour peK,

Lo % £ (p) — f(p) l:f 9(5) | /(s p) — f(p) | ds=c,
G (D)

ce qui prouve la densité de SH”™(D) dans H”(D) pour la convergence
compacte. (On se convainc facilement qu’il n’y a pas densité pour la
convergence uniforme.)

Lemme 2.2. — Soit f, une suite de fonctions holomorphes sur D, qui
converge uniformément sur tout compact vers une fonction g. Si X &€g(D),
Xfn conyerge uniformément sur tout compact vers Xg.

Soient z', ..., z' les coordonnées canoniques dans GV, et X/(z) les
, d .
coordonnées de X sur la base;: ce sont des fonctions holomorphes
sur D, et

N
an:ZXi(z)(%f;-

j=1
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Il est notoire que sous les hypotheéses faites O r d : P -
q yp » 557 converge vers 5 : asser

tion en découle trivialement.

Démonstration de la proposition 2.2. — Soit X,, ..., X, une R-base
de hj, et r un entier. On va voir que ’ensemble V

V={peD|dimche(p) <r|

est fermé pour la topologie de Zariski de H” (D). Pour que p appartienne
a V, 1l faut et il suffit que quelles que soient les fonctions fi, ..., fx
dans H*(D), les déterminants d’ordre r extraits de la matrice

(X,_f.1(p) e Xofi (p))

M/, - o) (p) = :
Xifn(p) -0 Xafx(p)

solent tous nuls : on voit que la condition est suffisante en prenant pour
fi, -, fx les coordonnées canoniques dans G, et elle est nécessaire parce
que toute relation linéaire entre les X;(p) améne une relation entre les
colonnes de la matrice. Solent 4,,(f, ..., fx) (p) les déterminants d’ordre r
extraits de la matrice. S1 f, ..., fy sont dans SH”( , les An(fi, ooy )
sont dans H”(D), et identiquement nuls sur V.

Maintenant soit a€ D — V. L’un des A, (3!, ..., z"), disons pour m =1,
est non nul en a. Soit U un voisinage compact de a. D’apres le lemme 2.1,
il existe des fonctions spéciales f,, ..., fy arbitrairement proches
de z', ..., z" respectivement sur U. D’aprés le lemme 2.2, les fonctions
bornées X;fr (1=j=h, 1 =—k-=N) vont é&tre arbitrairement proches
des fonctions X;z* sur U. Il s’ensuit que A, (fi, ..., fy), qui est une fonc-
tion bornée sur D, nulle sur V, va étre arbitrairement proche de
A, (7Y, ..., ") sur U, donc non nulle en a. Ceci achéve la démonstration.

Nous en arrivons au résultat principal de ce paragraphe :

Proposition 2.3. — Soient D un domaine borné dans G, et I' un sous-
groupe de G(D) balayant D. St le sous-espace l) de g(D) est stable par
Paction adjointe de I' sur §(D), la dimension de h®(p) est constante quand p
varte dans D.

Ce résultat s’applique a tout idéal caractéristique de I’algébre g(D) :
elle-méme, son centre, son radical, etc.

Soit V I’ensemble des points de D ou la dimension de h(p) n’est pas
maximale : par essence méme, V est différent de D. Il est stable par I’action
de T sur D, puisque | est stable par ’action de I' sur g(D). S’il était non
vide, il contiendrait une orbite de I', et donc d’aprés la proposition 2.1,
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il serait dense dans D pour la topologie de Zariski définie par H”(D);
il serait alors égal a D entier, puisqu’il est fermé pour cette topologie
d’apres. la proposition 2.2 : ce qui est contradictoire.

3. VaLeur pE L’Exposant. — Le but de ce paragraphe est de
démontrer le fait suivant :

Prorosition 3.1. — Si un S-domaine est balayable, son exposant est o
ou 1/2.

Dans tout ce paragraphe, D désignera un S-domaine dans G*XC",
d’exposant ¢~ o, balayable.

Lemme 3.1. — Tout champ indépendant de z, appartenant a §(D), est

de la forme
Loy + Lo+ Wy, + Wy

o 2,y €3,,, Wy €W, et Z,, est une translation réelle sur z. St, de plus,

C#I/Z, Z()i:Woo:O.
Soit X un champ de g(D) indépendant de z : il est a priori de la forme
X ="Zg1+ Zoo+ Woa+ Wy + Wy,

(cf. [6], théor. 1 et lemme 3.1). On a

(ad 02X = — Zop; — Wy — W,
add. (add')2X = (1 — ¢) Zoyy — ¢ Wy -+ cWy,.

Tout d’abord,
X' =X + (ad )X = Zyo+ W,

appartient a g(D), ainsi que [J, X']= — Z,,. Comme g(D) contient
toutes les translations réelles sur z, le principe de Cartan implique que Z,,
est réel.

Ensuite, on trouve dans g(D) le champ

X'=c(add')*X + add.(add' )X = (1 —2c) Zy, — 2¢ W,

or [0, X"]=1i¢X". Par conséquent, X”"=o0 et comme nous supposons
c# o0, Wys=o0 : ceci prouve la premiére assertion du lemme. Si, de plus,
¢#%1/2, 'annulation de X” entraine celle de Z,,. Alors g(D) contient

les champs
(2d 02X = — W,

(ad )X = i Wy,
et donc W,,=o.
C. Q. F. D.
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Lemme 3.2. — Si C#I/z, o' est dans le centre de g(D).

On va procéder par récurrence sur le degré en z du champ Xe&g(D).
Si ce degré est nul, le lemme 3.1 montre que X&€3,,P W,, et, par suite,
que X et ¢’ commutent. Supposons le résultat acquis pour les champs
de degré en z inférieur a m, et X€g(D) de degré m en z.

Observons que quel que soit 1 =—k-n, [0, X] est de degré en z infé-
rieur ou égal & m — 1, donc par I’hypothése de récurrence,

[0k [0, X]]= [0, [ X]] =0,

i.e. [0, X] est indépendant de z. Décomposons X sur les espaces 3,,, W, :
X=¥X,,
Al
u=0

X = Zuyi + L -+ Wi -+ Wy o+ W,

Le champ
[0, Xy ] = iZss+ i Wy — i Wiy
est homogéne de degré p en z. Comme [0, X]:Z[d’, X,] doit étre
p=0

indépendant de z, tous les [¢', X,] sont nuls pour p.>>1, et
[0, X]=1[0', Xo] = iZo + i Wos— i Wo.

Or [0/, X]€g(D), étant indépendant de z, doit étre dans 3,,P W,, d’apres
le lemme 3.1 : il est donc nul.
C. Q. F. D.

Soit Dy=DnN(CG"x{0}]), qui est non vide d’aprés la définition des
S-domaines.

Lemme 3.3. — Si c¢5£1/2, D, est Pensemble des zéros communs des
champs du centre de g(D).

Soit V cet ensemble de zéros communs. Si (z, w) €V, o’ doit s’y annuler,
donc w = o. Inversement, soit X un champ du centre de g(D). Comme X
commute avec les 9d;, il est indépendant de z et donc (lemme 3.1) de la
forme Z,,+ W,,; comme il commute avec d, Z,, = o, et X s’annule sur D,.

Démonstration de la proposition 3.1. — Nous avons convenu que si
m = o, la valeur de ¢ est 1/2. Supposons donc m > o. Dans son opération
sur (D), un sous-groupe I' de G(D) qui balaye D conserve le centre 3
de g(D). Par conséquent, dim3®(p) doit étre constante quand p varie
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dans D (propos. 2.3). Or, st ¢#1/2, cette dimension est nulle sur D,
et non nulle ailleurs (lemme 3.3), ce qui est contradictoire.

4. Exposant 1/2. — Dans tout ce paragraphe, D désigne un S-domaine
d’exposant 1/2 dans G"XG", qu’on supposera balayable.

Soit, pour A entier supérieur ou égal a —1,
$=8(D) N (Brsr, oD W),
D= 8(D)N B W P Wy ),

on définit ainsi une famille de sous-espaces de g(D), indexée par

\={leR:2)€Z, i>—1.

)

On vérifie immédiatement que I’opérateur ado conserve les sous-espaces g,
LEA, et que si X€Eg,
add. X = 21X.

Tenant compte de ce que les champs de g(D) ont leur composante sur G
de degré en w inférieur ou égal a 1, et leur composante sur G™ de degré
en w inférieur ou égal a 2, ([6], lemme 3.1) on en déduit que

g(D)=Dn
reN

et que les g, sont les espaces propres de 'opérateur adod; 'algébre g(D)
est donc graduée :
[g)\a QM]CBX-;—‘U.

quels que soient A et w dans A. On montre en fait ([6], théor. 4) que
g =(0) si A>x3/2 : A
$(D) =9 D31 D 9D 52D 8-
Le principe de Cartan montre tout de suite que g_, est constitué par

les translations réelles sur z; 0 et 0’ sont évidemment dans g,; quant aux
champs de g_,., 1ls sont de la forme

X = ak w* 0+ c* 0y,
ol les a;, c* sont des constantes complexes (convention d’indices); ce qui
fait que
(1) [0, X]=iak w* 0 — ic* 0y
Notons ¢(X) le vecteur de G de coordonnées c¢* (c’est la valeur de X a
lorigine) : la formule (1) montre :

(1) que si ¢(X) =0, X=o0;






