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0. Introduction.

Ce papier reprend, dans une certaine mesure, la dernière partie de [9].
Soient A un anneau commutatif à élément unité, (^(A) le sous-groupe
du groupe de Brauer d3(A) dont tous les éléments sont d'ordre 2 et & (A) le
groupe des extensions quadratiques de A {cf. 2.2). Désignons encore par
^o(A) le groupe des classes d'isomorphismes d'algèbres de Clifford de
modules prpjectifs de rang pair défini dans [8] (cf. 2.1). On démontre
{cf. lemme 2 de 2.4) que, comme ensembles, <W.o(A) = N(A) Xâ(A),
où N(A) est un certain sous-groupe de c^(A). Il existe alors un homo-
morphisme injectif^ naturel de groupes abéliens ^o-(A) ̂ ^(A) X^(A).
Cela va nous permettre de calculer un certain nombre de groupes X (cf. 5).

Nous présentons ici une autre méthode pour la construction de la structure
de groupe dans ^2(A)X^(A) , méthode qu'on pourrait appeler des repré-
sentants canoniques (cf. 3.2).

Pour tout entier p^o, premier on non, on posera Z^==Z/(p). Tout
anneau est commutatif à élément unité, tout module est unitaire et un
homomorphisme d'anneaux (resp. algèbres) transforme élément unité
en élément unité. Le mot algèbre désignera une algèbre associative à élément
unité non nécessairement commutative et, le plus souvent, graduée sur Za.
Soient B = B o © B i et C = C o © C i deux A-algèbres graduées sur Z^
(cf. 1.2) et y : B -> C un homomorphisme. Ceci veut dire que y est un
homomorphisme de A-algèbres et que, de plus, y(B^) CC;:(i = ,o, i), Le., un
homomorphisme d'algèbres graduées est toujours de degré zéro (cf. 1.2).

Si B et C sont deux A-algèbres graduées sur Z^, on considère leur produit
tensoriel B0^C en tant que A-modules. Nous désignerons par B(^)C
(produit tensoriel gradué) la A-algèbre dont sa structure multiplicative est
donnée par

(b (g) c) . (^(g) c') = ( - i)^-) ̂ ) (hb1 ) (g) (ce'),

où &, fc 'eB etc, c'eC sont des éléments homogènes et oùd°(b), par exemple,
désigne le degré de l'élément b. On désignera par B 0 C (produit tensoriel
ordinaire ou non gradué) la A-algèbre dont sa structure multiplicative
est donnée par

(b (g) c) . (Z/(g) c') = (W) (g) (c6Q.

Nous verrons que, sous certaines conditions, le produit tensoriel gradué
peut s''identifier au non gradué, tout au moins dans le cas des algèbres
de Clifford (cf. 1.3).

Si A est un anneau, on notera U (A) le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de A et U^A) le sous-groupe de U(A) formé par les carrés
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d'éléments de U(A). Considérons le groupe G (A) [cf. [8], § 7). On sait
{cf. [8], § 7, lemme 7) qu'il existe un homomorphisme canonique
G (A) -> L^A^U^A) qui est un isomorphisme si 2 est inversible dans A.

Si A est local, rhomomorphisme (composé) de groupes

W : ^(A)->G(^)->\](^)/V-(^)

est le discriminant.

Etant donnée une A-algèbre C, on désignera par Z(C) le centre de C.
Pour tout anneau A, A(^) désignera l'anneau des matrices carrées nXn
à coefficients dans A.

Étant donné que la lettre ^ désignera fréquemment l'homomorphisme
de multiplication C ( ^ ) C — C , on notera par \1! (A) le sous-groupe des
éléments d'ordre 2 du groupe multiplicatif de l'anneau A [noté habituel-
lement p-a(A)].

Nous remercions le Référée pour ses suggestions en vue d'améliorer
ce texte.

1. Le groupe ^C (A).

1.1. FORMES QUADRATIQUES ET ALGÊBRES DE CLIFFORD. — Soient A UU

anneau et P un A-module. On dit qu'une application Q : P -> A est une
forme quadratique sur P si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(FQi) pour tout xGP et pour tout a€A, Q(a^) == a2 Q(rr) ;
(FQ2) l'application <Ï> : P x P — A définie par

(^j) H.Q(.r+j)--Q(^)-Q(j)

est une forme bilinéaire (nécessairement symétrique).
Un A-module P muni d'une forme quadratique Q : P -> A sera appelé

un module quadratique et on le note (P, Q). On dira que $ est la forme
bilinéaire associée à Q.

Soient (P, Q) un module quadratique, P*== Hom^P, A) le dual de P
et y : P -> P* l'application A-linéaire définie par y(^) (y) = ̂ (x, î/), quels
que soient x, î /€P. On dira que Q (resp. 3>) est non dégénérée si y : P-">P*
est un isomorphisme de A-modules. Il est clair que si A est un corps et P
un A-espace vectoriel de dimension finie, alors Q : P -> A est non dégénérée
si et seulement si la condition suivante est vérifiée : < Ï>(a ; ,y )=o pour
tout î /€P, entraîne x = o (ce qui est bien la définition classique de forme
quadratique non dégénérée).

Supposons maintenant que P soit un A-module de présentation finie.
Alors Q : P —^ A est non dégénérée si et seulement si, pour tout idéal maximal tu
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de A, la forme quadratique étendue Q^ : P^-> A.^ est non dégénérée. En effet,
ceci résulte du lemme de globalisation et du fait suivant : si P est un
A-module de présentation finie et si A -> A' est une A-algèbre plate, il existe
un isomorphisme de A'-modules P*0^A'^> (P (^A')*.

Considérons l'application A'-linéaire P^^A'-^ (P ̂ A')* définie
(comme ci-dessus) par

a(g) a'i-> {.xÇ^)b'\-> ^ { x ) a ' b ' ) .

Si P = A, 6 est un isomorphisme, donc c'est aussi un isomorphisme si P est
libre de type fini et, par suite, P*(g)^A'-^ (P ̂ A')* est un isomorphisme
de A'-modules, si P est projectif de type fini (quelle que soit la nature de
l'extension A-^A'). De ceci, il résulte alors que si P est un A-module
projectif de type fini, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
forme quadratique Q : P -> A soit non dégénérée est que pour tout idéal
maximal m de A, la forme étendue Q/w : P/mP -> A/m soit non dégénérée.

Par la suite (sauf mention expresse du contraire), on supposera toujours,
si (P, Q) est un module quadratique, que P est un A-module projectif de
type fini et que Q : P -> A est une forme quadratique non dégénérée.

Si (P, Q) est un module quadratique, nous désignerons par C.(P, Q)
son algèbre de Clifford {cf. [4], § 9) et par Co(P, Q) et C,(P, Q) ses parties
homogènes de degrés o et i respectivement, C(P, Q) étant considérée comme
une algèbre graduée sur Z_,. Pour des propriétés concernant les algèbres
de Clifford et utilisées ici, on renvoie le lecteur à ([4], § 9).

Soit (P, Q) un A-module quadratique et supposons que P soit libre
ayant [e^ . . ., en} comme base. Si 3> est la forme bilinéaire associée à Q,
la matrice (^(^ ^))i^z,/^,z formée par les ^{d,ej) s'appelle la matrice
de $ (ou de Q). Dire que Q est non dégénérée équivaut à dire que la matrice
de Q est inversible. Finalement, si

fi

ei=^aijfj (1=1, . . . , n), a^-çA. (i, j = i , . . ., n)

est un changement de base, la matrice de $ en la base [e^ . . ., en} s'écrit
(^(^(^/'y))^^).

L'algèbre de Clifford d'un module quadratique (L, Q), où L est libre
de rang 2, s'appelle algèbre de quaternions. Si <î> est la forme bilinéaire
associée à Q et si {e^e^} est une base de L sur A, on notera
A , ( a , & ) = C ( L , Q ) , si 5=$(^,^), a=Q(^) et &==Q(^) , Le., hs{a, b)
est l'algèbre de quaternions dont la matrice est 2a s \ 'i s 2 b ]
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1.2. ALGEBRES DE CLIFFORD TRIVIALES ET LE GROUPE ^(A). — On dira

qu'un anneau A est gradué (sur Z,) si A = A o ® A i avec AîA.jCA.^j
(i+J calculé modulo 2) et qu'un A-module P est gradué (sur Zo)
si P= Pô ©Pi avec A,P,CP^.

Soient P et P' deux A-modules gradués et a : P -> P' une application
additive de P vers P'. On dira que a est A-linéaire de degré rf°(a) si
a (P,) C Pï+^a) (i = o, i ) et si pour tout a € A et x € P, on a

a(a,v) == (—1)^)^)00^).

Désignons par Hom,(P, P'), les applications A-linéaires de P vers P'
de degré 1(1=0,1). On peut donc considérer

IIom, ( P, F ) ̂  Honu ( P, ^ ) o ® Hoin, ( P, 1̂  ),

comme un A-module gradué (sur Z^), où

^ (Po)cPo, a(Pi)cPi si ^ ° ( a ) — o

et
a (Po)cP , , a ( P i ) c P o si ^ ° ( a ) = = i .

Supposons maintenant que A soit trivialement gradué (i. e., A o = A
et A.i== o) et soient (P, Q) un A-module quadratique et C(P, Q) son algèbre
de Clifîord. On dira que C(P, Q) est une algèbre de Clifford triviale s'il
existe un A-module gradué (sur Z^) Pô ©Pi projectif de type fini et un
isomorphisme de A-algèbres graduées (sur Za),

C ( P , Q ) - ^ E n d A ( P o © P i ) .

Soit e (A) l'ensemble des classes d'isomorphismes gradués d'algèbres
de Clifîord et considérons sur (3 (A) la relation d'équivalence suivante :
si C et C' sont deux algèbres de Clifford, on dira C est équivalente à C' (C^C')
s'il existe deux algèbres de Clifford triviales S, S' telles que
C(g)S~C'(g)S' (isomorphisme d'algèbres graduées). Étant donné que
si S et S' sont deux algèbres de Clifford triviales, il en est de même de S (g) S'
(cf. [8], lemme 12), il en résulte immédiatement que ~ est bien une relation
d'équivalence sur (3 (A) et soit ^C(A) == Ê(A)/^ l'ensemble quotient.

L'ensemble ^C(A) est muni d'une structure naturelle de groupe abélien,
l'opération de groupe étant induite par le produit tensoriel gradué. Ceci
signifie que si C est une algèbre de Clifford et si { C j est l'élément qu'elle
définit dans ^(A), alors la loi de groupe de <?£(A) est définie par
{ ̂  } 4- { C'} = I C 0 C/ ^ La seule chose à vérifier est l'existence de
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l'inverse et cela résulte du lemme 13 de [8]. Le groupe ^e(A) s'appelle
le groupe des classes d'isomorphismes d^algèbres de Clifford.

Si ç : A -> A' est un homomorphisme c 'anneaux, il existe un homo-
morphisme de groupes abéliens ^(9) : ^C(A) —^(A' ) défim par

^(9) ( iC i )= . iC®^ j .

Il est clair que pour tout anneau A, SCÇid^) == id^^ et si A-'^A' et
A'^A^ sont deux homomorphismes d'anneaux, alors

^ ( c p ' o c p ) =^(^) o < ( e ( ( p ) ;

3€ est ainsi un foncteur coloriant défini dans la catégorie des anneaux commu-
tatifs à élément unité à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

1.3. LE THÉORÈME 0=0. — Si C = C (P, Q) est l'algèbre de Clifford
d'un module quadratique (P, Q), où P est projectif de rang pair, on pose

X(C)=: (^ |^eC, xy=- yx, V r e P ^ .

On sait (cf. [8], § 9, p. 292) que X(C) est un A-module projectif de type
fini et de rang i. Si ^, a /€X(C), pour tout î /€P, on a

( xx' ) y r= — x y x ' == y ( x x ' ) , donc x x ' € Z ( C ) == A.

Donc, la multiplication [J- : X(C) (^) X(C) -> A, x (^) x \-> xx induit un
isomorphisme de A-modules. De plus, il existe une forme quadratique
naturelle, notée encore p - :X(C . ) - ^A , donnée par [j.(x)=x2 pour tout
r r€X(C) et soit Q'* ̂  : P'0 X(C) -> A la forme quadratique définie
localement par

(Q /*^)(^(g)J)=Q /(^)^(J).

/\.
THÉORÈME 0=0. — Soient A un anneau^ C = C ( P , Q ) et

C'== C(P', Q') deux algèbres de Clifford où P est de rang pair. Il existe alors
un isomorphisme d9 algèbres de Clifford C^G^-^C^C', où

C^^P^AX^)^*^

(cf. [8], § 5, théorème 4', p. 283).
Dans le cas où A est local, la « modification » de C/ se fait comme suit.

Supposons que P soit projectif, donc libre, de rang 2 et soit { u i , U a }
une base de P sur A. Soit ^ la forme bilinéaire associée à Q et posons
6 = = — $ ( u - i , Us) -h 2 UiU^. Si { u ' ^ u ^ } est une autre base de P sur A,
alors ô'r^AO, où A est le déterminant de changement de base. Ainsi, 0 est
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déterminé à moins d'un élément inversible. De plus, 0 est inversible
car ^= — dét($). Puisque A est local,

P^xXÇO^P' et Q^jL^-dét^Q^

(^ [8]? § 5, théorème 4, p. 288) de telle sorte que

G(ï\Q)^C(P^q')==C(ï\q)^C(P^ - délier).

C'est sous cette forme que le théorème (^)==0 sera souvent utilisé.

2. Le groupe ^o (A).

2.1. LES GROUPES Ip(A) ET ^o(A). — Étant donné un anneau A,
désignons par Ip(A) l'ensemble des idempotents de A. On munit Ip(A)
d'une structure de groupe abélien définie par la somme booléienne, i. e.,
si e, e € Ip (A), on pose

e -"ç- e' == e -4- e' — 2 ce'.

On obtient ainsi sur Ip(A) une structure de groupe, appelé le groupe des
idempotents de l'anneau A.

Pour chaque algèbre de Clifîord C(P, Q), on associe, localement, l'idem-
potent o si le rang de P est pair et l'idempotent i si le rang de P est impair.
On définit ainsi un homomorphisme de groupes abéliens y : 9€{A.) -> Ip(A)
car si

c p ( { C { . ) = = é ? et c p ( { C y j ) = : ^
alors

^({C}^^Cr})=^{C^C'})=e^eF-^eef=e^e'.

On pose alors, par définition,

^o(A) = = K e r ( ^ e ( A ) - 4 l p ( A ) ) .

Si ^ : A -> A' est un homomorphisme d'anneaux on déduit, par restric-
tion, un homomorphisme de groupes abéliens ^ \^^ : Ip(A) -> Ip(A')
donc un homomorphisme ^Co(^) : c^o(A) -> ^o(A') rendant commutatif
le diagramme

o ——> ^C<> (A) ——> c^C (A) ——> Ip (A)
l^o^) \^) l '^ l lp(A)
^ Y -^

o—-> ̂  ( ^V) ——> ̂  ( A ' ) —> Ip (A^)

Le caractère fonctoriel de ^Co se déduit immédiatement des considé-
rations précédentes.



292 A. MICALI ET 0. E. VILLAMAYOR.

On remarque que si 2 est inversible dans A, alors ç : S€[A.) -> Ip(A)
est localement surjectif (cf. [8], lemme 1), donc surjectif. On a ainsi la suite
exacte de groupes abéliens

o -> ^Co (A) -> ̂  (A) -> Ip (A)

et, si 2 est inversible dans A,

o -> ^Co (A) -> ^C (A) — Ip (A) -> o.

Il est clair que si A n'a d'autres idempotents que o et i, on a les suites
exactes de groupes abéliens

o-^eo(A)-^X(A)->Z2

et
o -> ^Co (A) -> ̂  (A) -> Z,,-> o,

si 2 est inversible dans A.

2.2. LE GROUPE â(A). — Soit A un anneau. On dira qu'une A-algèbre B
est une extension quadratique de A si B est une A-algèbre séparable et si,
de plus, B est un A-module projectif de type fini et de rang 2. On voit que,
nécessairement, B est commutative.

Si B est une extension quadratique de A, alors B se plonge dans une
extension de Galois B' de A de rang 2! == 2 {cf. [11]) et, par suite, B = B'.
Il existe alors un unique automorphisme de A-algèbres cr^id de B tel
que B^A.

Soient B / ( i = = i , 2) deux extensions quadratiques de A et désignons par
c 7 , ( ^ = = i , 2 ) l'unique automorphisme de A-algèbres de B, distinct de
l'identité. Alors Bi^yB.j est une extension de Galois de A de rang 4 ayant
comme groupe de Galois { i d 0id, id 0^2, a'i(^)id, cTi^c^ }. Il s'ensuit
que (Bi^ABs)'710'72 est alors de rang 2 sur A, donc une extension quadra-
tique de A. Si l'on pose

B^B^B^B,)^®^

alors l'opération * induit sur l'ensemble â(A) des classes d'isomorphismes
des extensions quadratiques de A une structure de groupe abélien, l'élément
unité de à (A) étant la classe de l'extension quadratique I==A(])A dont
l'unique automorphisme distinct de l'identité est T (a, a ) = (a', a). En
effet, si B est une extension quadratique de A et si o-^id est l'auto-
morphisme de B, alors

B ^ ï = ! (^ b ' ) \ (^ b ' ) ç B © B, 7(b) = b' }
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et il est évident que l'application B-^B*I définie par 6 h-> (&, o'(fc)) est
un isomorphisme d'extensions quadratiques. On dira que 3»(A) est le
groupe des extensions quadratiques de A.

2.3. RAPPORTS ENTRE LES GROUPES ff€o (A) et â(A). — Considérons
l'application [3: ^Êo(A) -> ûb (A), où tô(A) est le groupe de Brauer de A,
qui à toute algèbre de Qifford C associe C considérée comme A-algèbre
centrale séparable. Il est clair que ^ est bien définie car si C et C' sont
égales dans ^Co(A), il existe deux algèbres de Clifîord triviales S et S'

/\ ŝ.

telles que C (g) S ~ C' 0 S' (isomorphisme d'algèbres graduées sur Z^) et,
d'après le théorème 0 == (g), on a C 0 S ~ C'(g) S', car S et S' sont
triviales. Donc, C et C' sont égales dans ^(A), puisque toute algèbre de
Clifîord triviale est nulle dans d3(A). Ceci démontre que [3 est bien définie;
P n'est pas un homomorphisme de groupes abéliens car, en général, étant
données deux algèbres de Clifîord C et C'? on a

CÇQC'^C^C.

Considérons maintenant l'application y : ^Êo(A) -> à (A) qui à toute
algèbre de Clifîord G associe Z(Co)? Z(Co) considéré comme extension
quadratique de A {cf. [9], §3, n°3.1). Montrons que y est bien définie.
En efîet, on sait que si C et C' sont deux algèbres de Clifîord quelconques,
alors Z((C(g)C')o) = Z (Co)^rZ (C,) {cf. [9], § 3, no 3.1). Donc, si C et C'
sont égales dans ^Co(A), il existe deux algèbres de Clifîord triviales S et S'
telles que C (g) S ~ C'(g) S', d'où,

Z((C (g) S)o) = Z ( C o ) * Z (So) == Z (Co)

et, de même,
z^c^s^^z^o),

étant donnée que si S est triviale, Z(So) est l'élément unité de Q> (A).
Il s'ensuit que Z(Co) == Z(Co) dans & (A). On a aussi montré, du même
coup, que y est un homomorphisme de groupes. De plus, y : ̂ o(A) -> ^(A)
est un homomorphisme surjectif de groupes et Ker(y) == ,N(A) est le sous-
groupe de 9€o (A) formé des classes d'isomorphismes d'algèbres de
Clifîord C qui admettent un idempotent e définissant la graduation de C,
Le., tel que ex = xe pour tout ^eCo et ex 4- xe == x pour tout xçCi
{cf. [9], §3, no3.1).

D'après le théorème 6 de [8], on sait que N(A) est un sous-groupe du
groupe de Brauer (^(A) dont tous les éléments sont d'ordre 2.
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Soit \/ï (A) = [ a açA., a2 = ï } le groupe des racines carrées de i dans A
et considérons Fhomomorphisme de groupes Ip(A) -> \/i (A) défini
par e\-> i — 2 e [il est clair que si 2 est inversible dans A, Ip (A) ~> y i (A)
est un isomorphisme et que si 2 est non diviseur de zéro dans A, alors
Ip (A) -^YI (A) est injectif]. Il en résulte un homomorphisme de groupes
abéliens

H^A/lp^ll'^A^i),

où X est une topologie convenable (c/*. [9], § 3, n° 3.1; par exemple, la
topologie fidèlement plate de présentation finie). D'autre part, on sait
(c/*- [9]? §3, n°3.2) que H1^, A, \/i) peut s'interpréter comme le
groupe ®(A) des couples (P, [^), où P est un A-module projectif de type
fini et rang i et ^ : P (g) P -"> A (où 0 == (g)J est un isomorphisme de
A-modules, la loi de groupe abélien de ®(A) étant la suivante :

(P^)+(P^)==(P(g)P,^^) ,
où

LL(g)Ll' ^A

^ * ^ : P (g) P'(g) P (g) P -^ P (g) P (g) P(g) P -^A (g) A-^A

est risomorphisme composé évident et ^ est la multiplication de
Panneau A. On dira encore que (P, [J-) === (P', p/) si et seulement si il existe
un isomorphisme de A-modules y : P -^ P' tel que le diagramme

pç^p^-tp'^p'

^\A^'

soit commutatif. Il est clair que pour cette structure de groupe, le zéro
est le couple (A, ^) et l'opposé de (P, [^) est encore (P, p-), car le diagramme
commutatif

P (g) P (g) P (g) P j10-^ A (g) A

^\A^A

nous montre que

(P, ^) + (P, ^) = (P 0 P, ^ * ^) = (A, ̂ ).

Pour toute algèbre de Clifïord C = C (P, Q), on considère le
A-module X(C). On sait que X(C) est un A-module projectif de type
fini et de rang i (cf. [8], § 9, p. 292) et si P est de rang pair, l'application
[̂  : X(C) 0 X (C) -> A définie par \s.{x (g) x } == xx' est bien définie et
est un isomorphisme de A-modules, car [JL : X(C) 0 X (C) -> A est loca-



ALGÈBRES DE CLiFFOftt). ^95

lement un isomorphisme, donc un isomorphisme (global). Ceci nous montre
qu'il existe une application <?Co(A)-^ H'^, A, ^ï) définie par

ô ( C ) = = = ( X ( C ) ^ ) .

Si C et C' sont deux algèbres de Clifford, alors

^(^^(G^CQ^)
et étant donné que

X(C(g) (7)^X(C)(g)X((7) ,
alors [1 == [J. -k p-', où

y . : X ( C ) ( g ) X ( G ) ^ A et p.': X ( C / ) ®X(G / ) - ^A

sont les multiplications sur X(C) et X(C') respectivement. Ceci nous
montre que

à : ^(A.)->W{x,A, y/i)

est un homomorphisme de groupes.
Puisque toute extension quadratique de A peut s'exprimer par un Z(Co)

pour une algèbre de Clifford convenable C {cf. [9], § 3, n° 3.2), alors Phomo-
morphisme

ô : ^(A^IP^A, v/'i)

se factorise par ^»(A), i. e., il existe un homomorphisme de groupes

^(A)-^H^A,v/ î )
tel que le diagramme

^(A)—^(A)—>o
, 1 /
6 j ...-•TI^ /

H^^A,^)

soit commutatif. Il est évident que l'homomorphisme à (A) — H1 (âC, A, \/ï)
est induit par Phomomorphisme de groupes Ip(A) -Vy/i (A) défini
par e ^-> i — 2 ̂ , car

^(A^H^A,!?)
(^. [9], §3, no 3.1).

2.4. LA FONCTION a : ^o(A)x^o(A)-^^o(A). - On sait (cf. [9],
§ 3, n° 3.3, lemme 1) que, quels que soient C et C' dans ^o(A), il existe
une algèbre de Clifford dans ^o(A), qu'on notera a(C, C'), telle que

C^a^C^-C.^End^AeX^))
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(isomorphisme d'algèbres centrales séparables) et, de même,

C(g)a(C /,C)-C,(g)EndA(A©X(G /)).

II s'ensuit que
^ (C^CQ^P^+^C^+^a^^) )

et, en particulier,
^(a^G^^a^C)).

D'autre part, la suite exacte de groupes abéliens

E : o->N(A)-^o(A)-^(A)->o

(cf. [9], §3, n°3.1, théorème 2) nous dit que E€Ext l(â(A), N (A)) et
l'extension reste parfaitement déterminée si l'on fixe la fonction
a : ^o(A)X^o(A) -> ^o(A) .telle que

^CÔCO^Gî+p^+p^C^)),

où C et C' parcourent ^eo(A).

LEMME 1. — Pour tout couple d^algèbres (C, D)€ ^Co(A) X ^Êo(A),
P(a(C, D)) ne dépend que des images de C et D dans H^âC, A, \/i).

En effet,

P ( a ( C , D ) ) = p ( C ( g ) D ) - ( 3 ( G ) - P ( D ) = p ( C ( g ) D , ) - p ( G ) - P ( D )
= ( 3 ( C ) + P ( D J - p ( C ) - P ( D ) = p ( D , ) - p ( D ) = p ( D , ( g ) D )

et si D==C(P , Q), alors on sait que D^ = C(P^X(C), Q*p-), où l'on
désigne encore par [L : X(G) — A la forme quadratique sur X(C) définie
par l'application A-linéaire ^ : X(G) (g) X(C) ->- A, i.e., pL(n;) = a;2 pour
tout ^€X(C). Il est évident maintenant que P(a(C, D)) ne dépend pas
de C mais de son image dans H^aS, A, \/i), i.e., du couple (X (C), p-).
En effet, si C et C' ont même image dans H^âC, A, \/i), i. e., si

(X^^^X^),^),
alors

D ^ C ( P ( g ) A X ( C ) , Q * ^ ) = C ( P ( g ) A X ( C / ) , Q * ^ ) .

Comme P(a(C, D)) = P(a(D, C)), il en est de même de D.

LEMME 2. — En tant qu'ensembles, ^o(A) = N(A)X^(A).

Considérons l'application oo : ff€o (A) -^^2(A)X^(A) définie par

G ) ( C ) = ( p ( C ) , y ( C ) )
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pour tout Ce^eo(A). Comme application d'ensembles, oo est injective.
En effet, si co(C) = co(C'), ceci entraîne ^(C) = P(G'), y(C) = Y(C'),
donc P(C — C') == o et C — C'e N(A). D'après [8], théorème 6, C — C' est
une algèbre de Clifford triviale, donc C = C' dans <?£o(A). De plus, l'image
de co est exactement N (A)X^(A). En effet, si ç€^(A), existe une algèbre
de Clifford Ce^o(A) telle que co (C) = (o, q) {cf. [9], § 3, n° 3.1, démons-
tration du théorème 2). Si maintenant (&, y )eN (A)Xâ(A), alors il existe
une algèbre de Clifford C' dans N(A) telle que b = P(C'), donc

co(C(8)C / )=(p(C(g)C / ) ,Y(C(g)C / ) )=(p(C / ) ,Y(C))=(^^) ,

car C' étant dans N(A), on a

C(g)C /=C(g)C / et ^(C^r^o.

De plus, P(G) == o par construction de C. On a donc montré que
Im(co) == N(A)X^(A). Par la suite on identifiera <%o(A) == N(A)X^(A)
et toute algèbre de Clifford Ce^Co(A) peut se représenter comme une
pa i reC=(P(C) ,y (C) ) .

PROPOSITION 1. — Si 2 === o dans A, (m a un isomorphisme de
groupes 9€o (A) == N (A) X à (A).

On remarque tout d'abord (sans aucune hypothèse sur le 2 dans A)
que si A est local et si t est un générateur de X(C) sur A, où Ce^o(A),
alors ^eU(A) et l'image de t2 dans L^AYU^A) est le discriminant de C.
Dans ce cas (A local),

U(A) /U^(A)=H^ ,A ,v / ï )

car Pic (A) == o {cf. [9], § 3, n° 3.2, proposition 1).

Supposons maintenant que 2 == o et soit Ce^£o(A). Si ^eX(C),
xy ==— yx pour tout yGP, où C = C(P, Q) et comme 2 == o, alors
xy =— xy pour tout y€P. Donc, a;î/ = yx pour tout î/eP et ceci entraîne
que x^Z{C) = A. Donc, X(C) = A. De plus, si A est local et t est un
générateur de X(C), alors l'image de t2 dans L^A^U.^A) est le discriminant
de C. Dans le cas 2 = o, il en résulte que 1^= a2 avec a€U(A) et ceci veut
dire que (X(C), [J-) === (A, id). Donc, P(a(C, C')) = o quels que soient C
et C7 dans ^o(A) et, par suite, l'application ? : 3€o{A.) -> (^2 (A) est un
homomorphisme de groupes abéliens. Ceci nous montre que ^o(A) est
isomorphe au produit direct de groupes N(A)X^(A).
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3. Le calcul quaternionien.

3.1. TRIVIALISATIONS. — Soit A un anneau. On dira qu'une A-algèbre
centrale et séparable C est triviale si C est l'algèbre des endomorphismes
d'un module projectif de type fini sur A, i. e., si C est zéro dans le groupe
de Brauer (S (A).

Sort C une A-algèbre. On dira qu'un idempotent eGC est non trivial
(resp. trivial) si i et e sont A-linéairement indépendants (resp. dépendants).
Il est clair que o et i sont des idempotents triviaux de C et que, plus géné-
ralement, tout idempotent de A est un idempotent trivial de C. Donc,
si eçC est non trivial, alors e^A. Et, il est facile de voir que eçC est non
trivial si et seulement si pour tout idéal premier y de A, e^ est un idem-
potent non trivial de Cp, e^ désignant l'image de e par la flèche canonique
C-^C^C(g^Ap.

LEMME 1. — Toute algèbre centrale séparable de rang 4 admettant un
idempotent non trivial est triviale.

En effet, soit C une A-algèbre centrale séparable de rang 4 et soit e€:C
un idempotent non trivial. On peut écrire C == CeQ)C{î — e) et montrons
que Ce et C ( i — e ) sont des A-modules projectifs de rang 2. On peut
supposer A local de corps résiduel /c, donc C (g) k (où (g) === Çï)^) est une
fr-algèbre centrale simple. Il s'ensuit que C 0 k est une algèbre de matrices
sur un corps (gauche) D. Puisque C a un idempotent, alors C ̂  D et,
pour des raisons de dimension on a D == /c. Dans ce cas, un idempotent
dans l'anneau des matrices 2 X 2 à coefficients dans k engendre un
sous-/c-espace vectoriel de dimension 2.

Puisque C est de rang 4 et Ce de rang 2 alors End^(Q°) est un A-module
projectif de rang i, Le., Endc(C^)~A. Il s'ensuit que C^End^Co).

COROLLAIRE 1. — Toute algèbre de quaternions admettant un idempotent
non trivial est triviale.

COROLLAIRE 2. — Si C est une algèbre de quaternions sur A, alors C (g) Co
est triviale sur Co.

En effet, on sait {cf. [9], § 1, n° 1.4, lemme 6) que Z(Co) est une extension
quadratique de A, donc C (g) Z(Co) admet un idempotent. Comme
C (g) Z(Co) est de rang 4 sur Z(Co), alors C (g) Z(Co) est triviale sur Z(Co).
Comme Z(Co) === Co, le corollaire est démontré.
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Le corollaire 2 nous dit, en particulier, que toute algèbre de quatemions
sur A se trivialise dans une extension quadratique convenable de A.

Pour d'autres résultats sur les trivialisations, on renvoie à [9], § 1, n° 1.5.

3.2. REPRÉSENTANTS CANONIQUES.

LEMME 2. — Si B€^(A), il existe, à isomorphisme près, une et une seule
algèbre de quaternions G telle que Co= B et il existe eçCi avec e1 = i.

Soit D == B; D == B (^ D est une extension quadratique triviale de B,
car isomorphe à B © B. Si £o? £1 : D -> B 0^ B 0^ D se déduisent des
applications B Z^. B (^4 B définies par x^> i (^) x et x^- x(^) i respecti-
vement, il existe un isomorphisme a : £o D —^ £1 D tel que D = Ker(£i — ^o),
où £ 4 — a £ o : D — ^ £ i D . Comme D est triviale, il existe une algèbre de
quaternions C (algèbre de matrices 2 X 2 sur B) telle que Co= D et il existe
un eç Ci avec e'2= i. En effet, comme Co est la sous-algèbre de C formée

des matrices ( ) et Ci est le sous-module de C formé des matrices ( x \\° y ) \y °7
x et y parcourant B, il suffit de prendre e = ( ). Il s'ensuit que a

s'étend à ^ : £()G —> £ i C par la condition P ( î o ^ ) = ̂ \e, i. e.,

(3£oO+J^?) = a £ o ( ^ ) +a£o( j ) £ i ( ^ ) ,

x et y parcourant Co. Comme ^ P ^ o P = £1 ? : B03^ D -> B03^ D, si
l'on pose C = = K e r ( £ i — ^ o ) , C satisfait aux conditions imposées. Pour
voir que C est une algèbre de quaternions, on procède comme suit. On sait
que £1 — a£o est homogène, donc C est graduée sur Z.^. De plus, Co = D
et si l'on considère la multiplication p- : C i — ^ A, alors C = C(Ci, [^). Ceci
démontre l'existence de C.

Pour voir qu'elle est unique, on remarque que si C et C' sont deux
algèbres de quaternions telles que o^Co-^Co est un isomorphisme et
il existe e € Ci et e € C\ tels que e2 = e ' 2 == i, alors il existe un isomorphisme
p : C-^ C' défini par ç{xe) == a(rr) e pour tout r r€Co. En effet, il suffit
d'observer que d=Coe et que C^^C^e. Ceci achève la démonstration.

Pour tout B€=^(A), on note A(B) l'algèbre de quaternions, à isomor-
phisme près, définie par le lemme 2. On l'appellera le représentant canonique
de B.

LEMME 3. — Pour tout Beâ(A), P(A(B)) = o.
Soient Be^(A), C = h(B) et D la sous-algèbre commutative maximale

de C engendrée par { i , e}, où e€Ci obéit à la condition e 2 = = I . Comme
D ^ A ® A , D est séparable, donc C est une algèbre D-projective.
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Il s'ensuit {cf. [5], proposition 2.4, p. 37), que l'homomorphisme de
D-algèbres 6 : C (^D -^Endi,(C) défini par 6(c(g) &) (^) == cxb est un
isomorphisme. Si l'on considère la contraction ç : D -> A définie par
9 ( 1 ) = = = ! et <p(e) = i, alors l'application composée évidente A — ^ D - ^ A
est l'identité de A et, par suite, C ^ (C 0AD) 0aA w End^C 0DÂ).
Donc, C est triviale dans û3(A).

3.3. CALCUL DE P(a(C, C7)). — Soient C et G' dans ^Êo(A). On sait
que P(a(C, C/)) ne dépend que des images de C et C' dans H^âC, A, \/i)
et, a fortiori, que des images de G et C' dans H^âC, A, Ip), i. e., de
B = Z (Co) et B'= Z(Ce), Donc,

P(a (C , C / ) ) = P ( a ( ^ ( B ) , h Ç B ' ) ) et p ( A ( B ) (g) ^(B7)) = (3(a (A (B), / ^ (B^) ) .

D'autre part,
/^B)®/^)^^)®/^),

et, par suite,
^(C,^))^/^),).

Supposons maintenant que A soit local et soient

A(B)=Ai(i, m), h^B^zzzh^ï.m') A==i-4m et ^==ï-^m'.

Alors
^(^^^^^(A^A^) .

Supposons, de plus, que 2 soit inversible dans l'anneau (local) A. Si le
quaternion h (B')^ est engendré par Ui, Ua avec

^^==A, u^=^m^ UiU^-}-u^u^==. A,

on fait le changement de base suivant :

^1==^1, F 2 = : I — — ^^i^.

Il est clair qu'on change la graduation mais du point de vue du groupe
de Brauer, ceci n'a aucune importante. On a alors v\ = A, v\ = A' et
^ iP2+^2^i= o. Ceci nous montre que

^(c^n^M^A7))
et notre construction coïncide avec celle de Wall {cf. [12]).

3.4. L'HOMOMORPHISME co : ^Co(A)-> (%2(A)X^(A). — Considérons le
produit cartésien (d'ensembles) C^^{A.)X&{A.). On peut le munir d'une
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structure de groupe abélien en posant

(^)+(^^)=(^+^4-|3(a(G, C^^H-^) si ^=Y(G) et ^=^((7)

et on le notera ^(A)xa(A). Il est clair que l'application
co: ^Co (A)-^ (A) X %(A) {cf. 2.4, lemme 2) est un homomorphisme de
groupes car

^{c^c^^Çc^c^^c^c'))
=(P(C)4 -P(C ' )+P(a (C ,C / ) ) ,Y (C)+Y(C / ) )=o ) (C)+o ) (C / ) .

De plus, co est injectif en tant que application d'ensembles, donc aussi
en tant que homomorphisme de groupes abéliens. Muni de cette structure,
on identifiera toujours <Wo(A) à un sous-groupe abélien de (^(A)X^(A),
à savoir,

^ o ( A ) = = N ( A ) X ^ ( A ) .

4. Cas local avec 2 inversible.

Dans tout ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, on
supposera que A est un anneau local et que 2 est inversible dans A. Donc,
la transformation naturelle Ip^\/i est un isomorphisme et, par suite,
elle induit un isomorphisme

^(A) =H^C, A, Ip)^H^, A, y/i).

4.1. CALCUL DE P(a(C, C/)). — D'après l'hypothèse faite, on sait
qu'il existe des quaternions de la forme ho {a, &). En particulier A o ( i , — A)
est un quaternion de discriminant 4 A et P ( A o ( i , — A)) = o car /io(i, — A)
a ^ (i + ^0 comme idempotent, si

u\ •==. i, uï == — A et u^ u^ + u^ u^ ==o.

Puisque W{x, A, \/î) -^(AYU^A), car Pic(A) == o, et que les
couples (P, ^)€H1 (a;, A, \/i) s'écrivent (A, ^) avec p . : A ( g ) A = = A - ^ A ,
alors ^(i (g)i) = a€U(A) est déterminé à moins d'un carré. De plus,
si a == &2, le diagramme

A0A-^A
6 (g) b\ ici

•̂  ^.

A(g)A—^>A

est commutatif, donc (A, a) = (A, i). Ceci nous montre que P(a(C, G'))
dépend seulement du discriminant de C et C' et l'on note P(a(A, A')).
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On peut calculer ?(a(A, A')) comme suit. On a

P(/4(-i, A) (g)Ào( i , -zV)):=p(/^(--i, A) )+p(a(A, A'))

et
(3(Ao(-i , A)(g) /zo( i , -A /))^=p(/4(-I, A))+(3(/4(A, -AA')),

car P ( A o ( i / — A')) = o. Donc,

^(A,^)):^/^, -AA')).

Si l'on change la graduation de /?/o(A, — AA') en prenant comme nouvelle
base

i
Vi •=. Ui, ^2 ~=L . U^ ?/2,

on a
P(// ,o(A, -AA /))=:p(/4(A,A /)),

donc
P ( a ( A , A / ) ) = p ( / / o ( A , A / ) ) (c/.[12]).

On peut encore écrire

P(a(A, A')) =P(/ /o(A, A /))=p(^(- i, -AA^)

et si —leU^A) , alors

PCM-^-AA^)^/^!, -AA / ) )=o.

Donc, pour tout C, C'€^o(A), P(a(C, C')) == o. Ceci démontre le résultat
suivant :

PROPOSITION 1. — Si 2€U(A) et si — l ê U ^ A ) , o n a un isomorphisme
de groupes ^o(A) = N(A)X^(A) (2).

Dans le cas particulier où A' = A, on a

MA, -A2)^/^-!^),
donc on peut prendre

P(a(A,A))=(^o(- i ,A)) .

4.2. NULLITÉ DE p ( / l o ( — I , A)).

(2) En fait, si A est un anneau commutatif à élément unité (non nécessairement local)
et — i est un carré dans A, alors les groupes ^(A), ^o(A) et le groupe de Witt W(A)
sont des Za-espaces vectoriels. En effet, pour tout module quadratique (P, Q), on
a (P, Q)^(P, —Q) et par suite, (P, Q)_L(P, Q) est un espace hyperbolique. La propo-
sition i s'ensuit.
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THÉORÈME 1. — Pour un quaternion de la forme A o ( — i, A), les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) p ( A o ( - i , A ) ) = o ;
(ii) A est une somme de deux carrés.

Démontrons que (i) -=> (ii). En effet, supposons donné l'isomorphisme

. / /o(- i , A ) - ^ E n d A ( A 2 )

et soit y = 0(u i ) , où

u\ = — i, u^ = A et i/i u^ -4- if^i := o.

Alors y2 == — 9( i ) et étant donné que, module l'idéal maximal tn de A,
ç n'est pas un scalaire, il existe <eA 2 tel que { t, <f(t) } soit une base du
A-module libre A2. En effet, module m, { t , < p ( t ) } est une base de A^mA2.

Si l'on prend ti ̂ - t, ^= ç(^), y se représente par la matrice ( — |-
Soit

0(?/.2)= , 5 avec a^ b, <?, dçÂ.
L6' —J

On a

0(^^ )=0(^ )0 (^ )= f~^ ~^1 et 0(^,^)=Q(^)0^)=R ^^1,

donc, à cause de U iU2+ ^2^1=== o, on en déduit que

f\ / \ [ a ^10(^):=[, _J-

Ceci nous montre que
Ar^^^a^^2.

Montrons que (ii) => (i). En effet, si A = a 2 + 62, on a un homomor-
phisme d'algèbres 6 : ho{— i, A) -> A(2) défini par

«<'->=[: -;]- ^-[i -:]•
Puisqu'il s'agit d'un homomorphisme d'algèbres d'Azumaya et que 9 IA est
injectif, alors 9 est injectif. D'autre part, module m, 6 est surjectif, donc 9 est
lui-même surjectif et, par suite, un isomorphisme.

PROPOSITION 2. — Si 2eU ](A) et si —leU^A) , alors

2^o(A)==0.
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(i) On remarque, tout d'abord, sans supposer que 2 soit inversible dans A,
que si Cç^o(A) et si Ai ( i , m) est un représentant canonique de C
dans H^as, A, \/ï), alors

P(2C) == |3(C (g) G) = P(C) + ? (G) + P(a(C, G))
=P(a(C, C))=P(MI, 77^)=.3(AA(A, Am)),

où A = i — 4 m. Il existe alors un tçh^{^, Am) tel que ^= — i. En effet,

si i^=A, u ^ = A m et UiU2+ u^u^= A, alors ^ = = - ( ^ 1 — 2 ^ 2 ) satisfait
à la condition t2 = — i.

(ii) Si, de plus, 2 est inversible dans A et il existe un a€U(A) tel
que a2=—ï, alors il existe un idempotent <°€AA(A, Am). En effet,

^ = = ^ ( 1 — ^ ) obéit à la condition ec2= e. Donc, ^(/^(A, Am)) == o, i. e.
P(2C) -0.

(iii) Étant donné que 2cXo(A) CN(A) Ctô^A), alors pour tout C€^o(A)
on a 2C === o dans (^(A), donc 2^0^) == o.

PROPOSITION 3. — (i) Si 2€U(A) et si —lêU^A), tout élément de 9€{A.)
est (V ordre 2.

(ii) Si 2€U(A), --i^U(A) et si — i est une somme de deux carrés, tout
élément de ff€ (A) est d9 ordre 2 ou 4-

(iii) Si 2 € U(A), — i ^U(A) et si — i n^est pas une somme de deux carrés,
il existe un élément de ^C(A) d^ ordre 8.

Soit C = C(A, p-), où [J- : A -^ A est la forme quadratique définie
par ^(a) == a2 pour tout a dans A. Alors 2C == ho{i, i) et W(2C) = = — i .

Si —lEU^A) , ^o(A) est un Z^-module et la suite exacte de groupes
abéliens o -> ^€o(A) -> 36 (A) — Z^-^ o nous montre que <?C(A) est aussi
un Zs-module. En effet, l'application qui envoie l'unité de Z^ dans
l'élément { C } de 3€{A) est bien définie, car { C } est d'ordre 2, et scinde
la suite exacte ci-dessus. Ceci démontre (i).

Supposons maintenant que W(2C) = — i ̂ U^A). Alors 2C^N(A),
donc 4CeN(A). Il s'ensuit que

4C=:p(4C)=(3(Ào(i, i)(g)Âo(i, i)).=p(Ào(i, i)(g)Ào(-i, -i))==(3(Ào(-i, -i)),

car P(Ao( i , i)) == o {cf. 4.1). Ou bien — i est une somme de deux carrés
et p ( A o ( — i, — i)) == o, donc 4 { G } == o, ou bien — i, n'est pas une somme
de deux carrés et alors P ( A o ( — - 1 , — i)) 7^ o, donc, 4 { C } ̂  o, 8 { C } === o.
Ceci démontre (iii).
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En ce qui concerne (ii), on remarque que comme tous les éléments
de ^Co(A) sont d'ordre 4? il suffit d'étudier les éléments de 9€(A.) dont
l'image dans Za et i. Si C/ = C(P, Q) représente un élément de ^<î(A),
où P est de rang impair, alors C 0 C7 représente un élément de z^o(A),
donc o = 4 ( { C } + { C'}) = 4 { C'}, car 4 { C } = o.

Remarque. — Si K est un corps totalement ordonné de caractéristique
zéro, il existe dans ^C(K) un élément d'ordre 8 [cf. proposition 3, (iii)].

4.3. LE GROUPE ^o(A). — On sait (cf. [8], théorème 7) que ^£o(A)
est un 2-groupe fini dont les éléments sont d'ordre 2 ou 4- D'après le théo-
rème de décomposition de groupes abéliens d'ordre borné ^(A) est la
somme directe d'un module libre L sur Z^ et d'un espace vectoriel V sur Za.
Si Os (A) == [x\ ̂ e^o(A), ix = o }, L a pour base un ensemble de repré-
sentants d'une base de <?Co(A)/02(A) et V = 0_>(A)/2 <%o(A). La suite
exacte de groupes abéliens

o -^ N (A) -> ̂ o (A) -^ U (A)/U2 (A) -> o

et N(A)Ctô2(A) nous montrent que N(A)C02(A) et

^o (A)/0, (A) == (U (A)/U2 (A) )/0 (0, (A) ).

Soit U^fA) le sous-groupe de U(A) formé parles éléments qui sont somme
de deux carrés. Le théorème 1 nous dit alors que

(^(CMA^^U^AVU^A), donc ^(AVO^A^L^AVIJ^A).

Puisque 2^€o(A) CN(A), la suite exacte

o -. N (A)-> 02 (A) -> 0 (0.2 (A) ) -> o

nous fournit la suite exacte de Za-espaces vectoriels

o -> N (A)/2^Co (A) ->- V->. W(A)/U2 (A) -^ o

et, par suite,
V=(N(A) /2^o(A))®(?(A) /U 2 (A) ) .

II nous suffit alors de calculer 2 ff€o (A).

Or, 2^0 (A) Ctô^(A) et 2^0 (A) est alors l'ensemble des éléments
de la forme P(Ào(- i ,A) ) . Si A^J = ARC^X^ i), alors il est clair
que

(3(/?o(-i, A)(g)AAH)=o danstô(AM)
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et, par suite, 2c^o(A)Ctô2(A[);]/A)nN(A), où

tô., (A[/J/A) = Ker (^2 (A) -> ^, (A[>*]) )

(groupe de Brauer relatif).

LEMME 1. — Soient A un corps de caractéristique ̂  2 et

Ae^,(A[v/^]/A) =:K.er(cî3,(A) ->tô,(A[v/^])).

Il existe alors un élément tçh tel que t^= d.

En effet, si e = r ( ^ ) ï - } - s Ç ? ) \ / d ç h Ç ï ) A . [yd] est un idempotent,
où r, s € A, la condition e1 == e entraîne

r2 + 52 6/ === r et /'5 4- 5r === s.

Il existe une base orthogonale { u, v } et soient

r =z a 4- bu; -\- cv + dav et s =z a' -[- b' u 4- c'' ̂  + ̂  </^,

où a, 6, c, 6^, a', &', c', rf' sont dans A. Donc,

sî=a'î-^b'•îuî-+-c'îvî—d'îuîvî^-<2a'(,s—a').

Si a = o, alors ^eA. On peut supposer s ^- o car si 5 == o, r == r2 est
un idempotent de A et ^ est une algèbre de matrices. Mais dans ce cas,

il existe delà dans h un élément de carré d (v. g:., == y ==d}.0 \ ° ? i o o a /
( i \2 "Si 5^o, ^ rsj = d.

Supposons a^-- o. Ou bien s = a' est un scalaire, donc r = - et ( —, ) == ^ ;

ou bien s n'est pas un scalaire et étant donné que ( i — ^a)2^ f\d{s — a')2,

alors i — 2 0 ^ 0 (car sinon s === a') et le vecteur t = ——— ( s — a )
1 — 2 CL

satisfait à la condition (2 == d.
On remarque (d'après le lemme 1) que s'il existe uç.h tel que 1^= d,

alors il existe ^çh tel que { u, v } engendre h et uv -\- vu = o. Il s'ensuit
que h = ho{d, ^2).

LEMME 2. — Si A, est un corps de caractéristique y^ 2, 2 ^Co(A) ^ ^
sous-groupe de c%2(A[i]/A) rfo^ les éléments sont représentés par des quater"
nions,
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On effet, on sait que pour tout Ce^eo(A),

2 C = P ( a ( C , C ) ) = ( 3 ( A o ( - i , A ) ) ,

donc 2 C ^ À o ( — i ï ^ ) î où ^ désigne l'équivalence de Brauer (équivalence
d'algèbres centrales séparables).

Réciproquement, soit Aec^A^J/A) un quaternion. On peut écrire
[cf. lemme 1), h = / i o ( — i , A), donc

P(A (g) /,) = p(À (g) AJ == P(/^(~ i, A) (g) h, (- A, A2) )

=P ( /<o ( - i ,A ) )+P(Ào( i , -A))==:P(A),

car P ( A o ( i , — A)) = o. Donc A ^ h ( ^ ) h et par suite, ^€2^Co(A), si l'on
identifie 2 ^C()(A) à un sous-groupe de (^(A).

Remarque. — II est clair que si A est un anneau local tel que 2 y soit
inversible et si, de plus, le lemme 1 est vérifié pour A, alors le lemme 2
est aussi vrai pour l'anneau A.

5. Étude de quelçpies exemples.

5.1. L'ANNEAU DES ENTIERS.

PROPOSITION 1. — Le groupe de Brauer de Z est trivial.

Pour une démonstration de cette proposition {voir [7], proposition 2.4,
p. Q5).

COROLLAIRE. — ^Co(Z) == o et 3€{Z) = o.

En effet, on sait déjà que S?{Z) = o {cf. [9], § 1, n° 1.6, proposition 4).
Donc, d'après 3.5 et la proposition 1, 3€o{Z) = o. La suite exacte de
groupes abéliens o -> ^Êo(Z) -> S€{Z) -> Z^ nous donne alors la suite
exacte o -> 3€{Z) -> Za et comme 2 n'est pas inversible dans Z,
alors ^C(Z) == o.

5.2. CAS D'UN CORPS ALGÉBRIQUEMENT CLOS. — Soit K un corps algébri-
quement clos. Alors ^(K) = o et tô(K) = o, donc ^Co(K) = o. La suite
exacte de groupes abéliens o -> 3€{K) —Za nous montre alors que
^C(K) === o si la caractéristique de K est 2 et que 3C(K) = Z^ si la carac-
téristique de K est 7^ 2. En particulier, 9€o{C) = o et ^C(C) = Z^ C étant
le corps des nombres complexes.
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5.3. CORPS DES NOMBRES RÉELS. — Soit R le corps des nombres

réels. Puisque 7 €R, on a la suite exacte de groupes abéliens

o — ^(R) -> <?C(R) -> Z^-> o. Étant donné que (33 (R) = Z^ et que
G(R) = Z^ alors ^C(R) a au plus 8 éléments. Pour montrer que ^6(R) === Zg,
il suffit d'exhiber une algèbre de Clifîord d'ordre 8. Considérons la forme
quadratique Q : R -> R définie par x \-> — x2 et soit C = C (R, Q) son
algèbre de Clifîord. Il est clair que 2C = C (§) C = ho{— i, — i) est l'algèbre
des quaternions ordinaire, donc "f(2C) = C (=== corps des complexes)
est 7^ o dans â(R). Ceci nous montre que ^ C ^ o dans ^(R). D'autre
part, 4CeN(R)C<%2(R) , donc

4C =P(4C)==P (a (2C,2C))=:(3(a(Ao(- i , - i ) ,^(- i , - i ) ) )
==(3(a(Ao( i , I),MI, i)))= P(/zo(-i, -i))^o

car / î o ( — i , — i ) n'est pas triviale dans d3(R). Il s'ensuit que 4 0 ^ 0
dans ^e(R), donc C est d'ordre 8. Ceci nous montre que ^(R) = Zg,
donc <^o(R) = Z,.

5.4. CAS D'UN CORPS FINI. — Soit k un corps fini. On. sait {cf. [10])
que Û3(/c) = o. Si la caractéristique de k est p, alors k a p71 éléments,
où n est un, entier convenable. Soit K une extension quadratique de /c;
K est un /c-espace vectoriel de dimension 2 donc K a (pny= p271 éléments.
On sait que K = k[x], où Xe1— x = mçk et 1 + 4 ^ 7 ^ 0 ? donc K peut
s'écrire comme quotient d'un anneau de polynômes, K === /c[X]/(X2 — X— m).
Ou bien le polynôme X2 — X — m est irréductible et dans ce cas, K est
un corps fini de caractéristique p et a p2" éléments, ou bien le polynôme
X 2 — X — TU se décompose en facteurs de degré i, donc K = k Q) k est
une extension triviale. Ceci nous montre bien que ^(/c) = Z^ et par suite,
<%oW=Z, .

Supposons p ̂  2. Alors la suite de groupes abéliens

o -> S€o (/c) -> ̂  (k) — Z^-> o

est exacte et le générateur de Z^ est représenté dans ^€(k) par l'algèbre
de Clifîord C = C(Â1, p.), où [L : k -> k est la forme quadratique définie
par x \-> x2. Étant donné que 2C == A o ( i , i), le discriminant de 2C est
W(2C) == W(Ao( i , i ) ) =—i, donc 2C = o dans ^€o(k) si et seulement
si —leU^/c) . On peut alors résumer comme ceci :

et
X(Â-) =:Z2©Z.2, si — l e L F ^ Â ' )

X(^)=Z^ si —i^V^k).
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Si p == 2, rhomomorphisme de groupes 3€(k) ->Z^ est rhomomorphisme
trivial, donc 9€{k) = 3€o{k) = Z^.

5.5. LE CORPS DES RATIONNELS. — On sait (cf. fl], chap. 9, § 14, th. 32)
que ^2(0) est engendré par des quaternions, donc <%2(Q) = N(Q)
{cf. [9], § 1, n° 1.7, lemme 11). D'après le lemme 2 de 4.3, on en déduit
que

2^o(Q)=^2(Q(0/Q).

D'autre part, L^Q^U^Q) est un Za-espace vectoriel engendré par — i
et les nombres premiers > o. Or, on sait qu'un produit de nombres premiers
distincts est somme de deux carrés si et seulement si chaque facteur
est =i (mod4). Ceci nous montre que Vd{Q)|V2{Q) est le sous-Z2-espace
vectoriel de V(Q)|V2(Q) engendré par les nombres premiers p^i (mod4).
On le note G2.

En prenant C == C(Q, p-), où [i : Q -> Q, pL(;r) ==— x2 pour tout n/'eQ,
comme représentant de X{Q)l9€o(Q}, alors 2C = À o ( — i , — i ) , donc le
générateur — i est représenté par sC. D'après 4.3, on a alors

^C(Q) = Zs©G4©G,©(^(Q)/^(Q(0/Q))

et
^o(Q)=2Z8©G,©G,®(^(Q)/^(Q(Q/Q)),

où G^ est le Z4-module libre engendré par les nombres premiers p ^ i (mod 4)
et où 2Zg(~Z4) est l'ensemble des nombres pairs de Zg, ou encore, le
Z4-module libre engendré par le quaternion ho{—i, — i ) .
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