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INTRODUCTION

Ce Mémoire se situe en Topologie différentielle.
Soient V et M"2 deux variétés différentielles (1), la variété V" étant

supposée compacte sans bord. On ne suppose aucune condition sur les
entiers m, n ̂  0. On note Hom (V^, M'") l'espace des applications
différent! ables de V dans M^ muni de la topologie C30, PI (V^ M^) le
sous-espace des plongements. Soient k un entier ^ 0 et fo un plonge-
ment de V dans M'72. Ce Mémoire a pour objet Y étude des groupes
d'homotopie relatifs T[/, (Hom (V", M"1), PI (V^, M7"), fo). Pour k = 0 le
problème est de déterminer si une application continue f : V" -> M^ est
homotope ou non à un plongement.

Un argument de position générale {cf. II 1.1.3) montre que les groupes
considérés sont triviaux pour O ^ / c ^ m - — 2 n — 1. Le domaine ainsi
défini s'appelle le domaine stable.

Moyennant des conditions sur la connexité de fo et sur les entiers A*,
m, M, André Haefliger a obtenu dans [7] pour k = 0 et 1 certains rensei-
gnements sur ces groupes. Il montre que pour 2m— 3 n — 3^0,
toute application continue f : V" -> M."1 (2 n — m -\- l)-connexe est
homotope à un plongement. Il montre aussi que le groupe ^i (Hom (V", M7'1),
PI, fo) est trivial pour 2 m — 3 n — 4^0 lorsque le plongement fo est

(1) Dans tout ce Mémoire, les variétés différentielles et les applications différentiables
sont supposées de classe G00.
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(2 n — m + 2)-connexe. Une première étape suivie dans l'étude des
groupes ri/.(Hom (V71, M7"), PI, /o) a consisté à généraliser ces résultats
pour des valeurs de k ̂  2. C'est le sujet de thèse que m'avait proposé
Jean Cerf. J'ai ainsi pu annoncer dans [2] que pour 1 ̂  A* ̂  2 m — 3 n — 3,
k ̂ m — n — 2 et /o (2 n — m + /c + i)-connexe, les groupes considérés
sont triviaux. J'ai pu montrer par la suite (VI, prop. 4.2) que la condition
k ̂ m — n — 2 ne pouvait pas être supprimée. Par contre on peut
supprimer cette condition si l'on modifie la condition portant sur la
connexité de /o (VI, prop. 4.1).

Dans la recherche de groupes n/, (Hom (V", M7"), PI, /'o) non triviaux,
il était naturel de regarder tout d'abord les groupes correspondant à
des valeurs de A-, m, n situées juste après le domaine stable, c'est-à-dire
telles que k = m — 2 n. Cette seconde étape dans l'étude des groupes
n/, (Hom (V1, M7"), PI, /o) généralise des théorèmes de H. Whitney [20] et
W. T. Wu [22] sur la suppression des points doubles isolés. J'ai montré
en particulier {cf. VI, prop. 2.1, cor.) que les groupes considérés étaient
pour /c^l, m ̂  n + 3, somme directe de groupes isomorphes au
groupe Z des entiers ou au groupe Z^ des entiers module 2. Les résultats
de cette étape ont été annoncés dans [3] et légèrement améliorés par la
suite {cf. VI.2).

La comparaison des deux étapes précédentes m'a suggéré que les
groupes TT^ (Hom (V", M7'1), PI, /o) avaient un lien avec certains groupes
de bordisme normal. Au chapitre I, on définit et étudie ces groupes de
bordisme normal, groupes qui ont des propriétés analogues aux groupes
d'homologie. Au chapitre II, on définit et étudie les groupes de cobordisme
normal, notion duale à la précédente.

Au chapitre IV, on établit le lien entre les groupes TC/, (Hom (V, M77'), PI, /o)
et les groupes de bordisme normal. Par exemple, pour M^ = R"', on
définit pour tout entier j' ̂  0 un homomorphisme {application pointée si
J = 0) :

a^, : TT; (^ / (V^, R-), fo) -> ^n-m+y-M (W2", ^W2"; m ̂  ® ^ W),

où W2" est une variété compacte définie en IV. 1, v W son fibre normal
stable et co1 un fibre vectoriel de base W défini en IV. 1. On définit
{même pour m < n) un élément ao (V", m) €Û^-^ (W2", W1; m co ® v W)
dont l'ordre est pour m^ 1 une puissance de 2. On a une dualité de Poincaré ''

,̂,-̂ -M (W2", ^W2"; m ex) C ^ W) w ̂ -/-i (W271; m «)).

ao et oij+i sont définis à partir des notions de familles excellentes (inappli-
cations et de familles parfaites d'applications^ notions introduites au
chapitre III.
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On démontre alors au chapitre V que a^i est un isomorphisme pour
° ^ J ^ 2 m — 3 n — 4 et que ao (V^ m) = 0 si et seulement s'il existe
un plongement de V^ dans R^, moyennant la condition 2 m — 3n — 3^0.
On utilise pour cela une méthode généralisant à plusieurs paramètres
les méthodes utilisées par A. Haefliger dans [7] et [10]. Cette méthode
consiste à utiliser un modèle de déformation (cf. V.2) qui est une extension
du modèle d'élimination des points doubles de Whitney.

Pour une variété M"1 quelconque, on obtient des résultats analogues
(annoncés dans [4], cf. IV. 3) dans le domaine 0 ̂ /c ̂  2 m — 3 n — 3
appelé domaine métastable. Ce domaine contient le domaine stable
O ^ / c ^ m — 2n — 1 (sauf le cas k == 0, n == 0, m = 1).

L'étude des groupes TC/, (Hom (V", M7"), PI, /o) dans le domaine méta-
stable est ainsi ramenée à l'étude de certains groupes de bordisme normal
ou de cobordisme normal. Cela permet au chapitre VI de déterminer
certains groupes TI/, (Hom (V^ M"1), PI, /o) et de retrouver les résultats
des deux premières étapes. Au chapitre VII on étend les résultats
obtenus au cas où V est une variété à bord et aux espaces d'immersions.

En terminant cette introduction, je tiens à remercier M. Jean Cerf de
m'avoir initié à la Topologie différentielle et de m'avoir soutenu par ses
encouragements dans l'élaboration de cette thèse dont il a été le directeur.
Je voudrais aussi remercier M. André Haefliger pour les conversations
que j'ai pu avoir avec lui, et pour les conseils qu'il m'a donnés. Sans
certains de ses travaux, cette thèse ne serait jamais parue.

Qu'il me soit permis d'associer à ces remerciements mon professeur
M. Henri Cartan qui a accepté de présider le jury de cette thèse,
et M. Michel Demazure qui a bien voulu faire partie du jury.

CHAPITRE 1
BORDISME NORMAL

Étant donnée une paire topologique (X, A) et un fibre vectoriel (2)
stable ^ de base X, on définit au paragraphe 1 pour tout entier i ̂  0
le groupe de bordisme normal de dimension i de la paire (X, A) a coefficients
dans E, noté Û , ( X , A ; ^). On donne au paragraphe 2 une interprétation
homotopique de ce groupe. Plus précisément, on montre que ce groupe
est isomorphe au groupe d'homotopie stable TI .̂ (T (F), T (^N | A)),

(2) Tous les fibres vectoriels considérés dans ce travail sont supposés réels et localement
triviaux.
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N ^ i + 2 ; on a noté T (^) et T (^ A) les espaces de Thom associés
aux fibres vectoriels ^N et ^N A. On montre ensuite que les groupes
û, (X, A; E) ont des propriétés du type homologique. En particulier, il
existe un isomorphisme du type Thom-Gysin.

1. DÉFINITION DES GROUPES DE BORDISME NORMAL.

1.1. Soient (X, A) une paire d'espaces topologiques (AcX) et ^ un
fibre vectoriel réel localement trivial de base X et de rang N. On se donne
un entier i ̂  0 et l'on suppose N ̂  i -\- 2. On se propose de définir un
groupe abélien tî, (X, A; ^N).

On appelle application normale dans (X, A; E^) un triple (A, &, B) dans
lequel :

(a) (A, ^A) est une sous-variété de classe C30 compacte du disque T^+\
de dimension i, telle que A jîi S^^ === (^A;

(V) b : (A, ^A) -> (X, A) est une application continue;
(c) B : ̂  (A) -> ^ est un morphisme strict de fibres vectoriels au-dessus

de b [i. e. un morphisme de fibres vectoriels qui soit un isomorphisme
sur chaque fibre], où ^ (A) est un fibre normal à (A, ^CÇD^, S^^).

Un cobordisme normal entre deux applications normales (A, 6, B) et
(Ai, &i, Bi) dans (X, A; ^), où A et Ai sont deux variétés de dimension i,
est un triple (A', &', B') dans lequel :

(a') (A', ^A') est une sous-variété de classe C" compacte de (D^'xl,
^(D^xl)) , de dimension i + 1, coupant ^(D^xl) et S^-^O, 1}
transversalement et telle que

A' j î ^D^xfOj ) = A x i O p A'jî^D^xi 1 )) = A i X i I j ;

on note U = à^ jïi S^^X I, variété compacte de bord àV = à\ il ^Ai
(^.1);

(&') V : (A', U) —^ (X, A) est une application continue telle que

b' A = b, b ' \ ^ == 6,;

((/) B' : ^ (A') -> ̂  est un morphisme strict au-dessus de b' tel que

B ' | v ( A ) x { 0 } =B, B ' | v ( A , ) x i l j =Bi.

On a noté v" (A7) un fibre normal à A'cD^'xI tel que

^•(A') | A x j 0 } = ̂ -(A)x) 0 i, .N (A') A .x{ 1 } = ̂  (A,)x{ 1 }.
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On dit que deux applications normales dans (X, A; ^N) sont bordantes
s'il existe un cobordisme normal entre elles. On montre qu'il s'agit d'une
relation d'équivalence. On note U, (X, A; ^N) l'ensemble quotient et
[A, &, B] ou plus brièvement [B] la classe de bordisme normal de (A, 6, B).

Fig. 1

On met sur (2, (X, A; ^) une structure de groupe abélien au moyen de
Y union disjointe :

[As b,B] + [A^, ^,BJ - [A-H An &H 6,, BU Bi],

lorsque A 'nA^ = 0. L'hypothèse N ^ i + 2 intervient ici. L'élément
neutre s'obtient en prenant A = 0. Une application normale dont la
classe de bordisme normal est nulle s'appelle un bord. Si u : R^' — R^'
est un isomorphisme linéaire, [u~1 (A), b o u, B o u^] est égal à [A, b, B]
ou à son opposé suivant que le déterminant de u est positif ou non.

1.2 Comme D^CD^^', toute sous-variété A de D^ telle que
A A S^"1 == ^A est une sous-variété de D^-^ telle que AAS^ = ô^. De
plus on peut prendre v^1 (A) = ̂  (A)xR. De sorte que l'on peut définir
un homomorphisme suspension

S : ^ (X, A; ^N) -> ̂  (X, A; ̂  X R)

par S ([A, b, B]) = [A, &, BX id (R)]. En utilisant l'hypothèse N ̂  i + 2,
on montre que S est un isomorphisme. Il en résulte que le groupe abélien
Î2, (X, A; P) ne dépend que de la classe de stabilité E du fibre vectoriel ^N.

Par suite si ^ est un fibre vectoriel stable de base X et A un
sous-espace de X, on définit pour tout entier i ̂  0 un groupe abélien
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iii (X, A; E) =% ̂  (X, A; ^N) où ^N est un représentant de rang N ̂  i + 2
de ?, ^N+N? = ^XR^.

ti/ (X, A; ^) e^ ^ groupe de bordisme normal de dimension i de la paire
topologique (X, A) à coefficients dans le fibre sectoriel stable ^ de base X.

On note

î  (X, A; 0 = © .Q, (X, A; 0, Î2, (X; 0 = P., (X, 0 ; y
i'̂ ,0

et
^(X;y=^(X,0;Q.

Soient (Y, B) une paire topologique et rj un fibre vectoriel stable de base Y.
Soient f : (X, A) -> (Y, B) une application continue et F : F'' -> rf un
morphisme strict de fibres vectoriels au-dessus de /*. On leur associe un
homomorphisme F^e : i2, (X, A; E) -> û, (Y, B; r^) défini par

^ ( [A ,6 ,B] )= [A, / ' o6 ,FoB] .

û^ est ainsi un foncteur co variant.

2. ISOMORPHISME DE THOM-PONTRJAGIN. — Une méthode utilisée par
Thom [19] et Pontrjngin [15] va nous permettre de montrer que le groupe
de bordisme normal U, (X, A; S;) est isomorphe au groupe d'homotopie
stable ̂  (T (Q, T (^ A)) pour N ̂  i + 2.

Soit [A, 6, B]€Û,(X, A; ^). Le morphisme strict B : ^ (A) -> ̂
N ̂  i + 2, induit une application continue entre espaces de Thom,
T(B) : T ^ A ) ->T(f ) . L'espace du fibre v^ A peut s'identifier à un
voisinage tubulaire de (A, ^(^(D^, S^"1). En collapsant le complé-
mentaire de ce voisinage, on obtient une application

(D ,̂ S^ -;-1) -> (T (^ A), T (^ A ^A)).

En composant cette application avec T (B), on obtient une application

(D^S S^-1) ̂  (T e^), T fêN | A))

qui représente un élément de r^-^ (T ($N), T (^ | A)). On montre que
cet élément ne dépend que de la classe de bordisme normal de l'application
normale (A, b, B), et l'on a ainsi défini un homomorphisme

T : ^ (X, A; y -> TT^ (T (^), T (^ A)) pour N ̂  i + 2.

On définit maintenant un homomorphisme

p : ^(TÊ^T^ A))^^(X,A;Q pour N ^ i + 2 .
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Un élément de T^+; (T (^), T (^ A)) est représenté par une application
continue

h : (D^, S^-1) -> (T (^), T (^ | A)).

X s'identifie à la section nulle de if et par suite à un sous-espace
de T (^N). De même A s'identifie à un sous-espace de T (^N A). On peut
supposer l'application h « transversale » à X et l'application h [ S^^
« transversale » à A. La paire (A, ^A) = (/i~' (X), h~1 (A)) est alors une
sous-variété, Ji compacte de D^' telle que A jii y-^'-1 == ^A. On pose
b = h A : (A, ^A) —^ (X, A). L'application h est transversale à X. Elle
induit donc un morphisme strict B : ^ (A) -> ^N. On montre que la
classe de bordisme normal de l'application normale (A, &, B) ne dépend
que de la classe d'homotopie de h et l'on pose p ([h]) = [A, &, B].

Il résulte des définitions de T et p que T o p = id, p o T = id, de sorte
que ^ est un isomorphisme et p = T"1. T est V isomorphisme de Thom-
Pontrjagin.

En particulier, en prenant (X, A) = ( { * } , 0), on montre que
û/: (^r; 0) ^ TI^ où r^ w TI^^; (S^), N ̂  i + 2, est le i-stem des groupes
d'homotopie stables des sphères.

3. PROPRIÉTÉS DU TYPE HOMOLOGIÇTJE. — Notons (^1, ^j, . . . , ^N+;) Isi

base canonique de R^'. L'orientation considérée sur g^4^-1 sera l'orien-
tation définie au point e^ par le repère (^2, e^, . . . , ^N+;). On identifie
gN-4-z-i — [ei \ à D^'""1 par un difîéomorphisme compatible avec les
orientations.

Soit (A, &, B) une application normale dans (X, A; ^). ^A est une sous-
variété compacte de S^'"1. Si ^i^l^A, vue l'identification précédente, on
peut considérer ^A comme une sous-variété compacte sans bord de D1 '̂"1.
De sorte que l'on peut définir un homomorphisme bord

à : 12, (X, A; 0-.^(A;^|A)

par à ([A, &, B]) == [^A, b \ ^A, B | v (^A)]. à est un morphisme de foncteurs.

PROPOSITION 3.1. — On considère les inclusions i : A -> X et
j : (X, 0) —^ (X, A). La sui^e d^homomorphismes

...^^•(A;Ç A)^^,(X;0^^(X,A;£)^^-,(A;S A)-^...

e^^ exacte. On V appelle suite exacte de bordisme normal du couple (X, A; $).

L'assertion est évidente sauf l'inclusion K e r ^ C Ï m j ^ . Démontrons
auparavant le lemme suivant :
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LEMME. — Soit (A', fc, B) une application normale dans (X, A; ?). Soit Ai
une sous-variété compacte de codimension 0 de A, ayant éventuellement des
angles. On suppose que b~i (A) contienne A — Ai. Alors

[A, b, B] = [A,, 6 Ai, B . (AQ]e^ (X, A; Q.

Démonstration du lemme. — Moyennant certaines considérations sur les
angles, un cobordisme normal entre les applications normales (A, &, B) et
(Ai, b \ Ai, B | v (Ai)) est donné par (A', &', B') où A' = AX I, V = b o pri,
B' = B o pri. On identifie A à A X { 0 } et Ai à Ai X { 1 j .

Démonstration de Ker àCÏmj^. — Soit [A, fe, B]€Û, (X, A; E). Dire que
à ([A, b, B]) = 0, c'est dire qu'il existe une sous-variété compacte U
de D^' telle que ^A soit l'intersection transversale de U et S^'"', une
application continue c : U -> A, et un morphisme strict C : v (U) -^ | A
au-dessus de c tels que c ^A = b [ (^A, C | v (^A) = B | v (^A). Considérons
la variété recollée A' = A u U : c'est une variété compacte sans bord.

r)A

Notons &' : A' -> X l'application b\Jc. Le morphisme strict C permet de
prolonger le morphisme strict B en un morphisme strict B' : v (A') -> ^
au-dessus de V. D'après le lemme, on a

[A', V, B'I = [A, b, B] dans i^ (X, A; 0.

PROPOSITION 3.2. — Soient H ^ ïj d!eua? fibres vectoriels stables de bases X
et Y. Soi^ F : ^ X l - ^ ^ un morphisme strict. On note Fo et Fi les
restrictions de F a ^ X { 0 } et ^ x j l i . A?or5 l^ homomorphismes (Fo)^
d (Fi)^ rfo û^ (X, ?) Ja^5 û^ (Y, ^) 5on( égaux.

Démonstration. — Notons /*, /*o et /*i les projections de F, Fo et Fi sur les
bases. Soit fA, &, B] un élément de û^ (X; ^). Un cobordisme normal
entre (A, /o ° fc, Fo ° B) et (A, f, o h, Fi ° B) est donné par (AX I, f- ( f cx id (I)),
F o ( B x i d ( I ) ) ) .

PROPOSITION 3.3 (Excision). — Soit U un sous-espace de A tel que UcA.
Alors l'inclusion i : (X — U, A — U) -> (X, A) induit un isomorphisme

4 : ^ (X - U, A - U; ^ | X - U) -> ̂  (X, A; 0.

Démonstration. — Montrons la surjectivité de i^, la démonstration de
l'injectivité est analogue. Soit [A, b, B] un élément de û^ (X, A; E). Il

existe une fonction difïérentiable 9 : A -^ [0, 1] égale à 0 sur b (X — A),

à 1 sur b (U), et qui est transversale à la valeur 1/2 ainsi que 9 | ^A.
ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 41
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-1

Considérons la variété Ai = ' y ([0, 1/2]). D'après le lemme des applications
normales (A, b, B) et (Ai, b \ Ai, B | v (Ai)) représentent le même élément
de û^ (X, A; ^). Mais (Ai, b A j , B [ v (Ai)) représente aussi un élément
de û^ (X - U, A - U; ^ [ X - U).

4. CONSÉQUENCES DES PROPRIÉTÉS HOMOLOGIÇUES.

4.1. On suppose que l'espace X est pointé; notons * le point de base.
On définit alors des groupes réduits û, (X; ^) par û, (X; ^) = û, (X, *; ^).
D'après la suite exacte de bordisme normal du couple (X, *; ^), ces groupes
réduits entrent dans la suite exacte

...->7T; ->^i X;&)-> 7T^ ̂  (X; 0-> ̂  (X; 0-^. . . .

Si le fibre ^ est trivial, le morphisme inclusion ^N | { * } -> ̂  admet une
rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0 -> nf -> ̂ •(X; 0) -> Û, (X; 0) -> 0

et l'on a î2, (X; 0) ^ < 0 Û, (X; 0). On a noté 0 la classe de stabilité
du fibre trivial E.

4.2. Pour chaque triple X ^ A D B et chaque fibre vectoriel ^ de base X,
on a une suite exacte d'homomorphismes

. . .-> ̂  (A, B; Ç [ A) -> ̂  (X, B; 0 -> ̂  (X, A; 0 -^ ^,_i (A, B; ^ A) - > . . . .

En prenant B === { * |, *€A on montre que pour tout couple (X, A),
on a la suite exacte

.. .-> f2, (A; U A) -> Ù, (X; 0 -> Î2, (X, A; 0 -^ £Vi (A;^ A) ->....

4.3. On note SX la suspension usuelle de X, à savoir l'espace X x l
avec X x O et Xxl identifiés chacun à un point. On identifie X avec
Xxl/2. On considère les cônes

CL = Xx[0, l/2]/XxO, C+ = Xx[l/2, l]/Xxl.

Soit ^ un fibre vectoriel stable de base SX. On a alors des isomorphismes

Û, (SX; 0 %, ^ (SX, C+; 0 ^ ̂  (C-, X; ^ 1 C-) w Ù^, (X; ^ 1 X).

On a donc :

PROPOSITION 4.3.1. — Pour tout fibre vectoriel ^ de base la sphère S^,
onaÛ,(S- ; ^) ^ <,,
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5. RELATIONS AVEC LES GROUPES D'HOMOLOGIE. — Etant donné un
fibre vectoriel ^ de base X, on note Z (^) le système local de base X des
entiers tordus par les orientations des fibres du fibre ^. Si ^ et ï) sont deux
fibres vectoriels de base X, on a Z (^ (f)^ ïj) w Z (^) (g)^ Z (ïj). Si l'on
note n ^ la somme directe sur X de n exemplaires du fibre vectoriel ^
et Z (E)" le produit tensoriel sur X de M exemplaires du système local Z (^),
on a Z (^ E) ^ Z (îy. Q désignant le corps des rationnels, on note
Q (E) - Z (if) (g) Q. '

On définit un homomorphisme [^ : û; (X, A; ^) — H, (X, A$ Z (^)) par
le diagramme commutatif suivant (N ̂  ï 4" 2) :

^ (X, A; 0 ————^———^ H, (X, A; Z ©)
1 ^ + 1(Thom-Ponlrjagin)l ~ (Thom-Gysin)J^ w

n^ (T (^), T (^ [ A)) ̂ ^ H^ (T (^), T (^ | A)).

Le diagrammme montre que ^ est à un isomorphisme près un homo-
morphisme de Hurewicz. D'après le théorème de Hurewicz relatif, on a
donc :

PROPOSITION 5.1. — Si H, (X, A; Z (^)) = 0 pour i < M, alors
t2, (X, A; ^) = 0 pour i < n, et

(a) [J- : û^ (X, A; ^) -> H,; (X, A $ Z (^)) est un isomorphisme,

(fc) [̂  : ^în+i (X, A; ^) -> H,;+i (X, A; Z (^)) ^5^ un épimorphisme.

Le théorème de Hurewicz relatif généralisé aux classes de Serre
(cf. [17], 9.6.21) permet détendre la proposition précédente.

COROLLAIRE :

[J- : ûo (X, A; ^) -> Ho (X, A; Z (^)) ̂  MM isomorphisme',
p- : i2i (X, A; i;) -^ Hi (X, A; Z (^)) (̂ un épimorphisme.

Par suite le groupe ûo (X, A; E) est isomorphe à la somme directe des
groupes Z,n(c}y c € ^ o (X, A) — { * }, avec m (c) = 0 ou 2 suivant que la
restriction de Z (^) à la composante connexe par arcs c est un système
local trivial ou non [on a noté Z = Zo], Autrement dit, m (c) === 0 ou 2
suivant que la restriction du fibre vectoriel ^ à la composante connexe
par arcs c est un fibre vectoriel orientable ou non. Ce résultat se montre
aussi directement à partir de la définition de iio (X, A; E).

Soit A une variété de classe C36 compacte avec ou sans bord, de
dimension i. Le groupe û, (A, ^A; v (A)), où v (A) est le fibre normal stable
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à A, contient l'élément canonique [A, id (A), id (vA)]. Cet élément s'appelle
la classe fondamentale de bordisme normal de la variété A\ Notons

[A] = ̂  ([A, id (A), id (v A)]) € H, (A, ^A; Z (. A)).

[A] s'appelle la classe fondamentale d^homologie de la variété A\
Si (A, &, B) est une application normale dans (X, A; ^), on peut lui associer

le diagramme commutatif :

^ (A, (À\; v A) -^-> H, (A, ^A; Z (v A))

IM B^

[i12, (X, A; 0 ———> H, (X, A; Z (Ç))
de sorte que l'on a

^ o B^ ([id (v A)]) = B^ o ^ ([id (^ A)]), soit ^ ([A, &, B]) == B^ ([A]).

Le groupe r^. (T (^N), T (^ A)) est stable puisque N ̂  i + 2. Par
suite, si on tensorise l'homomorphisme h de Hurewicz avec les rationnels Q,
on obtient un isomorphisme. On a donc :

PROPOSITION 5.2. — Uhomomorphisme

^ ® id (Q) : ̂  (X, A; Ç) (g) Q -> H, (X, A; Q (Q)

est un isomorphisme.

6. ISOMORPHISME DE THOM-GYSIN. — Soit cr = (E, X, ir) un fibre vectoriel
de rang s muni d'une structure euclidienne. On note B (a) et S (a) les
fibres associés, respectivement en boules et en sphères de rayon unité.
Soit $ un fibre vectoriel stable de base X.

On va tout d'abord définir un homomorphisme

€» : ^ (B (Œ), S (^) ; 7T* 0 -> I2,_, (X ; a ® 0.

Soit [A, b, B ] € Û , ( B ( Œ ) , S (a); T^). On identifie X à la section nulle
de a-. On suppose que l'application b : (A, ^A) -^ (B (cr), S (o-)) est

transversale à XcB (cr). L'espace Ai = b (X) est alors une sous-
variété de A de classe C" compacte sans bord, de dimension i — s.
L'application b induit un morphisme strict B() : v (A; Ai) -> a au-dessus
de b [ Ai : Ai -> X, où v (A; Ai) est un fibre normal à Ai dans A. Comme
v ( A i ) = v ( A ; A i ) © v ( A ) Ai, (Ai, & [ A i , B o ® B | A i ) représente un
élément de û,_, (X; cr Q) ^). Cet élément ne dépend que de la
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classe [A, b, B] dont on est parti et l'on pose

€> ([A, b, B]) = [Ai, b A,, Bo ® B | A,].

Définissons maintenant un homomorphisme

W : ^ (X; ^ ® 0 -> ̂  (B (^), S (Œ); 7:* 0.

Soit [A i ,&i ,B i ] eû^ (X;a©^) . On pose

A = & * ( B ( Œ ) ) , & : 6*(B(^))-^B^).

L'application normale Bi : v (Ai) -> G' (]) ^ induit un morphisme strict
v (A) | Ai -> ^ que l'on prolonge en un morphisme strict B : v (A) — Ti* ^
au-dessus de &. La classe de bordisme normal [A, b, B] ne dépend que de
la classe [Ai, &i, Bi] dont on est parti et l'on pose W ([Ai, &i, Bi]) = [A, &, B].

Il résulte des définitions de ^ et ^V que ^ o V == id, ^T o ̂  ==== id (on peut
utiliser le lemme du paragraphe 3). Par suite $ est un isomorphisme et
W = <I>-1. ^ est V isomorphisme de Thom- Gysin en bordisme normal.

En écrivant la suite exacte de bordisme normal de la paire (B (o"), S (cr);
TÏ* ^) et en utilisant l'isomorphisme de Thom-Gysin, on obtient une suite
exacte de Gysin :

.. .-> ̂  (s (^); ̂  ̂  s (Œ)) -> ,̂. (x; o -> ̂ _, (x; Œ ® o -^....

Si le fibre cr possède une section partout non nulle, le morphisme strict
T^ $ S (o") -> ^ possède une section. La suite exacte de Gysin se décompose
alors en suites exactes courtes et l'on a

^ ( s (c7); TT* ç | s (̂ )) w ̂  (x; o ® ̂ .-̂  (x; Œ © o.

En appliquant ce qui précède au fibre produit pri : S^XR^1 -> S^,
on obtient le corollaire suivant (où 0 désigne la classe de stabilité d'un
fibre vectoriel trivial) :

COROLLAIRE : û, (S^xS^; 0) ^ û, (S^; 0) © û,^ (S^$ 0).
Rappelons que d'après 4.1 et 4.3, on a û, (S"; 0) ^ r^ Q) ^_^

7. DÉTERMINATION DE CERTAINS GROUPES DE BORDISME NORMAL. — On

se donne une paire topologique (X, A) et un fibre vectoriel stable ^ de
base X.

PROPOSITION 7.1. — Si Tij (X, A) = 0 pour O^^'^c et tout point de
base, alors û, (X, A; E) = 0 pour O^i^c et tout fibre sectoriel ^ de
base X.
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Démonstration. — Soit [A, &, B] ç.ili (X, A; ^), i ̂  c. Puisque Tiy (X, A) == 0
pour 0 ̂ j' ̂  c et tout point de base, il existe une homotopie V : A X 1 -> X
telle que & ' | AX i 0 } == &, 6 ' ( A X { 1 }U^AX I) ÇA. On prolonge B défini
sur v ( A ) x { O j en B' : v (A) X 1 -> Ï au-dessus de V. (A, &, B) borde
( A x I . & ' . B ' ) .

COROLLAIRE. — Si Vespace X est c-connexe, l'inclusion { - k } -> X induit
un isomorphisme il, (X; E) ^ r^ pour ? ^ c — 1 ^ im épimorphisme
TC^! —^ û,, (X; H). Lorsque le fibre ^ est trivial, cet épimorphisme est un iso-
morphisme.

En effet, on a une suite exacte (4.1) :

.. .-> nf -> t2, (X; 0 -^ ̂  (X, * ; 0 ̂ ....

X est c-connexe, autrement dit T./ (X, *) == 0 pour i ^- c. La proposition 7.1
entraîne û; (X, *; E) = 0 pour ^ ̂  c, d'où le corollaire. Lorsque E ost
trivial, on sait (4.1) que Phomomorphisme ^ -^ t2^(X; ^) est injectif.

Remarque. — Lorsque X est c-connexe, l'homomorphisme ̂  -> H (X; ^)
n'est pas toujours injectif. Par exemple si X est connexe par arcs et si le
fibre ^ n'est pas orientable, on a ûo (X; ^) ^ Z.j [cf. 5.1, cor.) alors que
< ^ z.

La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7.1.

PROPOSITION 7.2. — Soit [A', &, B] UM élément de i2; (X, A; ^). OM
suppose que A'= A^ U (D^X D7) où ç ^ Inapplication d'attachement

?
d'une anse d'indice i — j, 0 ̂ j ̂  i. Alors^ si îiy (X, A) === 0 pour tout
point de base^ il existe une application normale (Ai, &i, Bi) dans (X, A; ^)
t^fo que [A, &, B] = [Ai, &i, Bi] rfan^ û, (X, A; Ç).

Démonstration. — Puisque r^/ (X, A) == 0 pour tout point de base,
l'application b : (A, ^A) -> (X, A) est homotope à une application
(A, <^AU (D^'X D7)) -> (X, A). On utilise alors le lemme du paragraphe 3.

COROLLAIRE. — Si ri/ (X, A) = 0 pour 0 ̂ j ̂  i — 1 ^ foi^ poin^
rfe fea^e, tou^ élément de û; (X, A; E) ^( somme d'éléments de la forme
[D', &, B] où D1 est le disque de dimension i. Si de plus A est connexe par
arcs, i ̂  1, toi^ élément de iîi (X, A$ ^) ^ ûîe ?a forme [D', &, B].

Notons P" l'espace projectif réel de dimension n et À^ le 1-fibré
vectoriel canonique de base P". Soit k un entier ^ 0. D'après l'isomor-
phisme de Thom-Pontrjagin, le groupe Û((P";/C?^) est isomorphe au
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groupe 7i ̂  (T(/cX^)) pour i ^ /c—2. Ces groupes sont aussi isomorphes au
groupe ^i+kÇVn+k+i,n+i) pour i^k — 2, où V^+/,+i,n+i est la variété de
Stiefel des (^ + l)-repères de R^^ [c/1. VII, 1.4 ou encore [12], 15.1.7
et 15.9.2]. On a donc :

PROPOSITION 7.3. — On a un isomorphisme

^ (P^; k ̂ ) W TT^k (Vn+k+i,n+l) pOlir l ̂  k - 2.

8. REVÊTEMENTS A DEUX FEUILLETS. — Soit Ti : X ->- X un revê-
tement à deux feuillets. On peut lui associer l'involution cr de X qui
permute deux points ayant même image par TL. Soient A un sous-espace
de X, A. = 7: (A) et Ç un fibre vectoriel stable de base X. L'involution Œ
de X induit une involution 2 de TT* E- On note |û,(X, A; TI* ^)\ le
sous-groupe de Û , ( X , A ; r^ E) formé des éléments invariants par 2^.

PROPOSITION 8.1. — Uhomomorphisme

^: [.Q,(X,Â;7:*^->^(X,A;0

est un isomorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes. Le noyau
est formé d9 éléments £ordre 2.

Avant de démontrer la proposition, on définit un homomorphisme

s : ^(X,A;0-^[^.(X,Â;7r*^p

comme suit. Si (A, &, B) est une application normale dans (X, A; ^),
on considère l'image réciproque de X par b :

A—>X

A-^X

A est un revêtement d'ordre 2 de A, de sorte que l'on a un morphisme
strict naturel H : v (À) -> v (A). On pose

s ([A, b, B]) == [A, c, B o H].

Démonstration. — Soit [A, &, B]€Û, (X, À; ît* ^). On a

s o ̂  ([A, b, B]) = [A H A, OU (Œ o b), B H (i o B)].
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Par suite, si [A, &, B] est invariant par 2^, on a

5 o ^ ( [ A , 6 , B ] ) = 2 [ A , 6,B].

En particulier le noyau de r-sc : [ti, (X, À; ri* E)]7 -> û, (X, A; E) est
formé d'éléments d'ordre 2.

Lorsque le revêtement r : X -> X est trivial, T^ o 5 est la multipli-
cation par 2. Il en est ainsi pour (X, A) = (D", S^"1). Nous allons
montrer que ri^ o s : û; (X, A; ^) -> û; (X, A; ?) est un automorphisme
module la classe de Serre des 2-groupes. Il suffit de démontrer le résultat
pour A = 0 et d'utiliser le lemme des cinq.

Supposons que r^ o s : il, (X; ^) -> û, (X; E) soit un automorphisme
module la classe de Serre des 2-groupes lorsque X est un CW-complexe
avec au plus k cellules. Supposons que X soit un CW-complexe avec
k + 1 cellules. X == X'uD" où X' est un CW-complexe avec k cellules.

On a le diagramme commutatif

. . . — — > ̂  (D-, S-1; ^ [ D-) ——> ̂  (X'; \ X') ——> ̂  (X; 0 ——>.. .
| X (2) | ^ o ^

. . .—> ̂  (D-, S-1; \ D-) --> ̂  (X'; £ [ X')—> ̂  (X; E) ——>. . .

Il résulte du lemme des cinq que TC^ o s est un automorphisme modulo
la classe de Serre des 2-groupes.

Lorsque X est un espace quelconque, on considère le système inductif
des applications des CW-complexes finis dans X. Un objet de ce
système inductif est une application f : X/ -> X, où X/ est un CW-complexe
fini. Un morphisme est une application <ff,g- : X^ -> X/ telle que g = f ° y/,^*
On a

.̂ (X; 0 = lim ̂  (Xf; /•* (0), ^ o s == lim (^ o ̂ ).

Par suite T.^ o s est un automorphisme module la classe de Serre des
2-groupes.

c. ç. F. D.

On applique ce qui précède au revêtement canonique S" -> P", n ̂  1.
On note \n le 1-fibré vectoriel canonique de base P7'.

L'involution 2 : S^XR71^ définie par 2 (.r, t) == (— x, — t) induit un
automorphisme 2^ de û; (S"; 0). La suite exacte de Gysin du fibre
D^+i —^ ^ induit le diagramme commutatif

0 ———> 7T^ —————> ̂  (S"; 0) ——> ̂  ——> 0

X(_l)Â-4-n+l ï;^ Ix^l)^

0 ——> r.^ ———> ̂  (S-; 0) —> ̂  ——> 0
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où les suites exactes horizontales se relèvent. Il existe donc un isomor-
phisme û, (S"; 0) ^ T.; © <, avec 2^ (a, b) = [(- 1)^ a, (- l)7^1 6].
On a donc d'après la proposition 8.1 :

PROPOSITION 8.2. — Le groupe abélien ^(P^/cX,,) est isomorphe
modulo la classe de Serre des 2-groupes à

0 si n impair, k impair,
î^' si n pair, k pair,
r^_^ si n pair, k impair,
r^ (f) îi^ si n impair, k pair.

On peut associer cette proposition à la proposition 7.3 pour obtenir
des renseignements sur les groupes d'homotopie des variétés de Stiefel.

CHAPITRE II

COBORDISME NORMAL

Etant donnée une paire de CW-complexes finis (X, A) et un fibre
vectoriel stable ^ de base X, on définit au paragraphe 1 pour tout entier
relatif i le groupe de cobordisme normal de dimension i de la paire (X, A)
à coefficients dans 'c, noté û' (X, A; E). On montre que ces groupes ont
des propriétés du type cohomologique. Lorsque X est une variété diffé-
rentielle compacte, il y a entre bordisme normal et cobordisme normal
une dualité du type dualité de Poincaré. E7 étant un fibre vectoriel de
rang r et de base un CW-complexe fini, on lui associe cr^^eû7 ' ( X ; ^)
qui est une obstruction à l'existence d'une section partout non nulle
de ^ / ; lorsque dim X ^ 2 r — 3, c'est l'unique obstruction.

1. DÉFINITION DES GROUPES DE COBORDISME NORMAL.

1.1. Soient (X, A) une paire de CW-complexes finis et y un fibre
vectoriel réel localement trivial de base X et de rang r. On note H le
fibre vectoriel stable représenté par ^ / . On se propose de définir pour
tout entier i €=Z un groupe abélien û.1 (X, A; E).

On note S ( ^ X R ) le fibre en sphères associé au fibre vectoriel E 'X^*
Ce fibre possède une section naturelle s^. définie par s^r (x) = ((L, 1).
On note I\ (^ /) Vespace des sections continues de S (^'XR) égales à s^r-
au-dessus de A, muni de la topologie de la convergence compacte.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 42
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On note S I\ (^') la suspension pointée de I\ (^), le point de base
étant 5^. On a une application naturelle S I\ (^r) -^ I\ (^xR). On
note Sy Inapplication composée (j entier ̂  0) :

^/ (FA fé'), .̂) 4 7:̂  (s i\ fê7-), ̂ ) -^ TTy^ (i\ (^ x R), s^xR),

S désignant l'application suspension.
On appelle groupe de cobordisme normal de dimension içZ de la paire

de CW-complexes finis (X, A) à coefficients dans le fibre sectoriel stable ^
de base X, le groupe abélien défini par

^ ( X , A ; E ) = lim ^^(Tv^),^).—^ \ ^ )
N-^4-00

On a noté ^ un représentant de ^ de rang N.
On note

P-* (X, A; Ï) = © ^/ (X, A; Ï\ P^-(X; 0 = ̂  (X, 0; E), ^* (X; y = P-* (X, 0; E).
;ez

On a ^'(*; 0) ^ <,.

1.2. On montre en utilisant le théorème de suspension [cf. [17], th. 8.5.11)
que l'application Sy définie en 1.1 est une bijection pourj^2r—dim X—2,
une surjection pour j' ̂  2 r — dim X — 3. Par suite on a

^ (X, A; 0 ̂  T^_, (r,, fë^, s N) pour N ̂  dim X — i + 2.

En particulier supposons que ^ ait une section partout non nulle 5o.
Notons FÎ (^ /) V espace des sections partout non nulles de ^\ égales à s^
sur A, muni de la topologie de la convergence compacte. On a alors

^ (X, A; 0 ̂  TTr-i-i (Fî (^), So) pour r ̂  dim X - i + 3.

L'espace I\ (^) est [r — dim X — l]-connexe. On a donc û' (X, A; ^) == 0
pour i ̂  dim X -4" 1-

1.3. Soient (Y, B) une paire de CW-complexes finis et ï] un fibre
vectoriel stable de base Y. Soient f : (X, A) -^(Y, B) une application
continue et F : ^ -^ ïf un morphisme strict de fibres vectoriels
au-dessus de /'. Au couple (/, F) est associée une application continue
F (F) : IVC^) -> I\ (^T) définie par F o r (F) (s) = s o /•. En passant aux
groupes d'homotopie, cela donne un homomorphisme

F*: ^(Y,B;yî ) -^^(X,A;£) .
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û* est ainsi un foncteur contravariant de la catégorie des fibres vecto-
riels stables de base une paire de CW-complexes finis, avec pour morphismes
les morphismes stricts, dans la catégorie des groupes abéliens.

2. PROPRIÉTÉS DU TYPE COHOMOLOGIQUE.

2.1. L'application restriction r (^N) -> F (^N | A) est un fibre de Serre
de fibre I\ (^). On a donc une suite exacte d'homotopie

.. .^ ̂ -^, (r (^ | A)) -> 7:̂  (i\ a -> ̂  (r o -> 7 .̂ (r (^ | A)) ->...
qui donne la suite exacte (et définit à) :

.. .-^ •̂-1 (A; Ç | A)-4 ̂  (X, A; 0^ ̂  (X; ̂ 4 ̂  (A; ^ | A) -^....

On a noté i l'inclusion de A dans X et j l'inclusion de (X, 0) dans (X, A).

2.2. Soient ^ et ^N deux fibres vectoriels de bases X et Y. Soit
F : ^ X Ï -> ̂  un morphisme strict. On note Fo et Fi les restrictions
de F à ^x0 et ^xl. Alors les applications (Fo)* et (Fi)* de F (^N)
dans F (^) sont homotopes. Par suite les homomorphismes (Fo)* et
(Fi)* de û* (Y; ^) dans û* (X; ^) sont égaux.

2.3 (Excision). — Soit BcAcX tel que BCÀ. On suppose que
(X — B, A — B) est une paire de CW-complexes finis. Alors l'inclusion :

i : (X — B, A — B) —^ (X, A) induit un isomorphisme
i* : ̂  (X, A; E) -> û* (X - B, A - B; ^ X - B).
En effet, l'application restriction I\ (E^) -> r^_g (^N X — B) est un

homéomorphisme.

3. CONSÉQUENCES DES PROPRIÉTÉS COHOMOLOGIQUES.

3.1. On suppose que l'espace X est pointé; notons * le point de base.
On définit alors des groupes réduits û' (X; E) par Û" (X$ Ç) === il' (X, *; E).
D'après 2.1 ces groupes réduits entrent dans la suite exacte

. . .-> ̂  (x; o -> ̂  (x; o -> 7:1, -> û^ (X; o....

Si le fibre E est trivial, le morphisme inclusion ^N { i<} -> ^ admet une
rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes :

0 -^ Û1 (X; 0) -> ̂  (X; 0) -> 7:!, -> 0

et l'on a ^(X^)^!, ©Û^XîO).



322 j.-p. DAX

3.2. Pour chaque triple X D Â D B , on a une suite exacte

. . .-> ̂ -1 (A, B; Ç [ A) -> ̂  (X, A; E) -> ̂  (X, B; 0 -̂  (A, B; Ç A) ̂ . . . .

En prenant B = = { * } , *eA, on montre que pour tout couple (X, A),
on a la suite exacte

.. .-> Û^ (A; ^ | A) -^ ̂  (X, A; £) -> ̂  (X; E) -^ a- (A; ^ | A) -^....

3.3. Comme pour les groupes Û,(L4.3) , si E est un fibre vectoriel
stable de base SX, le groupe Û1 (SX; E) est isomorphe au groupe
^-J (X; ^ X). En particulier Û1 (S^; E)^^^L.

4. RELATIONS AVEC LES GROUPES DE COHOMOLOGIE. — Soit $ UU

fibre vectoriel stable de base une paire de CW-complexes finis (X, A).
On note ^ un représentant de rang N du fibre ^ et T^ la projection de ^N.

Soit [h]çr^_, (F, (^N), s^wiî1 (X, A; H), N étant un entier suffisamment
grand, h est une famille de sections

(S^-1 x X, * x X u S^; x A) -> (S (^ x R), s^ (X)).

Par suite, on a un homomorphisme

7i* : HN((S(eTxR),^(X);Z(7r^10)-^?•(X,A;Z(0).

On note B (^N) le fibre en boules associé à E^. Soit

U^€HN(BaN),S(^);Z(7^?îO)

la classe de Thom en cohomologie du fibre vectoriel ^N. On note
c : B (^) -> S (^xR) l'application obtenue en collapsant le bord de
chaque fibre de B (^N). c induit un isomorphisme

(c*)- : rP(B(^), S^); Z(7:SO)^HN(S(^xR),^(X);Z(7^^,0).

L'élément A* [(c*)"1 (U,N)] ne dépend que de [h]. On pose

^([/î])=A*[(c*)-^U^)|

et l'on a ainsi défini un homomorphisme

^ : ^ (X,A;O^H-(X,A;Z(0) .

On peut aussi, de la même manière, définir [J. {[h]) en partant de
[gjer^-z (FA (^N'), ^) dont la suspension itérée est [h] (l'entier N'
pouvant être éventuellement petit).
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5. DUALITÉ DE POINCARÉ. — Entre bordisme normal et cobordisme
normal, il existe un isomorphisme D du type dualité de Poincaré,
donné par la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. — Soit X une variété de classe C^ compacte dont le
bord est la réunion de deux sous-variétés disjointes à^ X et à^ X. Soit ^ un
fibre vectoriel de hase X. il existe alors un isomorphisme naturel

D : -̂ (X, à, X; S) ̂  ̂  (X, à, X; \ ® . (X)),

où v (X) est le fibre normal stable de X.

Pour démontrer la proposition 5.1, on construit tout d'abord un
homomorphisme

D: ^-^X^XîO-^^X^XîÇe^X)).

Soit [À]eû^ (X, à, X; E)^N-^ (I\x {'€)), N étant un entier suffi-
samment grand, h : S^^XX" -> S (^XR) est une famille de sections
telle que h (*, x) = ((L, 1) et h {t, x) = (0^, 1) pour xç.à^ X [* étant le
point de base de S^"^]. On peut supposer que h et h\Sy~n+iXà^. sont

— i
transversales à la section — s^. A' = h (— s^ (X)) est alors une sous-

variété compacte à bord, de classe C", de bord <M == h (— s.y (^X,.)).
Notons b : (A, ^A) -> (X, ô^ X) l'application pr_> A. La transversalité
donne de plus un morphisme strict v (S^^XX"; A') -> ̂  au-dessus de &,
où v (S^^XX^; A') désigne un fibre normal à A^ C S^-7^ X X71. En suspen-
dant ce morphisme strict par l'identité de v (X), fibre normal stable
à X, on obtient un morphisme strict B : v (A) -> E © v (X) au-dessus
de &. La classe de bordisme normal [A, &, B] ne dépend pas du représentant h
de [A] eu"-' (X, 0, X; Ï ) dont on est parti et l'on pose D ([h]) = [A, b, B].

On construit maintenant un homomorphisme

U : ^ (X, à, X; \ C ^ X) -> il11-1 (X, ô, X; 0.

Soit [A, b, B]€Û, (X, ^2 X; E © ^ X). Si N est un entier suffisamment
grand, il existe un plongement AcS^"^ dont l'image ne contient pas
le point de base * de S^" '̂. Le morphisme strict B : v (A) -> ^ Q) v (X)
induit un morphisme strict Bi :v (S^^X X; A) -> ^ pour N suffisam-
ment grand. Ce dernier permet de définir une famille de sections
h : S^^'X X -> S ( ^ X R ) telle que

h (*, x) == (0^, 1) pour xç. X et h (t, x) = (O,., 1) pour xe à^ X.
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A représente donc un élément [h] €Û^ (X, à^. X; ^). On montre que
[A] ne dépend que de [A, 6, B] et l'on pose U ([A, &, B]) ==: [À].

On montre que D o U = identité, U o D === identité, ce qui achève de
démontrer la proposition 5.1.

6. EXISTENCE D'UNE SECTION PARTOUT NON NULLE D'UN FIBRE VECTO-

RIEL RÉEL. — Soit y un fibre vectoriel réel de base un CW-complexe
fini X. On va montrer que, pour dim X ̂  2 r — 3, la seule obstruction
à l'existence d'une section partout non nulle du fibre ^ est un élément
du groupe abélien ^ ( X ; E).

6.1. Soient (X, A) une paire de CW-complexes finis et y un fibre
vectoriel de base X. Soit s une section de ^ ' telle que s (x) ̂  0 pour
xçA, Quitte à remplacer s par une section homotope, on peut supposer
que s induit une application s : X-> B (^) telle que s {x) eS (^') pour xçA.

Par ailleurs on a une application naturelle c : B (E 7) -> S (^ XR)
obtenue en collapsant le bord de chaque fibre de B (^ /). Notons

o-u (^, s A) == [c o s] € 7:0 (FA (£/)).

La suspension envoie T.o (I\ (^')) dans û7 (X, A; ^). On note c r ( ^ , , ç j A )
l'image de cro (^, 51 A) dans û' (X, A; ^). Lorsque A == 0, on note
^•)= 0(^10).

6.2. PROPOSITION. — Si s | A se prolonge en une section partout
non nulle au-dessus de X, alors a" (^r, s A) === 0. Réciproquement, si
dim X ̂  2 r — 3 ^ 51 <r (?7, s A) == 0, iîa section s A au-dessus de A
5^ prolonge en une section partout non nulle au-dessus de X.

Démonstration. — a. Si s A se prolonge en une section partout non
nulle sur X, s est homotope rel A à une section sf telle que À-' (^)eS (^)
pour xç. X. On a donc [c o s] = [c o s ' ] = 0 dans rio (I\ (^r)), d'où
^(^ |A)-0 .

6. On suppose maintenant Œ (^ ', 5 A) = 0. Si dim X ̂  2 r — 2, d'après
le paragraphe 1.2 cette hypothèse est équivalente à <7o (F? s A) == 0.
Autrement dit, la section c o s est homotope rel A à la section ^,. On
en déduit que s est homotope rel A à une section partout nulle, si la
suspension S : 7^_i (S'"') — T., (S') est injective pour i ̂  dim X, surjec-
tive pour i ̂  dim X + 1. Par suite, pour dim X^2r — 3, s \ A se
prolonge en une section partout non nulle au-dessus de X.

c. ç. F. D.
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o ' (EQeû 7 (X; ^) est invariant par tout automorphisme de û7 (X$ ^)
induit par un X.-automorphisme de Ç 7 . Cela est évident si l'on définit
o- (^ /) à partir de la section nulle de ^' '. Plus généralement, si f : Y -> X
est une application continue entre CW-complexes finis et si F : r{ — y
est un morphisme strict au-dessus de /, on a F* (^ (E7 ')) = ̂  (^').

6.3. On note r^r la projection du fibre Sf". D'après la définition de l'homo-
morphisme y. : û7 (X; E) -> H' (X; Z (E)) , on a ^ (a (E7 ')) == s* (UQ où ^ est
une section de ^ et U^eH' ( B ( E 7 ) , S(^); Z( r^ (E) ) ) la classe de Thom en
cohomologie du fibre vectoriel ^ / . Mais par définition 5* (U?,) est la
classe d'Euler y (^) € H7 (X; Z (S)j. On a donc :

PROPOSITION. — L'image de o- (^') eu7 ' ( X ; E) par Vhomomorphisme

^: ^ ( X ; O - ^ H / ( X ; Z ( O )
^ Za classe d^Euler y (^ /) .

L'application
C : B ( ^ ) - > S ( ^ X R )

représente un élément U|.€Û7 '(B (^), S ( E 7 ) ; T.* (E)) que Fon appelle
classe de Thom en cobordisme normal. On a p- (Ujr) == U^r. De plus, si
s : (X, 0) — (B (^), S (^')) est une section du fibre ^, on a 5* (U|,.) = (T (E7 ').

6.4. On suppose que X" est une variété différentielle compacte de
bord ^X éventuellement vide. On suppose que c^X est la réunion disjointe
de deux sous-variétés 0^ X et à^ X. Soient ^/ un fibre vectoriel de base
X" et s une section de E 7 , partout non nulle au-dessus de ^i X. On note

a (c7, s | ô, X) = D (^ (^, 5 | ̂  X)) e i2,_, (X, 0., X; ^ ® ^ X).

D'après la définition de D, on peut donner une construction de
c7 (^r, 5 ^i X) comme suit. On remplace tout d'abord s par une section
telle que s et s à^ X soient transversales à la section nulle X de ^/ . On
note A = s (X), sous-variété compacte de bord ^A = s (à^ X). On
note b l'inclusion de (A, 6?A) dans (X, à^ X). La transversalité induit
aussi un morphisme strict v7 ' ( X ; A) ->• y au-dessus de &. En suspendant
ce morphisme strict par l'identité de v (X), on obtient un morphisme
strict B : v (A) -> ^ (g v (X) au-dessus de 6. Alors on a

[A, b, B] == Œ (^/, s ^ X).

6.5. Soit T. : X -^ X un revêtement à deux feuillets. Soit y un fibre
vectoriel de base X et de rang r. On suppose que X est une variété diffé-



326 j.-p. DAX

rentielle compacte. En 1.8, on a défini un homomorphisme

s : ^ ( X , ^ X ; O - > ^ ( X , ^ X ; T T * Ç ) .

Diaprés la définition de 5, compte tenu de 6.4, on a

S (C7 O = CT (7:* )̂.

En particulier, si r^ y est trivial, r ̂  1, on a

o- (TT* ^•) = 0, d'où s (a (^)) = 0.

D'après 1.8.1, o' (^ />) ^ a^or^ im élément dont Vordre est une puissance
de 2. Il en est donc de même de cr (^') par dualité de Poincaré.

CHAPITRE III

APPLICATIONS EXCELLENTES ET APPLICATIONS PARFAITES

Dans ce chapitre, on introduit les applications excellentes et les appli-
cations parfaites. Ces applications permettront au chapitre IV de faire
le lien entre les groupes d'homotopie des espaces de plongements et les
groupes de bordisme normal.

1. DÉFINITION ET ÉTUDE DES APPLICATIONS EXCELLENTES.

1.1. Soient X" et Y^ deux variétés différentielles (de classe C^),
f : X -> Y une application différentiable, f^ : ^ X — T Y son application
linéaire tangente. On note ^* X le fibre de base X formé des vecteurs
tangents non nuls à X.

DÉFINITION. — On dit que Inapplication f est correcte au point rCo€:X
si Inapplication f^ \ E (r* X) : E (r* X) -> E (r Y) est transversale à la
section nulle de E (r Y) en tout point de E (r*^ X). On dit que Inapplica-
tion f est correcte si elle est correcte en tout point Xo € X.

Soit f : (R", 0) -> (R^, 0) un germe d'application différentiable. f est
correct à l'origine si et seulement si pour tout vecteur non nul
X = (Xi, . . ., X,/) tel que f^ (0, X) = 0, les 2 a vecteurs

//
( 1 . 1 . 1 ) g(0), l^i^a, ÏX^,(0), ï ^ j ^a ,

engendrent l'espace vectoriel R\
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Exemple 1. — Une fonction X -> R est correcte en un point critique
si et seulement si c'est un point critique non dégénéré.

Exemple 2. — Soit r le rang de f au point ^o€X. On suppose que la
première dérivée de f, f1 : X -> J1 (X, Y) [où J1 (X, Y) est l'espace des
1-jets de X dans Y], est transversale en x^ à la sous-variété des jets
de rang r. Alors l'application f est correcte au point Xo. Et pour
r == inf (a, b) — 1, ces propriétés sont équivalentes.

Munissons X d'une structure riemannienne et notons S (T X) le fibre
en sphères formé des vecteurs tangents à X de longueur unité. L'appli-
cation f est correcte au point ^o€X si et seulement si l'application
f^ \ S (T X) : S (T X) -> E (T Y) est transversale à la section nulle de
E (ï Y) en tout point de S (^ X).

On note Hom (X, Y) l'espace des applications difîérentiables de X
dans Y muni de la topologie C?". L'application f^f^ S (T Y) de
Hom (X, Y) dans Hom (S (r X), E (T Y)) est continue. Les applications
de S (T X) dans E (r Y) transversales à la section nulle de E (r Y)
forment un ouvert de Hom (S (T X), E (^ Y)). Par suite les applications
correctes de X dans Y forment un ouvert de Hom (X, Y). Cet ouvert est
dense d'après le lemme de transversalité [utiliser par exemple [13], 6.05,
lemme fondamental].

1.2. DÉFINITION. — On dit qu^une application f de X dans Y est
excellente si elle est correcte et si de plus Inapplication fx f : X X X —^ Y X Y
restreinte au complémentaire de la diagonale de X X X est transversale à
la diagonale Ay de Y X Y.

Exemple. — Une fonction f : X -> R est excellente si et seulement
si c'est une fonction de Morse, c'est-à-dire si tous ses points critiques
sont non dégénérés et toutes ses valeurs critiques distinctes.

PROPOSITION 1.2 .1 . — Les applications excellentes de X compacte dans Y
forment un ouvert dense de Hom (X, Y) muni de la topologie (3°°.

Compte tenu du lemme de transversalité au but, cette proposition
découle du lemme suivant :

LEMME. — Soit f : X -> Y une application correcte. Il existe un voisi-
nage ouvert U de la diagonale Ay de X x X et un voisinage ouvert V
de /"eHorn (X, Y) tels que pour g €^5 g X g \ U — Ay soit transversale à
la diagonale Ay de Y X Y.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 43
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Ce dernier lemme se démontre à partir du lemme local suivant :

LEMME LOCAL. — Soit f : X -^ Y une application correcte au point
^o€X. Il existe un voisinage ouvert V de ^o€X et un voisinage ouvert 'V
de fçîîom (X, Y) tels que pour g e ^ g X g I V x V — A y soit transver-
sale à la diagonale de Y X Y.

Démonstration. — On met au voisinage de Xo dans X et au voisinage
de f{xo) dans Y des systèmes de coordonnées (x^ . . ., Xa) et (î/i, . . ., y^)
centrés en a;o et f{xo). Soient ^, a/ deux points distincts voisins de
l'origine dans K'.fxf est transversale à la diagonale de R^xR6 au
point {x, x ' } si et seulement si les 2 a vecteurs ^-{x), -^ (a/) engendrent
R' lorsque /'(.z/) =/1^).

Mais on peut écrire

f{x') - f(x) ==^(x\ - xi) a, (x, x'),
1=1

^(xl} - ̂  ̂  ̂ (xl - ̂ ai. ' ̂ x')'
1=1

où les a, et a,, y sont des applications difïérentiables qui peuvent être
choisies de façon continue en fonction de /*. De plus

^0)=|(.(0), ^(0)=^4(0).

Par suite fxf est transversale à la diagonale de R'-xR* au point
{x, x ' ) , x 7^ x ' , si et seulement si les 2 a vecteurs

^(x), l^i^a, ^(x,-Xi)^,,(x,x'), l^j^a,
i=l

il

engendrent R^ chaque fois que ̂  (x, — Xi) a, {x, x ' ) = 0. Le lemme local
i=ï

résulte alors de (1.1.1).

1.3. Soient V^ et M'11 deux variétés différentielles, V^ étant compacte
sans bord. Soit f= (/',), ç=i, une famille différentiable d'applications de V
dans M^ telle que f, soit un plongement pour tçàV\ Soit

/'' : V^xF-^M^xP
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l'application définie par f/ (x, t) = (fi (x), t). Nous dirons que f est une
famille excellente (resp. correcte) si l'application f7 est excellente (resp.
correcte).

Soit f == (fi)(çî^ une famille différentiable d'applications de V71 dans M"1

telle que f^ soit un plongement pour tçàV\ Nous allons montrer que
Von peut toujours approcher f rel ^F par une famille excellente,

En effet, d'après la proposition 1.2.1, on peut toujours approcher
f rel V^X^F par une application excellente h : V"X I71 -^ M^X P. L'appli-
cation Ç : V^X F<o définie par ^ (a;, () = (x, h (^, ^)) est un difîéomor-
phisme voisin de l'identité, h o ^-1 est alors de la forme g1 où g est une
famille excellente voisine de /*.

En particulier, pour 0 ̂ k ^m — 2 n — 1, OM peu( toujours approcher
freï ^F par une famille de plongements. Le domaine O ^ k ^ m — 2 n — 1
s'appelle domaine stable.

1.4. Nous allons démontrer dans ce paragraphe deux lemmes où inter-
viennent les applications correctes et les applications excellentes, lemmes
dont nous aurons besoin au chapitre V.

LEMME 1 . 4 . 1 . — Soit X" une sous-variété de Y^xF telle que Inappli-
cation t == pïî X" soit correcte. Soit u un champ de secteurs non nuls le
long de X" tel que <^dt, u^ == 0; on suppose que u est transverse à X" le
long d'un fermé F de X". Alors, si k -}- b — 2 a — 1^0, il existe le long
de X" un champ u1 de secteurs non nuls aussi voisin de u que V on ^eut,
transverse à X", égal à u sur F et satisfaisant à ^ dt, uf ^> = 0.

Démonstration. — On note S (^) le fibre en sphères associé à un fibre
vectoriel ^. Le champ u de vecteurs non nuls tel que <^ dt, u )> = 0 peut
être considéré comme une section du fibre en sphères S ^ r V ^ X l ^ ) | X"].
Le champ u sera transverse à X" si la section évite

N = S [(T Y^ x P) | X^ n S (T X").

L'application ( est correcte, cela équivaut à dire que les deux sous-
variétés S ^ Y ^ X F O I X - ] et S^X1) de S [T (Y^X F1) | X-] sont trans-
versales. Par suite N est une sous-variété de S [(T Y^X F) | X"] de codi-
mension b — a + k. Donc, si b — a + k ̂  a + 1, on peut approcher
la section u de S [(T Y6 X I71) | X"] par une section u1 évitant N, égale
à u sur le fermé F.

c. ç. F. D.

LEMME 1.4.2. — Soient X, Y, Z trois variétés de dimensions a, &, c,
la variété Z étant compacte. Soit T : X -> Y une application excellente. Soient
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/*€P1 (Z, X) et A UTze sous-variété fermée de codimension 0 de ï tels que
T o f\ A 501^ UTÎ plongement. On suppose réalisée la condition (c) suivante :
T o / * | A ^ T ] X — /'(A) sont deux applications transversales. Alors, si
b =^ 2 c + l? on p^^ approcher f autant que Von veut par un plongement g
coïncidant avec f sur A et tel que T ° g soit un plongement.

La condition (c) est entraînée par la condition ((/) suivante qui est indé-
pendante de la variété A : ï o / ' X ^ G H o m (ZxX, YxY) est transversale
à AY en tout point (^, x) tel que X y ^ f { z ) .

Démonstration. — On note J^ (Z, X) le sous-espace de J1 (Z, X) formé
des jets de rang c. On note N le sous-espace de E (r* X) formé des vecteurs
dont l'image par T^ est un vecteur nul de T Y. Inapplication T étant
correcte, N est une sous-variété fermée de codimension b de E (r* X).
On considère l'application naturelle

9 : E(S(rZ)) XzJ;(Z,X)-^E(ï*X)
(^J.) ^ J.(y

9 étant une submersion, P = y (N) est une sous-variété fermée de
codimension b de E (S (r Z)) X z J^ (Z, X).
f étant un plongement, toute application g suffisamment proche de f

est un plongement. T o g est une immersion si et seulement si la première
dérivée g1 : Z -> J,", (Z, X) évite pra (P). ^ " f l A étant un plongement,
f1 \ A évite pr2 (P). D'après le lemme de transversalité, si

dim J; (Z, X) - dim P ̂  dim Z + 1,

i. e. b ̂  2 c, il existe un plongement g voisin de /, égal à f sur A, tel que
g1 évite prs (P). T o g est alors une immersion.

La condition
T o f ( A ) n T o ^ ( Z -A)=0

équivaut à dire que g | Z — A : Z — A -^ X — f (A) évite (r| X — /'(A))
( T o / ' ( A ) ) , sous-variété fermée de codimension b — c d'après la condi-
tion (c). D'après le lemme de transversalité, si b — c ̂  dim (Z — A) 4" 1,
i. e. b ̂  2 c + 1, quitte à remplacer g par un plongement voisin égal
à f sur A, T o / l ( A ) n T o g ( Z — A) == 0.

^ o g sera un plongement si et seulement si g X g : Z x Z - ^ X x X évite
— i

(ï x ^) (Ay) — Ax, sous-variété de codimension & car l'application T est
excellente. g X g j A x Z évite déjà cette sous-variété. D'après le lemme
de transversa.lité au but, si b ̂  2 c + 1, quitte à remplacer g par un
plongement voisin égal à f sur A, T o g est un plongement.

c. ç. F. D.
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1.5. Nous introduisons dans ce paragraphe la .notion d'application
excellente au sens relatif dont nous aurons besoin au chapitre V.

DÉFINITION. — Soient X une variété différentielle compacte à bord,
Y une variété différentielle. On dit qu'une application f : X —^ Y est excel-
lente au sens relatif si f et f \ ̂ X sont excellentes et si de plus :

(a) f^ : (ï* X) | ̂ X -> T Y est transversale à la section nulle de T Y;
(&) fxf : Xx^X -> Y x Y est transversale à la diagonale Ay de YxY.
La proposition 1.2.1 se généralise alors comme suit :

PROPOSITION 1.5.1. — Les applications de X dans Y, excellentes au sens
relatif, forment un ouvert dense de Hom (X, Y) muni de la topologie C00.

Exemple. — Soit X une variété différentielle compacte à bord. Une
fonction f : X -> R est une fonction excellente au sens relatif si et seule-
ment si f et f\ ̂ X sont des fonctions de Morse et si de plus :

(a) aucun point critique de f n'appartient à ^X;
(&) toutes les valeurs critiques de f et f ^X sont distinctes.

2. ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS DE TYPE 21'0. — Soient V71 et M^

deux variétés différentielles . On rappelle tout d'abord la définition et
quelques propriétés des points singuliers de type 21'0.

DÉFINITION. — p€V" est un point singulier de type S170 de Inapplication
différentiable f : V" -> M7" si l'on a les propriétés suivantes :

(si) le rang de f au point v est égal à n — 1;
(s 2) la première dérivée de f, f1 : V7' -^ J1 (V", M7") est transversale au

point v à la sous-variété de l'espace J1 (V7', M"') {espace des 1-jets de V"
dans M771) formée des jets de rang n — 1 ;
il suit de là que les points singuliers de f forment au voisinage de v une
sous-variété S de dimension 2 n — m — 1 ;

Çss) f\ S est une immersion au point v.
Pour n == 2, m == 3, on parle de point cuspidal, et pour m = n, on

parle de pli.
Soit f : (R71, 0) -> (R771, 0) un germe d'application différentiable tel que

/ (0) = 0. f admet l'origine comme point singulier de type S4 '0 si etc/oc^
seulement si :

(1) les vecteurs ̂  (0), 2^i ̂  n, ̂ ^ (0), 1 ̂  i ̂  n engendrent R771;

(2) les n vecteurs / (0), 2 ̂  i ̂  n, y7r (0), sont linéairement indé-
pendants.
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Si ^ est un point singulier de type S150 de f : V" -> M^, il existe des
cartes en v et f (v) telles que /* ait pour expression locale

/ (Xi, • • • » Xn) == (.̂ i, X^, . . ., .1',̂ , a^ .̂ 2, . . ., Xi Xm—n+l)'

LEMME 2.1 {Propriété universelle des points singuliers de type 2150).

On considère deux paires de variétés pointées, (V", X^7', v) et
(M'7', Z^-27^ w) et un germe de point singulier de type 21-0, f: (X, (^) -> (Z, m).
Tout germe de point singulier de type S150, f : (V, ^) -> (M, m), prolon-
geant /, possède la propriété universelle suivante :

Quels que soient la variété pointée (W, w), le germe g : (V, v) -> (W, w)
é̂  le germe 6 : (Z, m) -^ (W, w) tels que 6 o f = g | X, il existe un germe
^ : (M, m) -> (W, w) rendant commutatif le diagramme

La différentielle de ^ au point m est indépendante du choix particulier de d^.

Démonstration. — f étant un germe de point singulier de type S150,
il existe un système de coordonnées (a, x^ . . ., Xn-p-i) sur X au voisinage
de ^, nulles en ^, et un système de coordonnées (A, Xi, . . . ,X, ,_p_i ,
Yi, . . ., 'Ym-n-p) sur Z au voisinage de m, nulles en m, tels que

f(a. Xi, ..., a^-^-i) = (a2, .ri, ..., n -̂i, arci, . . . , ax,n-n-p).

On étend le système (a, a;i, . . ., Xn-p-i) en un système de coordonnées
{a, Xi, . . . ,^_i) sur V au voisinage de p, nulles en v, et le système
(A, Xi, . . ., X^_p_i, Yi, . . ., "Y^-n-p) en un système de coordonnées
(A, Xi, . . ., X^_i, Yi, . . . , 'Ym-n-p, Yn-p? . . ., Y^_i) sur M au voisinage
de m, nulles en m. On définit un germe de point singulier de type S1 °,
^o : (V, v) -> (M, m), prolongeant /*, parA

fo (a, ̂ i, . . . , Xn-i) = (a\ rcj, ..., Xn-i, ax,, . . . , a^_^-^, a -̂̂ , . . . , aXn).

Nous allons montrer que fo possède la propriété universelle énoncée
dans le lemme 2.1. Choisissons un système de coordonnées sur W au
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voisinage de w, nulles en w. La relation 6 o f == g | X s'écrit en coordonnées
locales :

g (a, x,, ..., Xn-p-i, 0, ..., 0) == 0 (a\ rci, ..., Xn-p-^ axi, . . . , axm-n-p\

Par suite il existe des germes co, : (V, ^) —^ (W, w), O^i^p — 1, tels
que

7?-l

g (a, x) = 6 (a2, rri, ..., ̂ -^,-1, a.ri, . . . , aXm-n-p) +^ ̂ -^- ̂  (a, a;),
ï==o

où rc = {xi, . . ., ^_i). Il existe aussi d'après Whitney des germes a, et
^ : (V, ^ -^ (W, w), O^i^p - 1, tels que

G*), (a, x) == a, (a2, x) + a (3, (a2, a;).

Il suffit donc de prendre pour ^ le germe défini par

Y (-"-, X, Y[, . . ., \rn—n—pf ^n—p9 • • • » 1L n—i)
p—1 p—1

= 0 (A, X,, ..., X,̂ -,, Y,, .. ., ̂ rn-n-p) +^ X,_^, a, (A, X) +^ Y._^- (3, (A, X),
!==0 î'=0

où Pon a noté X == (Xi, . . ., Xn-i).
La différentielle de ^ au point m est indépendante du choix particulier

de ^ ; en effet, la relation ^ ° fo = g entraîne

âc")-^".
âc")-^ ^•^'•-'.
^^-«^^ ^^-"-"-P- n - p é j ^ n - 1 .

[Ou encore : en un point double d de fo voisin de m, les images par (fo)*
des espaces tangents engendrent l'espace tangent à M en m $ par suite
la différentielle de ^ au point d est indépendante du choix particulier
de ^p; on termine en remarquant que m est adhérent à l'ensemble des
points doubles de /*o.]

Montrons maintenant que tout germe de point singulier de type 2170,
f : (V, ^) -> (M, m), prolongeant /*, possède la propriété universelle énoncée
dans le lemme 2.1. fo possédant cette propriété universelle, en prenant
g=f, (W, w} == (M, m), 6 = inclusion de Z dans M, on montre qu'il
existe un germe y : (M, m) -> (M, m) tel que y ofo = /*, y Z == inclusion
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de Z. D'après ce qui précède, on a

à^
~ôK (m)= l^f

2 àcC- (^

à^ ôf , .<^ o") = ̂  oo, 1 ̂  i ̂  n 1,

àv) ô^f—r (m) = —-^- (̂ ,
^Yy v / ôa àxj v / 1 ̂ 7 ̂ fn — n — p, n — p ̂ j ̂  n — 1.

Le point p étant un point singulier de type 2150 de /, les vecteurs précédents
engendrent R"1, donc y est un difîéomorphisme local au point ^, ce qui
achève la démonstration du lemme 2.1.

3. DÉFINITION ET DESCRIPTION DES APPLICATIONS PARFAITES. — OH

considère dans ce paragraphe deux variétés différentielles V et M'".

DÉFINITION. — On dit qu'une application différentiable f : V" -> M."1

est parfaite si elle possède les propriétés suivantes :
(Pi) les points singuliers de f sont de type 2150;
(Pa) un point double nest pas l^image Sun point singulier^
(Pa) en un point double S = f (rfi) == f'(^2), di ̂  ^2, les images par f^

des espaces tangents à V71 en di et d^ engendrent V'espace tangent à M"1 en 8;
(P,) f n^a pas de point triple.

Pour la fin de ce paragraphe, on suppose que la variété V" est compacte
sans bord.

ÔA(^'
^^5

^

^
'-'.
^
J

Fig. 2

D'après le paragraphe 2, les points singuliers d'une application parfaite
f : V" -> M^ forment une sous-variété compacte S2'^"1 de V71. Les points
doubles de/'forment dans M^ l'intérieur d'une sous-variété compacte ^n~m

-i
dont le bord à^ est /'(S). D27'"^ ==/ '(A) est une sous-variété compacte
sans bord de V, possédant S comme sous-variété de codimension i.
S est aussi l'ensemble des points singuliers de f \ D : D -> A et ces points
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singuliers sont des plis [i. e. ils possèdent une expression locale de la forme
(Ui, . . ., U^-m) -> (U\^ ^•2, . . ., U^-m)].

D'après le lemme de transversalité, si 2m — 3 n — 1^0, les applica-
tions parfaites de \'1 dans M."1 forment un ouvert dense de Hom (V, M'")
pour la topologie 0°° ([7], 2.5). D'après les conditions (Pi) et (P3)? une appli-
cation parfaite est excellente.

Soit f= (fi)içik une famille difïérentiable d'applications de V7' dans M7"
telle que fi soit un plongement pour tÇ()V\ Soit f : V^ X V ' - > M7" X P
l'application définie par f (x, t) = [fi {x), t). Nous dirons que f est une
famille parfaite si l'application f/ est parfaite.

On montre, en utilisant la même méthode qu'au paragraphe 1.3, que
pour k ̂ 2 m — 3 n — 1, on peut approcher la famille frel àV par une
famille parfaite.

CHAPITRE IV

ÉTUDE DES ESPACES DE PLONGEMENTS

Soient V" une variété différentielle (de classe C") compacte sans bord,
M^ une variété différentielle, m, n ̂  0. On note Hom (V, M'") l'espace
des applications de classe C00 de V71 dans M'" muni de la topologie C00,
PI (V", M"') le sous-espace des plongements. Dans ce chapitre on se propose
d'associer à toute application continue f : V" -> M.'71 une paire topologique
(C^, ^W) et un fibre vectoriel stable 9/ de base C/. Ensuite à toute appli-
cation continue f : V" -> M"' on associera un élément ao (f) € H^n-m (^/•, ^W ; 6y).
Et à tout entier k ̂  1 et tout plongement fo : V" -> M"', on associera un
homomorphisme (application si k = 1) :

a, : 7T, (Hom (V-, M-), PI, /-o) •-> ̂ n-^k (e/, ^W; 6y).

On terminera ce chapitre en énonçant le résultat fondamental de ce
travail, résultat qui concerne a/,.

1. CONSTRUCTION DU FIBRE VECTORIEL STABLE 6/. — On se donne une
variété différentielle V" compacte sans bord, une variété différentielle M'"
et une application continue f : V" -> M7". On construit dans ce para-
graphe successivement une variété différentielle W2" compacte à bord
(éventuellement vide), un fibre vectoriel différentiel œ de base W et de
rang 1, une paire d'espaces topologiques ((3/, ^W) et un fibre vectoriel
stable 6y de base <3^.

1.1. La variété différentielle W2". — On construit tout d'abord une
variété différentielle W2" compacte sans bord, munie d'une involution

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 44



336 J.-P. DAX

différentiable cr, de la façon suivante. On note Fo la sous-variété de W2^
formée des points fixes de a. On prend (W271 — F^, 0") === (V^XV" — Ay., 5}
où Ay est la diagonale de V^xV" et s (x, y) = (y, x). On prend pour Fo
la variété difîérentielle des sous-espaces vectoriels de dimension 1 des
fibres du fibre tangent à V^. Munissons V^ d'une structure riemannienne et
notons S (TV") le fibre en sphères de rayon unité associé au fibre tangent rV".
Notons T£ (s ̂  0) la variété différentielle quotient de S (r V") X [ — £, s]
par la relation qui identifie (^ a) et (— t, — a). Fç s'identifie à T(». La

fw

variété différentielle W2" s'obtient alors en recollant Te et V^XV7 ' — Ay,
£ > 0 suffisamment petit, au moyen du plongement

(1)
Ts -To-^V^xV^-Av

(/, à) \-^ [exp (— at), exp (at)}.
/w

W2" est une variété différentielle compacte sans bord. (T est une invo-
lution différentiable de W271 dont les points fixes forment une sous-variété Frr
de codimension 1. On montre que la structure différentielle mise sur
( V x V — A y ) u F < 7 pour obtenir W2^ est indépendante de la métrique
riemannienne choisie sur V". L'application (1), prolongée par l'applica-
tion identique de l'espace VxV" — Ay dans lui-même, définit une appli-
cation différentiable [̂  : W -> V" X V'1.

On note W271 la variété quotient de W2" par o" dans la catégorie des
variétés différentielles. On note r ; W271 -> W2^ l'application différentiable
quotient; les points singuliers de r sont des plis [i. e. ils possèdent une
expression locale de la forme (ui, . . ., u^n) ̂  (^? ^2? . . . ? ^2/1)]. W2" est
une variété compacte dont le bord ^W s'identifie à To.

1.2. Le 1-fibre sectoriel co de base W.

LEMME 1 .2 .1 . — Soit ^ un fibre sectoriel différentiel dont la base X est
une variété différentielle sans bord. Soit o" une in^olution différentiable
linéaire fibrée de ^. On suppose que les points fixes de o- == Œ X forment
une sous-variété F^ de X de codimension 1. Alors le quotient de ^ par o"
existe dans la catégorie des fibres vectoriels différentiels^ le rang du fibre
quotient est égal au rang de ?; le morphisme quotient rj : E -> E/o" est au-
dessus de Inapplication différentiable quotient r : X -> X/cr.

Démonstration. — a. On suppose que X == R", ^ ^ R ^ x R ' X R ^ et
que o- soit donné par

a (a-i, . . . , Xn, Xi, ..., X,., Yi, . . . , Y,)
==(— Xi, Xî, . . . , Xn9 Xi, ..., X^, — Yi, . . . , — Y,).
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On a alors o- (xi, . . ., Xn) = (— x^ x^ . . .5 Xn)' Le quotient de R" par cr
dans la catégorie des variétés différentielles est la variété R+xR^"4 et
l'application difîérentiable quotient est l'application r : R" -> R+xR71"1

définie par
r {Xv, X-i, • • • 9 Xn) == {X ^, Xî, • • • » Xn),

Le quotient de ^ par a dans la catégorie des fibres vectoriels différentiels
et le morphisme quotient sont alors donnés par

r, : R^ x R^' X R' -> (R+ x R^-1) X R7 X R'
(x, X, Y) h> (r (x), X, a-, Y)

&. On suppose que cr n'ait pas de point fixe. On note E (^) l'espace
total du fibre ^ et on considère le quotient E (E)/o- dans la catégorie des
ensembles ainsi que l'application quotient ri : E (^) -> E (^)/cr. On munit
E (^)/Œ de l'unique structure de fibre vectoriel différentiel de base X/o"
faisant de ri un morphisme de fibres vectoriels et un difféomorphisme
local. E (^)/(T est alors le quotient de ^ par Œ dans la catégorie des fibres
vectoriels différentiels et ri le morphisme quotient.

c. Le cas général se déduit des cas précédents par recollement.
c. Q. F. D.

Munissons le fibre vectoriel produit WxR de base W de l'involution o"i
définie par cri (a;, a) = (a" Çx), — a). On note co1 le 1-fibre vectoriel
quotient de WXR par o-i dans la catégorie des fibres vectoriels diffé-
rentiels. Ce quotient existe d'après le lemme 1.2.1. Le morphisme
quotient ri : WxR -> ^1 est au-dessus de l'application quotient r : W -^ W.

L'application r : W -> W se relève en un plongement i : W -> E (co1)
défini par i (x) = ri (x, 1).

1.3. La paire topologique (<3/, ^W). — On note JIX (/*) le mapping cylinder
de l'application continue f : V -> M. On note û (Jll (/*) ; V) l'espace des
applications continues

c: ([-1, l] , j- l . l})^rc(f) ,V)

muni de la topologie de la convergence uniforme. On note

e:^(orc( f ) ;V)-^VxV

l'application continue définie par e (c) = (c (— 1), c (1)).
Soit S (co) le fibre en sphères associé à co. C'est un revêtement à deux

feuillets de base W. L'application quotient r : W -> W se relève en un
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plongement i : W -> E (co) (^oir 1.2); cela montre que l'on a une appli-
cation continue naturelle l : S (co) -> W. On considère l'application
[!.ol : S((0) -> VXV.

On définit l'espace C'y comme le quotient du produit fibre de S (co) et
de û (JTl (/*); V) au-dessus de V x V par la relation qui identifie {x, c) et
(— x, c"1), c~1 étant le chemin défini par c~1 (u) = c (— ù) pour u€[—-l, I],
On peut identifier V au sous-espace de û (JTl (/*) ; V) formé des chemins
constants. Le quotient de S (co | ^W) X V est un sous-espace de Cf que
l'on identifie à ^W.

L'application e : û (Jll (/*); V) -> V x V est un fibre de Serre. Par suite
la projection pri : S((o) X û (JIZ (/*); V) -^ S (co) est un fibre de Serre. On

VXV

note p : Cf -> W l'application continue obtenue à partir de pri par passage
au quotient. C'est un fibre de Serre. Si M est connexe, la fibre est
l'espace û M des lacets de M issus d'un point donné, muni de la topologie
de la convergence uniforme.

Remarque 1.3.1. — Lorsque l'application f : V -> M est un plongement,
on peut considérer un espace (3^ défini de la même manière que l'espace Gf
en remplaçant û (̂ 11 (/*); V) par û (M; /'(V)). Les espaces ^ et (3} ont
alors le même type d'homotopie.

On note û {3TC {f) ; V) le sous-espace de û (311 (f) ; V) formé des chemins c
satisfaisant à

c (u) = (c (- 1), 2 (1 + u)), - 1 ̂  u ̂  - ̂

c (u) == (c (1), 2 (1 - u)), ^u^l,

c(u)eMc^(/-), -l^^l-

A l'espace û (JTl (/*) ; V) est associé un sous-espace Cy de (3y. L'inclusion
C/CCy est une équivalence d'homotopie.

Soient jfet g deux applications continues de V^ dans M"'. Soit h = {h^çi
une homotopie de f dans g. On considère une application de û (Jll (g) ; V)
dans û (311 (/*) ; V) qui au chemin c associe le chemin Ci défini par

, h^ iwu) (c (— 1)), — ^ ̂  u ̂  — ̂

c,(u)= c(4u), -\^u^

\ A.2(i-2.) (c (1)), ^y^l-
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Cette application continue induit une application continue H {h) : Cy -> (?/
qui est une équivalence d'homotopie, son inverse à homotopie près étant
H (A"1), h~1 étant Phomotopie de g dans f définie par h~1 ==• (ha_\))\ç^

Les inclusions (3^C^/, C5^C<2^ étant des équivalences d'homotopie,
on en déduit une équivalence d'homotopie H {h) : &g -> (3y bien définie
à homotopie près. On peut même prendre H {h) de façon que
H {h) [ ^W = id (^W).

1.4. Le fibre sectoriel stable 6/-. — On définit une application continue
q : Cf -> M par passage au quotient de l'application composée

S (c,)) x -° (on (H ; V) ̂  (.m (/•) ; V) -> 3rc (f) -> M.
c^c(O)

On note P = pXq : Gf -> WxM.
Pour N entier suffisamment grand, on suppose que (W, ^W) est une

sous-variété de (D', S'-1) et que Wj^S'-1 = ̂ W. On note v (W)^271

un fibre normal à (W, <AV) dans (D^ S^).
On note 9., = (^(gïT M^) ® (v (W)N - - 2 nxM), fibre vectoriel différentiel

de base W x M et de rang N + m — 2 n. On note 9^ = P* (0^), fibre
vectoriel de base C?/ et de rang N + ^ — 2 n. On note Oy (resp. 0) le fibre
vectoriel stable associé à 6y ^ (resp. 0^).

Avec les notations de 1.3, Phomotopie h permet de construire une
homotopie entre Py o H (h) et P^. [On note Py Papplication P associée à
l'application continue /*.] Par suite, il existe un isomorphisme de H {h)^ (Oy)
sur 6^, bien défini à homotopie près.

2. DÉFINITION DE L'APPLICATION a/;. — Soient V" et M7" deux variétés,
V étant compacte sans bord. On ne suppose aucune condition sur les
entiers m et n autre que m, n ̂  0. Soit k un entier ̂  0. Soit f == {ff)içik ''
V ^ x F - ^ M ^ une famille différentiable d'applications de V" dans M^
représentant [^e^ (Hom (V", M"), PI (V^, M"1), f,) pour k ̂  1 [resp. une
application de V" dans M^ pour k = 0].

On se propose de définir un élément

^df]) e^-,^(^,^W;0^).

Un tel élément sera représenté par une application normale (A, b, B)
dans ((^, ^W; 0^), où :

(a) (A, ^A) est une sous-variété compacte de D^^, de dimension
2 n — m + /c, telle que A^S^'"1 = ^A;

(fc) & : (A, ^A) -> ((3^, ^W) est une application continue;
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(c) B : v (A) -> 6^ est un morphisme strict au-dessus de 6, où v (A)
est un fibre normal à (A, ^^(D^, S^-1).

On notera &o == p ° b : A -> W, p : C^ -> W étant l'application continue
définie au paragraphe 1.3.

Dans les paragraphes suivants, on définira successivement A, &o, b et B
[noté aussi B (/')].

2.1. Définition de A ^ &o. — D'après III. 1.3, quitte à remplacer /"par
une famille voisine, on peut supposer la famille f excellente, p- : W ->- V x V
étant l'application définie au paragraphe 1.1, on considère l'application
h : W X P - > M X M définie par

h (x, t) = [ft (pri o ̂  (x)), ft (pr, o ^ (x))].
-i

LEMME 2.1.1. — h (A,i) est de la forme DU(F( ,XP) , où D2^7^ est une
sous-variété compacte sans bord de Wx P, invariante par o-xid (P) et trans-
versale à Fa x P.

—i
Démonstration. — Si (rr, ^) € A (A^i) — F^xP, l'application A est trans-

versale à A^i au point (rr, t) car la famille f est excellente. Donc au voisinage

de (x, t), h (A^i) est une sous-variété de dimension 2 n — m + A*.
Si {x, t) çF^X P'CWx P, l'application ;J- possède au voisinage de a;

une expression locale donnée par le germe à l'origine de

R» x R"--1 x R -^ R" x R"
(u, u, a) ^(u — au, u + au)

où
u = (Ui, . .., u,,), y = (1, i;,, . . . , i;,,), f) == (y,, . . . , ^).

Par suite h (A^i) — F^XÏ 7 1 est donné au voisinage de (x, t) par

ft (u + au) — ft{u — au) = 0.

L'application ft (u + av) — fi(u — av) étant une application impaire de a,
il existe un germe au point (0, t), g == {gi)^^ : (R^XR""1 XR) X V' —> R'"
tel que
(1) ft (u + au) - ft (u - au) == a ̂  (u, u, a2).

— i
Donc au voisinage de (x, t), h (A^i) coïncide avec la réunion de F^X P et d'un
ensemble défini par gi (u, ?, a1} = 0. Si gf (0) 7^ O, il n'y a que F^X P. Si
g^ (0) = 0, on a g [ (u, ?, 0) == 2 (/*/)^ (u, ^) d'après (1). La famille f étant
supposée correcte, l'ensemble défini par gi (u, ?, a2) = 0 est une sous-
variété de dimension 2 n — m + h transversale à F^X P.

c. ç. F. D.
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L'involution [x, t) \-> (cr (^), () de W x F induit une involution de D
notée ŒD, dont les points fixes forment une sous-variété fermée S de D
de codimension 1. On note A == D/o^, le quotient étant pris dans la caté-
gorie des variétés différentielles ; on note r : D — A l'application diffé-
rentiable quotient (ses points singuliers sont des plis). A est une variété
compacte de bord ^A éventuellement vide.

On considère la projection pri : Wx V' — W. L'application pri D : D -> W
est compatible avec les involutions o^ de D et o- de W, i. e. on a

o- o (pri | D) = (pri D) o o-o.

En passant au quotient, on obtient une application différentiable

b, : (A, (M) -> (W, ^W).

D étant transversal à F^X P, &o coupe ^W transversalement et &o (^W) = ^A.

On note j : D -> V l'application composée

DcWxP^W^VxV^V.

D étant une sous-variété de W x P transversale à F^xl^ l'application j
possède les propriétés suivantes :

(1) J W ^ j { ^ ( d ) ) si^S;
(2) 7^ | kerrf ((o-n)^ + id) n'est pas nul pour JeS.

On considère la projection pr^ : Wx P -> P. L'application prj j D : D — P
est telle que (pr^ D) o o-p == pr^ | D. Par passage au quotient l'appli-
cation pr.j [ D induit une application différentiable notée T : A -^ F [dont
l'image T (A) est contenue dans P == P — ^F].

D étant une sous-variété de W x P transversale à F^xP, il en résulte
que & o X T : A -> Wxl71 est un plongement. A peut être considéré comme
une sous-variété de Wx I71 et l'on a Aj^ (^W X F) = ^A.

2.2 Définition de l'application continue b. — Nous allons relever bo
dans ((3^, ^W), c'est-à-dire définir une application continue

b: (A, à\) -> (e^ ^W)

telle que p o b == bo, p : C^ -> W étant l'application continue définie
au paragraphe 1.3.
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On définit tout d'abord une application continue C = {cd)iç^ '
D-^jrcyo); V) par

ça (u) == (j (̂ (d)), 2 (1 + u)), -l^u^-^

ça (u) = /•(i^),(^)) (j (cr (d)), - 1 ̂  u^ 0;

^ (U) = f(i-^^r(cl)) (J (rf)), 0 ̂  U ̂ ;

^ (u) = (j (d), 2 (1 -u)), |^"^1-

Pour rfeS, on a c (u) == c (— u), ^ € [ — 1, 1]. L'application continue C
est homotope à une application continue C' = (c^/çi» telle que c[i soit
un chemin constant pour dçS, e o C' == e o C, e étant défini au
paragraphe 1.3. C' permet de relever l'application &u en une application
continue b : (A, ^A) -> (C^ ^W).

2.3. Définition du morphisme strict B. — L'application h : Wx I7 -^ M X M
définie en 2.1 est transversale à A^i en dehors de F^XP. Par suite, si on
note v ( W x r ' ; A) un fibre normal à AcWxP, l'application h induit
un morphisme strict (défini à homotopie près) :

U(/): ^ (WxF;A) -^ (g )TM

au-dessus de P o b : A -> WxM, P : G^ -> W x M étant défini en 1.3.
Au paragraphe 1.4, on a supposé WcD^, W^S^"' = (AV. On a donc

A c W x F c D ^ X P et par suite :

^ (^-2n+N = ,, (w x F; A)^ © |> (W)^'-^ x PI A.

En suspendant U (/*), on obtient donc un morphisme strict

Bo(/'): ^(A^-2^-^

au-dessus de P o & : A - ^ W x M .
Le fibre vectoriel 6^ ^ étant le fibre P^ (6^), le morphisme strict Bo

se relève en un morphisme strict

B(f): .(A)—^N_^e^

au-dessus de b : A -> (?/..
Jo*

2.4. Définition de l'application a/, pour /c ̂  1. — Soient

f^=(ft)i^ et g = (g^ç^
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deux familles excellentes d'applications de V" dans M"' représentant le
même élément de 'K/, (Hom (V, M^), PI, jfo) pour /c^l. D'après III
(prop. 1.2.1), il existe une homotopie excellente h = (^)^i^ei de f
dans g [i. e. telle que l'application h' : V"X PX 1 -^ M^X PX 1 définie
par A' (.r, ^, A) = (/?^, (^), ^ X) soit excellente],

A la famille /*est associée au paragraphe 2.3 une application normale B (/*).
De la même manière on associe à A un cobordisme normal B (A) entre
les applications normales B (/*) et B (g). B (/*) et B (g) représentent donc
le même élément de iî^-m+A (^/o? ^W; 6^). Pour /c ̂  1, on peut donc
définir une application

a, : 7:, (Hom (V'S M-), PI, fo) -^ ̂ n-^ (^, <W; 9^)

par a, ([/•]) = [B (/•)].

PROPOSITION 2.4.1. — Pourk^ 1 on pointe l'ensemble r^/, (Hom (V", M'"),
PI, ^o) p^r *? classe S une famille constante. Alors on a a/,. (*) = 0$ autre-
ment dit, a/, ̂  UM morphisme d'ensembles pointés. Pour k ̂  2, a/, ̂  UM
homomorphisme de groupes.

Démonstration. — Si f == (fi)içik est une famille de plongements, on a
A = 0, d'où a/, (-Ar) = 0. Les définitions des structures de groupes de
T.A (Hom (V", M"1), PI, /'o) pour k ̂  2 et de ^-m+A (<^, ^W; 0^) montrent
immédiatement que a/, est un homomorphisme de groupes pour k ̂  2.

c. ç. F. D.

PROPOSITION 2.4.2. — 5^ a^ (0) = = = { * } pour (ou( poi7^ ^ &a^
/'o€ PI (V^ M'"), alors a, ^ injectée.

Démonstration. — Soient

c = (c,),ei et c' = (c,),ei : (I, { 0, 1 p 0) ̂  (Hom (V-, M-), PI, f,)

deux chemins excellents. On définit un chemin

C : (I, { 0, 1 } , 0) -^ (Hom (V-, M-), PI, cQ
par

C ( A ) = c ( 1-2 À), 0^^^^

C(À) -c'(-l + 2 À), |̂ ^1.

Quitte à modifier c et c' au voisinage de A = 0, C est un chemin excellent
d'origine Ci.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 45
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On suppose o^ ([c]) === a^ ([c'j); autrement dit B (c) et B (c') cobordent
normalement. On en déduit que B (C) est un bord. Comme par hypothèse
^i (0) === ^ pour le point de base Ci, C est homotope rel { 0, 1 } à un chemin
de plongements. Cela entraîne que les chemins c et c sont homotopes.
Autrement dit [c\ = [c']€^ (Hom (V71, M^), PI, fo).

C. Ç. F. D.

2.5. Définition de Inapplication ao. — Si l'application /l : V71 — M^ est
excellente, on lui associe ao (f) == [B {f)]e^n-m (<?/, ^W; 9y). Supposons
maintenant que l'on ait une application différentiable quelconque
f : V" -> M^. Soient g une application excellente de V71 dans M^ et A une
homotopie de f dans g. Aux paragraphes 1.3 et 1.4 on a associé à h
une équivalence d'homotopie H {h) : ((^, ^W) -> (<?/, ^W) telle que
9^ H (A)* (9^). On pose

ao (/•) = H (Tï)^ (ao (g))e^^n(ef, àW; Oy)

et l'on montre que ao (f) ne dépend que de /*. On a alors la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.5.1. — Si f est homotope à un plongement, on a ao (/*) = 0.
Lorsque M-= R-, on pose ao (V", m) - [Bo (f)]e^n-m (W^W; 9).

ao (V^, m) joue le même rôle que ao (/) puisque dans ce cas l'application
p : (Cy, ^W) -^ (W, ^W) est une équivalence d'homotopie.

D'après 11.6.4 on a ao (V% m) == a (mcû). Le fibre mco est quotient du
fibre produit S (co) xR'" par Finvolution {x, a) -^ (— ^, — a). D'après 11.6.5,
on a donc :

PROPOSITION 2.5.2. — ^(yn,m)est un élément du groupe il^m (W,
^W; 9) dont V ordre est une puissance de 2 pour m ̂  1.

2.6. Ca5 ou FOTZ considère une famille parfaite. — On suppose que la
famille /*== {ft)iç\k est parfaite (cf. III. 3). Dans ce cas l'application
/ X (T ° r) : D2^-^ -^ V^X P est un plongement qui permet d'identifier D
à une sous-variété de Vx V. L'ensemble S des points fixes de ̂  est alors
l'ensemble des points singuliers de /*'. f S est un plongement.

On a un plongement A -> M x P défini par la diagramme commutatif

D——:——^A
î X ( T o r ) l [

^ \

\^xV—>Mmxïk

A s'identifie donc à une sous-variété de M^X P. L'intérieur de A est formé
des points doubles de /*'. Son bord est f (S). On a de plus D == f (A).
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3. ÉNONCÉ DU RÉSULTAT FONDAMENTAL. — On se propose au chapitre V
de démontrer le théorème suivant qui constitue le résultat fondamental
de ce travail.

THÉORÈME A. — Soient V" et M."1 deux variétés différentielles de classe CT,
la variété V71 étant compacte sans bord.

Soit f : V" -> M."1 une application continue. Si 2 m — 3 n — 3^0,
f est homotope à un plongement si et seulement si a^ Çf) est Vêlement neutre
du groupe ii^n-m (^/, ^W; 9/).

Soient k un entier ̂  1 et fo : V" -> M^ un plongement. L'homomorphisme
{application pointée si k = 1) :

a, : TT, (Hom (V-, M-), PI, /-o) -> ̂ n-n^k (<^, <W; 6^)

est un isomorphisme (bij ection si k = 1) pour k ̂ 2 m — 3 n — 3, un
épimorphisme (surjection si k ==== 1) pour k ̂  2 m — 3 n — 2.

Le domaine O ^ A ' ^ 2 m — 3 n — 3 s'appelle le domaine métastable.
il contient le domaine stable 0^ /c^m — 2 n — 1. De l'énoncé précédent,
on déduit immédiatement le même énoncé en classe (Y, r ̂  1. Cela tient
à ce que toute variété de classe C7, r ̂  1, peut être munie d'une structure
de classe C80, et tout plongement de classe (7 peut être approché par un
plongement de classe C°\

Lorsque la variété M^ est Fespace euclidien B^, le théorème A s'énonce
de la façon suivante :

THÉORÈME B. —• Soit V'1 une variété différentielle de classe C30 compacte
sans bord. Si 2 m — 3 n — 3^0, il existe un plongement de V71 dans 1̂
si et seulement si Isolément (dont l^ordre est une puissance de 2 pour m ̂  1)
oco (V", m) est l'élément neutre du groupe t^-m (W, ^W; m OD (f) v W).
Soient j un entier ^0 et fo : V" -> IV un plongement. Uhomomorphisme
{application pointée si j == 0) ;

ay^ : TT, (^ Z (V-, R-), /-o) -^ .̂.-,n+7+l (W, (W; 771 ^ ® V W)

e^ UM isomorphisme (bijection si j ==^ 0) pour j ^=2 m — 3 n — 4, un
épimorphisme {surjection si j = 0) pour j = 2 m — 3 n — 3.

On a vu au paragraphe 2.5 que ao (V, m) = G-(m 00). Comme
G-(m co) :=s D (cr (m co)), où D est la dualité de Poincaré, d'après 11.6.2,
lorsque 2 m — 2 n — 3^0, ao (V1, m) == 0 si et seulement si le fibre
vectoriel m <^ possède une section partout non nulle.

En 11.1.2 on a noté F* (m co) Fespace des sections partout non nulles
du fibre vectoriel m co, muni de la topologie de la convergence compacte.
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Si f : V71 -> R771 est un plongement, on peut lui associer l'application partout
non nulle

V^xV^ -- Av-^-R^
^y)^f{y)-f(x)

et par suite un élément de F* (m co | W — ^W) ~ F* (m co). On a donc un
homomorphisme (application pointée pour j' = 0) :

Ô : TTy (^ Z (V^, R-), /-o) -^ TTy (F* (m C^), So).

D'après 11.1.2, pour 0 ^ j ^ 2 m — 2 / 1 — 4 , on a un isomorphisme
suspension :

S : TTy (F* (m co), 5o) -^ Î -A-1 (W; m w).

On considère aussi la dualité de Poincaré :

D : ^-7-1 (W; m co) -^ Î22.-.^7-4-i (w> ̂ W; m c^ ® v W).

On a la relation 0 .̂1 == D o S o o, de sorte que l'on peut énoncer le
théorème B sous la forme duale suivante :

THÉORÈME C. — Soit V une variété différentielle de classe C30 compacte
sans bord. Si 2 m — 3 n — 3^0, il existe un plongement de 'Vn dans R771,
si et seulement si le fibre sectoriel m co de rang m et de base W272 possède une
section partout non nulle. Soient j un entier ̂  0 et fo : V" -^ R^ un plongement.
Vhomomorphisme (application pointée si j' = 0) :

à : 7T; (^ l (V", R7"), fo) -> 7T; (F* (m CO), 5o)

est un isomorphisme Çbijection si j = 0) pour j ^2m — 3 n — 4, un épimor-
phisme {surjection si j = 0) pour j =2 m — 3 n — 3.

La première partie du théorème C (existence d'un plongement de V"
dans R"1) et le cas j = 0 ont été démontrés par A. Haefliger ([9], [10]).

CHAPITRE V
DÉMONSTRATION DU RÉSULTAT FONDAMENTAL

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théorème A énoncé au
chapitre IV. Tout d'abord,dans les paragraphes 1 à 4, on démontre que
le noyau de a/^ est trivial pour 0 ̂ k ̂ 2 m — 3 n — 3. Au paragraphe 5
on déduit de la démonstration précédente la surjectivité de a^ pour
i^k^2m— 3n— 2.
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1. ETUDE DU NOYAU DE OC^.

1.1. Soient V71 et M^ deux variétés, V étant compacte sans bord.
Soit f= (ft)t^ : V x P - ^ M ^ une famille différentiable représentant
[^e^A (Hom (V", M"), PI (V", M"1), f,) pour k =, 1 [resp. une application
de V dans M^ pour /c = 0]. Si /c^ 2 m — 3 M — 1, on peut supposer
la famille f parfaite (cf. III. 3). Il lui est alors associé en IV. 2 une appli-
cation normale (A, &, B) où :

(a) (A, ^A) est une sous-variété compacte du disque D^^, de dimension
în — m + /c, telle que A ̂  g^+^-i ^ ̂  ^ étant un entier suffisamment
grand ;

(6) b : (A, ^A) -> [Q^ ^W) est une application continue;
(c) B : v^^4"271 (A) ->Q^y est un morphisme strict au-dessus de b, où

^-^'(A) est un fibre normal à (A, ^C^D^', S^-1).
Cette application normale est un représentant de a/, ([/*]). On note

bo = p o b : A -> W, p : C/, -> W étant l'application continue définie
en IV.1.3.

Fig. 3

1.2. On suppose que a/, ([/*]) == 0 et Fon veut montrer dans ce chapitre
que, pour 0 ̂ =k ̂ 2 m — 3 n — 3, la classe [/*] est égale à * (classe d'une
famille constante) si k ̂  1, l'application f est homotope à un plongement
si k = 0. L'hypothèse a/, ([/*]) = 0 se traduit par l'existence d'un triple
(A', &', B') dans lequel :

(a') (A', ^A') est une sous-variété compacte de (D^xl, ^(D^xl)),
de dimension în— m + / c + l , coupant ^(D^'xl) et S^^xIO, 1}
transversalement et telle que

A^D^xSO;) = A x i O ( , A / n ( D N + ^ x {1}) =0;

on note U = à A' ̂  SN+k~ix I, variété compacte de bord àV = ̂ A;
(&') fc7 : (A, U) -> (<3^, ^W) est une application continue telle que

V \ A = b ; on note b'o == p o V ;
(c') B7 : vN-m-+-2/l (A') -^ 9^ N est un morphisme strict au-dessus de V

tel que B7 | v (A) == B, où v (A7) est un fibre normal à A'cD^xI tel
que v (A ' ) A x { 0 } = v ( A ) x { 0 } .
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1.3. On remplace b'^ par une application différentiable voisine telle
que &o coupe ^W transversalement et V, (^W) = U == ^A' — A. Notons
r' : D' -^ A' l'image réciproque de r : W -> W par &o : A' -> W. D' est une
variété compacte de bord D et r' | D == r : D ̂  A (c/*. IV. 2.1).

L'involution 0' de W induit une involution ^ de D' et OD, \ D =^= Oo.
L/ensemble S' des points fixes de ̂  est une sous-variété de D' de codi-
mension 1, et S7 jfi D == S.

L'application D7 -> W induit une application / : D' -^ V lorsqu'on la
compose avec W -^ V x V -^ V. On a / | D ̂  j (c/*, IV. 2.1) et / possède
les propriétés suivantes :

( I Q / W ^ / ^ W ) si^S7;
(2') /^ [ ker^ {(^)^ + id) n'est pas nul pour de S'.

1.4. On note f : Vx P -> M X F l'application définie par

F (:r, 0 - (/W), 0.

On note t (resp. t') la seconde projection de Vxl7 ' (resp. Mxl^.

La famille f= {ft)tçïk e^t homotope rel àV à une famille de plongements
si et seulement si Inapplication f1 est homotope à un plongement par une
homotopie h.^ 5€ l , fixe sur V^X^I^ et respectant les projections sur V'
(i. e. telle que t1 o hs == t pour tout sç I).

Pour déformer f/ en un plongement de cette façon, on utilisera un
modèle de déformation que l'on construira au paragraphe 2 à partir des
données (a'), (fc^).

2. CONSTRUCTION D'UN MODÈÏ<B DE DÉFORMATION. — On HOte Ag la

variété A' prolongée le long de A par un collier Ax[0, e], € > 0; on prolonge
de façon analogue D' en De ainsi que les applications ̂  r ' et/, ....

A' est une sous-variété de D^xl et A' ̂  D^xl 0 } = A. On note
A = pr^ | A' et l'on prolonge A à A', de façon que — 1 < À (rf) <; 0 pour
6Î€Ax]0, £]. 0 est alors une valeur régulière de À et X (0) = A.

On note co^ le quotient du 1-fibré vectoriel trivial D s X R par l'invo-
lution (d, a) -^ (^ (rf), — a) (cf. IV. 1.2.1), ̂  s'identifie à V, (a») où co
est le 1-fibré vectoriel de base W défini en IV. 1.2. Le plongement
De -> De xR qui à rfe Ds associe (d, 1) induit un plongement i ; De -> E (^)-

Soit ^ un fibre vectoriel différentiel de base Dg. On note T] le quotient
du fibre vectoriel différentiel ^ © ̂  ^ par l'involution o- définie par

Œ(^, y) = (—y, —x) {cf. IV.1 .2 .1 ) . Y) est un fibre vectoriel de base A,.
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On note p : ^ -> Y] la composition de l'injection naturelle ^ -> ^ © o-^ Ç
Dî

sur le premier facteur avec le morphisme quotient. Le morphisme p est
au-dessus de r ' : De -> Ag.

Fig. 4

On considère alors les applications

y : Ds -> E (c^AO
d-^^))^)

r : E © -^ E (c^ ® ^î)
^ -^ [ï W, p (̂ )]

On identifie Dç à la section nulle de E (^).
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LEMME 2.1. — F (resp. y) e5( une application parfaite. Pour tout voisi-
nage V de D' dans E (E), F e^ homotope à un plongement par une homotopie Fy
/ï^e en dehors de V et respectant la projection sur TJ.

La première partie du lemme se vérifie sans peine. Pour démontrer la
seconde partie, on considère une fonction différentiable ri : E (?) -> [0, 1]
nulle en dehors de V, égale à 1 sur D'. Il suffit de prendre

I\ (xa) = [0 (r' (d)) - n (Xd) s) i (d), p (x,)}.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons Fy comme modèle de
déformation.

3. PREMIÈRE ÉTAPE DE LA DÉMONSTRATION. — Quitte à remplacer la
famille f == {ft)fçik par une famille voisine au sens C30, on peut supposer
que l'application {cf. IV. 2.1) T : A — P est excellente au sens relatif
{cf. III. 1.5). En effet, A est une sous-variété de M^xF1 {cf. IV. 2.6) et
l'on a T = t' A. Il existe donc [cf. III, prop. 1.5.1) un difféomorphisme
rel (M^X^P), Ci : MX P^b, voisin de l'identité, tel que (/ o ̂  | A : A -> V
soit exellente au sens relatif. On note ^j le difféomorphisme de V^Xl71

défini par
Ç, (x, t) == (x, i1 o ̂  (ft (x), 0).

Il suffit alors de remplacer f par ^i o f o ̂ \
On munit le fibre vectoriel co^ d'une structure euclidienne telle que

l'image du plongement i : D^ -> E (^OAÔ soit formée de vecteurs de
longueur^ 1. On note Ea (^AO le sous-espace de E (^) formé des vecteurs
de longueur ^- 2. On note p^ la projection du fibre ^. On démontre
dans ce paragraphe la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Si 0 ̂ k ^2 m — 3 n — 3, il existe des plongements y,
^ et une application T' rendant commutatif le diagramme

Ds ———> Ea (ûùAO -̂ > As

4 4 v l
V^xP-^M^xF-^P

^ satisfaisant à

(i) y D ̂  l'inclusion de D rfan5 Vx I71 (^ par ^uî  ^ | A est ^inclusion
de A dans W X I71 et T' A = r) ;

(ii) 51 ^ ^ MTÎ ^&7-é normal au plongement 9, ^ ^6ré vectoriel
f* (^)^^* (T Es (^AO | T (D^)) e^ composé de secteurs nuls,

(iii) f (V-X IW (E. (COAO) = ̂ 0 ï (D.).
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Soit T' : A', -^ V une application différentiable prolongeant T : A -> P,
dont l'image soit située dans l'intérieur de P. En généralisant III
(prop. 1.5.1), on montre que, quitte à remplacer T' par une application
voisine au sens CT, égale à T sur A, on peut supposer que T' est excellente
au sens relatif.

3.1. Construction du plongement y. — On va construire le plon-
gement y en utilisant le paragraphe 1.3. On cherche y de la forme
/X^' ° / : De -> V^X I71. On va montrer qu'en remplaçant / et T' par des
applications voisines au sens C00, sans les changer sur D et A, on peut
imposer à y d'être un plongement. Alors y sera un plongement rendant
commutatif le diagramme

D'. ——> A3

4^ -^
V^xF—^F

et y D sera l'inclusion de D dans Vx P [condition (i)].

3.1.1. On impose à y Savoir pour restriction à un voisinage de D un
plongement.

On considère sur D un champ v de vecteurs tangents à D', transverses
à D, tels que o"^ (^) = v^w pour rcGD. Il existe sur D un champ u
voisin de y* (^), de vecteurs tangents à V^xl71, transverses à D et tels
que <^ dt, u^y = <^dt, u^(x) ^ pour xç. D. Un tel champ u peut être obtenu par
position générale car dim (Vx I71) ̂  2 dim D 4- 1, i. e. k ^- 2 m — 3 n — 1.
Ce champ u permet de modifier légèrement j ' et T' au voisinage de D et A,
sans les changer sur D et A, de façon à avoir la propriété 3.1.1.

3.1.2. On impose à y Savoir pour restriction à un voisinage de DU S'
un plongement.

On modifie tout d'abord légèrement j / et T', sans les changer sur D et A,
de façon que la restriction de y à D U S7 soit un plongement. Cela est
possible par position générale car dim (V^xl^)^^ dim S'+ l? i* e-
k^îm— 3n— 1.

D'après 1.3, pour chaque point ^eS', j'^ (ker,c ((^o')* + id)) est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de ^ j ' { x ) V. L'application T'| S' étant
correcte, moyennant la condition k ̂ 2 m — 3 n — 1, on peut utiliser le
lemme II 1.1.4.1 qui permet de modifier légèrement j'^ (ker^. ((^D')* + id))
de façon à avoir 3.1.2.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASG. 2 46
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3.1.3. On impose à y S être un plongement.

Considérons le diagramme commutatif

D^^VxAs

\, îd(V)XT'
• \ ^

VxP

/Xr' est un plongement d'après 1.3. y est un plongement au voisinage
de DUS'. L'application ^ est excellente, il en est donc de même de
l'application id(V)x^. L'application ^ ' étant excellente au sens relatif,
la condition (</) du lemme III.1.4.2 est vérifiée. Si k^2m — 3 M — 3,
on peut donc approcher / X r ' par g tel que (id (V) X ̂ ) ° g : De -> V X I7' soit
un plongement, g égal à j ' X r ' au voisinage de DU S'.

Mais r' | D' — S' est une submersion. Il existe donc (quitte à diminuer £)
un difféomorphisme ^ : Dg <^ voisin de l'identité et égal à l'identité au
voisinage de D U S7, tel que pr^ o g o ^ = r'. Il suffit alors de remplacer /
par pri o g o Ç pour avoir 3.1.3.

3.2. Construction du plongement ^p. — On va construire le plongement ^
en utilisant les données (6) et (&') du paragraphe 1. Ces données fournissent
une application continue L : E-j (co^) -^ M^ telle que L o y == ^o y. Notons
^ = LX (ï7 o po>) : E., (co^O -> M^X I71. On va montrer que, quitte à
remplacer l'application L par une application difîérentiable homotope,
sans la changer sur y (De), ^ est un plongement ayant les propriétés
indiquées dans l'énoncé de la proposition 1.

3.2.1. On impose à ^ d'avoir pour restriction à un voisinage de y (Dç)
un plongement et de satisfaire à la condition (ii).

En utilisant la propriété universelle des points singuliers de type 21'0

{cf. III, lemme 2.1), on montre que l'on peut remplacer L par une appli-
cation difîérentiable voisine et qu'alors la restriction de ^ à un voisinage
de A est un plongement.

Soit ^ un champ de vecteurs transverses à y (Dg — D) dans Ea (^0.
On construit le long de ^ o y (D^ — D) un champ ^ de vecteurs trans-
verses à f (V"X F), égal à ^* (^) au voisinage de A et tel que

< dV, t4y(^ > == < d (r7 o p^), y^.) >, a-eDs — D.

Cela revient à approcher une section d'un {m -— n)-fibré vectoriel diffé-
rentiel de base une (2 n — m + k -\- l)"variété par une section partout
non nulle, ce qui est possible par position générale car k ̂  2 m — 3 n — 2.
Les champs p et ^ permettent alors de modifier L au voisinage de
y (Dl — D) pour avoir 3.2.1.
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3.2.2. On impose à ̂  d'avoir pour restriction à chaque fibre de Es (^0
un plongement.

L'application L : Es (^) -> M^ peut être regardée au-dessus d'un voisinage
de chaque point de A^ comme une famille à dim A^ paramètres d'appli-
cations d'un segment dans M^. Par suite, si dim M ̂  dim A' 4- 2, i. e.
k ̂ 2 m — 2 n — 3, on peut remplacer L par une application homotope,
sans changer L au voisinage de y (Dg), de façon que

L x Pô : Eî (î.^0 -> M^ x As
soit un plongement.

3.2.3. On impose à ^ d'être un plongement.

On note A la région fermée de Es (co^) limitée par y (DQ et B la
région fermée extérieure à Y (D'). AnB^^^^D 7 ) . Quitte à réduire £,
d'après 3.2.1, on peut modifier L pour que la restriction de f^ à un voisi-
nage de B soit un plongement.

Considérons le diagramme commutatif

E.^O^MxAs
\

\̂ ici (M) X "

\ ^
M x P

Lxpco est un plongement d'après 3.2.2. L'application T' est excellente,
il en est donc de même de l'application id (M) X ̂ '. L'application T' éta,nt
excellente, la condition (</) du lemme II 1.1.4.2 est vérifiée. Par suite, si
dim (MX P) ̂  2 dim Es (co/^) + 1, i. e. k ̂  3 m — 4 n — 5, il existe un
plongement G voisin de Lxpco, égal à Lxpw au voisinage de B et tel que
(id (M) X ̂ ) ° G soit un plongement.

Mais pw est une submersion. Il existe donc un difféomorphisme
Ç ; Es (^0 ̂  voisin de l'identité, égal à l'identité au voisinage de B,
tel que prs ° G o ^ = pw II suffit alors de remplacer L par pri o G o ^ pour
avoir 3.2.3.

3.2.4. On impose à ^ de satisfaire à la condition (iii).

La condition (iii) est équivalente à

^ (E^ (c^AO - y (Ds))nf (Vx P) = 0.

Quitte à diminuer £, on peut modifier L pour que l'on ait

^ (B-Y (D s ) )n / " (VxP)==0 .
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D'après le diagramme commutatif

A - y (D^-^JV^A - y (D'))
\
\

^ id(M)X(^o/?J

\-
M x P

la condition (iii) est équivalente à la condition
— i

L° (A - y (D')) n [id (M) x (r' o p,) ] [f1 (V X P)] = 0.

Or l'application id (M) X {^' ° pw) est transversale à f (Vx P), donc

[id (M)x(^°pr.))] [/ /(VxF1)] est une sous-variété de M x ( A — Y ( D 7 ) ) de
codimension (m — n). D'après le lemme de transversalité, si

dim (A — y (D7)) ̂  m — n — 1,

i. e. A1 ̂  2 m — 3 n — 3, on peut modifier légèrement l'application L
sur E (^O? sans la changer au voisinage de B, pour que ^ satisfasse à
la condition (iii).

4. DEUXIÈME ÉTAPE DE LA DÉMONSTRATION. — On HOte E UU fibre

normal au plongement y : D, -> V^X I71. Au paragraphe 2 on a associé au
fibre ^ un fibre ^ de base A',. On met sur le fibre ï] une structure eucli-
dienne. Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 2. — Si 0 ^ / c ^ 2 m — 3 n — 3, il existe un voisinage
ouvert U de Es (^z\0 dans Es (^ © "^i)? ^ plongements $ et y, ^ une
application T affine sur chaque fibre, rendant commutatif le diagramme (P)
suivant :

r(U) ^^u P 1 2 1 U ) E ( ^ )
^ j 11' | T |
^ ^ ^

y/, x ̂  __^ M^ x 1̂ ' —^ y c R^
et satisfaisant à :

(j) ^> D est V inclusion de D ^0^5 V"X P (^ par ^M^e W \ ̂  est l'inclusion
de A ^a^ W X P ̂  T | A = -) ;

( j j ) f (Vx F) n^ (U) = w o r (r (U)).
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De la proposition 2 et du lemme 2.1, il résulte que f/ est homotope
rel V^X^P à un plongement par une homotopie respectant les projections
sur P. D'après 1.4, cela achève de démontrer 1.2.

4.1 Construction de ^ et de T. — On prend î> De = y. ^ étant un fibre
normal à y (De) dans V^xP, il existe un voisinage ouvert U de Es (^0
dans Es (<^ © ̂  tel que le plongement ç : De — V ^ x F se prolonge
en un plongement <I> : Ï (U) -^ V ^ x P avec ^ o (t> : Ï (U) -> F appli-
cation affine sur chaque fibre de ^. La condition {i) de la proposition 1
entraîne la condition (j) de la proposition 2.

Au paragraphe 2, nous avons défini une application linéaire fibrée
p : ^ -> T). On note T : Ë (ïj) —^ R7' l'unique application affine sur chaque
fibre rendant commutatif le diagramme suivant :

r(U)—^E(ïî)
$| T

V.xP—^PcR^

On a T A^ == T' et T est une application de rang /c.

4.2. — Construction de W sur Es (^0 ^ ̂ r un voisinage de A. — On
définit déjà W sur Es (^) P^11 ^ | Ea (^0 == ^' Pour achever de
démontrer la proposition 2, il suffit, quitte à réduire U, de prolonger ^ en
un plongement W de U dans M^'X F1 rendant commutatif le diagramme (P)
de la proposition 2. En effet, les conditions (ii) et (iii) de la proposition 1
entraînent alors la condition ( j j ) de la proposition 2.

La commutativité du diagramme (P) définit déjà V sur

r(r(U))uE,(c^).
En utilisant la propriété universelle des points singuliers de type 21'0

(cf. III, lemme 2.1), on montre qu'il existe un voisinage ouvert V de A

dans U tel que W déjà défini sur I \ r (U) )uEa (co^O se prolonge à V en
un plongement rendant commutatif le diagramme (P).

4.3. Extension de la restriction de W^ à un voisinage de A dans A^ en
un morphisme strict y : T (U) ( A , -> T (MX P) ^ (As) au-dessus de f^ | A,,
compatible avec les projections (T o pr^ U)^ et t'^ sur PxR71.

L'inclusion AcWxI7 1 se prolonge en un plongement A ' C W x I ^ X l
induit par 9 : D' -> V x F e t X : A' -> [0, 1]. On modifie légèrement b'^
pour que ce plongement soit égal à ^ X ^ X A .
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Les morphismes stricts Bo (f) == P ^ o B (jf) et B', == P^ o B', où P^ : 0^ -> Q
est induit par P ; ̂  ->• Wx M, entrent dans le diagramme commutatif

^+,n-1n (̂  ^ ^ (WX P; A) ® [^-^ (W)X P] | A
\"o(/)

(1) ^ ® T M) C ̂ N-2 n (W) x M)
^+t-^n ̂  ^ ^ (W x P x I; A') ® [^-lft (W) x P x I] | ̂ t / / ï i o

Bo (/*) diaprés sa définition même respecte les projections sur v (W).
On peut remplacer B, par un morphisme strict homotope rel v (A) et respec-
tant les projections sur v (W). En effet, l^obstruction se trouve dans les
groupes TC, (Vv+m-'in^-^) pour i^dimA', groupes qui sont triviaux pour
dim A' ̂  m — 1, i. e. pour k ̂ 2 m — 2 n — 2.

Le diagramme précédent induit alors le diagramme commutatif

. (WXP;A) ̂

(2) | \) (g) T M
^ ( W x P x I ; A^

Quitte à remplacer U' par un morphisme strict homotope, on peut supposer
que U7 est au-dessus de b\ X (pri o ^ ] A').

Le diagramme commutatif suivant (cf. § 2) :

E^-J-^E^erî)

(3) id(E^))?<oji ( l (E(^))><;0 | id(E(to0yi))xO

E(ï)xI^E(coe^)xI
(̂ , 5) ĥ  (F, (£d), S)

induit d'après IV. 2.3 le diagramme commutatif

^ (Wx P; A)-^!^^ (g) (T U)ô 1 A
n n

(4)

v (WxPx I; A')-^^ (g) (? U)o | A'

On a noté (r U)o = ker (T o pr-, [ U)*.
Les diagrammes (2) et (4) induisent un morphisme strict ^o au-dessus

de pri o f ^ [ A', entrant dans le diagramme commutatif
( .U)o |A

n \811

(5) ^ ^M

(^ u{o | ̂



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PtONGEMÉNTS 357

Le morphisme strict yo se prolonge en un morphisme strict

^ : (TU^A.-^MxF)!^)

au-dessus de ^ | A , , respectant les projections sur PxH^ [i. e. tel que
(T o pra [ U% = ̂  oy]. Quitte à remplacer yo par un morphisme strict
homotope rel A, on peut supposer que % coïncide avec S^ au-dessus d^un
voisinage de A dans Ag.

4.4. Quitte à remplacer y par un morphisme strict homotope, on peut
supposer que % et ̂  coïncident sur T E (oo^) A^ ^ que Von a

% ir ,Ê |S ' ) - ( f o< Ï > ) , .

La condition 4.4 est déjà réalisée au-dessus d'un voisinage ouvert Y
de A dans A,. On prend pour Y un voisinage tubulaire ouvert de A dans A,
On considère une triangulation de A^ — Y. On va obtenir 4.4 par
récurrence sur les simplexes de la triangulation. Soit cr un simplexe, ô- sa
frontière. On suppose que y et ^p* coïncident sur T E (co^) | cr.

— i
L'application t o $ : F (U) -^ P étant une application de rang /f,

le fibre vectoriel y]2^-^-1) | cr est de la forme r{^~n-l @ T^"71"'1, avec
T : E (ïji) -> R71 application de rang /c. Donc si on note

^^+^+l = ̂  E (coAO | a © YÎ,,

l'application linéaire fibrée dT : CT -> R^ est de rang /c sur chaque fibre.
On note ^+1 == ker (rfT) et l'on choisit une décomposition m === î^oXB\

On construit un morphisme ^i : CT -^ T (M'" X P) au-dessus de 4^ | cr
satisfaisant à :

(a) %i est un monomorphisme sur chaque fibre;
(6) %^i est compatible avec les projections sur R71;
(c) ^i coïncide avec ^ sur T E (ôD^) cr et coïncide avec '/ sur 0 à-.

Pour cela, on commence par construire un morphisme ̂  : î^ -^ T (M772 X P)
au-dessus de ^ o- satisfaisant à (&) et (c). Si k ̂  2 m — 3 n — 2, on peut
remplacer ^ par un morphisme ^ voisin, a.u-dessus de ^ | a, satisfaisant

•\/7/

à (a) et (c). Notons h Fapplication composée ^-^ T (M^X F)-^ H\
Soit Ç l'automorphisme de ^ ̂  f^oXH71 défini par î (^ () === (^, A (a-, ()).
Il suffit alors de prendre /i = ̂  o ^-1.

Le morphisme strict y | îa?o : mo "̂  T M^ est homotope rel Bo [ o-, au-dessus
de ^ [ cr, au morphisme strict y^ r^o ; ^o -^ T M"' si ^ (Vm,^i) == 0 pour
t ̂  dim A', i. e. si k ̂  2 m — 3 n — 3. Le morphisme strict y ^ est donc
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homotope rel CT a au morphisme strict /^ par une homotopie au-dessus
de ^ [ Œ, compatible avec les projections sur R71. Cette homotopie montre
que, quitte à remplacer ^ cr par un morphisme strict homotope rel Œ,
on peut imposer à y et ̂  de coïncider sur T E (co^) ^".

On s'arrange dans la construction précédente pour imposer aussi
yjr , (^ s')=={f^),.

4.5. Construction du plongement W. — On va prolonger y en un
morphisme strict

X : T (U) | E, (c^AO -^ T (M^ x P)

au-dessus de ^, compatible avec les projections sur R71 et coïncidant avec W^
au-dessus d'un voisinage de A et sur I\ (r E (^) D s ) U ^ Es (^0. Il
suffira alors de prendre W^ égal à X au-dessus de ^ : Ea (co^) -^ M^'X I71,
ce qui permettra d'achever la construction du plongement W.

On construit tout d'abord un morphisme de fibres vectoriels

X : ^x[0, ll^T^M^xP)

au-dessus de l'application

D3X[0,l]-^(E,(c^))

définie par (rf, a) -> ^ (a y (rf)), morphisme satisfaisant à
./̂

(a) la restriction de X à chaque fibre est un monomorphisme d'image
transverse à ^ (Ea^^) ) ;

^\
(b) X est compatible avec les projections sur R71;

^ ( c ) X | ^ x { 0 } = x ° P , [où p : ^^], X Sx^^foO),!^ et
X (^ 1 D u S ^ X ^ } est indépendant de ^€[0, 1].

-i
Compte tenu de ce que t o $ : F (U) -^ I71 est une application de rang k,

si k ̂  2 m — 3 n — 3, on peut construire le morphisme X au moyen de
la méthode utilisée en 4.4 pour construire %i.

Il n'y a alors aucune difficulté pour prolonger y en X.

5. SUBJECTIVITÉ DE a/,+1 POUR 0 ̂ k ̂  2 m — 3 n — 3. — Soit fo le
plongement pris pour point de base de ^ (V, M7'1). Soit [B'J un élément
du groupe il^fi-m+h (^,5 ^W; ôyj, B7 étant une application normale
(A7,^;^^))-^^,^-^^).

On considère la famille à k paramètres f= {f^çiic définie par ^ = f^
pour ^eP. L'application normale B' peut être regardée comme un cobor-
disme normal entre deux applications normales dont la source est vide.
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D'après le paragraphe 2, on peut donc associer à B' un modèle de défor-
mation F, : E (?) -> E (oj^ © T]), se I. Et si 0 ̂  k ̂  2 m - 3 n - 3, la
démonstration de la proposition 2 nous donne le diagramme commutatif

r (U) r rw > u —^-> E (r,)i
ir T^ | T T 1

V/^ p/-/oXid(I^ ̂  ̂  ___^ ̂  ̂  ̂̂

En transmuant la déformation F, [fixe en dehors d'un voisinage suffi-

samment petit de D7 dans F (U)J à l'aide des plongements <î> et W, on
obtient une famille à (k + 1) paramètres F = (/^çi^xi d'applications de V
dans M^ telle que /^ soit un plongement pour tçàï^1. La famille F est
donc un représentant d'un élément [F] de r./.+i (Hom (V^, M771), PI, /o). Et
l'on a a/,+i ([F]) = [B'] d'après la construction même de <î>, W et T. Par
suite l'application a/,^j est surjective pour 0 ̂ k ̂ 2 m — 3 n — 3.

CHAPITRE VI

CONSÉQUENCES DU RÉSULTAT FONDAMENTAL

Dans ce chapitre, on note V un variété différentielle compacte
sans bord, M'" une variété différentielle et f, un plongement de V71

dans M'7'. On obtient des résultats sur les groupes d'homotopie relatifs
T./, (Hom (V", M"), PI, /;,) dans le domaine métastable 0 ^ / c ^ 2 m — 3n— 3
en utilisant les théorèmes A, B et C du chapitre IV (§3). La plupart de
ces résultats ont été annoncés dans [5].

1. REMARQUES SUR LES GROUPES D'HOMOTOPIE DES ESPACES DE PLON-

GEMENTS. — Pour 2m— 3n — 4^0, on met sur l'ensemble pointé
T.I (Hom (V, M'"), PI, fo) une structure de groupe abélien en transportant
celle de Q^n-m+i (^/;., ^W; 0^) par la bijection a,. Pour 2m— 3 n — 5^0
l'isomorphisme a^ montre que le groupe ri, (Hom (V", M^), PI, /;,) est
abélien.

En prenant M^ = R7^ on obtient ainsi une structure de groupe abélien
sur r.o (^ (V^, R"'), /;,), admettant la classe [/;,] pour élément neutre. On
peut considérer l'application

d : 7:0 (SZ (V'S R-)) x 7:0 (SZ (V", R7»)) -> ̂ _^ (W, à W; 0)
ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 47
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définie par d ([/o], [/J) == ai ([/'J), l'application ai dépendant du plon-
gement /o. On a la relation

d([foL [AD - d([f,], [Al) + d( [AL [Al).
PROPOSITION 1.1. — Pour 0 ̂ j ̂  2 m — 3 n — 4, ̂  groupes abéliens

Tiy(^(V^ R"), /*o) sont de type fini.

Démonstration. — Pour 0 ̂ j ̂  2 m — 3 n — 4, le groupe abélien
^•(^(V^, R7"), /o) est isomorphe au groupe T^^ (T (9^, T (9^W))
pour N entier suffisamment grand. L'entier N étant supposé grand, les
espaces T (0^) et T (ô^ | ̂ W) sont simplement connexes. Or un espace
simplement connexe a ses groupes d'homotopie de type fini en toute
dimension si et seulement si ses groupes d'homologie sont de type fini
en toute dimension (wir par exemple Spanier [17], 9.6.16). Les
espaces T (9^) et T (6^ ^W) étant des CW-complexes finis, les groupes
îîi (T (9^)) et H; (T (ON ^W)) sont de type fini. Par suite les groupes TI; (T (9^))
et ni (T (6^ ^W)) sont de type fini en toute dimension. Comme les
groupes abéliens de type fini forment une classe de Serre, il en résulte que
le groupe TT, (T (6^), T (0^ ^W)) est de type fini.

PROPOSITION 1.2. — Pour 2m—3n—3^0, Inexistence Sun plon-
gement de V^ dans R"1 ne dépend pas de la structure différentielle de V^.
Pour 0 ̂ j ̂  2 m — 3 n — 4, les groupes abéliens îiy (^l (V, R7"), f,)
ne dépendent que de Vespace topologique sous-jacent à la variété différentielle V^,
à isomorphisme près. Pour 1 ̂ j ^2 m — 3 n — 4, Vespace SI (V71, R'^)
est j-simple.

Démonstration. — Notons V* l'espace quotient ( V x V — ^ v ) / ^ ? s étant
rinvolution de V x V définie par s (x, y) == (y, x). D'après le théorème C,
pour 2m — 3 n — 3^0, il existe un plongement de V" dans R771 si et
seulement si le fibre vectoriel m oo V* possède une section partout non
nulle. Cette condition ne dépend que de l'espace topologique sous-jacent
à V".

D'après le théorème B et la dualité de Poincaré, pour Q-=.j-^ïm—3n—4,
le groupe riy {SI (V'1, R7'1), /o) est isomorphe au groupe œ1-^-1 (V* ; m co V*),
groupe qui ne dépend que de l'espace topologique sous-jacent à V".

Enfin, il résulte de la définition de l'application a^_i que l'espace
SI (V", R^ est ^-simple pour i^j ^2m — 3n — 4.

2. GÉNÉRALISATION A k PARAMÈTRES DU THÉORÈME DE WHITNEY SUR

LA SUPPRESSION DES POINTS DOUBLES ISOLÉS. — Dans ce paragraphe, on
étudie les groupes d'homotopie relatifs ri/, (Hom (V", M'"), PI, /o) pour
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k = m — 2 n. On est amené à considérer Pisomorphisme (c/*. 1.5.1, cor.) :

^ : ^ (e^ ^w; e^) ̂  Ho (e^ àw; z (6^)).

Le théorème A s'énonce alors comme suit (Dax, [3], légèrement amélioré) :

PROPOSITION 2.1. — Soient V" et M^ deux variétés, la variété V" étant
compacte sans bord. Lorsque m = 2 n, n ̂  3, une application continue
f : V" —^ M^ e5( homotope à un plongement si et seulement si p. (ao (/*)) = 0
rfan5 Ho (<?/, ^W; Z (O/-)). Lorsque m — 2 n ̂  1, l'application naturelle

pi o a^,, : TT,,-,, (Hom (V", M-), PI, f,) -> Ho (<^, ^W; Z (6^))

65^ MTZ isomorphisme pour m ̂  M + 3? ^^ épimorphisme {surjection si
m — 2 n = 1) pour m = n + 2.

COROLLAIRE. — Pour m — 2 n ̂  1, m ̂  n + 3, ^ groupes abéliens
^m-27i (Hom (V71, M^), PI, /o) 5on^ somme directe de groupes isomorphes à
Z ou Z^.

La proposition précédente contient comme cas particuliers les résultats
suivants :

a. Il existe un plongement de V" dans R2" pour n^3 (Withney [20]).
fc. Si V'1 est connexe, le groupe d'homotopie Tiy (^ (V", 1 )̂, /o) est

trivial pour 0 ̂ j ^m — 2 n — l , m ^ 7 î + 3 [remarquons que le domaine
stable est défini par O ^ j ^ m — î n — 2 ] . En particulier, si V71 est
connexe, n ̂  2, deux plongements de V" dans R2^1 sont isotopes (Wu [22]).

c. Supposons que V^ ait deux composantes connexes, V7,' et Vï, et que
M^ == 1̂ . L'application (m — 2 n ̂  1) :

pL o a^-2. : 7^_2.-i (̂ ; (V71, R7"), /o) -> Ho (Vi X V,. ; Z (^ Vi) (g) Z (^ VQ)

est un isomorphisme pour m ̂  n + 3. Le groupe

Ho(V,xV2; Z(^V i )®Z(vVO)

est isomorphe à Z ou Z^ suivant que V est orientable ou non. Dans le
premier cas on peut choisir l'isomorphisme de façon naturelle à partir
d'une orientation de V7'.

On appelle nombre d'enlacement de x^^ni-^-i (^l (V^, R7"), /o) le nombre
P- ° ^m-ïn (^)€Z OU Z^.



362 J.-P. DAX

On appelle nombre (V enlacement Sun plongement f^ : V^ -> R2^^1 le
nombre [̂  o o^ ([/*i])eZ ou Za, en prenant pour /o : V" -> R2^1 un plon-
gement tel que /o^CR^XJ-oo, 0[, f, (V;) CR^XJO, +oo[. Pour
n ̂  2 les classes d'isotopie des plongements de V" dans R2"^1 sont classi-
fiées par leurs nombres d'enlacement (Haefliger, [9], 1.3.e).

3. CAS OÙ L'UNE DES VARIÉTÉS V^ M"1 EST C-CONNEXE. — On dit que Nn

est homologiquement c-connexe, c entier ̂  — 1, si H; (V77, Z) == 0 pour
0 ̂  i ̂  c. Si V" est une variété compacte sans bord homologiquement
c-connexe, on a H1 (W; Z) = 0 et îî1 (W; Z (co)) == 0 pour i ̂  2 n — c
(cf. [8], preuve de 2.8). D'après 1.5.1 et le théorème B, on a donc :

PROPOSITION 3.1. — Soit V" une variété compacte sans bord homologi-
quement c-connexe, c ̂  — 1. Si 2m — 3 n — 3^0, m ̂  2 n — c, il
existe un plongement de V71 dans R771. Si 0 ̂ j ^2 m — 3 n — 4, pour tout
plongement jfo : V^ -^ R^, Ze groupe abélien r^ (S'? (V"1, R"1), /o) ^^ trivial
pour 0 ^ j ^ - _ m — 2 n + c — i et isomorphe à H2'1"0"1 (W; Z (a))"1) pour
j == m — 2 7 ^ 4 ~ c ^ 0 •

Dans la proposition précédente, la partie concernant l'existence d'un
plongement et le cas 7 = 0 ont été démontrés par Haefliger ([9], 1.3 et [11]).

On suppose maintenant que la variété M772 est c-connexe. Soit /o un
plongement de V dans R'^cM"1. L'application p : (3^ -> W étant un
fibre de Serre de fibre û M, est c-connexe. D'après 1.7.1 le groupe
û, ((3^, 6?W; 9^) est alors isomorphe au groupe û, (W, ^W$ 9) pour
i ̂  c — 1. On a donc :

PROPOSITION 3.2. — Soient V1 une variété compacte sans bord et M!11 une
variété c-connexe. Soit fa un plongement de V7" dans RmcMm. Si

l ^ k ^ 2 m — 3 n — 3 et k ^ m — 2 n + c — l ,

le groupe ̂ (Hom^, M^), PI, /*o) est isomorphe au groupe TT/^ (^(V, R^), /'o).

APPLICATION. — Pour 0 ̂ j ^2 m — 3?z — 4 et pour tout plongement fo
de V dans R^ C S^, on a un isomorphisme

TT^ (Hom (V-, S-), PI (V-, S-), fo) ^ Try (^Z (V^ R-), /o).

4. CAS OÙ L'ON FAIT DES HYPOTHÈSES DE CONNEXITÉ SUR f : V"' -> M^.

Soit V^ une variété compacte connexe sans bord de dimension n ̂  1.
Soient D" un disque plongé dans V" et a un point de S"~1 = àD71. Étant
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donnée une application continue f : V71 -> M^, on note

fi : TT, (V^ - I>, S71-1, a) -> 7:i (M7", f(a))

rhomomorphisme (application pointée si i == 0 ou 1) défini par la compo-
sition

71, (V" - D-, S-1, 0) -^ 7T, (V", D^) ^ 7T, (V^, û) 4 7T, (M ,̂ /-(û)),

où j désigne l'inclusion de (V71 — D", S71"1) dans (V71, D").

LEMME. — On suppose les variétés V71 et M^ connexes, n ̂  1. La variété ̂ W
e^ afor^ connexe non vide. Pour tout entier i ̂  0, TI; (<3/, ^W) = 0 51 ^
seulement si Inapplication fi est injective et Inapplication /^i surjective.

Démonstration. — Mettons sur la variété V71 une métrique riemannienne
et notons d la distance associée. On note Te le sous-espace de V x V formé
des couples (x, y) tels que d (x, y) ̂  2 £. On note û, (311 (/*) ; V) le sous-
espace de û (3TI (/*) ; V) formé des courbes c telles que cî (c (— 1), c (1)) ̂  2 £.
A tout élément (x, y) de T, on peut associer la géodésique allant de x à y
(s petit). ^Ts peut être ainsi considéré comme un sous-espace de
us (Jlt (/*) ; V). Pour £ > 0 suffisamment petit, la paire topologique
(De (311 (^) ; V), ^Ts) est homéomorphe à un revêtement à deux feuillets
de (<3y, ^W). Par suite, pour (rco, î/o)€^Te, il existe des isomorphismes

TT, (Cy, ^W) ^ 7T, (^3 (^îl (/•); V), ^Ts, (^o. I/o))

pour tout entier i ̂  1. De plus Tio (<3/, ^W) = 0 si et seulement si

^(^(^(OîV^^^-O.

Considérons le fibre de Serre II : t2g (JIX (^) ; V) -^ V défini par
II (c) == c (— 1). On note D71 le sous-espace de V71 formé des î/€V71 tels que
d (rco, y) ̂  2 £. Si £ est suffisamment petit, D71 est une sous-variété à bord
de V71 difféomorphe à un disque de dimension M. Le fibre précédent a
pour fibre au-dessus de Xo l'espace û (3U (/*) ; V — D71, Xo\ espace des
courbes de 3TL (/*) d'origine a;o et d'extrémité située dans V71 — D71.
Considérons le fibre de Serre II àT^ : àT^ -> V. Sa fibre au-dessus de Xo
s'identifie à S""1, bord de D". De sorte que l'on a des isomorphismes

7T, (iL (pYi (f); V), àT,, (rco, yo)) ^ ̂  (^ (<m (0; V - D-, ^o), S-1, î/o)

pour tout entier i ̂  1. De plus Tio (^s (3^ (^) ; V), ^Ts) == 0 si et seulement
si no (û (J1Z (/•) ; Y - D71, x,\ S71-1) = 0.
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Ces derniers groupes entrent dans la suite exacte d^homotopie

TT.. (a (.m (/•); V - Ô», a;»), S"-', y»)

l
TT, (a (jn (/•); V - Ô», a;o). a (3ït (/•); S"-1, a;o), y.)

7r,-i(a(;m(/-); S"-1, a-o). S"-1, 90)

où ai est l'homomorphisme bord (application pointée si i = 0, 1 ou 2).
Par suite, pour tout entier i ̂  0, ii, ((?/, <W) = 0 si et seulement si le
noyau de ai est trivial et l'application ^,+1 surjective. Pour tout entier i ̂  0,
ai entre dans le diagramme commutatif suivant :

Tt^WM);^'1^),^-^}——^——TT/.i^W^D"^),^)

^(ûOTK^iV-D^o^tX^)^"-',^),^)———Tt^tJTKf^JîKf^o^Qt.XMiD'7,^)^)

feiL ;a (e^ ^
r ^

-l̂ V-D" .S"-1,^)—————————-TCK^ff), D",̂ )

1T/(JH(f),^

TC/(M,f(y,))

On a noté

e,: ^(.îîl^sV-Ô^^-^V-D» et e, : Si(3n(f)', 3ït(f), x»)->Wi(f)
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les applications continues définies par c i-> c (1). Ce sont des fibres de Serre
et par suite les homomorphismes (applications pointées si i = 0 ou 1), (<°i)^
et (^2)^ sont des isomorphismes pour tout entier i ̂  0. L'homomorphisme
bord à (application pointée si i = 0, 1 ou 2) est un isomorphisme car les
espaces t2 (JH (/l); JTl (/*), ^o) et D^ sont contractiles. On a noté i l'inclu-
sion de û(JTl(/1); S71-1, ^o) dans ti(c7U(/1); D71, ^o). Inapplication
a (<m (/•) ; D", ^o) -^ D" définie par c ^ c (1) est un fibre de Serre. Par
suite, i^ est un isomorphisme pour tout entier i^2 et pour i = 1, i^

~.1est surjective, ^ (0) == 0.
D'après le diagramme précédent, pour tout entier i ̂  0, le noyau de ai

est trivial si et seulement si le noyau de fi est trivial, l'application à^
surjective si et seulement si l'application /^-i est surjective. On termine
la démonstration du lemme en remarquant que, même pour i = 0 ou 1,
le noyau de fi est trivial si et seulement si fi est injective.

c. ç. F. D.

Compte tenu du lemme précédent, de 1.5.1 et 1.7.1, le théorème A
a pour conséquence la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soient V'1 et M^ deux variétés connexes^ n ̂  1,
et f : V —^ M'" une application continue. On suppose V" compacte sans bord

et fi injectwe pour 0 ̂  i ̂  c, surjective pour 0 ̂  i• ̂  c -\- 1, c ̂  — 1.
Soit k un entier, 0 ̂ k ̂ 2 m — 3 n — 3. Alors f est homotope à un plonge-
ment pour k = 0, m ̂ 2 n — c. Pour tout plongement fo homotope à f le
groupe ^h (Hom (V71, M7"), PI, fo) est trivial pour 1 ^ / c ^ m — î n -\- c
et isomorphe à Hc+i (<?/„, ^W; Z (9^)) pour k = m — 2n+c+l^l .

Si la variété V71 est ^-connexe, d ̂  0, d'après le théorème d'excision
homotopique (cf. [17], 9.3.5), l'application

j^ : Td (yn — D^ S^-1) -> TT, (V", D")

est une bijection siO ̂ i^n -{- d — 2, une surjection s i 0 ^ i ^ ^ + ^ — i-
Par suite, si k ̂  m — n 4- d — 2, on peut dans la proposition pré-
cédente remplacer les conditions sur les fi par les mêmes conditions sur les
f^ : il, (V71) -> r^i (M7"). En particulier, si k ̂  m — n — 2, on peut toujours
le faire et cela donne le résultat annoncé dans [2]$ ce résultat a été redé-
montré par une autre méthode par Morlet ([14], III. 5). Pour k = 0 ou 1,
la condition k ̂  m — n — 2 est toujours vérifiée dans le domaine méta-
stable (0^/c ̂  2 m — 3n — 3) et l'on obtient alors un résultat de Hae-
fliger [7].
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COROLLAIRE. — Notons e:S"-^ S"XR"1-" le plongement défini par
e (x) = (x, 0). Pour 1 ̂ k ̂ 2 m - 3 n - 3, k ̂  m - 3, n^l, le groupe
^•(Hom(S",S"xR"l-"),Pl,e) est trivial.

En effet, l'application ei entre dans le diagramme commutatif

7r,•(D",S"-l)—^7^^(S")

d w /S

i /

^ (S-1)

où ^ est rhomomorphisme bord et S l'homomorphisme suspension. D'après
le théorème de suspension de Freudenthal, ë, est un isomorphisme pour
i ̂  2 n — 3, un épimorphisme pour i = 2 n — 2.

c. ç. F. D.

D'après le lemme, lorsque V et M7^ sont connexes, ^^ 1, iio (^/, ^W) = 0
si et seulement si l'application /*, : ri, (V -- D", S^-1) -> T:, (M) est sur-
jective. On a donc :

PROPOSITION 4.2. — On suppose V et M'11 connexes, n^l. Pour
m—2n^i, m ^ n + 3 , le groupe r^_^ (Hom (V", M"1), PI, /o) ^
trivial si et seulement si l'application (/o)i : TCi (V — D", S""1) -> r^ (M)
est surjecti^e.

En particulier, pour m ̂  4, le groupe r^_2 (Hom (S1, S^R^"1), PI, e)
n'est pas trivial [e (x) == (^, 0)].

On appelle pseudo-famille de plongements (resp. famille de plongements),
un plongement V ^ x F - ^ M ^ x P respectant sur V^X^P (resp. V^X P)
la projection sur P. Soit /* : S1 X P-^ (S1 XR7^1) X P, k ̂  2, un représen-
tant d'un élément non nul de T:/,(Hom(S1, S'XR^1), PI, ê). D'après
la proposition 4.1 généralisée aux variétés à bord, e étant une équivalence
d'homotopie, l'application f est homotope rel S 'X^P à un plongement g.
g est une pseudo-famille de plongements non homotope {dans l'espace des
pseudo-familles de plongements) à une famille de plongements.

5. TENSORISATION AVEC LES RATIONNELS. — D'après 1.5.2, le théorème A
entraîne la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. — Soient V une variété compacte sans bord et M"1

une variété. Alors, pour i^k^2m— 3n— 3, le groupe abélien

7i:k (Hom (V^, M"1), PI, /o) (g) Q

est isomorphe au groupe H^-^+A (<2/o, ^W; Q (OJ).
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COROLLAIRE. — Soit V" une variété compacte sans bord. Alors, pour
0 ̂ J ̂  2 m — 3 n — 4, ^ groupe abélien r^j (^ (V", R772), /o) (g) Q ^
isomorphe au groupe abélien H "̂7"1 (W$ Q {^)m). Par suite, pour
m -=]^=. 2 m — 3 n — 4, ^ groupes abéliens r.j (^l (V^ R"'), /o) 50^
/îyu5. Et r^n-\ {^l (V", R771), /o) (g) Q ̂  isomorphe à Q ou 0 suivant que m
est pair, n -^ 0, ou non, V" étant supposée connexe.

6. ÉTUDE DES GROUPES Tiy (Si; (S", R^, /o). — Notons W (V") la variété
W2" associée à V" en IV. 1.1. A deux points distincts de S", on peut associer
une direction de R^1, c'est-à-dire un élément de l'espace projectif réel P",
Cela définit une application T. : W (S") -> P" qui est un fibre en boules D"
associé à un fibre vectoriel o"".

On montre que co = TI* À^, où À^ est le 1-fibré canonique de base P".
De plus, v W est stablement équivalent à TT* (v P") — TC* ((7") et T P"
stablement équivalent à {n + 1) X^. Par ailleurs, le fibre vectoriel a" Q) Â^
est trivial. L'isomorphisme de Thom-Gysin :

^.n-m^i (W (S^), ^W (S"); m ̂  © ^ W) ^ .̂-,.4-/+i (P"; (m - n - 1) ;Q

conduit à la proposition suivante, compte tenu de 1.7.3 :

PROPOSITION 6.1. — Pour 0 ^ 7 ^ 2 m — 3 n — 4 et tout plongement
fo : S'1 -> R^, OM a des isomorphismes

TT, (^/ (S-, R7»), fo) ̂  ̂ .- ̂ /+i (P-;(m-n- 1) ̂ ) ̂  Tiy (T ((m - n - 1) À,)) ̂  TT, (V/., ̂ ),

où X^ e5( ^ 1-fibré sectoriel canonique de base Vespace projectif réel P",
T == espace de Thom et 'Vm,?i+i est la variété de Stiefel des (n + ̂ -repères
de R7".

On a les isomorphismes suivants :

Hi (P"; Z) ^ H, (P-; Z (^)) ^ . . . ̂  H,_i (P^; Z (À)-) ^ Z,,
Hi (P^; Z (^)) ^ H, (P^; Z) ^ ... w H, (P71; Z (^n) ^ 0,

Ho (P^; Z) ^ Z, Ho (P^; Z (À)) % Z.2 si n ̂  0, Z si n = 0,
H^P^Z^-1) ^ Z.

La connaissance des groupes

Hy ((T (m - n - 1) À)) ^ Hn-n^i (P"; Z (^)——i)
ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 48
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conduit aux propositions suivantes en utilisant 1.5.1 (généralisé aux
classes de Serre) et 1.5.2 :

PROPOSITION 6.2. — Pour Q ̂ =.]'^2 m — 3 n — 4 et tout plongement
f , QM _,. "Dm ^y» ^
/ O ; U ~^ •— 5 °^ ^

/ O pour O ^ j ^ m — n — 2 ,
7ry (^f (S^, R^), /o) ̂  Z » j = m — n — 1, m — n impair ou n == 0,

( Zs » j == m — n — 1, m — n pair et n 7^ 0.

5^ ̂  pîi^ m — n 65î pair, ^5 groupes ^ (®Z (S71, R^), /o) 5on( des 2-groupes
finis pour j ̂  m — 2 si m pair, pour tout j si m impair.

En particulier si 2m — 3 n — 4^0 deux plongements de S71 dans K71

sont isotopes (Haefliger [7]).

PROPOSITION 6.3. — Pour 0 ̂ m — n ̂ j ^2 m — 3 n — 4, ^ groupe
^j (^ (S"? R"1)) ^^ yîyii sauf pour m pair, j = m — 1; dans ce cas, le groupe
est somme directe du groupe Z et d'un groupe fini.

La proposition 1.8.2 conduit à la proposition suivante :

PROPOSITION 6.4. — Pour0^j.=2m—3n—^le groupe ̂ -{^l^,^))
est isomorphe module la classe de Serre des 2-groupes à

0 si n impair, m impaire

^,Lm+/+i sl n P^ir, m impaire
^•-m+i sl n P^ir^ m pair;
<-m+y+i © ^-m+i ^ n impair, m pair.

7. PLONGEMENTS DE V DANS S^R^"1. — Étant donné a^M."1', on
note û (M ; a) l'espace des lacets de M d'origine a, muni de la topologie de la
convergence uniforme; on note a le lacet constant. Lorsque f: V" — M"1

est l'application constante f {x} = a pour tout r^€V, la paire topologique
{Cf. à'W) est homéomorphe au quotient de la paire ((Vx V — Te,) X û (M ; a),
^ T s X { a } ) par Pinvolution (x, y, c) \-> {y, x, c~1), £ > 0 suffisamment
petit.

Lorsque M m = S l x R m ~ l , notons Û_^(S 1 ; a )CÛ(S 1 ; a) le sous-espace
des lacets de degré > 0. Dans ce cas la paire ((?/, <^W) a le même type
d'homotopie que la paire (Wll[(Vx V — tg)xû+(S1 ; a)], ^W), donc que

la paire AV H ]J (VxV - T^, ^W\ Le fibre vectoriel Qf de base <?/
\ icntier^l /

correspond au fibre vectoriel 9 au-dessus de W et à un fibre vectoriel
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trivial au-dessus de (V X V — T^. Finalement, on a un isomorphisme

^n-rn+k (Cf, <W; Qf) ̂  ̂ n^k (W, ^W; 9) ® © (^n^k (VxV - t,; 0)),
i entier ̂ 0

Si la variété V est c-connexe, on a Î2, (W, ^W; 6) == 0 pour i ̂  c d'après
le paragraphe 3; de plus, V x V — TV est c-connexe, donc d'après 1 .7 .1
on a

^• (VxV—T£;O) ^ 7r^ pour i^c.
On a donc :

PROPOSITION 7.1. — Soit V" une variété compacte sans bord c-connexe.
Pour 1 ̂  /c ̂  2 m — 3 n — 3, k ̂ m — 2 n + c ^ t0^ plongement
fo : V" -> S1 xR771""1 homotope à une application constante, le groupe
TT/, (Hom (V1, S^H^1), PI, fo) est isomorphe au groupe ÇB (^n-m+^i ou

«-.̂ h ̂  ^.-^-i (S"-"-1), t entier.

En prenant V" == S", on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Pour n ̂  2, 2m— 3 M — 4^0, on a

7:0 (^ (S71, S1 xR^-1)) ^ © TrL-m+i» i entier.
i^l

Par exemple les classes d'isotopie des plongements de S" dans S^R2^
n ̂  2, sont classifiées par (f)Z; les classes d'isotopie des plongements

de S71 dans S^R2""1, ^^4, sont classifiées par ® Za. Ce corollaire
î^l

a été démontré dans la catégorie P. L. par Hacon [6].

8. CAS OÙ V A PLUSIEURS COMPOSANTES CONNEXES DE DIMENSIONS

DIFFÉRENTES. — On suppose que la variété V compacte sans bord a
r composantes connexes V,, i ===== 1, . . ., r, de dimensions ni éventuellement
différentes. Soit f : V -> M'11 une application continue. On définit une variété
W (V) et un espace topologique (?/ comme suit :

w w= (ilw (v^ ̂  (uyi x ̂ Y
^==(^^,v.)ii(^^y)

\ i / \i</ /

où (3,,/, i=j, est l'espace des courbes

c: ([-l . l] ,^l , l)^(^(0,V,Vy)
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muni de la topologie de la convergence uniforme. ^W (V;) étant un sous-
espace de <5/iv;? on peut considérer ^W (V) comme un sous-espace Cy. On
note? : e^j -> V\X Y/!'application continue définie parp (c) == (c (— 1), c (1)).
On note Qj,y le fibre vectoriel de base (?y défini par

Q/,N =f^^-v-N^llf^o^•'N^
/ \ i<J

. ,N 4- w — ni — rijoù Ô^N est le fibre image réciproque de ^+m "l ^ ' (VîXV/) par l'appli-
cation p : e^j -> V^XV/ . On note Qf le fibre vectoriel stable associé à
Q/,N et 9î,y celui associé à 9z,/,N-

La définition de a/^ se généralise. Si N est un entier suffisamment grand,
on peut définir une application

a,: 7:,(Hom(V,M-),Pl,/o)^^4-N(T(e^N),T(e^N <W))

pour k ̂  1 et un élément ao (f) € ^y (T (6/,N)? T (9y^ [ ^W)). Le théorème A
est encore valable dans ce cas en remplaçant n par sup n^

i

Par exemple, si V a deux composantes connexes V^ et V[, et si M7" = R7",
le groupe riy {^l (V, Rm), fo) est isomorphe pour

0 ̂ j ̂  2 m — 3 sup (p, ^) — 4
au groupe

7T, (^Z (V?, R-), /-o VQ ® TTy (̂  (Vî, R-), /o | V?) ® i2 ,̂_^^ (V?XVî ;^V iX^ VQ.

Étudions le cas particulier V == S7'H S'7. D'après 1.6. cor. il existe un
isomorphisme

""/?+<7—w+7'+l (o^Xo^î v} <^ 7r^,^_y_^^^_^ ç^ ^•p-m+j-\-\ \D '^q-m.+f+l ÇP ^/-m+r

D'après la proposition 6.1, on a donc :

PROPOSITION 8.1. — Pour 0 ̂ jr ̂ 2 m — 3 sup (p, q) — 4 ^ (ou(
plongement fo : S^ H S'7 -> R"1, fc groupe TCy (Si; (S^ 11 S7, R^, jfo) ^
isomorphe au groupe

^ j {Ym,p+l) \J[) ^j (V/7î,y4-i) ̂  7T^+y-m+/4-i u7 ^p-m+j+l \l) ^q-fn+f+i <P ^/-m+i*

Si de plus j ̂ m — sup (p, ç) — 2, on a

7T; (^f (S^ H S ,̂ R-), /o) ^ 7T^y-.^/+i ^ ^^7 (S——y-1).

On appelle 2-chaîne dans R'71 un plongement /*: S^H S^-^ R^. Si
2 m ̂  3 sup (p, q) 4" ^? 1e8 classes d'isotopie des 2-chaînes correspondent
aux éléments de ^ (S771-^-1) (Haefliger, [9], 1.3. c).



ÉTUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 371

Lorsque j = m — p — q —• 1, on peut définir comme au paragraphe 2,
le nombre d'enlacement d'un élément ^€T^. ^îl (V^ H V^, R77'), /J, nombre
entier ou entier modulo 2 suivant que V est orientable ou non. On définit
de même le nombre d'enlacement d'un plongement f, : V^ J_L V^ -> R7^^1.
Pour q ̂  p ̂  2 q — 2, les classes d'isotopie des plongements de V^ 11 V^
dar0 R^^1 sont classifiées par leurs nombres d'enlacement.

CHAPITRE VII
EXTENSIONS DU RÉSULTAT FONDAMENTAL

La méthode utilisée dans les chapitres IV et V pour définir l'homomor-
phisme a/; et démontrer le résultat fondamental peut être utilisée dans
bien d'autres situations. En particulier, elle permet d'obtenir des résultats
sur les espaces de plongements lorsque l'on considère des variétés à bord
et sur les espaces d'immersions.

1. EXTENSIONS AUX VARIÉTÉS A BORD. — Dans ce paragraphe V71

désigne une variété compacte à bord, M"2 une variété. De la même manière
que dans le cas d'une variété V71 sans bord (cf. IV. 1), on définit une variété
W271^ (V^XY"-ts)/^, un espace (^, un fibre de Serre p : Cf -^ W
et un fibre vectoriel stable 0^ de base Cy. On note à^ W = {àT^fs,
à, W = ̂ W - à, W.

On se donne un plongement go : ̂ V -> ^M. On note Hom (V71, M"1; go)
l'espace des applications différentiables f: V71 -> M7" telles que f\ à'V = go,
mum de la topologie (3°°. On note PI (V71, M^; go) le sous-espace des plon-
gements.

En généralisant la définition de a/,, on obtient pour tout entier k ̂  1
et tout plongement fo : V7' -> M771 un homomorphisme (application pointée
si k = 1) :

a, : TT, (Hom (V-, M- ; /o | ^V), PI, /o) -> ̂ n-m^ (C^ à, W; 6^).

De plus à tout /'eHom (V7', M7"; go) on peut associer

ao(Oe^-^(e/,^W;6y)

tel que ao (f) = 0 si f est homotope rel ^V71 à un plongement. On montre
alors le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — a^. est un isomorphisme (bijection si k = 1) pour
k ̂ 2 m — 3 n — 3, un épimorphisme [surjection si k = 1) pour
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k=îm— 3 n — 2. ûô p ,̂ pour 2 m — 3 M — 3^0, /*€ Hom (V71, M771; go)
est homotope rel ^V71 à un plongement si et seulement si ao (f) = 0.

Notons Pl^. (S", S771) l'espace des plongements de S71 dans S771 dont on
s'est donné le germe en un point de S71. L'espace Pl^ (S71, S771) a le même
type d'homotopie que l'espace PI (D71, D771; i) où i : S^'CS771"1 est l'inclu-
sion naturelle. L'espace Hom (D71, D772; i) étant convexe, d'après le théo-
rème 1.1 pour 0 ̂ j ^2 m — 3 n — 4, on a

7T; (̂  (S ,̂ S^), /o) W ^n^m+^i (W (D71), ̂  W (D^); 6).

Mais W (D71) se rétracte par déformation sur ^ W(D7^), donc d'après 1.7.1
les groupes de bordisme normal de (W (D71), ^ iW(D 7 1 ) ; 9) sont triviaux
en toute dimension. On a donc :

PROPOSITION 1.2 ([5], 7). — Pour 0^j^2 m — 3n — 4, on a
^j (^* (S71, S771)) = 0 pour (01^ pomt de base.

V

Dans [18] Svarc montre que

H, (P4 (S^, S^)) = 0 pour 0 ̂ j ̂  2 m - 4 n - 3.

Il montre aussi que l'espace PI* (S1, S7') pour n^4 est acyclique en toute
dimension ̂  3 n — 10 excepté 2 n — 6, le groupe Ha^-e (PI* (S^ S71); Z)
étant isomorphe au groupe Z des entiers.

En généralisant la définition de ^ [au moyen des applications excel-
lentes au sens relatif, cf. III. 1.5], on obtient pour tout entier k ̂  1 et
tout plongement /o : V71 -> M771 un homomorphisme (application pointée
si k = 1) :

^ : nk (Hom (V71, M-O, PI, /o) -> ̂ _,^ (e^, ̂  W u p (^ W) ; 6yJ.

De plus à tout feîïom (V71, M772), on peut a.ssocier

ao (f)ç^n-m {Cf, à, W U R (^ W); 6y)

tel que ao (/*) = 0 si f est homotope à un plongement. On a alors :

THÉORÈME 1.3. — Soit V" une variété compacte à bord (resp. pouvant
être construite par adjonction £anses d'indices ^p < n). Alors a/, est un
isomorphisme (bijection si k =^= 1) pour t^k^îm — 3n — 3 (r<?5p.
l ^A ' ^2m— 2 / 2 — p -— 1), un épimorphisme {surjection si k = 1)
pour l^ /( l^2m— 3n— 2 (resp. 1 ̂  k ̂  2 m - 2 n - p). Z)e p ,̂
pour 2 m — 3 n — 3 ^ 0 (re.s?p. 2 m — 2 n — p — 1 ̂  0), fe Hom (V71, M771)
^ homotope à un plongement si et seulement si ao (/*) == 0.
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On applique ce qui précède en prenant pour V'1 le disque D" et pour
M"1 l'espace euclidien R^. Cela donne pour O^j'^2 m — în — 2 un
isomorphisme ^ (SI (D^ R^)) ^ û7 '̂-1 (W (D^) ; m co). L'espace W (D71)
se rétracte par déformation sur P""1. Par suite, on a

TT; (^l (D71, R )̂ ^ ̂ -7-1 (P^-i; m ̂ _,)
^ ^^+7 (P71-1; (m - n) ̂ -i).

Par ailleurs on sait que îiy (^ (D71, R^) w ^j (Vrn,n) où V^ est la variété
de Stiefel des n-repères de R^. On a donc :

PROPOSITION 1.4. — Pour 0 ̂  j ̂  2 m — 2n — 2, on a des isomorphismes

^n-m+j (P^-1; (m - n) ̂ -.i) W TTy (T ((m - H) À^i)) %? TTy (V^),

où ?^_i ê5^ ^ l'fibré sectoriel canonique de base V espace projectif réel P^1,
T = espace de Thom et ^fm,n est la variété de Stiefel des n-repères de R77'.

Notons r : ̂  (D^1, R^ -> ̂ l (S", R'1) l'application définie par r (f) = f | S",
S" étant identifié au bord de D^. Notons j l'inclusion de W (S") dans
W (D7^1). Considérons le diagramme commutatif (on a une relation
D~1 o oy ==== S o à comme en IV. 3) :

TT; (̂  (D^S R-)) ——^*—> TT; ($eZ (S", R-))
D—i o ay | D—i o aJ

^ /* ^
^-7-1 (W (D^1); m co) —^ ^^-7-1 (W (S^); m &))

L'inclusion 7 admet une rétraction par déformation, par suite J* est un
isomorphisme. On a donc :

PROPOSITION 1.5. — Uapplication de restriction

r : ^l (D ,̂ R771) -> ̂ l (S^, R^)

induit un isomorphisme des groupes d'homotopie en dimension 7,

0 ^ 7 ^ 2 m — 3 n — 4 .

En particulier ^j (SI (S", R'7')) ^ ̂  (V^,^i) pour 0 ̂ j ^ïm— 3 n — 4.
£)e p^u ,̂ pour 2^j^ 2 m — 2n — 4 ^ ^ou^ plongement fo : S" -> R ,̂
le groupe abélien r.j (SI (S% R7"), /'o) (̂ somme directe du groupe ^j (Vm,n-+-i)
et Sun groupe abélien.

Notons Sl.^ (S71, R'") l'espace des plongements isométriques de S71 dans R'".
La première partie de la proposition 1.5 revient à dire que l'inclusion
Sl^o (S^, R^) C SI (S^, .R"") induit un isomorphisme des groupes d'homo-
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topie en dimension 7, 0 ̂ j ̂  2 m — 3 ̂  — 4. Il suffit pour le voir de
considérer le diagramme commutatif suivant :

^l (D^, R^1) ——> ^f (S^, R^)

^iso (D^1, R-) -^ ̂ , (S^, R^)

et de remarquer que Pinclusion %o (D^, R^C^D^, R^ admet
une rétraction par déformation.

2. EXTENSIONS AUX ESPACES D'IMMERSIONS. — On suppose dans ce
paragraphe que V71 est une variété compacte sans bord. On note Imm (V", M'")
le sous-espace de Hom (V^ M'") formé des immersions, /o désigne un plon-
gement ou une immersion de V dans M^ suivant les cas.

En utilisant la méthode ayant servi à définir a/,, on peut définir pour
tout entier k ̂  1 des homomorphismes (applications pointées si k = 1) :

(3^ : TT, (Imm (V71, M"1), PI, /o) -> ^n-m+k (e/o; 6^), /o € PI (V", M771),
T, : T:, (Hom (V^, M^), Imm, fo) -^ ^2n-^+^-i (àW; 0 ^ W), /o € Imm (V^, M^).

De plus, à /'eimm^, M") on peut associer ^ (f) ç^n^ ((^; 6^) tel
que Pô (/*) = 0 si /* est régulièrement homotope à un plongement.
A /•eHom^M") on peut associer To (/*) €t2^-m-i (^W; 6 ^W) tel
que Yo (/*) = 0 si /* est homotope à une immersion.

Pour tout entier k ̂  1 et tout plongement f, : V" -> M"1, a^-, ?/„ y/,
entrent dans le diagramme commutatif

^(HomJmrVo)——^T^Omm,P^)———^^(Hom,P€,fo

.̂1

-^(Homjmm/fo)

^

a2n-^^w;e|àw)-^Q,^,(e^,9^-^ Q^ ,̂(e^ôw;9^)~^ B,,̂ ,(ôW;e|ôW)

La première ligne horizontale du diagramme est la suite exacte d'homo-
topie du triple (Hom (V", M^1), Imm, PI) au point de base /o€Pl (V^, M^.
La deuxième ligne horizontale du diagramme est la suite exacte de bordisme
normal de la paire ((3^, </W$ Oy,,).

De plus, on a yo (f) = à (ao (/•)) pour /•€ Hom (V^, M"), ao (/•) =^ (?o (/•))
pour /'€ Imm (V^ M7").

Le théorème A se généralise alors comme suit :
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THÉORÈME 2.1 :
Pour 1 ̂  k ̂  2 m — 3 n — 3, a/, ^ [î/, ^on^ des isomorphismes (bijections

si k= 1).

Pour 1 ̂  /c ̂  2 m — 3 n — 2, ^^ et ̂  sont des épimorphismes [surjections
si k= 1).

Pour 1 ̂  /c ̂  2 m — 3 n -— 1, y/, <?^ UM isomorphisme (bijection si k = 1).
Pour 1 ̂  A- ̂  2 m — 3 n, Y/, e^ un épimorphisme {surjection si k = 1).
Si 2 m — 3 n — 3 ̂  0 ^ ao (/*) === 0, /* est homotope à un plongement.

Si 2 m — 3 n — 3^0 et po (/*) = 0, /* e^ régulièrement homotope à un
plongement.

Si 2 m — 3 n — 1 ̂  0 ^ ^o (/*) == 0, /* e^ homotope à une immersion.

On suppose V" connexe^ n ̂  1, ce qui entraîne W (V") connexe. Soit
/ • î V ^ — R ^ une immersion. A f est associé Pô (/') €Ûo (W; 6) ̂  Ho (W; Z(9)).
Mais 9 = (2 n) co © v W, de sorte que Z (6) w Z (v W). Par suite,
Ho (W; Z (6)) ^ Ho (W; Z (v W)) ^ Z ou Z, suivant que W est orientable
ou non.

Si n est impair ou si V nest pas orientable^ W n'est pas orientable, par
suite po (/')eZ,.. Si n est pair et si V est orientée W est orienté, on a alors
un isomorphe naturel Ho (W; Z (v W)) ^ Z, par suite po (/*)eZ.

Pô y)€Z ou Z^ ainsi défini s'appelle ^ nombre algébrique de self-inter-
sections de /*. Et d'après le théorème 2.1, on a :

PROPOSITION 2.2 (Whitney [20]). — Soit V" une variété compacte connexe
sans bord. Soit f : V" -> R2^ une immersion. Pour n ̂  3, f est régulièrement
homotope à un plongement si et seulement si Ro (f) = 0.

Lorsque W11 = R", l'invariant ^o (f) e^n-m-i (<AV; 0 [ ^W) ne dépend
pas de la classe d'homotopie de f. On note ^o (V^, m) = yo (/*). On a
y, (V", m) = ï ( m c o | ^ W ) .

Supposons V" connexe, n^l et M^ = R2""1. ^W est alors connexe
non vide. L'élément To (V71, 2 n — 1) eûo (^W$ 6 ^W) est d'ordre 2
d'après 11.6.5. Considérons la suite exacte

Î2i (W, àW; 6) -t ^o (^W; 6 [ ^W) -̂  ^o (W; 6).

Comme ^0 (V", 2 n — 1) = à (ao (V, m)), on a ^ (^0 (V", 2 M - 1)) = 0.
Si ûo (^W$ 9 ^W) ^ Z, on a nécessairement fo (V", 2 M — 1) = 0 car
Yo (V^, 2 n — l ) est un élément d'ordre 2. Si ûo (^W$ 0 ^W) ^ Z^ ^
est un isomorphisme, et comme i^ (yo (V^, 2 n — 1)) = 0, on a encore

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 49
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Yo (V^, 2 TZ — 1) == 0. L'obstruction Yo (V71, 2 ^ — 1 ) est par conséquent
toujours nulle. On a donc :

PROPOSITION 2.3 (Whitney [21]). — Soit V" une variété compacte connexe
sans bord. Pour n ̂  3, il existe toujours une immersion de V71 dans R2^"1.

Étudions pour terminer les groupes ^ (Imm (S71, R^, PI, /o), /c^l.
L'application ^ : W (S71)-^ P71 définie en VI. 6 est un fibre en boules.
Par suite, on a un isomorphisme

^2n-m+k (W (S"); 6) ^ ^n-m+k (P"; (m - II) À).

D'après 1.7.3, ce dernier groupe est isomorphe pour k^2m—3n—2
au groupe TT/,+^ (V^+i,n+i). D'après le théorème 2.1, on a donc

PROPOSITION 2.4. — Pour 1 ̂  /c ̂  2 m — 3 n — 3 et tout plongement
/oîS^R^, le groupe ^(Imm (S71, R^, PI, /o), /c^l, ^ isomorphe
au groupe ^/^(Vm+i^+i).

Compte tenu de VI. 6.2, on en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5. — Pour Qé=.j^ m— n — 2 , j ^ 2 m — 3 n — 3 ,
on a

TT; (Imm (S", R^)) ^ 7r;^ (V^+i,^).

D'après le théorème de classification des immersions de Smale [161
(généralisé aux familles d'immersions à plusieurs paramètres), la propo-
sition 2.5 est valable en supprimant l'hypothèse j ̂ 2 m — 3 n — 3.
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