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Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 5, 1972, p. 397 à 422.

DISJONCTION HOMOTOPIQUE
ET DISJONCTION ISOTOPIQUE

LA PREMIÈRE OBSTRUCTION

PAR FRANÇOIS LAUDENBACH

Dans tout cet article ( A ) , on travaille avec la catégorie DIFF des variétés
différentielles, éventuellement à bord et à coins, et des applications C30.
M désigne une variété compacte de dimension m, V une variété de dimen-
sion v et N une sous-variété de dimension n; f est un plongement de M
dans V; on suppose toujours ^ > m. L'entier k = m -\- n — v est la
dimension d9 intersection', c'est la dimension de K == /l-l (N) lorsque f est
transversal sur N.

Le problème de savoir si f est isotope à un plongement de M dans V — N
se fractionne en deux problèmes. Le premier relève de la théorie d'obstruc-
tion classique en théorie de l'homotopie; il s'agit de trouver une homotopie
de disjonction de /*, c'est-à-dire une application h : Mx[0, 1] —^ Vx[0, l],
respectant le paramètre, telle que

h\M x { 0 } = f et h ( M x [ l } ) c ( V — N ) x i l i .

Etant donnée une telle homotopie, le second problème consiste à la déformer
pour en faire une isotopie de disjonction. Dans cet article nous envi-
sageons le second problème dans le cas où M est sans bord ou, plus généra-
lement, dans le cas où f (àM) C^V et où l'on impose à toutes les applications
de M dans V de coïncider avec f SUT le bord (2).

Comme nous allons le rappeler au paragraphe i, si n ̂  2 k + 3, le
problème admet toujours une solution. En revanche si n == 2 k + 2,
on rencontre une obstruction; bien ententu, cette obstruction dépend
de l'homotopie de disjonction h et apparaît donc comme une obstruction

0) Les principaux résultats de cet article ont été annoncés dans [9].
(2) Si, au contraire, on s'autorise des modifications sur le bord, alors le problème

discuté admet une réponse très différente; la première obstruction arrive bien plus tard.
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secondaire dans le problème de disjoindre /(M) de N par isotopie. Pour
définir cette obstruction Jj(h) (§ 2), nous introduisons l'hypothèse supplé-
mentaire que M, N et V sont orientables (3). Le paragraphe 3 est technique
et prépare la démonstration du théorème principal (§4), où l'on prouve
que, si m, n ̂  ^ — 3, %^ (h) est la seule obstruction à déformer h en une
isotopie de disjonction. Signalons qu'une des difficultés principales vient
de la non-régularité de certains revêtements. Au paragraphe 5 nous
montrons sur un exemple de Haefliger que l'obstruction %j(^) n'est pas
toujours nulle.

Je remercie J. Cerf, A. Chenciner et C. Morlet pour les conversations
que j'ai eues avec eux sur ce sujet.

1. Nouvelle formulation du problème et rappel des résultats établis

1.1. Introduisons l'ensemble quasi-simplicial, au sens de Morlet [10],
A,g, (/*; C'0), où l'indice (^ est 1 (Isotopie) ou PI (Pseudo-Isotopie) : si A^
est le p-simplexe standard, un p-simplexe de cet ensemble est une appli-
cation C90,

F : M x ( i O } * ^ ) - > V x ( { 0 } * C^P)

(où { 0 } * ̂ p est le joint d'un point avec ^p) telle que :
lo F | M x { 0 }==/•;
2o si 0 = PI, F respecte les faces de { 0 } -k A^,

si 0 == I, F respecte la projection sur { 0 } * A^;
3o F (MX^)C(V- N)xA^,
40 si àM ̂  0, F | àMx ( { 0 } * A^) = fx Id | ( { 0 }-k A^).
Les opérateurs de face sont évidents. Si on demande en plus que F

soit une immersion, ou un plongement, on définit le sous-ensemble quasi-
simplicial A(^ (/*; Imm) ou A^ (/*; Pigt). Les 0-simplexes de Ai (/*; C'0) sont
les homotopies C00 de disjonction de f par rapport à N ; les 0-simplexes
de Ai (/*; Pigt) sont les isotopies de disjonction.

1.2. Le problème que nous voulons discuter est le suivant : quand
l'application naturelle

coo : 7:0 (Ai (f; Pigt)) -> 7:0 (Ai (f; C00))

est-elle une surjection? On peut se poser la même question en remplaçant
les symboles Pigt par Imm ou (et) 1 par PI.

(3) Si les variétés ne sont pas orientables, on peut certainement calculer Fobstruction
en introduisant les premières classes de Stiefel-Whitney des différents fibres tangents
et normaux qui interviennent dans la question. Je n'ai pas fait ce calcul.
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Remarques. — 1° Les ensembles quasi-simpliciaux Aj (/'; C96) et Api {f, C")
ont naturellement le même type d'homotopie.

2° II résulte de la théorie des immersions ([4], [7], [12]) que l'application
naturelle

A,(f; Imm^M/'îC90)

est une équivalence d'homotopie faible.

1.3. Dans [8], j'ai démontré que, si n ̂  2 k + 3 et si Aj (/*; C90) n'est
pas vide, alors Aj (/*; Pigt) n'est pas vide. J'ai utilisé pour cela la méthode
de 1' « engulfing » de Stallings [13], méthode issue de la topologie semi-
linéaire; pour obtenir la surjectivité de OD(), j'ai dû supposer n > 2 k + 3;
cependant la méthode s'appliquait au cas où M et N n'étaient que des
polyèdres.

Depuis A. Tinéo a démontré dans [14] un théorème de « réalisation
d'intersection » dont il résulte en particulier que (Oo est surjectif dès que
n ^ 2 / c + 3 :

DÉFINITION. — Si X est une sous-variété de Mx[0, l], on appelle
fonction hauteur sur X la restriction à X de la projection Mx[0, 1] ->- [0, I],

THÉORÈME (Tinéo). — Soient V^, N'1, M^, f comme précédemment. On
suppose que f est transversal sur N. Soit h : Mx[0, 1] ->- V une homotopie
de f générique, c9est-à-dire telle que :

(i) h est transversale sur N;
(ii) la fonction hauteur sur h~1 (N) est de Morse {on note p 4- 1 son plus

grand indice critique).

Alors si n ̂  2 p + 3 {en particulier si n ̂  2 k + 3), il existe une
application

H : M x [0, 1] x [0, 1] -> V

transversale sur N et telle que :

lo H | M X [ 0 , 1 ] X { 0 ^ =h9,
2° H | MX [0, 1] X { 1 } est une isotopie;
3° pour tout te [0, l], H [ M X { 0 } X { ( } == f;
4° pour tout (€[0, l], H | Mx[0, 1] x { t } est transversal sur N et V image

réciproque de N est isotope, dans Mx[0, l], à h~1 (N).

Dans cet article, nous allons étudier la première dimension n === 2 k 4" 2»
pour laquelle coo n'est plus a priori surjectif.
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2. Définition d'une obstruction

2.1. NOMBRE D'ENLACEMENT. — Ce qui est exposé en 2.1 et 2.2 est
indépendant de la situation géométrique décrite dans l'introduction.
Soit X une variété de dimension x\ dans Xx[0, l], on considère deux sous-
variétés W de dimension w et D, compacte, de dimension d, telles que :

lo d + w = x\

2° D Ç\ W === 0 (intersection générique) ;

30 àD = D H XX { 1 }, àW = Wn XX { 0 } et ces intersections sont
régulières ;

4° W est orientée et D est transversalement orientée.

Dans ces conditions, on peut définir un nombre d'enlacement ?(W, D)eZ.
On considère la classe d'homologie de chaînes localement finies à coeffi-
cients entiers [W] € H^ (Xx [0, 1] — D, X x { 0 } ) , représentée par W.
Dans la suite du triple (Xx[0, l], Xx[0, 1] - D, Xx { 0 } ) , la flèche bord

8: H^(Xx[0, l], Xx[0, 11 -D)-^H^(Xx[0, 1] ~ D, Xx j 0 } )

est un isomorphisme. Posons .a = â-1 ([W]); par excision a donne
a'€H^i(T, àT) où T est un voisinage tubulaire compact de D. Par
Pisomorphisme de Thom a' donne a^eHo (D). Alors ; (W, D) est l'image
de a77 par la résolution canonique Ho (D) -> Z.

2.2. Soient (Xx[0, l], W, D) et (Xx[0, l], W, D') deux triplets vérifiant
les conditions de 2.1. On suppose qu'ils sont cobordants, c'est-à-dire qu'il
existe des sous-variétés W et D, compacte, dans Xx[0, l]x[0, 1] telles que

^6== On [Xx ^([0, l]x[0, l ] ) -Xx { 0 } x [ 0 , 1]],
^ = Wn[Xx à([0, 1] x [0, l]) - Xx { 1} x [0, 1]],
DnXx[0 , l]x ( O j =D, D nXx[0, l]x j l } = D',

WnXx[0 , l ] x i 0 { =W, WnXx[0 , l ] x { l } =W\

où toutes les intersections sont régulières. On suppose que W est orientée,
que l'orientation de son bord induit celle de W et l'opposée de celle de W,
que D est transversalement orientée et que cette orientation transversale
induit celle de D et de D'.

Génériquement l'intersection de D et de W est ponctuelle. Puisque
âWr\àD = 0, on peut, par la méthode habituelle, définir le nombre
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d'intersection [w]n[D]eZ. On vérifie alors la formule

(F.2.2) Z (W, D') = / (W, D) + [W] n [6].

2.3. HOMOTOPIE RÉGULIÈRE DE DISJONCTION GÉNÉRIQUE. — NOUS

reprenons le problème géométrique posé en 1.2 lorsque n = 2 k + 2.
Soit h un 0-simplexe de Aj (/*; Imm) ; on dit que h est générique si :

1° l'immersion h : Mx[0, 1] -^ Vx[0, 1] est générique (self-intersection
transversale) ;

2° h est transversale sur N X [0, 1] ;
3° h h~1 (NX[O, 1]) est un plongement.

On démontre que tout 0-simplexe est homotope à un 0-simplexe géné-
rique; par les arguments classiques de transversalité, on peut satisfaire
à 1° et 2°. Ceci étant, pour satisfaire à 3°, on peut utiliser le lemme suivant
dû à Tinéo [14] :

LEMME. — Soient deux variétés X et Y, Z une sous-variété de Y et f : X -> Y
une application transversale sur Z. Notons K = /l-i (Z) et g = f\ K : K -> Z.
Alors toute homotopie { gt\tç[0, 1] } de g est la restriction à K d^une homo-
topie {ft\ <€[0, 1] } de f telle que, pour tout tç[0, l], ft soit transversale
sur Z et /'71 (Z) === K. De plus, on peut choisir la famille [ ft ] continûment en
fonction de la famille { g<}.

Pour les 1-simplexes, on donne une définition analogue de la généricité
en remplaçant dans 3° « plongement » par « immersion générique » et en
imposant que les extrémités soient des 0-simplexes génériques. Tout
1-simplexe dont les extrémités sont génériques est homotope, rel. ses
extrémités, à un 1-simplexe générique.

Pour p ̂  2, on définit par récurrence les p-simplexes génériques en
imposant les conditions du type 1° et 2° et aussi que les faces soient
génériques.

2.4. VARIÉTÉ DE POINTS DOUBLES. — Dans la suite de cet article, on
suppose que M et V sont connexes (la généralisation au cas non connexe
est facile, mais nécessite des notations désagréables). On choisit une fois
pour toutes des points de base Xo€:M et 2/0 == /'(^o)eV. On considère
un revêtement pointé

P : (^yo)-^(V,yo)
tel que

P* Tri ( ,̂ t/o) = f^ 7:1 (M, rro).
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L'application f se relève en f : (M, Xo) -> (V, yo) mais ne se relève dans
aucun revêtement non trivial de V. Considérons alors, d'une part le revê-
tement q : M ->- M, image réciproque par f de (V, p, V) et d'autre part

le produit fibre VxV, qui est aussi l'espace total du revêtement image

réciproque par p de (V, p, V).
L'application f : M —>- V se relève canoniquement en f : M -> V et le

diagramme suivant est commutatif :

\V/

Ce diagramme peut donc se compléter par une application ̂  : M ->• Vx V,

dont on vérifie immédiatement qu'elle induit une bijection sur l'ensemble
des composantes connexes. On peut donc identifier 1X0 (M) avec ^ o ^ V x V Y
ensemble qui s'identifie lui-même à

p^v^v^yp.M^o).
Cette identification est justifiée, car elle est équivariante par rapport

aux involutions canoniques : d'une part, l'involution 'S -> ir""1 sur l'ensemble
des doubles classes; d'autre part, l'involution o"^ induite par l'involution
naturelle 0' de V x V qui permute les facteurs.

Il est bon de rappeler que VxV(resp. M) est un revêtement trivial
<w v / /v M \de V (resp. M), si et seulement si p^ îii (^V, y o ) est un sous-groupe invariant

de TTi (V, î/o), mais que ces deux revêtements ont l'un et l'autre au moins
une composante qui revêt trivialement leurs bases respectives, à savoir
celle correspondant à la double classe triviale.

Nous utiliserons les notations suivantes : pour tout double classe îi,
]VL désigne la composante correspondante de M. D'autre part, si H est
un p-simplexe de Aj (/*; Imm), H se relève en H : MxA^1 -^VxA^4 ,
en H : MxA^1 -> Vx A^ et en ^ : MX A^1 -> fVx V") X A^-1.

\ V /

Considérons l'ensemble

D(H) =={(x,x\ Q e M x M x A^IH^, 0 == H ( x ' , t), x ̂  q (£') i.



OBSTRUCTION A LA DISJONCTION 403

La projection naturelle MX M X A^1— MX MX A^ plonge D(H) ;
c'est d'ailleurs l'image de ce plongement qui est habituellement regardé
comme l'ensemble des points doubles à la source de H. Puisque M
est compact, on en déduit que D (H) est compact. Si H est géné-
rique, D (H) est une variété de dimension 2 m — v + p + 1. On pose
D^ (H) ==(MX M^ X AP^nD (H) ; on l'appelle la variété des points
doubles de type ri. Par compacité, D^ (H) est vide sauf pour un nombre
fini de doubles classes.

Puisque l'image du plongement de D (H) dans M x M x A ^ est inva-
riante par l'involution {x, x\ t) -> (a/, x, t), D (H) est lui-même muni
d'une insolation canonique 2 qui est sans point fixe. On vérifie que

i(D,(H))==D^(H),

alors que les variétés 1VL et M^ ^ ont en général des groupes fondamentaux
non isomorphes.

2.5. PRÉIMAGES DE N. — On note N l'image réciproque de N dans
le revêtement V. Si H est un p-simplexe générique de Aj (/*; Imm), H est
transversal sur NxA^1 ; posons w (H) == H'^NX A^1); c'est une sous-
variété de M X A^1 de codimension ^ — n. Nous allons décrire une partition
naturelle sur l'ensemble des composantes connexes de w (H).

On considère l'application ^ : MX A^1 -^ ( V x V ^ X A^1 définie en 2.4.

La restriction ^ w (H) a son image dans N X N. On définit alors, pour

tout a€î io ( N X N), Wa (H) comme étant la préimage de la composante a

par l'application ^ [ w (H).
On pose aussi W (H) = M X w (H) et Wa (H) = M X ̂ a (H) ; W (H) est

une sous-variété de MxMxA^ 1 et Wa (H) est une sous-variété de
M x M / ( a ) X A ^ , où j : ^o (^Nx N^ — T i o ( V X V ^ désigne l'application

induite par l'inclusion.
Puisque V est supposé connexe,^ est une surjection; d'autre part, on a

a ^ j ==yo"^ , où, par abus de notation, o">;; désigne à la fois les involutions
canoniques de Tio ( N x N ^ et de îio (Vx VV

\ N / V V /

Si H est un 0-simplexe générique de Ai (/*; Imm), les sous-variétés Wa (H)
et Dy(a ) (H) sont disjointes dans M x M / ( a ) X [ 0 , 1]; elles vérifient toutes
les conditions de 2.1 sauf la condition d'orientation. Si H est 1-simplexe
générique, Wa (H) et Dy(a) (H) se rencontrent suivant un nombre fini

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 3 53
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de points et vérifient donc toutes les conditions de 2 .2 sauf la condition
d'orientation. Dans ce dernier cas, l'involution canonique S de D (H)
induit une involution sans point fixe de W ( H ) n D ( H ) qui transforme
Wa (H)nD,(a) (H) en W^a) (H)HD,^a) (H).

2.6. ORIENTATION DES VARIÉTÉS DE POINTS DOUBLES. — On SUppOSC

que M, N et V sont orientées. On oriente les revêtements de sorte que
la projection respecte l'orientation; ainsi est orientée la diagonale S^
de VxV. La variété D (H) est alors transversalement orientée, car elle

v
est préimage de â^ par une application transversale. L'involution cano-
nique 2 de D (H) est alors de degré (— ^y-m^ Dans le cas où H est un
1-simplexe générique, deux points de W (H) H D (H), équivalents module 2,
ont des signes qui diffèrent du facteur (— j^-^ ==: (— 1 .̂

2.7. UN INVARIANT DES 0-SIMPLEXES GÉNÉRIQUES; DÉFINITION DE

L'OBSTRUCTION.

2.7 .1 . Soit h un 0-simplexe générique de A, (/*; Imm). On définit
If (^)€Ho ( N x N ; Z\ de la manière suivante : pour a 6 ^ o ( N x N Y le

\ N / \ N /

coefficient If (K)y. de l'élément de base a est l'entier l (Wa (h), Dy(a) (^)),
nombre d'enlacement de Wa {h) avec Dy(a) (h) dans MX M^a) X [0, l], tel
qu'il a été défini en 2.1.

Si H est un 1-simplexe générique reliant h et V, on a, d'après (F. 2.2),

(F. 2.7.1) If (h\ - If (/Qa = [Wa (H)] n [D,(a) (H)].

D'après 2.5 et 2.6, si cr^ (a) ̂  a, on a

[Wa (H)] n [D/(O) (H)] = (- \Y [Wo, (a) (H)] n [D^(O) (H)] ;

si a^ (a) == a et si k est impair, [Wa (H)]n[Dy(a) (H)] == 0; enfin si
a^ (a) == a et si k est pair, [Wa (H)]n[Dy(a) (H)] est pair. Autrement dit,
If (^') - If We Image (Id + (- 1)^ ̂ ).

Des considérations précédentes, il découle qu'il existe une application
bien définie

%y : 7:0 (Ai (/•; Imm)) -> Ho (N ̂  N; ZVim (Id + (- 1)' ̂ ),

qui à la classe d'un 0-simplexe générique h associe la classe de If (A).
Si h est une isotopie de disjonction [i. e. un 0-simplexe de Aj (/*; Pigt)],

alors les variétés D^. (h) sont toutes vides et, par conséquent, If {h) == 0.
On a donc la proposition suivante :
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2.7.2. PROPOSITION. — Considérons la situation géométrique (M^, V^, N", f)
de l'introduction. On suppose que M, N et V sont orientées, que M et V sont
connexes, que M est compacte et que f'(^M)C^V — (^N. Si n == 2 /c + 2,
i7 existe une application naturelle ( 4 ) :

%/ : 7:o (Ai (/•; Imm)) -> Ho (N x N; Z) / Im (Id + (- 1)' ̂ )

qui s9 annule sur V image de

coo : 7:o (Ai (/'î Plgt))-^7:o(Ai(/-; Imm)).

(k ̂  ?a dimension d'intersection; pour les notations oûo, ^* et N, ^oir 1.2,
2.4 et 2.5).

2.7.3. Remarques. — 1° Compte tenu des remarques 1.2, on peut
considérer que jj est défini sur Tio (Api (/*; C30)).

On peut alors vérifier que ^ s'annule aussi sur l'image de

TTo (Api (f, Pigt)) -> TTo (Api (f; C90)).

2° Si V est 1-connexe et N connexe, le groupe d'obstruction est Z si k
est impair et Z/2 Z si k est pair.

2.7.4. Fonctorialité. — Soit /*' : M —^ V un plongement isotope à /*,
par une isotopie F; alors F induit des équivalences d'homotopie

A(g (f; Imm) ̂  A^ (/•/; Imm),
A^(/-;Plgt) -A^(r;Plgt),

où (^) == 1 ou PI. On vérifie que le diagramme suivant est commutatif :

7:0 (Ai (f\ Imm))\^
I I ? ^Ho (N ̂  N; Z)/Im (Id + (- iy ^)

7:o(Ai(/"; Imm))^^'

2.7.5. Soit AeA,(/1; Imm). D'après le théorème de Tinéo (1.3), il
existe un plongement f : M -> V, une isotopie F de f à /*', et un 0-simplexe
h' € Ai (f ; Imm) tels que :

1° les classes de h et de h' se correspondent dans la bijection induite
par F, donc jj (h) = ̂  {h') ;

2° A'"1 (Nx[0, 1]) soit une réunion de (k + l)-disques sur chacun
desquels la fonction hauteur n'ait qu'un seul point critique.

(4) Elle dépend tout de même du choix d'un revêtement pointé V de ^ (voir 2.4).
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3. La stratification de l'espace
des immersions définie par une sous-variété du but

Le problème suggéré par le titre de ce paragraphe pourrait être l'objet
d'une étude systématique. Ici nous ne parlerons que de ce qui sera utile
pour la démonstration du théorème principal (§4) . La situation reste
donc celle de la proposition 2.7.2.

3.1. STRATES DE CODIMENSION 0 ET STRATES DE CODIMENSION 1.

3.1.1. Dans l'espace Imm (M, V), muni de la topologie C00, on considère
l'ouvert ^° des immersions transversales sur N. Le complémentaire est
de codimension 1, en ce sens que tout chemin dans Imm (M, V) est proche
d'un chemin dans ^°, mais qu'il y a des familles à deux paramètres dans
Imm (M, V) qui ne sont pas proches d'une famille à deux paramètres
dans y. Dans Imm (M, V) — ^°, on définit un ouvert ^ : g €^1 si g
est transversale sur N sauf en un point c où il y a un contact d'ordre 1
et d'indice 0; précisément, cela veut dire qu'il existe au voisinage de c
dans M et de g (c) dans V des coordonnées locales dans lesquelles g est de
la forme

g (x^ ..., Xm) == (x\ +... + ̂  ̂ i> • • • » ^m, 0, . . . , 0).

où N est l'espace des n dernières coordonnées.
<^1 est de codimension 1; la stratification (^°, ̂ i) est localement triviale

au sens de Cerf [1]; mais le complémentaire de ^°U^1 n'est pas de codi-
mension au moins 2, car il y a des strates de codimension 1 correspondant
à des contacts d'ordre 1 et d'indice non nul.

Le groupe qui agit naturellement sur cet espace stratifié est
G = Difî (M) x Difî (V, N),

où Diff (V, N) désigne l'espace des difïéomorphismes de V qui laissent N
invariant. Malheureusement l'action de G si elle respecte la stratification,
n'est cependant pas une action localement triviale; en effet, les compo-
santes connexes de ^° ne sont pas contenues dans des orbites de G, alors
que ce serai vrai pour un espace de plongements. La conséquence de ceci
est que le lemme des chemins élémentaires de Cerf [1] n'est pas applicable.
Il nous faudra contourner cette difficulté.

3.1.2. Nous aurons besoin de considérer l'espace Imm° (M, V) des
immersions qui n'ont pas de point double sur N. Puisque l'on suppose
n = 2 k + 2, Imm° (M, V) est un ouvert dense dans Imm (M, V) et l'espace
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des chemins de Imm° (M, V) est aussi un ouvert dense dans l'espace
des chemins de Imm (M, V). On pose ^° === Imm° (M, V)n^° et
^1 = Imm° (M, V)n^1. (^°, ^rl) est une stratification localement triviale;
le groupe G agit sur elle mais non localement trivialement.

DÉFINITION. — Un chemin dans Imm (M, V) est dit chemin de traversée
de ^rl (resp. de ^A) s'il est contenu dans ^U^ (resp. ^°U^1) et s'il
coupe S^1 (resp. <^1) transversalement et en un seul point.

3.2. CHEMINS ÉLÉMENTAIRES D'ÉLIMINATION.

3.2.1. Soit g : M —^ V une immersion appartenant à ^° telle que g~1 (N)
contienne une /c-sphère S. Un chemin élémentaire d^ élimination de S d^ori-
gine g est une homotopie régulière A = { g t \ <€[0, 1] } telle que

(i) go = g et, pour tout (€[0, l], g.€^°U^1;
(ii) il existe un ouvert U dans M, contenant le support de l'homotopie

régulière (8), tel que g U soit un plongement et que g~1 ( N ) H U = S;
(iii) { gt | U } est une isotopie élémentaire de disjonction au sens de

Cerf : en coordonnées cartésiennes

gt (^i, ..., Xm) = {x\ +... + ̂  + (2 t— 1) -o (p2), x,, . . . , Xm, 0, . . . , 0),

où co est une fonction de p2 == x\ +. . . + ̂  de graphe

1 2 ^ 2

Fig. 1

Lorsque 0 ̂  ( < 1/2, (gî | U)"1 (N) est une /c-sphère; lorsque (==1/2
on a un point de contact et lorsque 1/2 < ( ̂  1, (g( | U)~1 (N) est vide.
Le chemin À coupe ^1 transversalement et en un seul point.

A la donnée d'un chemin élémentaire À d'origine g, relatif à l'élimination
de S, on peut associer les objets géométriques suivants : un (A* + 2)-disque A,

(5) Le support de l'homotopie régulière { g t } est l'adhérence de l'ensemble
[xeM\3t> 0, g t ( x ) ^ g ^ x ) \ .
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à bord anguleux, plongé dans un V et champ E de (y — n — l)-repères
normaux à A dans V tels que :

1° An N==6^ . A (intersection transversale), A rencontre g (M) régu-
lièrement le long de à_ A, où à^_ A et à_ A sont les deux hémisphères lisses
de <M; g (S) = = ^ A n ^ A ;

2° S ^ - A c v ( N , V ) , E | ^ - A c v ( ^ A , g ( M ) ) .

Dans le système de coordonnées cartésiennes utilisé plus haut,

A === { 2i, ..., ZyCR^ 1 z^ = = . . . = = ̂  == 0,
Z2 = = . . . = = Z^-Â: == 0, 0 ̂  Zi ̂  ZÎn-k^ + . . . + ^+1 -- 1 },

,. ( à à \
" \ÔZ^ ' " ï ÔZm-k)'

Réciproquement tout disque A, muni d'un champ E, vérifiant les
conditions précédentes est associé à un chemin élémentaire d'élimination A.
De plus, toute isotopie de A, parmi les disques plongés vérifiant 1° se
relève en une homotopie de À parmi les chemins élémentaires d'élimination.

DÉFINITION. — On appelle support de X dans V l'intersection des fermés
pouvant être le support d'une isotopie ambiante de V qui prolonge l'iso-
topie { gt U |. On voit que c'est un épaississement du disque A.

3.2.2. Orientation. — Lorsque M, N et V sont orientées, S = g'~1 (N)
est transversalement orientée, donc orientée. On oriente alors à^. A de
sorte que g (S) ait l'orientation du bord de à^_ A et on oriente A de sorte
que à^ A ait l'orientation du bord de A.

3.2.3. Remarques. — 1° Soit g€^°; notons & l l'espace des chemins
élémentaires d'élimination d'origine g. Soit A € ê l'y alors il existe dans &l
un chemin arbitrairement petit d'origine A et dont l'extrémité À' est un
chemin de ^"U^71. Mais si X' et /// sont deux telles approximations de À,
alors en général X' et \" ne sont pas joignables dans F espace des chemins
élémentaires contenus dans 3!o\JSfi.

2° Soit g un plongement et A = [ gt (€[0, 1] } un chemin élémentaire
d'élimination d'origine g. Soit A le disque associé à A. Si int An g (M) == 0,
alors A est homotope à une isotopie d'élimination; il suffit pour cela de
diminuer le support de l'homotopie régulière { g t ] .

3.2.4. PROPOSITION. — Soit gG^0 générique (i. e. les self-intersections
sont transversales}^ et soit À un chemin de traversée de ^îl, issu de g,
relatif à l'élimination d'une sphère SCg'^N). Si v ̂  2 k + 4, À est
homotope, parmi les chemins de ^U^, d'origine g et traversant ^rl,
à un chemin élémentaire A', dont l'extrémité peut être choisie générique.


