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LES VOISINAGES OUVERTS REGULIERS :
CRITERES HOMOTOPIQUES 1'EXISTENCE

Par L. SIEBENMANN, L. GUILLOU et H. HAHL

Introduction

La premiére partie de ce mémoire [SGH] (*) a dégagé la notion de voisinage régulier
d’un sous-espace X d’un espace topologique Y et I’a développée d’un point de vue axio-
matique strictement élémentaire. Cette deuxiéme partie présente des critéres homotopiques
qui assurent I’existence des voisinages réguliers.

On aborde en premier lieu le cas ou X est compact, Y métrique et localement compact
et ou Y — X est une variété topologique de dimension # 4, car les outils classiques que 1’on
va utiliser — I’engouffrement et la théorie des anses — ont de telles limites. Néanmoins on
s’efforcera de donner des critéres nécessaires aussi bien que suffisants dans ce domaine.

De ce cas central découle aussi des critéres pour le cas ou Y — X est une variété de modéle
le cube de Hilbert Q ~ [—1, 1] et ensuite pour le cas ou Y est une variété métrisable
modelée sur ’espace de Hilbert I, & ]—1, 1[*® (toujours avec X compact).

La notion de voisinage régulier qui s’adapte a I’étude homotopique est celle de voisinage
I-régulier (= isotopie régulier, ¢f. [SGH, § 1]) bien qu’il reste possible que sous les hypo-
théses précédentes tout voisinage régulier soit I-régulier.

Le théoréme d’existence central est :

THEOREME (annoncé en partie dans [S;], [S4]) : Supposons Y métrisable, localement
compact, X compact et Y —X variété de dimension finie > 4. Alors X admet des voisinages
I-réguliers dans Y si et seulement si

(1) X admet des voisinages 1-réguliers dans X U 0 (Y —X), et

(ii) 1l existe une base U; > U, o Uy o ... de voisinages de X, un CW-complexe K
finiment dominé et un diagramme

U]~X~3 U2—X°:"U3—X<D
. ¥ N ¥ AN
K = K = K= ..

commutatif a homotopie preés.
(*) Pour un résumé, voir [S,,].
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Bien que la condition que K soit finiment dominé soit nécessaire (¢f. 1.1), on peut se
demander si elle n’est pas redondante.

Remarquons que la propriété (ii) ne dépend de Y —X qu’a son type d’homotopie prés.
On a donc bien un critére « homotopique » d’existence [du moins si dim d (Y —X) # 4].

La condition (ii) équivaut a dire que les bouts de Y—X a X sont en nombre fini et
dociles (« tame ») dans le sens de la thése [S,]; Siebenmann a montré en [S;] (?) que (ii)
ne suffit point pour assurer que X a des voisinages E de la forme radiale E—X =~ K xR,
avec K une variété compacte; il y a pour cela une obstruction supplémentaire, invariante
plut6t du type simple d’homotopie (infini) [Sg] de Y —X. Le lecteur trouvera dans [S,
§ 4 et 7] quelques exemples de ce phénoméne provenant méme de s-cobordismes compacts,
aussi bien que la vérification de notre théoréme pour ces exemples (on y discute essentiel-
lement le cas ou Y —X est un revétement oo —cyclique muni d’une structure PL).

A I’aide d’une dualité du type Poincaré-Alexander et des résultats de Wall sur la finitude
des complexes, on va déduire quelques critéres plus correctement homotopiques, dont :

THEOREME. — Soient Y une variété topologique de dimension n = 5 et X < int Y un
compact de dimension < n—3 tel que Y—X soit 1-LC a X. Alors X a des voisinages
I-réguliers dans Y si et seulement si X a la silhouette (= « shape » de Borsuk) d’'un A.N.R.
(= rétract absolu de voisinage) [c’est-d-dire, s’il existe une base U; > U, o Uy o...
de voisinages de X, un ANR K (peut-€tre non-compact) et un diagramme

commutatif & homotopie prés].
Rappelons que la silhouette est un invariant homotopique [Bo,].

Remarquons que ces deux théorémes restent valables en dimension 3 si ’on suppose
que Y — X satisfait prés de X & la conjecture de Poincaré (®) et que K n’a pas le type d’homo-
topie d’un plan projectif. Ceci se déduit de [HP]. En dimension 2, ces théorémes sont
valables tels qu’ils sont énoncés; la démonstration imite en la simplifiant celle de
dimension 3. La dimension 1 est triviale.

Il y a deux méthodes d’attaque qui devraient permettre de montrer I’existence des voi-
sinages réguliers : la premicre veut élaborer un raisonnement d’engouffrement pour vérifier
I'I-axiome [SGH, § 1] lequel équivaut a I’existence des voisinages I-réguliers; la seconde
veut s’appuyer sur un théoréme de [S,] démontré grice a la théorie des anses qui sous sa
forme topologique (voir [KS,]) affirme que X xS' admet des voisinages I-réguliers de
forme radiale dans Y x S* pourvu que dim 8 (Y —X) # 4 (ceci, bien siir, sous les hypo-
théses de nos théorémes). On n’a pas encore trouvé de solution satisfaisante qui utilise

(») La thése [S,] opére dans la catégorie DIFF mais [KS,] effectue la conversion a la catégoriec TOP,
of. [S,]

(®) C’est-a-dire il y a un voisinage Y, de X tel que dans Y,—X toute sous-variété compacte et contrac-
tile est un disque. C’est le cas dés que Y est une variété, voir Mc Millan [Mc,, p. 7], [Mc,].
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seulement la théorie des anses. C’est donc la premiére méthode — celle d’engouffrement —
que nous adopterons; il sera néanmoins trés commode d’exploiter le fait que X x S* admet
ces voisinages I-réguliers dans Y x S* pour vérifier les conditions homotopiques nécessaires
pour I’engouffrement, (la construction en § 5.5 pourrait le remplacer).

Puisque nous voulons a tout prix garder la simplicité de I’engouffrement PL, nous
utiliserons quelques résultats difficiles pour traiter les variétés sans structure PL :

(a) Un théoréme de Miller-Bryant-Seebeck affirmant que tout plongement « locally
tame » d’un polyédre en codimension = 3 devient PL une fois composé avec un petit
automorphisme convenable du but [B-S] [Mil].

() Un théoréme de R. D. Edwards [E] offrant certains squelettes duaux pour les
variétés TOP, méme en dimension 5 ol on ne connait pas de décomposition en anses.

La démonstration du premier théoréme et les préliminaires nécessaires occupent les
trois premiers paragraphes. Le second théoréme est prouvé dans le quatriéme. Le cinquiéme
traite des variétés & modéle Q =~ [0, 1]® ou l, = 0, 1[® et donne méme une classification
assez satisfaisante des voisinages réguliers dans le cas de modéle Q. Enfin un appendice
collecte quelques lemmes sur les cones d’applications de complexes de chaines utiles dans
les deux derniers paragraphes.

Il sera essentiel de bien retenir les notions suivantes relatives a un sous-espace X d’un
espace Y, ¢f. [SGH], [S;0]- On dit qu’un ensemble U <= Y est I-compressible (isotopi-
quement compressible) vers X dans un ensemble V < Y et on écrit UNX (V) si pour tout
voisinage W de X dans Y il existe une isotopie () 4, : Y—=>Y,0=< ¢t <1, deid [ Y = h
4 un homéomorphisme 4, tel que A, (U) = W, et un voisinage N de X tel que
h,| N U (Y —V) soit 'identité pour tout 7.

Un voisinage ouvert E de X dans Y est I-régulier siE = (] E; o0 E; < E, =... sont
n=1

des voisinages de X tels que E;N\X (E;; ) pour tout i = I.
11 est un théoréme cardinal qui dit que deux tels voisinages sont homéomorphes par un
homéomorphisme qui fixe un voisinage de X.

On vérifie facilement que X admet des voisinages I-réguliers dans Y si et seulement si le
couple (Y, X) vérifie :

I-AXIOME. — Pour tout voisinage V de X dans Y il y a un voisinage U tel que UN\X (V).

Avant de commencer, une notation : A cc B ou B >>5 A signifiera
adhérence (A) < intérieur (B) (I’espace ambiant étant précisé par le contexte.)

1. La docilité homotopique nécessaire pour l’existence des voisinages réguliers

1.0. DEFINITION. — Soient Y un espace métrisable, localement compact et X un compact
de Y. On dit que Y —X est homotopiquement docile vers X si et seulement si la condition
suivante est vérifiée.

(4) L’application (y, t)+> (h, (»), t) est supposé étre un homéomorphisme de Y xI.
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(D) 1l existe une base V, > V, > V3 o... de voisinages de X dans Y et un diagramme

(Vy=X) =D (V= X) =2 (Vg-X} =2 .
AN - -~ »

K = K= -

commutatif @ homotopie preés, ou K est un CW complexe finiment dominé [comparer avec la
définition 1.3 (B)].

Notre but principal sera d’obtenir sous de bonnes hypothéses une réciproque au fait
¢lémentaire suivant (¢f. 2.1, 4.1, 5.1 infra) :

1.1. PROPOSITION. — Soient Y un espace métrisable, localement compact et X un compact
de Y tels que Y —X soit un ANR. Supposons que (Y, X) vérifie I’I-axiome de [SGH].

Alors Y —X est homotopiguement docile vers X.

1.2. LEMME. — Soit C une partie relativement compacte d’'un ANR Z. Alors il existe un

diagramme commutatif a homotopie prés C o Z ou L est un CW complexe fini.
iNp
L

Preuve du lemme. — Voir Mc Millan [Mc, p. 21], ou bien I’'argument donné par Weber
en [Wb, § 3, p. 217]. Voici une démonstration facile valable si Z est un ENR. Soit # un
entier tel que W « R” et tel qu’il existe une rétraction r : W' — W d’un voisinage W’
de W dans R". Choisissons une triangulation de W' et soit L la réunion de tous les simplexes
de W’ qui rencontrent C. Alorsi : Cg Letp = r ] C conviennent.

Preuve de 1.1. — Gréce & [SGH, 1.6] on peut choisir une base de voisinages ouverts
de X dans Y, U, o2 U; oo U, o> ... tels que pour tout i, U;, {\X (U, et U; est
voisinage I-régulier de X dans Y. D’aprés [SGH, 2.4] chaque inclusion U;—X <= U;,, =X
est une équivalence d’homotopie, d’ol le diagramme commutatif & homotopie prés :

(Uy= X) =2 (U, = X) =2 (U= X) 2. ..
o T o =X

= N )_ \
(UO"X)“:(Uo'X)*:“

On va montrer que U;—X est finiment dominé. Pour cela choisissons une I-frange V
de U, [SGH, 3.9], d’adhérence incluse dans U,—U,. On sait par [SGH, 3.9] que
I’inclusion V ¢ U, —X, est une équivalence d’homotopie. De plus V est compact et inclus
dans Uy~ X, un ANR. Selon le lemme, V g U,—X se factorise a travers un CW-complexe
fini L. Donc U,—X est finiment dominé par L, et par suite, a le type d’homotopie d’un
CW-complexe K finiment dominé [Sp, p. 410], lequel convient.

Dans la suite de ce paragraphe nous considérons en ENR W et un bout isolé de W.
Ce bout sera considéré comme un point & d’un espace W U & muni d’une topologie haus-
dorff, localement compacte, localement connexe dont W soit un ouvert et telle que, pour
tout voisinage connexe N de ¢ dans W u g, N—g soit encore connexe. On appellera
voisinage de € dans W un ensemble U < W tel que U U ¢ soit un voisinage de ¢ dans W U «.
On évitera ainsi pour I’essentiel la théorie des bouts.
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Puisque le bout € est isolé, on pourra souvent considérer qu’il est le seul bout de W,
en remplagant W U & par un voisinage compact de &. Alors & n’est rien que I’infini
d’Alexandroff pour W.

1.3. DEFINITION. — Soit maintenant W une variété topologique et supposons d’abord
que W = F. Alors on dit qu’un bout isolé € de W est docile (« tame ») si une des trois
conditions homotopiques équivalentes (A), (B), (C) est vérifiée.

(A) () 1l existe une suite décroissante {U,-} de voisinages connexes de € dans W tels
N — — f S

que U; 2 Uiy, (YU, = & et que le systeme & : m, (U1)<—Orr1 (U,) = ... (ou les f;

sont induits par inclusions) induise des isomorphismes Im (f,) —Im (f)) — . ...

(ii) Pour tout i, il existe L;, CW-complexe fini, et un diagramme U; <~ U, { qui commute

L;
a homotopie prés.

(La condition (i) est indépendante du choix des points bases et des chemins les reliants,
cf [Sy, chap. III]).

Dans le cas ot (i) est vérifié, on dit que le systéme { n; (U) { U voisinage connexe de € }
est essentiellement constant et converge a m; (¢) = lim & = lim n; (U;) = Im (f).
— «—

(B) Il existe une suite décroissante { U, } de voisinages de € dans W tels que I}i oS 6,-+ 1,
(\U; = & et un diagramme

U2 Up-2 Uz
NS NN

Ke= K=o

qui commute @ homotopie prés ot K est un CW-complexe finiment dominé [i. e. W vérifie (D)
vers €].

Dans cette situation on écrira que U; > U,, ;.
(C©) SidmW+n=6cetn=1, exT" admet un collier dans W xT" (i. e. un voisinage

fermé NV du bout isolé e xT" de W xT" qui est une sous-variété de W xT" homéomorphe
a dV x [0, 1), ot 8V indique la frontiére de V dans W x T").

DEFINITION. — Si 0W # &, la notion de docilité d’un bout isolé € de W est la suivante.

D’abord on suppose que les bouts de dW a ¢ sont tous dociles, ensuite qu’une des condi-
tions (A), (B), ou (C) avec dim W+n = 7, est vérifiée.

1.4. REMARQUES. — 1° Dans (A), les L, étant finis, 1, (¢) est finiment présenté, puisque
tout rétract d’un groupe finiment présenté est finiment présenté, [Wa,, lemma 1.3].

2° Le CW-complexe K de (B) est uniquement déterminé a homotopie prés (vérification
facile).

3° L*équivalence des énoncés précédents lorsque 0W = ¢J est prouvée dans [S,]-
En voici une rapide esquisse : (B) = (A) est facile; on démontre (C) = (B) en considérant
le revétement p = (id [ R)xexp : WxR'->WxT" de WxT", le K cherché

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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sera p~ ! (collier de &€ x T" dans W x T"). Enfin, si ¢ satisfait (A) dans W, il en est de méme
de exT" dans W xT"; on choisit n tel que n+dim W = 6 et on déduit, en utilisant
soigneusement la théorie des anses, que € vérifie (C) [S;, theorem 7.5]. Il y intervient une
formule de produit pour une obstruction a la finitude pour les CW complexes et le fait que
la caractéristique d’Euler de T" est 0. Le passage par des dimensions = 6 est di au fait
que I’on n’a pas de théorie d’anses pour les variétés de dimension 4 ou 5 [Sy].

La démonstration de cette équivalence lorsque 0W # J procéde, sous I’hypothése de
docilité des bouts de 0W a €, a peu prés comme lorsque W = (.

4° L’équivalence des conditions (A), (B) et (C) n’a pas lieu en général (i. e. si W n’est
o Ly . s s f \
pas une variété). En effet considérons la suite S” EsrlsE ., n>1, 00 chaque f;

est une application de degré 2. Soit M (f;) le cylindre d’application de f;. On
forme W = () M (/) en identifiant la source de f; avec le but de f;, ;. Alors U, = (] M (f)

izk
est une base de voisinages du bout de W et chaque U, est homotopiquement équivalent

a S". Donc on a trivialement la condition (A). Cependant la suite H, (U;) « H, (U,) « ...
qui est 722227 ... n’est pas essentiellement constante et, par suite, (B) n’est pas
vérifiée.

5° Il est facile et important de remarquer que ces conditions de docilité sont des invariants
du type d’homotopie propre de W, ¢f. [S,].

2. La docilité entraine D’existence de voisinages réguliers : préparatifs

Le but des paragraphes 2 et 3 est de montrer qu’en grandes dimensions, si € est docile
(notion homotopique) alors (W U ¢, ¢) satisfait a 1’I-axiome (notion géométrique); i. e. €
admet des voisinages I-réguliers dans W U &.

2.1. THEOREME. — Soit W une variété CAT (= DIFF, PL ou TOP) de dimension = 5
et € un bout isolé de W. Supposons que (OW v g, €) vérifie I'l-axiome dans CAT. Alors
si € est docile, (W U &, €) satisfait a I’l-axiome CAT.

2.2. REMARQUES. — 1° S’il existe un voisinage U de ¢ tel que 0W n U = ¢, en parti-
culier si OW = ¢, alors (0W U ¢, g) vérifie trivialement 1’I-axiome.

2° Sous les hypothéses du théoréme 2.1, W et 0W U € vérifient les hypothéses de la
proposition 1.1, donc aussi la conclusion et on en déduit que dW n’a qu’un nombre fini
de bouts a ¢.

3° Si W est une variété CAT (= DIFF ou PL), I’I-axiome TOP pour (W U g, €) entraine
I’I-axiome CAT pour (W U &g, €). En effet on peut approximer les isotopies topologiques
de I’identité d’une variété CAT ouverte de dimension = 5 par des isotopies CAT de
I'identité, et ceci, d’une fagon relative (d’aprés le théoréme « Sliced concordance implies
sliced isotopy », voir [KSy, § 6]).

Pour prouver 2.1 il faut et il suffit de montrer que pour tout V; voisinage de ¢ il
existe V, = V, tel que V, U ¢ soit I-compressible vers € dans Vl v &. Ces I-compressions
seront obtenues par des engouffrements a la Stallings, d’ou les propositions suivantes.
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Rappelons d’abord que si P est un polyédre, M une variété topologique et f : P — M
un plongement, on dit que f est un plongement localement polyédral si pour tout x € P
il existe un voisinage ouvert U dans M de f(x) et une triangulation de U comme variété
combinatoire (PL) pour laquelle f'soit PL (= linéaire par morceaux) sur un voisinage de x.
Si I’'inclusion P ¢ M est localement polyédral on dit simplement que P est localement
polyédral dans M.

2.3. PROPOSITION. — Soit M" une variété topologique connexe et sans bord. Soient, p un
entier = 0 et

(1) P un polyédre fermé et localement polyédral dans M, peut-étre non-compact, avec
dimP £ n-3.

(2) Py un sous-polyédre de P avec Q = P—PO compact et dim Q < p.

B UycUc...cU, e¢ Myc...c M, =M des ouverts non vides de M
avec Pc M, P, U, U, cM; et tels que, pour 0=1i=<p—1, toute appli-
cation (K, L) — (M;, U,) partant d’une paire simpliciale finie de dimension < p--i soit
homotope dans (M, ,, U,) @ une application (K, L) — (U;, ,, U)).

Alors il existe une isotopie, a support compact dans M, de id | M a un homéomorphisme h
de M tel que P = h(U,).

Preuve de 2.3. — Supposons d’abord M une variété PL et P un sous-polyédre. Alors
la preuve est standard (c¢f. [Hd, 7.4]) : On procéde par induction sur la « longueur » p.
Si p = 0, c’est clair; supposons donc la proposition vérifiée pour toute longueur < p.
Posons 8Q = Q n P,. Par ’hypothése (3) appliquée a (Q, 6Q) s (M,, U,) il existe une
application f : Px0 U Qx1— My, I = [0, 1], telle que /| P x 0 soit I'inclusion P 5 M,
et que f(Qx 1) U f(8Q x 1) = U,. De plus, on peut supposer que f est en position générale.
Notons S ( f) ’adhérence de 1’ensemble des points doubles de fet soit

S(f)={xxI | xeS(f)nQx1}.

Alors si p < n—3, dim §(f) <p.

Si p=n-3, dimAS(f) < p. Mais en appliquant la méthode de « piping» [Z,],
[Z,, lemma 48] aux singularités qui proviennent de I’intersection de f(Q x I) avec lui-méme
[les seules qui donnent naissance & des simplexes de dimension p dans S (f)], on peut

supposer que f est telle que §( f) s’effondre sur un sous-complexe de dimension < p
contenant S (f) n QxI; cet effondrement se transmet par f. (Mise en garde : le
« piping » se simplifie en suivant un peu les idées de Stallings, cf. [St;].)

Dans les deux cas, I’hypothése de récurrence donne une isotopie de id [ M i un homéo-
morphisme 4, tel que 4, (U,) 2 Po uf(8QxITuQx1uyu S (f)) puisque U, contient
Pouf(BQxTuQxl) et que le reste a (ou s’effondre sur un sous-complexe de)
dimension < p.

Enfin, puisque P, U QxI s’effondre sur P, udQxIuQx1u §(f), il s’ensuit
que Py, U f(QxI) s’effondre sur P, uf(6QxIuQx1u S (f)), donc il existe un A
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comme dans [’énoncé tel que #(U,) o> P, uf(QxI)>P. Ce qui compléte 2.3
lorsque M est une variété PL.

Il est clair que I’on pourra transcrire ’argument précédent au cas o M est seulement
une variété topologique si I’on sait construire une application f : Px0u QxI— M,,
telle que fE Px0 soit linclusion P ¢ M, que f(Qx1)uf(@QxI) = U; et qui soit
en position générale au-dessus de M, au sens suivant :

2.4. DEFINITION. — Soient R un polyédre, M une variété topologique et f : R > M
une application continue. On dit que f est en position générale topologique au-dessus d’un
ouvert My, < M si pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert V de x dans M, et une
triangulation de V comme variété PL (combinatoire) telle que f| : /' (V) - V soit PL
et en position générale. (Voir [Hd, chap. IV] pour la notion convenable de position
générale PL). Le lemme suivant assure alors pour f(R) < M une structure PL unique
telle que f'| : R — f(R) soit PL.

2.5. LEMME. — Soient P et Q deux compacts triangulables et f : P— Q une applica-
tion PL surjective pour des structures PL X et X' de P et Q. Alors X' est uniquement
déterminée par X et f.

Preuve de 2.5. — Rappelons tout d’abord qu’une structure PL sur un espace compact
est uniquement déterminée par un recouvrement fini par compacts munis chacun d’une
structure PL, tel que ce recouvrement soit stable par intersection et que chaque inclusion
soit PL. (On peut former une triangulation dont chacun de ces compacts PL soit sous-
polyédre et sous-complexe, c¢f. [Hd, chap. III]!)

Choisissons maintenant des triangulations de P et Q qui rendent f simplicial. Alors f
est linéaire sur chaque simplexe & de P et il existe une face t de o telle que f| 7 réalise un
isomorphisme PL entre t et f(c) = f(r). Mais alors la famille des f(t) détermine
uniquement X',

C. Q. F. D.

Tout ce qui nous est nécessaire pour conclure la preuve de 2.3 résultera immédia-
tement de la proposition suivante :

2.6. PROPOSITION. — Soient donnés : une variété topologique M™ sans bord; un polyédre R
de dimension < m—3; une application propre f : R — M en position générale au-dessus de
tout My; V une carte de M; 1 : R — (0, 00) une application continue; S un sous-polyédre
(fermé) de R sur lequel f est déja en position générale.

Alors il existe une n-approximation f' : R — M de f qui est en position générale au-dessus
de My U V et qui est égale a f sur S.

Preuve de 2.6. — Par hypothése, il existe un voisinage polyédral R, = f ! (M,)
de f =1 (My—V) fermé dans le polyédre f "' (Mo u V) telque T = (RouS)nf~1 (V)
soit un sous-polyédre fermé du polyédre /=" (V) et que f| T soit en position générale
au-dessus de V. Il résulte alors du lemme 2.5 que f(T) est naturellement un
sous-polyédre, localement polyédral dans V. Alors les résultats de Miller, Bryant,
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Bryant et Seebeck ([Mil], [Br], [B-S, th. 3] (°) donnent un petit homéomorphisme 4
de V tel que f(T)  V soit une application PL pour la nouvelle structure PL de V qui
est la structure standard transportée par 4. Donc, pour cette structure, f ] Tnf~Y(V)>V
est PL et toujours en position générale; on conclut alors par une mise en position générale
de f { :f “1(V)— V relativement a T par une petite homotopie qui s’atténue a I’identité
vers la frontiére de £ ~' (V) dans R [Hd, lemma 4.8].

Ceci met fin & la démonstration de 2.3.

Il sera commode d’utiliser aussi le résultat suivant di a R. D. Edwards [E] qui permet
de faire en TOP les mémes arguments de « squelettes duaux » globaux qu’en PL,
cf. Stallings [St,; §8].

2.7. PROPOSITION. — Soient M" une variété topologique sans bord de dimension n = 5
et 2 < k < n—3 un entier. Alors pour toute application continue € : M — (0, o), il existe
deux polyédres S* et T" %~ ! de dimensions respectives k et n—k—1, fermés, disjoints,
localement polyédraux dans M, tels que : pour tout fermé X = M—T et tout voisinage E
de S il existe une e-isotopie {0, } de id } M telle que X < 8, (E). De plus on peut exiger
que 0, soit I’identité hors du e-voisinage de X.

3. Preuve du théoréme d’existence 2.1

3.1. Comme annoncé, nous allons maintenant construire par engouffrement les
I-compressions souhaitées.

Soit V, un voisinage quelconque de €, on cherche un voisinage V, de € qui soit I-compres-
sible & support compact dans V, jusque dans tout voisinage V5 de e.

L’équivalence des conditions (A), (B), (C) de docilité d’un bout (voir 1.3) montre que,
par hypothése, pour n grand, € x T" admet dans W x T" un voisinage collier U ~ 38U x [0, 1)
ol U est une sous-variété localement plate de W x T" de frontiére compacte 3U dans W x T".
Il est facile de voir que si les V; sont une base de voisinages de € dans W, les W; xT" et
les 8U x [a, 1), a € [0, 1), sont deux bases de voisinages du méme bout e x T" de W x T";
donc, pour tout V,, il existe V; et a tels que V;xT" 258U x [a, 1) 22 V;x T". On dira
alors que V; et V; sont séparés par un collier, ce qu’on notera V;] V.

Choisissons des voisinages ouverts de € tels que (rétrécir V; ne nuit pas a la généralité) :
V= Vl,n—3] Vl,n—4] .- -]V1,o§
\ V022 (V2,30 V3);

(1 Vz,s]vz,z] V2,1] V0=V,
et
Vi=Vy 2] Vauo3z] . 1Vi0 22 Vi =Vs.

ou tous les signes ] d’une méme chaine sont relatifs & un méme collier.

(3) L’énoncé utilisé est [B-S, th. 3], les outils pour le démontrer sont dus & Miller [Mil] (théoréme
d’approximation) et & Bryant [Br] (théoréme de Cobb).
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