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UN THÉORÈME DE THÉORIE DE LA MESURE,
LIÉ A DEUX THÉORÈMES DE MOKOBODZKI

PAR M. TALAGRAND

Nous considérons deux espaces lusiniens X et Y, et un noyau markovien P de X dans Y.
Soit X une mesure bornée sur X. Nous construisons sur X x Y la mesure :

v= 'k(dx)G^®P^
Jx

dont la projection sur Y est la mesure [i='k P. En désintégrant la mesure v par rapport à la
projection sur Y, nous construisons un noyau markovien Q de Y dans X, tel que :

v= [i(dy)Q,(Ss, et ?i=^iQ.

Le principal résultat de ce travail est le suivant : il sera démontré dans la section 3.

THÉORÈME 1 (1). — Si pour presque tout ye\ la mesure Qy est diffuse, il existe une
mesure 9 étrangère à À- telle que 6 P soit absolument continue par rapport à \i.

L'hypothèse de l'énoncé peut s'exprimer sans faire appel à la désintégration (Q y ) : elle
signifie que la mesure v ne charge aucun graphe d'application borélienne de Y dans X.

On remarquera d'autre part que seule la structure mesurable de X et Y intervient dans
l'énoncé : on pourrait donc remplacer les espaces lusiniens par des espaces métriques
compacts (ou par [0, 1], ou par {0 , 1 }^ . . . ) sans perdre aucune généralité.

Comme illustration du théorème 1, indiquons un théorème qui n'était connu que dans le
cas des groupes abéliens (voir [3], où la démonstration utilise d'ailleurs des outils puissants, et
aussi [4], p. 217, th. 7.5.1).

THÉORÈME 2. — Soit G un groupe localement compact à base dénombrable (2), de mesure de
Haar à gauche T|. Soit H un ensemble de probabilités sur G séparable pour la norme des
mesures. Il existe alors une probabilité a sur G, étrangère à T|, telle que 6 * a soit absolument
continue par rapport à r\ pour tout 9e H.

(1) Un résultat plus général a été développé indépendamment par L. Weis.
(2) Cette hypothèse peut être levée assez facilement.
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392 M. TALAGRAND

Démonstration. — Quitte à remplacer H par une suite dense (OJ^i, puis à considérer la

mesure 6 == ̂  2 ~ n 9^, on se ramène au cas d'une seule mesure 6. Considérons alors le noyau
n

markovien de G dans G ainsi défini : pour tout y e G et toute fonction borélienne bornée / :

PJ= (Q(du)f(uv).
J

Alors pour toute mesure bornée À-, la mesure ^ P satisfait à :

^P(/)- [f(v)Q(du)K{dv)
J

et on a donc À-P=9*À-. Si nous prenons pour ^ une mesure équivalente à T|, XP est
réquivalente à 9*r|=r|. D'autre part, la mesure v= 'k(du)s^®P^ sur G x G est

JGréquivalente à r\(du)£^(dx)(x)P^(dy), dont on vérifie sans peine qu'elle ne charge aucun
JG

graphe {x=g(y)] d'application borélienne de G dans G. Par conséquent, d'après le
théorème 1 il existe une mesure \' étrangère à ^ telle que ^ P soit absolument continue par
rapport à T|, et À' est la mesure a cherchée.

2. Nous sommes parvenus au théorème 1, en recherchant une démonstration simplifiée du
résultat suivant, dû à Mokobodzki [5].

THÉORÈME 3. — Soit F une partie analytique de X x Y, et soit \\, une mesure bornée sur Y.
Posons pour tout compact A de X :

(^^(^(Fn^A))).

Soit E l'ensemble des yeY tels que la coupe ¥ y soit non-dénombrable (3). Si E n'est pas
^-négligeable, iln'existe aucune mesur'e p surX dominante au sens suivant: pour tout compact
AcX, p(A)=0=>C(A)=0.

Démonstration. — Nous allons supposer qu'une telle mesure p existe, et déduire alors du
théorème 1 une contradiction.

Tout d'abord, quitte à remplacer Y par un borélien non ^-négligeable, et n par sa
restriction (ce qui ne fait que diminuer C) nous pouvons supposer que Fy est non
dénombrable pour tout y e Y. On sait alors (Dellacherie [2]) qu'il existe un noyau markovien
Q de Y dans X tel que, pour a-presque tout y , Q soit diffuse et portée par F . Nous posons :

v= [[i(dy)Q^y et ?,=aQ(^0).

(3) E est analytique d'après le théorème de Mazurkiewicz-Sierpinsky, dont une démonstration simple figure dans
Dellacherie [2].
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UN THÉORÈME DE THÉORIE DE LA MESURE 393

En désintégrant v par rapport à ^ nous construisons le noyau P de X dans Y tel que :

r
v= pi(rfx)s^®P^ et H=À,P.

J

Comme v est portée par F, P^ est portée par F^ pour À- presque tout x. Quitte à remplacer
X par un sous-ensemble borélien portant ^, p par sa restriction, nous pouvons supposer que
P^ est portée par F^ pour tout xeX.

Soit alors une mesure À,' telle que u^À/P soit absolument continue par rapport à ^.
r

Construisons v'= À/(âf.x)e^(x)P^. Si A est un compact de X tel que p(A)=0, on a :
Jx

(^^^(^(Fn^^A))), donc ^(^(Fn^x^A)))^,

et^x 1 (A) n F est donc v'-négligeable. Comme F porte v\p^1 (A) est v'-négligeable aussi, et
on a donc 'kf(A)=0. Autrement dit, toute mesure ^' telle que À/P==H'<^ îx est absolument
continue par rapport à p.

Cela vaut en particulier pour À-, telle que ̂  P = |LI. Soit X un borélien non p-négligeable, sur
lequel ^ et p sont équivalentes, et soient À,, p les restrictions de X et p à X, v la mesure
f -À, (Jx)s^0P^; n la mesure ^ P . . . . Comme v ne charge aucun graphe, il existe d'après le

Jx
théorème 1 une mesure À,' portée par X, étrangère à ^ (donc à p) et telle que À/P soit
absolument continue par rapport à ji (donc à [i). Cela contredit le paragraphe précédent.

3. Nous passons à la démonstration du théorème 1. Tout d'abord nous ppuvons supposer
que Y est compact et métrisable. Puisque À-=nQ, l'hypothèse sur les Qy montre que ^ est
diffuse. D'après le théorème de Lusin, il existe dans X un compact non ^-négligeable
homéomorphe à { 0 , 1 } ^ sur lequel l'application x->P^ (à valeurs dans l'espace des
probabilités sur Y muni de la convergence vague) est continue. Quitte à nous restreindre à ce
compact, et à changer de notations, on peut supposer que X = { 0, 1} ̂  et que l'application
x -> P^ est continue. On appelle ensemble élémentaire de rang k toute partie de X obtenue en
fixant les k premières coordonnées. On désigne par <^ l'ensemble des parties élémentaires de
rang k. On va construire par récurrence une suite (k^) d'entiers, et une suite décroissante
d'ensembles A^, où A^ est réunion d'éléments de <^, de sorte que si on pose
/^(y)==À-(AJ~1 Qy(AJ, on ait les relations suivantes :

/2 \"
(1) 0<À(A^M.

(2) Pn-^n-l 112^2 - " ,

où la norme est prise dans L2^).
On commence la récurrence avec A ( ) = { O , 1}^, Â:o=0. Supposons la construction

effectuée au rang n. Soit e > 0 un réel qui sera précisé ultérieurement. Remarquons que si v est
une mesure diffuse sur un espace compact, il existe un nombre a<0 tel que tout ensemble
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394 M. TALAGRAND

mesurable de diamètre ^ a ait une mesure < 8. Ainsi, puisque chaque Q y est diffuse, ainsi que
^, on peut choisir un entier k^+ ^ >k^, tel que les conditions suivantes soient vérifiées, où l'on
pose ^= {Ee<r^ , E<=A^} :

(3) Si B désigne l'ensemble des y tels que : Qy(E)^sQy(AJ pour Ee^, on a A^e.
JY\B

(4) Pour E e ̂ , on a ?i (E) ̂  8.

On va montrer que si £ est assez petit, on peut choisir un sous-ensemble J de à dont la
réunion A ^ + ^ vérifie (1) et (2) au rang ^+1. On va pour cela employer une méthode
probabiliste. De façon imagée, on va pour chaque E e ̂  tirer à pile ou face, ces tirages étant
indépendants, et on va prendre pour A^ + ^ la réunion des E e € pour lesquels le tirage a donné
pile. La loi faible des grands nombres implique qu'avec une grande probabilité, ^(A^+1) est
proche de 1 /2 À, (AJ. Pour y fixé, elle implique qu'avec une grande probabilité Q y (A^ ^ ) est
proche de l /2Qy(AJ et donc avec une grande probabilité, que
hn+l(y)=^(^n+l)~lQy(An+l) soit proche de /?„ (}Q = ̂ (AJ~1 Q y (AJ. Ainsi, avec une
grande probabilité Pn+i-^112 sera petit. C'est l'idée qualitative de la méthode.

De façon plus précise, soit T| la mesure produit sur {0 , 1}^. Pour Ic=<^, posons

A i = U { E , E e l } . Pour Ee^, posons My)^^ (A J^Q^E). Onadonc/ î ,= ^/e. Un
Ee<^

calcul élémentaire donne alors :

Ipn-^E/EllJ^d)- E f/J4i.
J Eel Ee<^J

Pour Ee<^, on a/E^s sur B, et d'autre part on a/E^MAJ"1, d'où :

f/j4i^ f + f ^c f/H^+^(AJ-1 f /E^.
J JB JY\B JB JY\B

On a donc, puisque ^ /g=/?^ :
E6(f

(5) f||^-2E/E||^î1(I)^Ef^^+8^(AJ- l=8p„
J Eel JB

OÙP,= [\4i+MAJ-1.
JB

D'autre part, puisque X(Ai)== ^ À<(E), et que À,(E)^s pour Eel, on a :
Eel

(6) f |^(A„)-2À(AI)|2rfr |(I)= ^ ^(E)2^e ^ ?.(E)^e.
J Ee^ E6<^

Posons :

T= { lc<T; 11^-2 ^^11^48?,; |^(A,)-2X(Ai)| ^28}.
Eel
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UN THÉORÈME DE THÉORIE DE LA MESURE 395

D'après (5) et (6), et l'inégalité de Tchebychev, on a T| (T)^ (3/4)+(3/4)-1 >0, et donc
T^Ç). Fixons IeT, et posons A ^ + ^ = A j .

On a | K (A^ +1 ) - (1 /2) ̂  (AJ | ̂  s, donc (1 ) sera satisfaite si 8 ̂  (1 /6) ̂  (AJ. D'autre part,
on a :

HAJ ^ V / i ^ MAW) ^ V f
"^UA——ï ^/E ^^tiTÂ——T"2 ;^^^V^+l/ Eel Eel V ^ V - n + l / / Bel

d'où, puisque ^/g^/^, on a :
Eel

||/»„-/^„,J|^||/»„-2^/,||,+f?-^-2)l|/»J|^2(sp„) l/2+2,JU2
Eel \/^\^SLn+l) / ^y^n) 0

et ceci est inférieur à 2-"-l si s est assez petit.
La construction est terminée.
Soit 9 la suite limite vague des mesures À,^, où ̂  est la normalisation de la restriction de À,

à A^. Si A= PiA^, on a 9(A)=1, À,(A)=0, donc 6 est étrangère à ^.

Pour toute fonction continue g sur Y, on a :

[p,(g)û?Ux)=MAJ-1 f P,(g)^(x)=MAJ-1 !g(y)Q^)d^(y)= L^a.
Jx JA« J J

Puisque la fonction x -> P^(g) est continue on a, en désignant par h la limite de h^ dans
L2^):

f P^)ûf9(x)= Lrfa,

ce qui montre que QP=hd[i et prouve le théorème 1.
4. La clef de la preuve du théorème 1 est à chaque étape le choix de A^+i , A^ étant

construit. Ce choix a été fait de manière assez triviale. Le résultat suivant utilisera un choix
moins trivial.

Il renforce un autre résultat de Mokobodzki [5].

THÉORÈME 5. — Soit F une partie analytique de X x Y, et\ji une mesure bornée sur Y. Posons,
pour tout compact A de X :

(^^(^(Fn^A))).

Supposons qu'il existe a, £>0 et une probabilité K sur X telle que ^(A^a^^A^s.
Alors pour tout entier /2^2/a on a :

a({^cardF^})^=e^l+^y
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396 M. TALAGRAND

Ainsi [i ( {y , ¥ y infini} ) ̂  8.
Dégageons tout d'abord le principe combinatoire que nous utiliserons.

LEMME 6. - Soient Ne N, a, P>0, (À-,)^N des réels avec 0^,^a/2 et ^ ^.= 1, ̂  ̂ ^
(•^N

C/i)i^N une famille de fonctions mesurables sur Y telles que 0 ̂  ̂ /i ̂  P^our ;^N^]^À^=1.
Alors il existe :

Jc=[l,N], ^c ^,^a ^ H({^3zeJ , / , ( ^ )>0} )^^ 1

Preuve. — II existe ̂  e 1 tel que ft[i([y;f, (y) > 0 } ) ̂  X; > 0. En effet, dans le cas contraire
on aurait pour tout / :

^>0 => ^({y'Ji(y)>o})<^

r r
d'où \fid[i< 1, d'où ^ rk^f^d\JL< 1, ce qui est absurde. En itérant ce procédé, on construit

J J^N
une suite î\ d'entiers distincts de [1, N], tels que si on pose :

A,={y,3p^kJ^y)>0},

on ait pour tout k :

(7) PH({^^A,_i ; / , ( j ; )>0})^X,( l -H(A,_i)) .

On appelle r le premier entier tel que ^ À,, ^a/2.
;̂

On pose J= { i p ; p ^ r ] . On a ^ ̂ ,^ ^ À^+^^a.
^^r ^<r

D'autre part, par sommation des inégalités (7), pour l^k^r, on a :

P^i(A,)^(^^)(l-^(A,_i))^a/2(l-H(A,)),
/,^r

d'où :

^(A,)^ 1
= l+ (2p / a ) î

C.Q.F.D.

Revenons à la preuve du théorème 5.

Soit BI = { y, card Fy ̂  ̂  } . Supposons |A (B^ ) > a. Soit ûfla distance sur X. Il existe alors un
nombre T| > 0 tel que si B = {y , ¥ y contient n points à des distances mutuelles ^ 2 T| } on ait
[i(B)>a.

Il est facile de voir qu'il existe une partition finie de X en ensembles boréliens de diamètre
^ r| qui ont chacun même mesure que leur adhérence. On désigne par U^, . . . , U, ceux qui
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UN THÉORÈME DE THÉORIE DE LA MESURE 397

ont des mesures > a/2, par (X,)^ les autres et on pose T = X ( U X,). Supposons T > 0. Pour
^N

yeB, soit w(^) le nombre de X, qui rencontrent ¥ y . Onsin(y)^n-s. Pour î'^N, posons :

^-^(X^

^^=^—/-t^1^^0} si À'*>oî /^(^o sinon.A.^îî^y)

On a

^L-^ ^^—7- et Z^=1-

Le lemme 4 (où l'on remplace a par T ~ 1 a et P par l / ( n - s ) ) montre alors qu'il existe une
partie Jc[l, N] avec ^À^r^a et :

ieî

^({yeB^i€JJ,(y)>Q})^W.————-———>.^ . ,
l+(2T/(/î-^)a) l+2(/ îa) 1

en tenant compte du fait que T^ 1 -(5-a/2) et ^2/a. Ainsi, si :

A=UX,, on a ?i(A)=^rX^a,
/eJ ("eJ

et :

^(A)^({yeB^ieîJ,(y)>0})>^

une contradiction. Si T=O, on conclut de même avec A= (J X,.
(•e^J
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