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G-HOMOLOGIE ET (g, K)-HOMOLOGIE
DANS LA CATÉGORIE DES

G-MODULES DIFFÉRENTIABLES

PAR J. PICHAUD

Introduction

L'objet de ce travail est d'obtenir un théorème type « théorème de Van Est en
cohomologie » pour l'homologie d'un groupe de Lie réel G et celle de son algèbre de Lie g.

Pour cela, on se place dans la catégorie Q? des G-modules différentiables, dans laquelle
l'homologie est définie sans ambiguïté. En effet, si E est un espace localement convexe
complet, U une représentation continue de G dans E, et si Eç (resp. E^) désigne le quotient
de E par le sous-espace (resp. le sous-espace fermé) engendré par les \Jg. a — a lorsque g décrit
G et a décrit E, on peut a priori envisager deux théories de l'homologie continue, l'une
relative aux foncteurs dérivés à gauche du foncteur Eh-^Eç l'autre relative aux foncteurs
dérivés à gauche du foncteur E i-> Eç. Cependant, si P est un objet relativement projectif de la
catégorie Çg, on a Pc = JPç ceci étant une conséquence facile du théorème de [2] ( § 2), lequel
exprime ce résultat lorsque P est l'espace C^° (G, E) muni de la représentation régulière
droite (ou gauche). Il en résulte que dans la catégorie Çç?, les foncteurs E \—> Eç et E \—> E^ ont
même foncteurs dérivés à gauche et qu'il n'y a qu'une théorie de l'homologie différentiable.

Dans les deux premières parties on suppose donc que E est un objet de Ç^. Ces deux
parties sont consacrées à l'étude du complexe 0;T*(G/K, E) des formes différentielles à
support compact sur G/K et à valeurs dans E, où K est un sous-groupe compact de G et
n = dim G/K. En effet lorsque G a un nombre fini de composantes connexes et lorsque K est
un sous-groupe compact maximal, le complexe Q^~*(G/K, E) muni de la différentielle
extérieure est une résolution forte relativement projective de E, et dans ce cas l'homologie de
Qr*(G,E)GestH^(G,E) .

En supposant seulement que G est un groupe de Lie et K un sous-groupe compact on
explicite, au paragraphe 1, un isomorphisme topologique du complexe Q^- * (G/K, E)ç avec
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220 J. PICHAUD

le complexe Hom^ (A" ~ * g/ï, E® ff^-O où A est le module de G. On en déduit que lorsque G
a un nombre fini de composantes connexes et lorsque K est un sous-groupe compact
maximal, H^(G, E) est topologiquement isomorphe à H"~*(g, K, E(x)lR^-i).

Au paragraphe 2, on construit, en supposant d'abord K connexe, un isomorphisme du

complexe Q^-*(G/K, E)o sur le complexe A* g/f (x) E qui sert à définir l'homologie de g
^(t)

relative à ï. Il en résulte un isomorphisme de Hom^A""* g/ ï, E®^-1) avec A* g/ î (x) E,
W)

qui conduit à un isomorphisme de Poincaré entre H^^g, ï,E(x)IR^-i) et H^(g, ï,E). On
étudie ensuite le cas où K n'est pas connexe et on obtient, lorsque G a un nombre fini de
composantes connexes et lorsque K est un compact maximal, un isomorphisme de type
Van Est entre H^ (G, E) et H^ (g, f , E)^0 où K° est la composante connexe de e dans K et
où l'action de K/K° provient de la représentationk i-^detAd^"1. A* Ad/rOOU^.

L'interprétation de H^(g, î, E)^0 en termes de (g, K)-homologie fait l'objet du
paragraphe 3. En effet, en ce qui concerne l'isomorphisme de Poincaré au niveau des algèbres
de Lie et pour des G-modules non intégrables la catégorie adéquate est celle des (9, K)-
modules dans laquelle on définit la (g, K)-homologie.

Alors l'isomorphisme de Poincaré exprime que l'espace H""* (9, K, E®IR^-0 est
isomorphe avec H^ (g, K, E(g)(Rg) où Rç désigne l'espace IR muni de la structure de (g, K)-
module pour laquelle l'action de g est triviale et celle de K est donnée par la représentation
£ : k^-xietAdk.

En conclusion, on obtient, si G a un nombre fini de composantes connexes et si K est
un sous-groupe compact maximal, un isomorphisme de Van Est entre H^(G, E) et
H,(g,K,E®^).

0. Notations

G est un groupe de Lie réel, K un sous-groupe compact, d'algèbres de Lie
respectives g et f.
^=dimG/K.

Si 0 ̂  q ̂  n et si F est un espace localement convexe complet, Q,^ (G/K, F) est l'espace des
^-formes différentielles sur G/K à support compact, à valeurs dans F, muni de la topologie
limite inductive naturelle.

Si o^ (resp. o^) est une ^i-forme (resp. q^-forme) à valeurs dans F^ (resp. F^), ai A o^ est
une (^i+^Korme à valeurs dans le produit tensoriel projectif complété F^F^ et
l'application (0^, 002)1—^ ai A o^ est continue de 0^(G/K, Fi)xO^(G/K, F^) dans
Q<?i+^(G/K, F^F^). E désigne un G-module réel différentiable, localement convexe
complet; U est l'action de G dans E, et Eç (resp. Eo) est le quotient de E par le sous-espace
(resp. le sous-espace fermé) engendré par les \Jg.a—a lorsque g décrit G et a décrit E.

Si geG, on note Lg l'application x\—>gx de G dans G, et Rg l'application x\—>xg de
G dans G.
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFÉRENTIABLES 221

Lg désigne l'application x h-> (gx)9 de G/K dans G/K. œ est la forme de Maurer-Cartan à
gauche de G, i. e. V g e G, œ (g) = Dg 4-.. C,°° (G, E) est l'espace des fonctions C00 de G dans E,
à support compact, muni de la topologie limite inductive usuelle.

Si X est un élément de 9, on note X le champ invariant à gauche associé à X; alors si (p est un
élément de C^G, E)#X (p est la fonction

g^,^(gexptX)\^o.

On note dg une mesure de Haar à gauche sur G et dk la mesure de Haar normalisée de K.
Enfin A est le module de G, autrement dit on a, pour toute fonction continue à support

compact/, l'égalité

f(gx)dg=A(x-1) Sf(g)dg.Sf(gx)dg=^(x-1) f

1. Étude du complexe des formes différentielles
à support compact dans G/K

Dans toute la suite l'espace Q^(G/K, E) est muni de la structure de G-module suivante :

VgeG, VaeQ?(G/K,E), ^.a=U,o(4-.)*(a),

autrement dit

VxeG/K, (g.aKx^U.oate-^oA^L^.

Sip désigne l'application canonique de G sur G/K,/?* identifie Q^(G/K, E) à un sous-
espace de Q4 (G, E), à savoir

{f3e^(G, E) |VfceK, R?(P)=P, V X e î , <x(P)=0}.

Or Q^(G,E) est topologiquement isomorphe au G-module Hon^A^g, C^(G,E)),
l'action de G étant triviale sur M 9 et donnée sur C °̂ (G, E) par :

V^eG, VcpeC^G.E), ^.(p=U,o(p(^-1.).

Les isomorphismes sont les suivants :

(a) Q? (G, E) ̂  Hom (A^ 9, C,00 (G, E)),

a^/a.
où

/JX,A . . . AX^)=<afe),(X,fe), . . . ,X , fe ) )> ;

(b) Hom (M 9, C,00 (G, E)) ̂  Q? (G, E),

f^^f,
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222 J. PICHAUD

où, pour tous champs différentiables Y ^ , . . . . Y^ sur G, on a

<^^),(Y,(^), . . . ,Y,(^)>=/(A^D,4-.(Y,te)A . . . AY^)))(^).

En ce qui concerne Q^G/K, E), il est alors topologiquement isomorphe au G-module
Hom^ (A^g/î, C^(G, E)), K opérant dans A^g/î par la puissance extérieure ^-ième de
l'action adjointe et dans C^° (G, E) par la représentation régulière droite.

De façon précise, on a les isomorphismes suivants :

(û) û? (G/K, E) -^ HoniK (A^ g/ï, C,°° (G, E)),

a^/a.ou
/JX,A .. . AX,)te)=<a(i) ,A^D^(X,(^)A . . . AZ^))>,

X; étant un représentant quelconque de X, dans g.

(é) Hom^ (A4 g/î, C,00 (G, E)) -^ Q^ (G/K, E)

f^^f
avec, si YI, . . . , Y^ sont des champs C00 sur G/K,

<o^(i), (Y,^), . . . , Y,(i))>=/(A^4-.(Y,te)... Y,(^))(^),
g étant un représentant quelconque de g,

La dimension de G/K étant n, on note 0^~* (G/K, E) le complexe

0 ̂  0° (G/K, E) ̂  0,1 (G/K, E) ̂  . . . ̂  0; (G/K, E) ̂  E ̂  0,

où à est la différentielle extérieure et \ l'intégrale.
L'intérêt de ce complexe tient au fait que si G a un nombre fini de composantes connexes et

si K est un sous-groupe compact maximal, Q^~* (G/K, E) est une résolution forte
relativement projective de E dans la catégorie Çg des G-modules différentiables. En effet,
dans ce cas il existe un difféomorphisme \|/ de G/K sur IR" et le complexe D?~* (G/K, E) est
l'image par v|/* du complexe Q?~ * (R", E) lequel d'après [2] est une résolution forte de E. Le
fait que les Q^ (G/K, E) soient des objets relativement projectifs dans Çg se démontre comme
dans[l] pour C^(G, E) : si on a un diagramme

Q?(G/K,E)

U ±? V
s

où n est une G-surjection forte, s une application linéaire continue telle que n o s = Idy, et/un
G-morphisme, on définit un G-morphisme/ de Q^G/K, E) dans U, tel que K of ==/, en
posant

fW^fg^.g-^f^dg,
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFÉRENTIABLES 223

où a g = a. 6(. ~1 g), 6 étant une fonction de Q° (K\G) [donc s'identifiant à une fonction de
C^(G) invariante par l'action à gauche de K] d'intégrale 1 pour la mesure dg.

PROPOSITION 1. — Le complexe 0?"* (G/K, E)o est topologiquement isomorphe au
complexe Hom^ (A"~* g/t, EÇOIR^-O, muni de la différentielle usuelle, lequel donne la (9, K)-
cohomologie du G-moûfMfeE(g)R^-i.

Démonstration. — Par transport, la différentielle d du complexe Q^ ~ * (G/ K, E) devient

d : Hom^g/ï, C,°°(G, E)) ̂  Hom^A^ g/t, C,°°(G, E)),

avec

q+i
^(df)(X, A . . . A X^)(^)= ^ (-lY^ÇXJÇX, A . . . A X,A . . . A X^,}(g}

+Z(-l)l+J/([X^^]AXl A . . . A X , A . . . AX ,A . . . AX^)te).
i<J

Pour déterminer Hom^ (A^g/ï, C^°(G, E))o on utilisera le lemme suivant :

LEMME. — Si F est un K-module différentiable l'application a\-> y^^.adk de F dans Y^

définit, par passage au quotient, un isomorphisme de F^ avec F^

En effet, si \3^.adk=Q, la fonction k\->\3^M qui est C00 est de la forme

È ((p,(.Â:,)-(p,(.)) où (p,eC°°(K, F)(c/. [2], § 2, p. 5),
i= i

donc VÂ:eK

^= £ (U^.(p,(^)-U,-..(p,(fe))= £ (U,...U^-..(p,(^)-U,-..(p,(À:))= £ (U^.û,-^),
1=1 1=1 1=1

où

a^W^^i(k)dk.

Remarque. — Lorsque F est seulement un G-module continu on obtient, grâce au
théorème des bipolaires, un isomorphisme du séparé ]F^ de FK avec F^

Suite de la démonstration de la proposition 1 :
Alors HoniK (A9 g/ï, C,00 (G, E))G est isomorphe à (Hom (A4 g/ï, C,00 (G, E))^ lequel est

égal à (Hom (A4 g/Ï, C^ (G, E))^)^ car les actions de G et de K commutent. Mais A4 g/Ï étant
de dimension finie, Hom (A^g/Ï, C^G, E))(, est Hom (A^g/Ï, ^(G, E^).
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224 J. PICHAUD

On obtient finalement :

Hom^A^/ï, G,°°(G, E^HomiJA^/Ï, C,°°(G, E)o).

D'autre part, si on note C^° (G, E) l'espace C^ (G, E) muni de la représentation régulière
gauche, l'application (ph-xp de C,°°(G,E) dans C,°°(G,E) définie par V^eG,
(p (g) = U^-i. (p (g), est un G-isomorphisme topologique, et on sait que C^° (G, E)o s'identifie

topologiquement à E par l'application classe de (ph-^ \^(g)dg(cf. [2], 4.3). Il en résulte

que Q°(G, E)ç est isomorphe à E par l'application Classe de (p»-^ U^ -i.(p(^)J^.

La structure de K-module de C^° (G, E)ç devient sur E la restriction de U à K, puisque

fu^.(p(^)^==U,. fu^.(p(g)^.

II reste enfin à calculer la différentielle ô du complexe

HomK(A"-*9/ï, C,°°(G, E))G^HomK(A"-*9/ï, E).

Pour/eHomK (A-'g/t, C,°°(G, E)), Sv^.W (Xi A ... ^X^i)(g)dg est égal à
J

'^(-ir1 fu,-,.(X,/(>[i A . . . AX .A . . . A\^)){g)dg
!=1 J

4+1s1=1
+E(-1)'+7 (^-••/([X^AXi A . . . AX.A . . . AX,-A . . . AX,+i)(g)^.

'</ J

Or, si (peC^(G, E) et si Xeg, on a

fu,-,.(X(p)^)^=l'U,-,.^(p(^expfX)|^o^=^(fu,->.(pteexp(X)^

= d ( fA-l(expfX)U(expfX)U,-,.(p^)^) =(UA-1)(X). {v^.^{g)dg
"'VJ / t=o J

=(U(X)-A(X))fu,-,.<p(^)rfg.
J

On en déduit l'expression de ô : Hom^{AqQ/î, E) -> HomKCA4 4^1 g/Ï, E),

(81}(X, A ... AX^i)=^ (-l)l+l(U(X,)-A(X^)./(Xl A ... AX,A ... AX,^)
1 = 1

+^(-l)l+^([X^X^]AXl A . . . A X ^ A . . . AX,A . . . AX,^).
«y
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFÉRENTIABLES 225

On obtient la différentielle usuelle, à condition de munir E de la structure de G-module
définie par la représentation UA~ 1 , d'où le résultat annoncé.

COROLLAIRE. — Si G a un nombre fini de composantes connexes et si'K est un sous-groupe
compact maximal, les espaces H^ (G, E) et H"~* (g, K, E®(R^-i) sont topologiquement
isomorphes.

Remarque. — D'après le théorème de Van Est en cohomologie. H* (g, K, E®IR^-i) est
isomorphe à H* (G, E®R^-i). On retrouve ainsi l'isomorphisme de Poincaré de H^(G, E)
avec H""* (G, E(g)R^-i) lequel a été établi dans [2] sans passer par l'intermédiaire de la
(9, K)-cohomologie.

2. Comparaison de H^(G, E) et de H^(g, Ï, E)

Rappelons (cf. [5], n° 2.9.1) que H^ (9, ï, E) est l'homologie du complexe

0-^A"9/Î ® E-^ . . . -^g/ ï® E-^E/fE-^0 ,
^(ï) ^(t)

où

S^A^Q/KaE^A^/ï^E,
^(î) ^(ï)

est donnée par :

9+1
8,(Xi A . . . AX^i®û)= ^ (-l^^Xi A . . . A X , A . . . AX,^)®X^

i= l

+^(-l)^J([X^X;.]AXi A . . . A X , A . . . AX,A . . . AX^i)®û.
i<J

Si l'on fait opérer K sur A^/ÏOOE en associant à chaque keK l'automorphisme
A^AdÀ^Ufe, on a A^/î g) E=(A^/Î®E)KO où K° est la composante connexe de e

^(t)
dans K.

2.A. CONSTRUCTION D'UN MORPHISME DE Q^~*(G/K, E)^ DANS (A* 9/Ï(X)E)K LORSQUE

K EST CONNEXE. - Pour décrire ce morphisme on va être amené à utiliser une autre structure
de G-module sur ̂ (G, E), à savoir celle où l'action de G est l'action « régulière gauche »
définie par :

V^eG, VaeQ^(G,E), g.a=(4-Q*(a).

Lorsqu'il sera muni de cette structure, Q^(G, E) sera noté Q^(G, E). Il est immédiat que
l'application ah-^a de Q^(G, E) dans Q^G, E) définie par VgeG, a(^)=U^-i.a(g),
est un G-isomorphisme topologique.
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226 J. PICHAUD

Par cet isomorphisme le complexe Q^~*(G,E), muni de d, devient le complexe
Q.^~*(G, E) muni de la différentielle ~d définie de la façon suivante : si peQ^G, E) et si
(X^, . . . , Xg+i ) sont des champs de vecteurs C°° sur G, on a

- «+!
<^P,(Xi, ...^^^(-ir^œ.X.^MXi, . . . ,X, . . . ,X,^)>

1=1
+<rfP,(Xi, ...,X^)>,

où œ est la forme de Maurer-Cartan (à gauche) de G.
Soit maintenant aeû^^G/K, E).
On pose P=p*a; ? est donc un élément de ^~q(G, E).
Notons © l'élément de Q1 (G, g/î) défini par V g e G, œ (g) = D^p o œ (g). La forme œ est G-

invariante à gauche et a les propriétés suivantes :

( i )VX6g,<x(œ)=D^(X)=X,

(ii) V^eK^R^œ^Ad^oœ,
•

(iii) d(ù == - D^^ o [œ, œ] = - [œTû)].
Alors la forme y^^A? est un élément de Û?(G, A^g/Ï^E), et en composant

avec l'application canonique n de (A^g/ÏOOE) sur (A^g/Ï^E)^ on obtient un élément de
Q?(G,(A^g/Ï®E)K).

LEMME. — La forme T ioy s'identifie à un élément de Q^ (G/K, (A^g/ï^E)^).
En effet si feeK, on a :

(R,)+(îloy)(g)=(7loy)^)oAnD,R,
=îlo(œ^(^)AU^-.U^-^*aW)oAnD,Rfc

=7lo(A ÎAdÂ:- l®U^-Oo(©^(^)AU^-x^*a(g))=7Coy(^).

D'autre part V X e Ï , i^(y)=0 car ï'x (œ)=0 et ;x (^*a)=0.
Considérons alors l'application :

E, : QF'(G/K, E)-^(A^g/ï®E)K,

a»-^ 7l o y.

Comme l'application ai-^Ttoy est un G-morphisme de Q^^G/K, E) dans
Q;(G, (A^g/Ï^E)^) et comme l'intégrale est invariante à gauche, 2^ permet de définir
une application S^ de Q^'^G/K, E)o dans (A^g/Î^E^.

Remarque. — K étant supposé connexe, ©A" s'identifie à un élément de Q^(G/K, A" g/ï)
puisque

VÀ:€K, (Rfc)*(œA/ î)=A"Ad^~ l oœA"=detAd^- l o©A ' !=œA",
car det AdÂ:"^!.
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFÉRENTIABLES 227

Ainsi, à condition d'identifier A" g/Ï à R, on peut considérer œ^ comme une forme volume
sur G/K. Autrement dit, on peut choisir une base (é^, . . . , e^) de 9/1 (que l'on aura fixée dans
la suite) telle que, toute w-forme a sur G/K à valeurs dans un espace localement convexe
complet F s'écrivant

a=œ.-—————.-
e^ A ... A e^

où (peC00 (G/K, F), on ait si a est intégrable

oc=Aî! \^(g)dg= </,,(^, . . . , e ^ (g )dg .a=Aî! <p(^)^= K/^i, ...,^
i j j

Si C/i, . . . ,/„) est une autre base, on a :

[</„(/!, .. .,À)>te)^=det^(/,). fa.

On peut alors expliciter Sq de la façon suivante :

VaeQ;-'(G/K,E),

^(^nŒ8^^ • • • A^^ ® ^-^/^(^«Ï+D, • • • » ^(n))>te)^

où T décrit l'ensemble des permutations de { 1, . . . , n} telles que

T(^-hl)< . . . <T(4

En utilisant l'isomorphisme de Q;~4 (G/K, E)o avec HoniK (A^^g/Ï, E®(RA-O décrit au
paragraphe 1, on obtient l'application

(p,: Hom^A^g/Ï.E^-O^A^/ï^E)^

eu (P,( /)=^Œ£^^(l)A • • • Â^^^ /^^+DA . . . A^)),
avec r (^+l)< . . . <x(n).

On va maintenant établir que, à un coefficient près, Sq (ou (p^) est un morphisme de
complexes. De façon précise :

PROPOSITION 2. - On a ôoS^-l^'^S^iorf^/?. Ôoq)^-!)^-1 ^ (pg_i o3).

Notons T l'ensemble des permutations T de {1 , . . . , n} telles que T (q +1 ) < . . . < T (n) et
R l'ensemble des permutations p de { 1 , . . . , n} telles que p(q)< . . . <p(^).

On a, pour /eHomi^A""^/!, EOO^-O, ôo(p^(/)= 71 (A+A'),
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228 J. PICHAUD

avec

A=Ee.i
T6T 1=1

et

. -Î

^Z^Z (-l)i+l^(l)^ ... A^( , )A ... A^^®^^. / (^(^^A. . .A^^)

A /=EETZ(- l) l +•7 [^(0^0•)]A^( l)A••• ^ r ioA. . . A^)A ... A^
zeT /</•

^(^(^DA • • • ^T^))»

où V ;, ^ est un représentant de ^ dans g.

D'autre part (p^_ i oc?( / )== TT (B-t-C+D) avec :
M

S= Z ̂ pd) A ... A Cp(,,-i) ® ̂  (-l)-'-''ep(,)./(ep(,) A ... A Cp^ A ... A e ,̂,,),
peR j=î

c= -Zepep(l)A • • • ^pCl-l)
peR

n

OK-l^'^A^p^/^^A ... A ̂ A ... A^p^),
J=î

^Z^p^ • • • A^p«ï- l )
peR

® Z (-l^^a^T^)] A ^P(,) A ... A ̂  A ... A ^p^ A ... A ^p^).
q-^KJ

(a) Égalité de A et de ( -1 )^ -1 g B.
Pour reT et ie{ 1, . . . , q}, on pose

A.,i=^(-^)i+l^^^ ... A ^ ( , ) A ... A^^®^^./(^^+i) A ... A^)),

et, pour peR e t y e { ^ , . . . , n}

BP,j=spep(l) A ... A ^p^-i)®^p(,)./(^p(^ A ... A ^p^ A ... A ̂ ).

A tout triplet (p,y, /) où p e R,je {q, ..., n ] et ie {1, . . . , q ] on associe la permutation
suivante, notée T(p,y, i) :

1 . . . i i+ l . . . q . . . j j+1 . . . n
\ \ \ \ \ \ \

p(l) . . . p(/) p(i) . . . p(^-l) . . . p(/-l) pO'+l) . . . p(n)

autrement dit on amène p(j) à la place « / », ce qui est le résultat de (j—i) transpositions.
Onadonce,(p,, , ,)=(-l)^- lCp.DeplusA^p^^^.=(-l)^+ lBp^..

LEMME. - L'application (p, 7, ;) I-^(T (p, j, i), i) de Rx{q, . . . , n} x {1, . . . , q ] dans
T x { 1, . . . , q } est une bijection.
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Comme card rT=n \/{n—q)\ et card R=n \/(n-q-^l) !, les deux ensembles considérés
ont même cardinal et il suffit d'établir que cette application est injective.

Supposons donc que l'on ait T ( p i , 7 ' i , / )=r(p2, j\, i}- Alors pi et p^ coïncident sur
l'ensemble { 1 , . . . . ( / - 1 j . rn<iis comme on doit avoir P i ( ^ ) < . . . <pi(») et
p2(^)< • . . <P2(^) oi1 a nécessairement pi=p2. Enfin de PiC/i)=p2C/2) on déduit que

J i=72-
II en résulte que

L ^(p.j.a^Z^T,^^
P, J, i t, i

Or

I A.(P,^= ^ (-l^ lB^,=(-l^ l^B^=(-lr l^B.
P> J, i P, J, i P, J

(fc) Égalité de îi(A') et de (-1)4-1 q7i(C+D).
Si a est un élément de Q.n,~q{G/K, E) dont la classe dans Q^'^G/K, E)^ correspond à /

par risomorphisme de Q^'^G/K, E)o sur Hom^A^g/Ï, E®(RA-O, on a

7i(C+D)= ^(œ^-1) A rfp) où P=ps^a.

Le terme ^^"^ A dÇ apparaît dans ^(^^"^ A P) qui s'écrit

{q-l)dw A œ^-2) A P+(-1)4-1©A^-1) A ^p.

Comme nod^^-^ A P^^^o^^"^ A ?)) est une forme d'intégrale nulle sur G/K,
l'intégrale de 710 (o)^-1) A âfp) est aussi celle de la forme ( -1 )^ (^ -1 ) 710 (rfœ A œ^"^ A P).

Comme âfco= —[œ, œ], on a

(-l)4^-!)^^ A œ^-^ A P)=(-l) î- lto-l)[©~œ] A œ^-^ A p.

Par suite

(-^-^(C+D)^^-!) f7io([œ7œ] A ^^-^ A P)

=(l ! Z So Z (-l)̂ ^^" ]̂ A e,^ A . . . A ^^ A . . . A ̂  A . . . A ^^
cr i<j<q

®^o(,+l)A . . . A^^) )

où a décrit l'ensemble S des permutations de { 1, . . . , n} telles que

a(l)< .. . <a(q) et a(^+l)< . . . <o(n).

On obtient donc que (-1)4"17l(C+D)=^7^(A /).
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Remarque. — On peut naturellement démontrer cette dernière égalité de façon
combinatoire comme au a), mais l'interprétation de K (C + D) enferme d'intégrale de forme
différentielle et l'utilisation du théorème de Stokes donne une démonstration plus rapide et
plus éclairante.

COROLLAIRE. - En posant S^Ç-l^^S^/q ! [resp. (p^C-l^cpg/^ !] on a
6oSq==Sq_^od(resp. 8o((\=q\-i o^).

Remarque. — On peut alors exprimer (p^ de la façon suivante :

^(O^-I^ME ̂ (l) A . . . A ^)(X)/(^+1) A . . . A è^^Y
CT6S

II est intéressant de remarquer que l'élément

E e^ad) A . . . A ^(^^^^a^+l) A . . . A ^^)
creS

est K-invariant, en effet pour évaluer

^ ̂ Mke^^ A ... A Adke^^\Jkl(ea(q+l) A ... A e^^).
aeS

on remplace la base (e^) par la base (Adk~1 e^) et on obtient

det Adk. ̂  £^^(i) A . . . A ^^®/(^^+i) A . . . A e^ç^).
aeS

Mais K étant connexe on a det AdÂ:= 1.

PROPOSITION 3. — K étant supposé connexe, Sq (resp. (p^) est un isomorphisme topologique
de Q^^G/K, E)c, [resp. HomK(A"~^/î , E®^ •)] -sw (A 'n / f®E)K.

On va construire une application \|/g de (A^g/Ï^E)^ dans ïïom^(An~qQ/î, E®^-1)
continue, telle que (p^o\|/^=Id et \[/^o(p^=Id.

On utilise d'abord l'isomorphisme de (A^g/f^E)^ avec (A^g/l^E^, autrement dit on
remplace la classe de Y^ A . . . A Y^(x)a dans (A^g/ï^E)^ par

AdÂ:.Yi A . . . A AdÂ:.Y^®Ufc.ûû^.

On définit alors l'application \(^(7i(Yi A . . . A Y^(S)û?)) ainsi :

à X, A ... AX^eA"-^/!,

on associe

r-1^/2] f A d ^ . Y ^ A . . . A A d À ; . Y , A X , A . . . AX,.^
/ J ^ A . . . A ^ k • a d k '

4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - ?2



HOMOLOGIE DES MODULES DIFFÉRENTIABLES 231

On vérifie facilement que cette application appartient à Hom^A^^/ï, E®tR^).
Calculons (p o v|/

On a :

^°^(YI A ... AY^(X)û))=7t(^£,^^A ... A^)
\CT6S

^TAdÂ: .Y, A . . . AAdÂ: .Y ,A^^A . . . Aé;,^ ^

J ^1 A . . . A ^ f c ' /

Dans la base (è^^ A . . . A ^(^^es de A^g/ï on a :

Adfe.Y, A . . . A AdÀ:.Y,= ̂  ^(À;)^(,) A . . . A ^^.
(76S

Alors

Ad/r.Yi A ... A AdÂ;.Y^ A ̂ +i) A ... A ^^=^(^)^(D A ... A e^^

=E^.'k^(k}e^ A ... A .̂

D'où

/ p \
(p,o^(7l(Yi A ... AY,®û))=7l ^ U^o(l)A ... A^^®U,a^

\aeS J /

=7i( Ad^.Yi A . . . A Ad^.Y^®Ufcâ^=7c(Yi A . . . A Y^®û).

Évaluons maintenant \|/^ o (p^.

Soit /6HomK(A"-49/Ï, E01RA-Q. Si oeS, on note L^ l'élément

(^(1) A . . . A ^(^(^(^l) A . . . A ̂  („))).

Alors

(pj/)=(-l)^7l^£,L,.
CT6S

Lorsque CT décrit S, les ^o^+i ) A . . . A ^^^^ constituent une base de A n~ î9/ï , et on a
pour o' e S :

^A^^I) A ... A ^^)

=^a(l) A ... A e^^ A ̂ ^^ A ... A ^'(n)®^^^+l) A ... A ^^)

^ f 0 si a'^cr,
[e^^i A . . . A ^)(g)/(^^+i) A . . . A ̂ ) si a'=a.
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Comme ^ e^L^ est un élément K-invariant de A^9/f®E, on a pour o'eS :
CT€S

^°^.(0(^^1) A . . . A .^)= ̂  ̂ L,A(^^A...^^)^^^ ̂  ̂  ̂ ^
aeS (?i A . . . A <?„

Il en résulte que v|^o(p^(/) et /, qui coïncident sur la base (^(^D A . . . A ̂ ^es de
A^ '^ç ï / f , sont égales.

Remarque 1. - L'application T^ réciproque de S^ est définie ainsi : à un élément de
(A4 9/ïOOE)^ de la forme n (Y^ A . . . A Y^(x)û) on associe la classe dans Q^~ q (G/K, E)o de
la forme A définie pour tout g e G par

A^)=Çte) f(^.. .^(œ^WoA"-^,^)®^.^^,

où Ç est un élément de C^° (G) d'intégrale 1.

Remarque 2. — La proposition 3 conduit à un isomorphisme de Poincaré entre
H" *(9, t, E(x)R, , ) e t H^(n , t, E).

Pour K = { ^ } cet isomorphisme était signalé dans [4] (p. 288, exercice 15). Deux autres
isomorphismes (ou « dualités ») de Poincaré ont déjà été démontrés :

(i) risomorphisme de H""* (9,1), IR) et de H^(g, I), IR) pour 9 unimodulaire, l) réductive
dans 9 et 7î=dim9/I)(cf. [6]);

(ii) l'isomorphisme, pour 9 unimodulaire, t) réductive dans 9 et ^=dim9/t), de
Ext^ ^ (E, F) et du dual de Ext^ * (E, F), si E et F sont deux (9, l))-modules admissibles dont
l'un est de dimension finie (cf. [3], 1.2.9). L'isomorphisme de Hom^A"" * 9/1, E®R^-i) avec
A* 9/ î (x) E que l'on a obtenu a pu être établi parce que toute classe de A* 9/ f (g) E contient

^W - ^(Ï))

un unique élément f-invariant. Ceci explique que pour les (9, t))-modules on suppose t)

réductive dans 9, car dans ce cas toute classe dans A* 9/1) (x) E est représentée par un élément
^(b)

l)-invariant.
On peut alors étendre (i) au cas où 9 n'est pas unimodulaire, mais en supposant toujours t)

unimodulaire et réductive dans 9 et obtenir ainsi un isomorphisme de H"~*(9, t), E(g)IR^-i)
avec H^(9,1), E) pour tout (9, t))-module E.

Remarque 3. — Lorsque K=[e] on peut décrire le noyau de l'application
Sq : Q.n,~q(G, E) -> A^OOE; c'est l'ensemble des formes a du type/ A co^-^ où/est une
fonction appartenant à C^(G, A^O^E) d'intégrale nulle.

2.B. CAS où K EST NON CONNEXE. - D'après ce qui précède l'application (p^ est un
isomorphisme topologique de Hom^A^^/f, E(2)(R^) sur (A^/ï^E^o.
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L'espace Hom^A^g/ï, E®!RA-O est Hom^A^g/ï, EOO^-O^0 où l'action de K/K°
est donnée par :

V/eHom^A^g/t, E®[RA • ) V^eK/K 0 , k.l=\]^ o / o A " - ^ A d ^ - 1 ,

À: étant un représentant quelconque de k.
On a :

^(^M-l^ME^A . . . A^^U^Ad^-^^A . . . AAd/T1^).
oeS

En remplaçant la base (e^, . . . , e^) par la base (AdÂ:^i, . . . , Adke^), on obtient que
(p^(fc./) est égal à

(-l^MAd^^ A . . . A AdÂ:^(g)U,/(^^ A . . . A ^,))).det AdÂ:-1,

c'est-à-dire à det AdA:"1 .(A^Ad^OOU^cp^/).
Donc (p^ est un K/K°-morphisme pour l'action suivante de K/K° dans (A^g/ïOE^o :

kn(X^ A . . . A X^^detAdÂ^.T^Ad^Xi A . . . A AdA:X^®Ufeû),

où À: est un représentant de k.
Il en résulte que (p^ induit un isomorphisme de Hom^ (A^'^g/ï, E®!RA-O sur

(A^/ï^E)^0

^(f)
. On a obtenu :

PROPOSITION 4. — Si K ̂  1̂ 2 sous-groupe compact de G, K° la composante connexe de e
dans K et n la dimension de G/K, les complexes

QF*(G/K,E)G, Hom^A^ô/^E®^) et (A* g/ï ® E)^0,
^(ï)

sont topologiquement isomorphes. Inaction dun élément k de K/K° sur (A* g/Ï (g) E) ^^a»^
^(ï)

det AdA:~ l.A*AdÂ:®Ufc, OM A: est un représentant quelconque de k.

COROLLAIRE 1. — Si G a un nombre fini de composantes connexes et si Vies t un sous-groupe
compact maximal, les espaces H^ (G, E) et H^ (g/Ï, E^^0 sont topologiquement isomorphes.

Nous verrons au paragraphe suivant que H^(g, ï, E)^0 s'interprète comme étant la
(g, K)-homologie de G à coefficients dans le (g, K)-module E®[Rg où Rç est R muni de la
structure de (g, K)-module pour laquelle l'action de g est triviale et celle de K est donnée par
la représentation e : Â:i-^det Adfe.

COROLLAIRE 2. — « Isomorphisme de Poincaré » pour l'algèbre de Lie. Si K est un sous-
groupe compact de G et si n = dim G/K, on a un isomorphisme topologique de H^ (g, f, E)^^
^rH"-*(g,K,E®^-Q.
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3. Isomorphisme de Poincaré
dans la catégorie des (g, K)-modules

Rappelons qu'un (9, K)-module F est un espace vectoriel muni d'une représentation de 9 et
d'une représentation de K vérifiant :

(i) V^eK, Vxeg, VûeF, (Adk.X)a=kXk~1 a;
(ii) V a e F, K. a engendre un sous-espace de dimension finie, la représentation de K dans

cet espace est continue et

VYeï, \.a=^{expt\.a)\^.

On notera Çg ^ la catégorie des (9, K)-modules.
Pour les définitions et propriétés de la (9, K)-cohomologie, on renvoit à [5], §3.6. Nous

utiliserons seulement que les H* (9, K, F) sont donnés par la cohomologie du complexe
HoniK(A*9/Ï,F).

Nous allons maintenant définir les espaces H^ (9, K, F). Notons Fg le quotient F/9 F; F est
un K-module car 9F est stable par l'action de K : en. effet, si keK, XeQ et ae¥ on 1

kXa=kXk~l.ka={Adk.X)ka et kXa est donc un élément de 9F.

DÉFINITION. - On appelle H^(9, K, . ) les foncteurs dérivés à gauche du foncteur exact à
droite F i-^Fg)^

Remarque. - Si F est un (9, K)-module, on peut considérer l'application a\-> \ka àk de F

dans ¥\ et on montre comme au paragraphe 1 qu'elle induit un isomorphisme (algébrique
cette fois) de F^ sur F^ d'où il résulte que les foncteurs Fi-^Fg^ et Fi-^F^ sont
naturellement équivalents.

Pour O^q^n, on note I^(F) l'espace (^(9) 00 A^/f)(x)F muni de la structure de
^(0

(9, K)-module suivante :

si Me^(9), Yi€9,...,Y^9, ûeF, Xe9 et keK

X(M®Yi A ... A Y^®ât)=XM®Yi A ... A Y^®û+M(X)Yi A ... A Y^®Xû
et '

^(M®Yi A ... A Y^(x)û)=AdÂ:M(x)AdÂ;Yi A ... A Mk^^ka.

LEMME. - Les (9, K)-modules ïq(F) sont relativement projectifs dans la catégorie C ^.
Pour établir ce résultat il est utile de calculer u (1 (x)Yi A . . . A Y^(x)û) lorsque u est de la

forme Xp.. .X^ où les X, appartiennent à 9. Si I est le sous-ensemble {;\ , . . . , /,} de
{1 , . . . , p} avec ;\ > . . . > i, on note u^ le produit X ^ . . . X,. Le complémentaire J de I dans
{1 , .. . , p } étant [j\ .. .,7'p-r} ̂ J\< ' ' • <Jp-r on note Uj le produit X^.. .X, .

On établit alors facilement par récurrence sur p que :

M(10Y, A . . . A ̂ ^^(-lY-^U^, A . . . A Y,®^û.
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Supposons maintenant que l'on a un diagramme :
I,(F)

^

A ±? B
S

où/, h sont des (9, K)-morphismes et ^ un K-morphisme tel quefos=ïd^.

Nous allons construire un (9, K)-morphisme h : I^(F) -» A tel quefoh=h.

On définit /î(M®Yi A . . . A Y^®û) lorsque M est de la forme X^X^ par :

À(M®Yi A . . . AY^^^-I^-^S.^I^YI.A . . . AY^û).

On vérifie facilement que h est nulle sur les éléments de la forme

-MX®Yi A ... A Y^®û+M®^Yi A ... A [X, Yj A ... A Y^(X)û,
i

ensuite que h est un (g, K)-morphisme et enfin quefoh=h.

Remarque. — La démonstration précédente établit la « réciprocité de Frobenius »
suivante :
si B est un (g, K)-module l'application

Hom^(I,(F), B)^HomK(A^/ï®F, B),
h^h\

où /^(Yi A . . . A Y^00ât)=/?(l(x)\\ A . . . A Y^®û), est un isomorphisme.
D'après [5], § 2.9, la suite

O ^ I J R ) ^ . . . ^ I J R ) ^ . . . ^ I o ( R ) ^ R ^ O ,
où T| est l'augmentation et

^®Yi A . . . AY^,)='^ (-ly^MY^Yi A . . . A Ï , A ... AY,^)
('= 1

+^(-l)•+^®([Y^;]AYl A . . . A Y. A . . . A?, A . . . AY,^),
'<./

est une résolution forte relativement projective du (9, K)-module trivial R. Alors la suite
ô n®iF

0-I,(F)-...-.IJF)-...-.Io(F)-^F-0,

où 8^=^®IdF, est une résolution forte relativement projective de F dans Çg ^.

CommeI^(F)g=(^(g)® A^g/Ï)® F s'identifie à A^ 9/ï ® F (toujours d'après [5],§ 2.9)
'^(ï) '^(^ ' ^(ï)

et comme A^g/ï ® F=(A^g/t®F)K" est isomorphe à (A^g/^F)^ on en déduit :
^(ï)

PROPOSITION 5. — Si F est un (9, ¥^)-module et si V désigne Faction de K âfû/^ F,
H^(g, K, F) est Phomologie du complexe

O^A^g^F)^ . . . -^(9/Î®F)K-^FK^O,
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où 8 est définie comme au paragraphe 2 et où Faction de K dans A^ g/ï®F ̂ Â: i—»- M AdÂ:®Vfe.

Remarque. — On définit de façon évidente les bifoncteurs Tor^ K dans la catégorie Çg ^. Le
fait que les espaces IJF) soient projectifs montre que H^(g, K, F^Tor^tR, F) et aussi
que, pour deux (9, K)-modules Fi et F^, on a Tor^Fi, F;,)==H^(g, K, F^F^).

D'après l'étude faite au paragraphe 2, l'application (p^ induit un isomorphisme de
Hom^(A" -yg/t, F®tR^ •) sur le sous-espace de A^g/t^F constitué des éléments
K-invariants pour l'action suivante de K :

k^det Mk-^A^dk^k-

Notons (Rg l'espace (R muni de la structure de (g, K)-module pour laquelle l'action de 9 est
triviale et cette de K est donnée par la représentation e : k \—> det Ad k (e est égale à 1 ou — 1
sur chaque composante connexe de K). Alors (p^ est un isomorphisme de
Hom^A^g/ï, F®(RA-Q sur (A^g^F®!!^ d'où la

PROPOSITION 6. - Si F est un (g, K)-module, on a un isomorphisme de Poincaré de
H"- *(g, K, F®^ , ) avec H^(g, K, F®RJ.

Remarque. — Si E est un G-module différentiable, on définira sa (g, K)-homologie comme
dans la proposition 5. Si E(^) désigne l'espace des vecteurs K-finis de E, E(K) est un (g, K)-
module, on a (E(X)R^-I)^)=E(^)®(RA • et les isomorphismes suivants :

Hom^A"-^/!), E» ^^Hom^A11-'1 c^/^ E(K)®^A • )
^(A^g/î^E^^^^CA^g/f®^)®^,

d'où il résulte que les espaces H"~*(g, K, E®RA-O, H^^g, K, E^)®^-1)»
H^(g, K, E®lRg)etH^(g, K, E^)®IRe) sont algébriquement isomorphes. Si, de plus, G a un
nombre fini de composantes connexes et si K est un sous-groupe compact maximal, on
obtient, en conclusion, un isomorphisme topologique entre H^(G, E) et H^(g, K, E®IRJ.
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