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Introduction

Depuis son introduction par Calderon et Zygmund, le calcul symbolique des opé-
rateurs, plus connu sous le nom de calcul des opérateurs pseudo-différentiels, rend les
services que l'on sait à la théorie des équations aux dérivées partielles. On peut penser
que le rôle qu'il y joue ne peut qu'augmenter, notamment grâce à la meilleure compré-
hension que l'on a de sa structure depuis que les travaux de Masiov et de Leray ont montré
toute l'importance qu'y tient le groupe métaplectique. Néanmoins, les opérateurs pseudo-
différentiels et les techniques de microlocalisation qui s'y rattachent ne semblent pas
pouvoir être employés dans les problèmes où l'on souhaite une information sur le support
d'une fonction avec autant d'aisance que dans les problèmes qui se ramènent à la descrip-
tion des singularités (ce qui ne signifie pas, tant s'en faut, qu'on ne peut les utiliser dans
l'unicité du problème de Cauchy, puisqu'au contraire une de leurs toutes premières appli-
cations fut un succès décisif dans ce problème, obtenu par Calderon). C'est pourquoi
il serait intéressant de disposer de théories analogues permettant de traiter des opérateurs
sur des espaces de fonctions à support dans des cônes donnés et, pour commencer, à sup-
port dans la demi-droite. Bien entendu, le groupe métaplectique n'opère pas dans de
tels espaces de fonctions, et il faut le remplacer par une version projective convenable.
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84 A. ET J. UNTERBERGER

Des calculs concernant les opérateurs sur une demi-droite ont été faits par Carroll [4]
sans que, semble-t-il, l'invariance de groupe ait été évoquée. Des rapprochements plus
substantiels, sinon dans les résultats du moins dans les motivations, pourraient être trouvés
entre la théorie que nous développons ici et l'intérêt assez vif suscité récemment par l'ana-
lyse sur les groupes niipotents (voir par exemple Greiner [6]) : encore convient-il de
remarquer que le groupe non commutatifqui est au cœur des méthodes est ici lié à l'espace
de phase (celui sur lequel vivent les symboles), non à l'espace de configuration.

Mais c'est avant tout la théorie de la quantification qui fournit l'impulsion naturelle
à l'étude d'un calcul symbolique covariant à l'égard d'une représentation donnée. Des
travaux de Berezin ([l], [2]) mettent l'accent sur quelques-uns des outils et structures
qui nous paraissent essentiels dans cette théorie : espaces kàhlériens, résolutions de
l'identité d'un type qui sera longuement décrit, emphase sur les correspondances entre
symboles et opérateurs. Dans [13], l'un des auteurs a proposé une théorie de la quan-
tification présentant de nombreux points communs avec celle, antérieure, de Berezin :
toutefois, la définition des correspondances entre symboles et opérateurs y est essen-
tiellement différente, celle de Berezin étant à notre avis proche du calcul de Wick et la
nôtre proche de celui de Weyl ; on sait que le calcul de Wick (dans le cas euclidien) peut
être considéré comme dérivant du calcul de Weyl (par régularisation gaussienne conve-
nable des symboles), alors qu'on ne peut remonter du calcul de Wick à celui de Weyl
sans avoir à résoudre des équations de la chaleur rétrogrades. Le présent travail est un
développement, dans le cas du groupe SL(2, R), du programme de quantification proposé
dans [13]. Pour en rendre les buts et les méthodes tout à fait clairs, nous allons, pour ter-
miner cette introduction, donner une très brève description du calcul de Weyl des opé-
rateurs pseudo-différentiels sur [R". Cette description est conçue comme une liste des
propriétés du calcul de Weyl qu'il nous semble désirable de généraliser, et ne joue donc
qu'un rôle de modèle. Voici rappelés les ingrédients essentiels du calcul de Weyl :

a) un espace de « configuration » R", et un espace de Hilbert L^IR")
b) un espace de « phase » IR2", muni de la forme symplectique [, ] définie par

[(x,ç),(};,n)]=-<x,îi>+o,ç>,
et le groupe symplectique Sp(n, R) des transformations linéaires de IR2" qui conservent
cette forme

c) un groupe Mp(n) de transformations unitaires de L^IR"), le groupe « métaplectique »,
et un homomorphisme M \—> M de Mp(n) sur Sp(n, IR)

d) une correspondance Op entre l'espace ^'(IR2") des distributions tempérées sur R2"
et l'espace des opérateurs linéaires de ^(R") dans ^'(IR"). Voici comment on peut intro-
duire celle-ci : pour tout Y=(}^, r^eR2", définissons la « symétrie de phase » Oy par la
formule

(oYu)(x)=u(2y-x)e4in<x~yfr}>.

C'est un opérateur unitaire, autoadjoint, involutif, et l'équation A=0p(a) équivaut à la
formule

(1) A =2" a(Y)<7YdY
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OPÉRATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 85

ou à la formule inverse

(2) ^^T^ayA).
(On écrit habituellement

rr /.x+v \
(Op(a)ù)(x)== ^—-, TI ̂ ^-^^^TI) .

j j \ /

Les propriétés que l'on peut juger les plus importantes de ce formalisme sont les sui-
vantes :

1) la correspondance Op se restreint en une isométrie de L2^2") sur l'espace de Hil-
bert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2^").

2) (formule de Segal) : pour tout ûe^tR2"), et tout MeMp(n), on a

MOp(a)M~l=Op(aoM~l).

Les buts et méthodes du présent travail sont une généralisation de la description qui
précède. On verra cependant apparaître deux différences. D'abord, il y aura bien deux for-
mules analogues à (1) et (2), mais elles ne seront plus réciproques l'une de l'autre. Ensuite,
on obtiendra tous les résultats souhaités dans le cadre des opérateurs de Hilbert-Schmidt,
mais il ne sera pas trivial d'étendre la théorie à un espace de symboles conçu comme une
généralisation de ^'(IR2") : cette extension nécessite d'importants développements, qui
seront traités ailleurs. Signalons pour terminer que les résultats ont été présentés à la
conférence [14]. Nous voulons remercier l'Université de Floride, où une partie de ce
travail a été effectuée. Également, nous avons eu d'intéressantes discussions avec les
mathématiciens de Nancy, principalement D. Barlet, J. Clerc, P. Eymard et D. Huet :
nous les en remercions ici.

1. L'espace de Hilbert H^ et son groupe de transformations unitaires ;
l'espace de phase n

On désigne par II le demi-plan droit constitué des points X = x + i!y, avec x > 0 :
cet espace a une structure kàhlérienne canonique, dont le ds2 est x~\dx7' -^-dï.1}^ et dont
on notera d[i(X) la mesure x~2dxd^ associée. Soient SL(2, R) le groupe des matrices

g=( ) à coefficients réels, de déterminant 1, et g\-> [ g ] l'application canonique de
\c à}

ce groupe sur son quotient PSL(2,1R)=SL(2, IR)/{ ± 1 }. Le groupe PSL(2, R) opère sur II
par

M^ .̂icX+d

Le lecteur a peut-être plus l'habitude du demi-plan supérieur, image de II par l'appli-
cation X i-̂  IX : il y a des raisons sérieuses de choisir ici II. La plus importante est de
rendre le choix fait ici compatible avec celui fait dans [12] : certains développements
(voir [15]) nécessitent en effet une utilisation simultanée du formulaire développé dans
le cours du présent article et de celui, relatif à la quantification de Weyl, développé dans [12].
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86 A. ET J. UNTERBERGER

Le sous-groupe K de SL(2, tR) constitué des g telles que [^](1)= 1 est identique à celui
des matrices
M ^ , / œs 9/2 sin 9/2\
(1-2) fee= . ^ .J, -2n<Q^2n.\-sm9/2 cos9/2/

Comme SL(2, IR)=G opère transitivement dans II, on peut donc identifier cet espace à
l'espace homogène G/K={gK,g€G} en attachant le point [g](l) à la classe de g. La
classique décomposition d'Iwasawa du groupe G fait intervenir, outre les matrices k^
les matrices

/y/2 o \
(1.3) a=^ ^), ^

et

(1.4) ",-Ç ~f), ^

(voir par exemple [5] ou [7]).
Revenons à l'espace de Riemann n. On sait que ses géodésiques (« droites » de la géo-

métrie hyperbolique) sont les cercles euclidiens dont un diamètre est l'axe fIR, ainsi que
les droites euclidiennes parallèles à l'axe des x. Le point Y=^+ ir\ de II situé à la distance
hyperbolique r de 1 sur la demi-droite hyperbolique qui fait l'angle 9 avec la demi-droite
[1, + oo [ s'obtient par la formule

1+©2 . 2œshr 9
(1.5) Y=————^+i———T avec œ = t g .e '-^-e'Gî2 e ^^œ2 2

En particulier, la distance hyperbolique d(l. Y) de 1 à Y est donnée par

(1.6) ch^Y)^1^2"^2.

En utilisant (1.2) et (1.3), on vérifie aisément la formule [fee^r](l)=Y, d'où l'on déduit
la « décomposition de Cartan » du groupe G : comme n=G/K, cette formule permet
en effet d'écrire n'importe quel élément de G sous la forme kQark^(—n<Q<n, r>0,
—2n<n>^2n). Cette formule montre également que la rotation d'angle (3 autour du
point 1 est donnée par [^](1)^ [fep^](l), autrement dit est la transformation de II atta-
chée à la matrice kp.

Soit ^ un nombre > 0. On désigne par H^ l'espace de Hilbert des classes (pour l'égalité
presque partout) de fonctions u mesurables sur R, à support dans R'^^^O}, telles que

(1.7) |M|?= [ ' W^dK^.
Jo

Pour tout XeII, on considère la fonction (px^H^, qui jouera un rôle fondamental dans
ce travail, et définie comme suit :

31+1 i ?i+l

(1.8) (px(t)=2^+lîl 2 (HÀ+l))"2^ 2 ^-2ffxt.
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OPÉRATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 87

On peut vérifier que || (px |L= 1 6t que (px^H^-1 n H^+1 pour tout X. Le lien entre les diffé-
rentes fonctions (px est établi à l'aide des « translations de phase », qui sont par définition
les transformations unitaires Tx de l'espace H^ telles que

(1.9) (Tx^)(r)=x^(^-21^.

On a en effet, ainsi qu'on le vérifie immédiatement :

(1.10) <Px=^x(Pr

On désigne par (,) le produit scalaire dans H^.
Signalons dès à présent que la transformation de Laplace JSf^ définie en (1.25), sur

laquelle nous reviendrons, permet d'identifier H^ à un espace de Hilbert de fonctions
antiholomorphes sur le demi-plan Ce dernier espace admet un noyau reproduisant,
c'est-à-dire que, pour tout XeD, il existe une unique fonction \|/x€H^ telle que, pour
tout MeH^, on ait l'identité (^u)(X)=(u, \|/x) : la fonction (px n'est autre que la fonction
I I ^x ll"11!^ et 1e noyau reproduisant proprement dit est la fonction (X, Y) i—^ (vl/y? ^x)
qui sera évaluée en (4.22). L'existence d'un noyau reproduisant sur l'espace de Hilbert
image de Jzf^ explique pourquoi il est possible de développer divers opérateurs sur H^
comme sommes continues de projecteurs orthogonaux sur les fonctions (px (le même
phénomène se produit d'ailleurs dans la quantification de Weyl, la transformation de
Laplace y étant remplacée par la transformation de Bargmann-Fock) : c'est ce que nous
allons faire maintenant, en restant cependant dans le domaine réel autant qu'il est possible.

Pour toute fonction vçîî^, et tout x>0, on a, avec X=jc-h^, la relation

p+oo (4n}k+l r+co rco 2
I^Çx)!2^-——^ ^ v^e-^-^dt

J-oo 1(A+1) J-oo Jo

(^n)^1 r°°^W)——^ \v{t}\2e-4nxtdt.
r(^+i) Jo

Pour toute fonction y mesurable > 0 sur [0, + oo [, on peut alors écrire

(1.11) [ y(x)\(v, (px)!2^^ f P(Q | v(t) ̂ dt
Jn Jo

si l'on définit P par
(4jr^+i r^

(1.12) P^Ï^-n ^W'^-^dx.1 iÂ--H)Jo

PROPOSITION 1.1. — Pour tout 5l > 0, les fonctions (px constituent, lorsque X parcourt II,
un système total dans H^. En outre, pour toute fonction ueïï^ on a

/• y,
(1.13) iKu.cpxîlWO^IlMll?.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



A. ET J. UNTERBERGER

Preuve. — L'identité (1.13) est le cas particulier de (1.11) qui correspond au choix
y=l. On en déduit, par polarisation, l'identité

À- r'-^(1.14) u=^\ (u, (px)cpx^(X)

qui prouve la première partie de la proposition.

PROPOSITION 1.2. — Supposons À,>1. Alors les fonctions (px(Xen) constituent un
système total dans l'espace H^-inH^+i muni de la norme hilbertienne

j_
2 i l l - , , l |2 \2M^ll^lk-i,^i=(ll^lk-i+ll«lk+i).

Preuve. — On applique (1.11) en choisissant cette fois-ci pour y la solution, sur [0, oo [,
du problème de Cauchy

(1.15)
fl+(47^)-l-dY(xx-lY(x))= î—1^-2

\ dx/ m

x^~ ̂ (jc) et — (x^~ 1Y(^)) sont nulles en 0.
u-x

On peut l'expliciter :

(1.16) yOcMÀ,--!)^1-^-4^ y^~2e4ny(x-y)dy.
Jo

Grâce à (1.15), on a
poo f-^1

(1.17) | y(x)x^-le-4nxtdx=(4n)-^)^^,

d'où l'identité, valable pour veïî^:

r ATT r00 r^1

(1.18) L ̂  1(v9 ̂  l'^W = T- 1 ̂  I2 7i——^2 A •Jn A Jo U + U

Par ailleurs la norme || ||?L-1,^+1 est équivalente à la norme || ||x-i^,x+i définie par

(1 .19 ) 111^-1,^1= [00 (t^t~^2\u(t)\2t-^t= \'{t^\u{t)\2t-^dt.
Jo Jo ^

II en résulte aisément que les deux membres de l'identité (1.18) restent finis si i;eH^+i+ H^-i
(espace dual de H^-inH^-n relativement au produit scalaire sur H^). En particulier,
si MeH^-ioH^+i, on peut appliquer (1.18) à la fonction v telle que

(1.20) v(t)=t-\t+1)2^).

On a, alors, d'après (1.19) ::

(1.21) (^(Px)=(M,(px)?i-i,^+i
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OPÉRATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 89

et
/•oo ^.-îl+1

(1.22) \^)\2———^dt=\\u\\î,^ ,̂ .
Jo (l+t)

Par suite, pour toute fonction M(=H^-i n H^+i , on a l'identité

(1.23) [ï(x)|(u,(pA-i^^i l2^^ ̂  HulL2-^!.

Cette identité prouve qu'il ne peut exister, dans l'espace de Hilbert H^-i nH^+i, d'élé-
ment non nul orthogonal à toutes les fonctions (px? et entraîne la proposition.

Considérons maintenant la transformation de Laplace ̂  évoquée plus haut qui à
MeH^ associe la fonction Jâf^u sur n définie par

—i r°°
(1.24) (Jâ^XX^V^rW) 2 u^e-^dt.

Jo
Autrement dit, on a

(TL \ 1 x+i
(1.25) (^)(X)= - ^ ^^.(px).

4îi/

PROPOSITION 1.3. — Pour tout À, > 0, la transformation ̂  est une isométrie de H^
sur l'espace de Hilbert Q^ des fonctions/antiholomorphes sur n telles que

(1.26) \\f\\^=(\f(X)\2xK+ld^X)<oo.

Preuve. — Pour tout Me H,,, on a

II ̂ u \\^= ̂  [ | (u, (px) |2^(X)=|| u II?

d'après (1.13). Le fait que JSf^ est surjective requiert un peu plus de patience, mais est
classique.

DÉFINITION 1.1. — Soit g = ( )eSL(2, R). On définit la transformation My. de
\c à)

l'espace Q^ par les formules suivantes :
_ . ^+1 //ïY — hi\

(1.27) si c>0, (^7)(X)=^ 2 (cX+dO-^-1/———— ;
\ïcX+fl/

(1.28) si c<0, ^=^-lw+l)^-g;

(1.29) si c=0 et d>0, (^7)(X)=rf-x-17fflx-blV
\ d }

(1.30) enfin, si c==0 et rf<0, ^^""^^.g.
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90 A. ET J. UNTERBERGER

Dans la première de ces formules, on a par définition

(cX+dO-^^exp-^+^log^X+A-),

où l'argument de cX+ di (la partie imaginaire du logarithme) est compris entre —- et -.

PROPOSITION 1.4. — Pour tout À,>0, et tout geSL(2, R\ la transformation ̂  est
une transformation unitaire de l'espace de Hilbert Q^. Pour tout couple (g, g ' ) d'éléments
de SL(2, R), il existe un entier feeZ tel que, si l'on pose ç)=e2ink^+ l)=e2ink\ on ait

(1.31) -<-/4'=P-^.

Remarque. — Dans le cas où À- est un entier >: 1, les formules (1.27) à (1.30) se résument
sous la forme unique

W)(X)=(-icX+dr^lf(a)^\
\icX-}-d/

qui n'est autre que l'expression bien connue de la (moitié de la) série discrète de SL(2, R),
à ceci près que nous utilisons ici des fonctions antiholomorphes dans le demi-plan droit.
Bien entendu, il convient ici d'être très soigneux en ce qui concerne les « facteurs de phase »,
nombres complexes de module 1 qui sont ici de la forme ^2lîlk\ mais en dehors de cela
il n'y a pas de difficulté à relaxer l'hypothèse que À- est entier : aussi laissons-nous la preuve
au lecteur. Le résultat suivant est quelquefois utile :

(a b\ , fa' b'\ , /û" fc"\
sl ^[c d)9 ^[c- d-) et ^-V J

et si de plus c > 0 et c'>0, alors p=l si c">0et p=e21^ si c" <:0.
Signalons que l'emploi de représentations « à des facteurs de phase près » est naturel

et courant en mécanique quantique (« ray représentations », cf. par exemple [3], p. 140).
On peut aussi, dans le présent cas, les considérer comme des représentations d'un revête-
ment convenable de SL(2, R) (cf. [9]).

Nous allons maintenant remonter Mg en une transformation Mg de H^.

PROPOSITION 1.5. — Supposons À,>0. Soient ^==( )eSL(2, R), et Mg la trans-
formation unitaire de H^ telle que JS^Mg = M^. vc d/

Si c>0, Mg est donnée pour MGC^(]O, oo [) par la formule

(i.32) (M.̂ -̂ J;̂ )̂  -^y^w^,
où J^ est la fonction de Bessel habituelle.

Si c=0 et d>0, Mg est la translation de phase (cf. (1.9)) définie par

(1.33) (Mgî^)^-1 (exp-îin^sMa-^).
\ û /
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OPÉRATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 91

Preuve. — Grâce à la formule d'inversion de la transformation de Laplace, on peut
écrire (dans le cas où c > 0) :

(1.34) (M^)(5)=f°°fe(5,tMOA,
Jo

avec, pour tout e > 0,

/•f'1'100 . Xj^l / nY-L/ij \
(1.35) fe(5,0==-f e 2 (cX+^r^^exp -2^————dX.

Je_^ \ -icX+dJ
c

En posant z==cX-f-rff, on a aussi

i • ^+l at-^-d^ r6'1'100 2 ^2 —2wf

(1.36) k(s,0==--é?1" 2 exp-2nt——— z-^'^e c e cz d z .
C C Je-ioo

A l'aide de la formule (valable pour 5i> 0, cf. [8], p. 83) :

i /zV r^100 t-22-
(1.37) j ^ ) 1 2 e ^t-^dt.

2in\1} Je-,oo
on obtient finalement

,,.,, ,, , 2n i.^-( , at^ds\(s\l2 f4n , -\
1.38 k(s,t)=—e 2 exp-2f7 i———- J, — (st)2 .

c \ c )\t) \c )

Le cas facile où c=0 est laissé au lecteur.

2. Le groupe des rotations autour d'un point ; l'opérateur de Laguerre ;
symétries de phase ; un calcul de trace

Ainsi qu'on l'a indiqué dans le paragraphe qui suit la formule (1.6), la rotation d'angle P
autour du point le II est la transformation [kp] pour la matrice kp définie en (1.2). Pour
tout (3e]0,27t[, soit Rp la transformation unitaire Mj^.p de H^ attachée par la proposi-
tion 1.5 à la matrice k _ p , et soit ^p la transformation unitaire ^_p de Q^ au sens de
la définition 1.1. Si l'on précise le facteur de phase p de la proposition 1.4, on vérifie
que l'on a

(2.1) RpRp.=Rp^

si P, y et P+P' appartiennent tous trois à ]0,2ît[ : le germe de groupe à un paramètre
ainsi défini s'étend en un groupe à condition de poser R2fe„=^i"k^+l)(keZ). Le théorème
de Stone permet d'écrire

(2.2) Rp=expipL,

où L est un opérateur autoadjoint que l'on va maintenant expliciter.
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PROPOSITION 2.1. — Pour tout \> 0, L coïncide avec l'opérateur

,_ „ _ 1 d2 K-l d
(2.3 L=-—t-^+———+iit

4n A2 4ît A

sur le sous-espace dense de H^ constitué des fonctions ueH^ qui sont en outre de classe C2

sur ]0, oo [ et telles que u(t) et tu'(t) soient nulles en 0.
Preuve. — D'après (1.2) et (1.27), on a, pour 0<B<2ît :

// B\ B\^(( pv- p\-'1-1- r8^''18111^(2.4) (WX)=e 2 sin^ X+fcos" / v — — / — — — — .
vv 2/ 2/ (sinDx+cosj\ l\sinyx+cosj/„.--„ .—.-r-^^_^ 7-^ \ \ z/ z

pour toute fonction /eQ^.
On en déduit

(2.5) J_(^7)(X)l(p=0)=-^X7(X)-^(l-X2)^^

L'identité (2.3) en résulte, compte tenu de (1.24).
La décomposition spectrale de l'opérateur de Laguerre L est connue : en effet, si l'on pose

(2.6) u(t)=e~2nt^v(4nt),

on obtient

(2.7) (LM)(0=^-2^ < -svrf(s)-}-(s-^-l}v\s)++î-v(s) ̂ {s=4nt).

D'après [8], p. 242, les valeurs propres de L sont donc les nombres ——+fe, où k est

un entier > 0, et les fonctions propres sont proportionnelles aux fonctions

(2.8) ^(O^-^L^jrO,

où les L{^ sont les polynômes de Laguerre généralisés, avec les notations de [8], p. 239.
Les relations d'orthogonalité entre ces polynômes ([8], p. 241) fournissent la normali-
sation : il convient de poser

^^{^r'^
et l'on a alors || v|̂ k ||^= 1 et les formules

(2.10) u= E (^,vM/,
k>0

et

(2.11) Lu= E (^+k\u^)^ (UGH,).
fc>o \ 2 /f c > 0
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Constatons que la première fonction propre ̂  n'est autre que la fonction (p, définie
en (1. o).

Remarque. - L'opérateur de Laguerre joue, dans la présente théorie des opérateurs
sur la demi-droite, un rôle tout à fait analogue à celui joué, dans la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sur R", par l'oscillateur harmonique (cf. [12]). En particulier, un des
avantages de l'opérateur L est de donner naissance au semi-groupe e-^ dont les éléments
sont, pour e > 0, des opérateurs à trace, ainsi que le montre la formule (2.11) • ce fait sera
exploité plus loin.

Bien entendu, on peut, dans la discussion qui précède, remplacer le groupe des rota-
tions autour du point 1 par le groupe des rotations autour de n'importe quel autre point
Y-^+i-neIT. Les fonctions propres normalisées du nouvel opérateur de Laguerre L
obtenu sont les fonctions (j/y^ : Y

i_
Ï.-H / ]L( \~2 ^-(-j

(2.12) vMO=(47T) 2 [ ^J e-^W^ny^y-2'.

En outre, il résulte facilement de la proposition 1.4 (la structure de groupe à un para-
mètre éliminant l'ambiguïté éventuelle sur le facteur de phase p) que pour toute matrice
geSL(2, R), on a (voir proposition 1.5 pour la définition de M ) :

(2.13) M^M^L^.

La proposition suivante nous sera très utile plus loin :

PROPOSITION 2.2. — Soient r>0, et g=a,=(er/2 ° \
\ 0 e ^ 1 2 ) '

Pour tout e>0, la trace de l'opérateur M^e-^ vérifie l'inégalité
_^r

(2 • l4) 0 < Tr (M^-61-) < e .
2sh r

2
ÎLr

De plus, T^M^?-61-) tend vers -e-— quand e tend vers zéro.
2sh^

Preuve. — D'après (2.10) et (2.11), on a

(2.15) Tr(M^-)^S .^^(MA. ̂ ).

Posant y=e~\ on obtient, d'après (1.33) et (2.9) :

k ^ 'k+l r°°
(2.16) (M^^nr^^y2 ^ .-^-^U^OL^^ .̂

Jo
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Considérons, pour 0<x< 1, la série à termes positifs

jc^f
E r^+fc+n ̂ 4îlyt(U')(4^))2(47l̂ .

D'après [8], p. 242, sa somme est

X^l2 ( . 1+X \ /87C^X2. 1+JC \ /STC^X2^
exp-47^-j——ri,-—— ,

l-x / \ l-x )l-x

expression dont l'intégrale de 0 à oo par rapport à dt est convergente puisque
_i

, 1+x . x2

4ny——>Sny-
J 4 • ' 4l-x l-x

(cf. [8], p. 139). La série considérée peut donc être intégrée terme à terme sur (0, oo) par
rapport à dt, et les mêmes considérations s'appliquent à la série analogue où l'on a rem-
placé y par 1. L'inégalité de Schwarz permet alors d'intégrer terme à terme la série.

ykL.»
(2.17) /^f)=E^-^^^^ g-^^^nOy^U^OL^Tt^)

et l'on a, d'après [8], p. 242 :

(2.18) /(,,,)-?ye,p-2 l̂+,)p,V««(̂ ).
1—JC\ 1—X ) \ l—X )

En posant jc==^~8, on obtient, d'après (2.15) :

\_
(xv}2 F00

(2.19) T^M^-61^^-^- e~^\Wdt
1 — x j o

avec j_

(2.20) P^l-^)1^ et a=8^,
1—X 1—X

Puisque 0<a<P, on a d'après [8], p. 91 :
1r00 -1 B-fB2-»2)2

(2.21) ^^(aOA^P2^2) 2 p vp "^
Jo P+(P2~oc2)2

Ici ,.4 r̂ ^i
(l-x)2 |_ (l^-y) J
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Puisque y=e-', on a -+y)- =ch2 r. Le trinôme4y 2

(i+^^ch') ^z^ri^jd^ynz+i
a deux racines complexes conjuguées e^ (on supposera 0 < 8 < n) données par

.^[l-l^h^l+e-^O,
d'où

(2.22) cos 8=^——1 et cos^-L
„?• 2 r '
^ 2 ^-2

Par suite

(2.23) (p2-^=2TC(l±^(^_2^^8^^
1-x

et

(2.24) P-^P2-»2)2, l+^-^^cosS+l)^ 2^(l+cos5)

p-KP2-»2)1 l+^-Kx2-2^cos8-H)2 [l+^-Kx2-2xcos8+l)î]2

Finalement, d'après (2.19) et (2.21), on a

(2.25) Ĵ_

)2 _J.
-(x2-2xcosS4-}} ^[+yT^M^-^^^^^-lxcosS+lf^l+cos S^l2[\+x+(x2-2x cos 5+1)3]-'1

et comme on peut aussi écrire

(2.26) x^xcosS+^^fch2-8 -cos20

2 2;5
on obtient

1| / \ i
e 1 \ 2 , e / . - £ 1 ^ l - ^(2.27) Tr(M^)=|(ch0-x-l ch2!———— ) 2 chJ+ ch2!-

\ ch22/ . \ ^I/

La proposition 2.2 résulte de cette égalité.

DÉFINITION 2.1. — Pour tout Yen (Y=.»/+ir|), soit Sy6SL(2, R) la matrice

(2.28) s =/-11A' -O^2)/.̂
V V^ ^ /
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