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CONTRIBUTION EFFECTIVE
DE LA MONODROMIE

AUX DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

PAR D. BARLET

Introduction

Soit X un polydisque de centre 0 dans C"^, et soit/ : X -> C une fonction holomorphe
non constante sur X vérifiant / (0) = 0. Pour h e C^ (X) et z e C vérifiant Re (z) > 0 posons :

<T,,/i>= [ \f(x)\2zh(x)dm(x\
Jx

où dm désigne la mesure de Lebesgue sur C"^. Ceci définit une distribution T^ sur X
qui dépend analytiquement de z (au sens que pour h fixée, < T^, h > est une fonction
holomorphe de z) et qui admet un prolongement méromorphe au plan complexe tout
entier ; ceci est une conséquence facile de l'existence du polynôme de Bernstein-Sato de /
(voir [1]). Les pôles de ce prolongement méromorphe apparaissant en des translatés par
des entiers négatifs des zéros de ce polynôme.

Nous nous proposons de montrer ici que si la monodromie de / en zéro admet un
bloc de Jordan de taille (fe, k) pour la valeur propre ^ - i T C r (où reC vérifie O^Re(r)<2)
alors T^ admet un pôle d'ordre au moins k en un point de la forme —r /2—v où ve fU

Ceci permet de voir, grâce aux résultats de B. Malgrange sur le lien entre la monodromie
de / et le polynôme de Bernstein-Sato de /, que toute racine de ce dernier produit
effectivement une série de pôles dans le prolongement méromorphe de T^. Ceci donne
également une nouvelle démonstration du fait que les valeurs propres de la monodromie
sont des racines de l'unité en utilisant le théorème d'existence des développements
asymptotiques de [1] pour les intégrales du type :

^
Jf^s

où (p e C^° (X) est une forme de type (n, n) sur X, et une transformation de Mellin.
0. Soit J^C"^, 0) -> (C, 0) un germe de fonction holomorphe, non nul et notons par
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294 D. BARLET

/ : X -> D un représentant de Milnor de ce germe, c'est-à-dire que D est un disque de
centre 0 assez petit et que X est la trace sur/'^D) d'une boule de centre 0 assez petite
dans C""'1, pour que/induise une fibration C°° localement triviale de X-y-^O) sur
D*=D- {0} . Nous nous proposons dans cette situation de prouver le résultat suivant :

THÉORÈME. - Soit reC et supposons que e ' 1 " 1 ' soit valeur propre pour la monodromie
de H*(X(5)C) (1) avec un bloc de Jordan de taille k^l. Alors pour tout voisinage A de 0
dans X, il existe une forme (pC°° de type (n, n) sur X et à support compact contenu dans
A telle que la fonction F<p : D -> C définie par

F^(5)= f q>,
Jf=s

ait un terme non nul de la forme s"* s"*'151'(Log | s | Y dans son développement asymptotique
en s=0, avec m et m' entiers etj^k— 1.

On remarquera qu'une formulation équivalente consiste à dire que le prolongement
méromorphe au plan complexe de la fonction holomorphe définie pour Re(z)>0 par

G^)= \\f\22

Jx
^

a un pôle d'ordre ^k en un point de la forme —r/2—v avec ve^, pour une forme
v|/C00 de type ( n + l , n + l ) sur X et à support compact dans A (prendre
^=fm'fm^>dfAdf)(2).

La démonstration de ce théorème occupera tout le reste de cet article.
Elle sera organisée de la manière suivante :
Au paragraphe 1 nous fixerons les notations pour l'étude du prolongement méromorphe

de | / [ 2 Z et de la connexion de Gauss-Manin. Nous terminerons par le lemme A qui
permet de traduire en terme de p-f ormes holomorphes sur X l'hypothèse que la monodro-
mie agissant sur IP(X(so), C) admet un bloc de Jordan de taille (fe,fe) pour la valeur
—.—^«^—-~ - — i n rpropre e lnr

Au paragraphe 2 nous donnerons les ingrédients essentiels de la preuve du théorème :
les lemmes Bi, Ci et C^ ainsi que les lemmes D et E. Ceci nous permettra de donner la
démonstration du théorème pour k= 1.

(1) ïciX(s)=f-l(s)etseD-{0}.

(2) Pour la réciproque, considérer leN tel que^Q^1 c 0^ /\dfei si vl/eC^X)'^1'"'^ produit un pôle
d'ordre ^k en —r/2—v, poser :

df /\Ôf
vk=(p-y-y- avec (peC^X)"-".

r
Alors (p admettra dans son développement asymptotique en s=0 un terme non nul de la forme

Jf=s

s^-^^lsl^LogIsl^pourun^fe-L
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Au paragraphe 3 nous prouverons le lemme B^ qui, avec la variante vectorielle des
lemmes Ci et C^ permettra de prouver le théorème dans le cas général avec une démarche
analogue au cas k = 1.

Nous terminerons par quelques remarques.

1. a. Commençons par rappeler que l'existence du polynôme de Bernstein-Sato de /
permet de montrer (voir [1] § 2 prop. 5) que pour toute forme 9 dans C" (X) de type
(n+1, n+1), la fonction holomorphe pour Re(z)>0, définie par :

Ge(z)= f l/l2^
Jx

admet un prolongement méromorphe à C tout entier, avec des pôles éventuels en les
translatés par des entiers négatifs ou nuls des racines du polynôme de Bernstein-Sato de
/et de leurs conjugués (si on ne sait pas que ces racines sont réelles [K]).

LEMME 1. — Considérons une forme différentielle œ C°° de type (/?, 0) sur X. Soit aeZ
et ueC; pour F méromorphe sur C notons par P^(z=u, F(z)) le coefficient de (z—u)~a

dans le développement de Laurent de F au point z=u. Alors la forme linéaire sur les formes
C°° à support compact et de type (n—p-\-1, n+ 1) sur X qui est définie par :

<T,V|/>=P/Z=M, f l / I ^COAViA
V -/X /

est un courant de type (p, 0) sur X. Pour a>0 on aura SuppÇT) c { /==()}, et pour a=0
la restriction de T à X—f~1 (0) coïncide avec la forme \ /|2". œ qui est C°° sur cet ouvert.

Démonstration. — Soit b le polynôme de Bernstein-Sato de / et posons
B (z) = b (z). b (z). En reprenant la démonstration du prolongement méromorphe de Ge
donnée dans [1] § 2 prop. 5, on obtient pour chaque entier M e f^l un opérateur différentiel
QM, dépendant polynomialement de z tel que l'on ait, pour Re(z)>0 :

JJ^^-BMB^.'.B^M-JJ^'""-'^-
Soit K un compact de l'ouvert Re(z+M)>0 sur lequel le polynôme
BM(Z)=B(Z)B(Z+1) • • • B (z+M—l) ne s'annule pas. On aura alors, si || \\^ désigne
la norme « sup » sur K :

||Ge||K^C.[Inf|BM|]-l.||Sup|QM(e)(z)|||Ll(K)
K z e K

où la constante C ne dépend que de K.
Ceci montre que dans ces conditions, l'application linéaire qui à 9 dans

QO (X)(H-H, "+D associe Ge|K est continue de l'espace C^ (X)^19 n+l) muni de sa topolo-
gie standard à valeurs dans l'espace de Banach C°(K, C). Si ueC on peut choisir Me M

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



296 D BARLET

assez grand pour avoir Re(M+M)>0. Prenons alors pour K un cercle de centre u et de
rayon e>0 vérifiant les conditions suivantes :

(i) K c { R e ( z + M ) > 0 } ;
(ii) le polynôme B^(z) ne s'annule pas dans D(M, e)— { u} où D(u, s) désigne le disque

de centre u et de rayon e. Alors on a pour chaque a e Z :

P,(z=M,Ge(z))=1 f Ge(0.(t-i^-1^
2 l 7 l j K

d'après la formule de Cauchy, ce qui prouve que T est bien un courant de type (/?, 0)
r _

sur X, puisque h -^ h(t). (t-u)a 1 dt est une forme linéaire continue sur C°(K, C), et
JK

que \|/^œ A \|/ est linéaire continue de (^(X)^"^1' n+ l ) dans C^X)^1' n + l ) pour
leurs topologies standards.

Les assertions Supp(T) c= { /==0} pour a>0 et T/X-f"1 (0)= | / l 2 " .® découlent
immédiatement du fait que pour 9 dans Q°(X) de type ( n + l , n + l ) et vérifiant
Supp(9) P|{/=O} =0 la fonction Ge est entière. Ceci achève la démonstration du
lemme 1.

Remarque. — Pour je ̂  donné, le lemme 1 montre aussi que les formules :

<T,,v|/>=P/z^, f l / l^ r^œAvI; )
\ Jx /

définissent également des courants de type (/?, 0) sur X. En effet, on a :

<T,,v|/>=P/z=^, ( \f\2z-2jfj^^^}=P^(z=u-j, ! l/l^œ'o^AvI/)
\ Jx / \ Jx /

qui relève du cas traité dans le lemme 1.
b. Dans la situation de Milnor / : X -> D, pour p e [0, n] nous noterons par G1VF le
faisceau :

ÏP(/.(Q^,^))

où (Ox//» ^//) désigne le complexe de De Rham relatif de /; rappelons que par définition
on a :

QX/^WA^/

et que la différentielle relative d^ est induite par la différentielle ordinaire. Les faisceaux
GW sont cohérents sur D et munis d'une connexion méromorphe en 0, appelée connexion
de Gauss-Manin, qui est à singularité régulière (voir par exemple [D] ou [M. 1]), et que
l'on peut décrire de la manière suivante: si we/*Qx// vérifie ^w==0, alors on a
dw=v/\dfoù ue/*Q^~1. En général on n'a pas d/fV=0, mais la relation dv/\df=0
implique l'existence de le M avec d/f(flv)=0. La connexion (méromorphe) de Gauss-
Manin est alors définie par :

^(w)=(flv)(SleGMP(S)0,[}-^.
s (PD L s J
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Sur D- { 0 } le faisceau cohérent GM^ est associé au fibre vectoriel s-^H^X^), C)
où X(s)=/-l(5) : en effet le complexe de De Rham holomorphe est une résolution
acyclique du faisceau C sur une variété de Stein, et permet donc de calculer la cohomologie
à coefficients complexes. Or la fibre en s du complexe de De Rham relatif de / est
précisément le complexe de De Rham holomorphe sur X (s) qui est une variété de Stein
pour s 7^0.

Comme /:X-f ^(O) ->D- { 0 } est une fibration C°° localement triviale (voir [J^])
s->Hp(X(5), Z) est un système local sur D*. Si Hp(X(5), Z) désigne l'image de

Hp(X(s),Z) dans Hp(X(s), C), la collection des Hp(X(s), Z) définit une connexion
holomorphe sur le fibre s-^Hp(X(s), C), d'où une connexion duale sur la restriction de
G1VF à D— { 0 } (3). Cette connexion coïncide avec la connexion de Gauss-Manin définie
plus haut. La régularité de V sur G1VP nous permettra de passer du point de vue
« topologique » au point de vue « holomorphe » en utilisant l'unicité méromorphe des
extensions cohérentes d'un fibre muni d'une connexion V pour lesquelles V est à point
singulier régulier [voir par exemple (D)]. De manière précise elle nous donnera que toute
section holomorphe de G1VP uniforme sur D* qui admet des composantes à croissance
modérée en 0 dans la base horizontale multiforme, est la restriction à D* d'une section
méromorphe de G1VP.

Fixons SQ e D*, et soit p e [0, n] tel que la monodromie :

T:H^(X(so), C) ^IP(X(5o), C)

admette un bloc de Jordan (fe, k) pour la valeur propre e"21"" où ueC vérifie
O^Re(u)< 1. Notons par e(so) un élément de ^^(so), C) (g) d^ vérifiant

c

(T^^.^^^^-^^.^^+O^No).^^)

où No est un endomorphisme niipotent principal (c'est-à-dire de polynôme minimal égal
à x^) de C\ On supposera de plus que le sous-espace vectoriel de FF (X (so), C) qui est
engendré par les composantes de e(so) est de dimension égale à fe. Notons par e la
section horizontale multiforme du fibre s -> W (X (s), C) (g) C*' qui prend la valeur e (so)

c
en SQ (pour donner un sens précis à cette assertion on doit se placer sur le revêtement
universel de D*). On aura alors pour tout seD* la relation :

(T®l) .^(s)=^- 2 l î t u .^(s)+(l®No).^(s) .

Considérons alors l'endormorphisme niipotent N de (^ qui vérifie

e-2inuU^o==e\p[-2iK(u.U^)].

Alors N est également un niipotent principal dans End^). Considérons alors la section

,-2iïiK

(3) Pour le « dictionnaire » entre systèmes locaux et connexion, voir(D).
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298 D. BARLET

multiforme sur D* suivante de G1VP g) C^ :

8 (s) = exp [(u. Id + N). Log s]. e (s) (4)
elle est uniforme sur D* puisque la monodromie agissant sur e(s) par
exp[—2i7i(M.Id+N)] on aura :

T.e (s)=exp [(u.Id+N).(Log s+2 i 71)]. exp [-2 i n (u.Id+N)].(? (s)=e (s).

Comme e est à croissance modérée dans la base horizontale multiforme (e, est définie
comme combinaison linéaire des e, avec des coefficients du type 5". P(Logs) où P est un
polynôme) il existe un entier m tel que sm.s(s) soit la restriction à D* d'une section
holomorphe globale du faisceau GNP ® C*.

Il existe donc weH°(X, ?y (g) C^ vérifiant d/^w=0, et dont la classe dans G1VP (g) 0'̂
coïncide sur D* avec s -> .s"*. e(s). Comme on a, par horizontalité de e

s.(Ve)(s)=s. ^(exp[(u.Id+N).Logs]).é?(s)=(M.Id+N).e(s)
ds

si /ef^l* est tel que s^ .V envoie GIVP dans GIVP, alors la section
s^Vw) (s)—(iî.Id+N). .^"^(s) sera de torsion dans GM^OC^ où Fon a posé
i î = = M + m ; et si s4 annule cet élément de torsion de GM^ on aura :

^.(VwK^-Oî.Id+N^s^^wCs)^
dans GNP ® C^.

On peut alors trouver a et fc dans H°(X, 0^~1) ® C^ vérifiant

/ f + 4 .(VH f)-/< + g- l .( l2.Id+N).w=^a+û[/*A b sur X,

grâce à l'annulation des R1/* Q*x// P01"* ̂ 1 qui assure que les sections globales de G1VF
sur D sont données par le quotient de

{ w e H° (X, QS//)/^ w = 0 } par ^ [H° (X, ̂  )].

Par définition de V sur G1VP, on obtient alors :

fl+^d^v=df(ûAd^).fl+q^+dfAda sur X.

En posant (ù=fl+q.w-{-df A a, m = m + î + ^ , on obtient :

d(ù= ^A ((m+u).Id+N).œ sur X.

Dans Ck effectuons un changement de base mettant N sous forme canonique (des 1

(4) Avec la convention qu'un endomorphisme M de C^ agit sur H^Xts), C) ® C* par 1®M.
c
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au-dessus de la diagonale et des zéros ailleurs). Alors les composantes œ^, . . ., œ^ de œ
dans cette nouvelle base vérifient

d(ùj=(m+u)— A œ^+ — A œ^_i sur X V/e[l , fe]

avec la convention o)o=0; de plus on a d/^œ^=0 pour chaque je[l, k] et œi ne définit
pas un élément de torsion de GIVP(D), puisque les œ^.(so) engendrent un sous espace de
dimension k dans WÇKÇso), C).

Rassemblons ce qui vient d'être obtenu :
LEMME A. — Dans la situation de Milnor f : X ->• D, 51 la monodromie T agissant sur

WÇXÇso), C) pour SQeD* et pe[0, n], admet un bloc de Jordan de taille (k, k) relatif à la
valeur propre e~2lnu (où O^Re(u)<l), il existe des p-formes holomorphes (o^, . . .,0)^ sur
X et un entier m, tels que Von ait :

(i) Ào,=(m+M)-7 A œ^+ -• A œ^_i sur X pour je[\, k]

avec la convention (Oo==0;
(ii) rf/y-cùi =0 et limage de û)i dans G]VF(D) n'est pas de torsion.

2. Soit u un nombre complexe fixé vérifiant O^Re(M)<l . Toujours dans la situation
de Milnor, supposons qu'il existe une p-f orme holomorphe w sur X (avec/?e[0, n]) et un
entier m tels que l'on ait :

(i) dw =(m + u) — A w sur X

(ii) d^w=0 et w n'induit pas un élément de torsion de GM^D).
Supposons alors que pour tout j e T. et toute forme différentielle \|/ e Q° (X) de type

( n — / ? 4 - l , n + l ) le prolongement méromorphe de la fonction (holomorphe pour
Re(z)»0):

^ - f | / | 2 2 7- J WAV| /
Jx

n'a pas de pôle en z= —m—u et z= — m — u — 1 .

LEMME Bi. - Sous ces hypothèses, pour je ~L et \|/eC^(X) de type (n-p+1, n-j-1)
posons :

<T,,v|/>=P/|fz=-m-M, f l / fV^wAvI/)
\ Jx /

OM on a préféré la notation P fàP^ pour désigner le terme constant dans le développement
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300 D. BARLET

de Laurent. Alors les courants sur X ainsi définis (voir le lemme 1 et la remarque qui le
suit) vérifient :

dTj= —(7+m+u) . r i /A T^.+i sur X pour tout j e Z.

Preuve du lemme B^. — Soit (p une forme C^°(X) de degré total 2 n + l — / ? ; par
définition de la différentielle extérieure d'un courant on aura :

<rfT,,(p>=(-lr- l<T,,d(p>=(-l)^- lP/fz=-m-^f I/I'V-^A Ap)
\ Jx /

Pour Re(z)»0 la forme différentielle | / |2z/ - Jw A q> de classe C1 à support compact
dans X et sa différentielle; est donnée par :

^[l/l22/-^ A (p]^!/!22/-^] A (p+(-i)^|/|^7-^ A ̂
=(z+m+M)| / [2 z7-^AWA(p+(z-7) [ / |2 z7-^AWA(p

+(-l)p|/|227-7WArf(p.

En utilisant la formule de Stokes, on obtient pour Re(z)»0 :

(-l)^1 f | / |2z7 - JWA^Cp=(z+m+M) f |/|^/-^AWA(p
Jx Jx f

+(z+m+u) |/|2z7-^AWA(p-(7+m+M) ( | f^f-J^ AWA(P .
Jx / Jx /

Par prolongement analytique cette identité sera vraie pour les prolongements méromor-
phes à C des fonctions considérées. De plus l'absence (supposée) de pôle en z= —m—u
etz=—m—u— 1 pour les prolongements méromorphes des intégrales de la forme

l./TV'wAil/ pourtout^'eZ et tout \|/e C^ (X)
Jx

montrent que les parties finies e n z = — m — M des deux premiers termes du second membre
de l'égalité ci-dessus sont nulles. En effet, on a :

P/('z=-m-M,(z+m+u) f |/|^7-^AWA(p)
\ Jx / /

/ r - \
=Res z=-m-u, \f\2(z~l)f~j+ldfAw^^

\ Jx /
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et

Pnz=-m-M,(z+m+u) [ | / | 2 z 7 - 7 ^AWA(p )
\ Jx / /

=Res^z=-m-M, f \f\2zf~u+l)df^^^^\ (*)
\ Jx /

On obtient donc :

<rfT,,cp>=- (/+m+î4)P/fz=-m-^ f | /l22/-^ A W A ( P )
\ Jx J /

ce qui donne la relation
rfT,==- 0'+m+u)rf7AT,+i.

Ceci achève la démonstration du lemme B^.
Remarque. — II apparaît clairement dans la démonstration du lemme B^ que pour

prouver l'identité dTj= —( j+m+u) df A Ty 4.1 pour un j donné, il suffit de savoir que
pour tout \|/ e C^° (X) le prolongement méromorphe de

I | / | 2 2 / - ( J + 1 ) WAV| /
Jx

n'a pas de pôle en z= —m—u et que le prolongement méromorphe de

f \f\2zrj+l^^
Jx

n'a pas de pôle en z= —m—u—1.
Le lemme suivant va nous permettre d'utiliser les courants Tj considérés ci-dessus :
LEMME Ci. — Soit (T^.ç^ des courants de type (p, 0) sur X, et supposons qu'il existe

des nombres complexes (î^ez vérifiant :

dTj = Uj df A Tj +1 pour tout j e ~L.

Alors il existe des p-formes holomorphes (S^-g^ sur ^ et des courants (U,)jg2 de degré
p — 1 sur X vérifiant :

Tj=(-l)PSj-^-dUj-Ujdf AU^.+i pour tout jeZ.
v

les formes Sj vérifiant de plus

dSj == Uj df A Sj +1 /?oMr roî^ 7 e Z.

(*) Ici on a préféré la notation Res à Pi pour désigner le résidu!
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302 D. BARLET

Preuve du lemme C^. — Commençons par remarquer que le résultat est trival pour
^=0(5).

Soit /?^1; supposons construits des courants uj"^"1 sur X de type ( p — k , f e — 1 )
pour toutjeZ, pour tout k = 1, 2, . . ., l avec l-^p et vérifiant :

(^) ^Uf- f c • f c - l ==d / / UJ- k + l > k - 2 -M,d7AUJ+î + l • f c - 2 pour fe^2

et ri'UJ"1'0^^ pour f c = = l . On remarquera que la relation imposée aux T, combinée
avec le fait qu'ils soient de type (p, 0) montre que l'on a d/rTj=0 pour chaque j; en
appliquant le théorème B de H. Cartan combiné avec le lemme de Dolbeault-
Grothendieck, on en déduit que l'on peut trouver des courants UJ~1 ' ° sur X qui
permettent d'amorcer notre récurrence.

Calculons

rf'KUj-^^-M^/AU^1-1]
d'abord pour (= 1 ; on obtient :

-^T,+^/AT^=O
puisque, pour des raisons de type,

^,=^=1^7 AT,^.
Pour 1^2 on obtient :
-^q^uj-^^^^M.d/AUj+r^^-^+M^/A^uj^^-1

^M.^/'A^UJ+r1^-2 ^-M^/A^U^r^-^O

en utilisant la relation (^) pour k=l.
Si on a p—l^ 1 alors on peut trouver (toujours grâce au théorème B de H. Cartan et

au lemme de Dolbeault-Grothendieck) des courants \jp~1-1^ pour jeZ, de type
(p—l—1, 1) sur X et vérifiant :

^UJ-^^^^UJ-^-'-M.^/AUf^1-1 sur X.
Pour l=p on aura :

à' K UJ- P ~1 - Uj df A U^"1] = 0 sur X.

Posons alors Sj=d"\J^ p~l-Ujdf A U^"1; c'est un courant de type (0,^) sur X
d'-fermé. D'après le lemme de Dolbeault-Grothendieck (conjugué) c'est le conjugué d'une
/?-forme holomorphe Sj sur X. De plus on a :

d-S^Ujdf A^U^-1^.^ AS,+i
ce qui prouve la relation

rfS,=M,^/AS,^.

(5) D'après Dolbeault-Grothe:[idieck les T, sont des fonctions antiholomorphes !
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Posons maintenant :
p

Uj= E (-i)1-1^-111-1
1=1

pour chaque j ; alors Uy est un courant de degré p — 1 sur X et on a :
p

rfu,= ^ (-ly-^uf-111-1

1 = 1

ce qui donne en regroupant par types :
p-i

rfu^d'u^-1'^ ^ (-ly^'u^-^^^-^uj'^-^+c-i)^1^^13-1

1=1
ce qui donne, en utilisant la relation (^) :

p ~ 1 _ - -
^•=T,+ ^ (-l) l- l^ri7AU^^ l- l+(-l)p- l(S,+M,rf7AU^^- l)

1=1

et donc
^U^T.+^/AU.^+C-I^S,

ce qui achève la preuve du lemme Ci.

LEMME C^. — Dans la situation du lemme C^, supposons que F on ait de plus les relations

/. T, + ^ = Tj pour tout j ̂ jo -}-p -1
et

Uj+^=Uj—\ pour tout j^jo-^-p—1,

Alors dans la conclusion du lemme Ci on peut choisir les p-formes holomorphes Sj de
manière à satisfaire la relation :

f. Sj+1 = Sj pour tout j ̂ jo.

Démonstration. — Pour tout a^O on a donc l'égalité
T = f" TJ'O+P-û J ' JO+P"

Si on a choisi les courants UJ~1 '0 arbitrairement pour j^jo +p vérifiant ^UJ"110^^
on peut poser U^0^/0. U^0 pour a^O, puisque ron a :

^ ( fa Typ-l ,0\_^a .j'Typ-l, 0_ ^a Y _^^•
"U • ^jo+p ^-J • "^JO+P -J • ^JO+P" ^JO+P-a-

Supposons construits les courants uj"^"1 pour fe=l ,2 , . . . , /</? et j e Z vérifiant la
condition supplémentaire suivante :

TTp-k ,k - l _ fa-k+1 Typ -k . f c - l nnnr tnnt n > k 1^jo+p-a ~J -^jo+p-k+i pour loui a ^ K — i
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nous voulons montrer que l'on peut choisir le courant Uj^f^^ pour a^l comme étant
égal à /^.U^-.V.

Ceci étant une tautologie pour a=l, il suffit de considérer le cas où a ̂ /+ 1. Comme
la seule condition qui a présidé au choix de UjT^"1'1 est la relation :

^UJ-^-W'UJ-^^-M.rf/AUJ^-1

il nous suffit de vérifier que d^f0-1. Uj^;_V] prend la bonne valeur. On a :

à- [f0-1. U^;_V]=/^. K U^_-/-^_, ̂ / A U^_-/,J

-à- [f°-1 ̂ -^-(a-D.f0-1-1 df AU^_-/-^_, ̂  A /^ U^_7,,

et comme on a, pour a^+1, grâce à notre hypothèse de récurrence les relations
fa-l-l J ] p - l , l - l _^a-l j j p - 1 , 1 - 1 _ J J p - 1 , 1 - 1
j ^JO+P-l ~J ujo+P-l+i~ujo+P-a+l

et de plus u^+p.i=u^+p+l, on trouve :

M r fa-l TTP-i- l ,h_^ J j p - 1 , 1 - 1 ( . \ j~f y ïp- i f - ifl LJ u ^ + p _ ^ \—a u^+p_^ —{UjQ+p+a)dj A U ^ + p _ ^ + i

ce qui est la relation désirée puisque u^+p_^=u^+p-\-a.
Pour l=p on aura donc/0-^1 U^îï^U^^1, pour a^/?-l. Comme S, est définie

par la relation :

S.^U^^-M.ri/AU^-1

donc pour;=/o+/?-û avec a^p on aura simultanément :

ra-p ^jO.p-1 TjO.p-1 . fa-p T TO, p- 1 _ T y0, p- 1
J "3o ^JO+P-a CL J ^Jo+1 —^Jo+P-a+l

ce qui donnera, toujours pour a^p :

s^p.^d^r-^ ̂ -^-u^^df A r-^ u^î,1

=(a-^Ja-^-- l^AU^^- l+7a-^ / 'U9^- l-U,,^_,rf7A7û-^U%îï l.
Si maintenant on suppose a^p-\-1, on aura

^-p-iu9^-i=7-.u^71

ce qui, compte tenu de la relation u^+p_^=u^+a-p donne S,^.^/0-^ S^ pour
û^+1; mais comme cette égalité est évidente pour a=p, on en déduit que pour tout
j<jo onaS,=/.S,.-n.

Ceci prouve que sous les hypothèses ci-dessus, on aura pour tout j<jo
dSj=Ujdf/f ASj.

Il est évident que les Sj construites au lemme C^ définissent des sections globales sur
D de G1VF. Le lemme suivant permet (entre autres choses) de montrer que ces sections
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ne dépendent pas, modulo la torsion de GM ,̂ des choix effectués dans la construction.
LEMME D. — Soit w une p-forme holomorphe sur X, soit u un nombre complexe, et soit

m e N. On suppose que l'on ait :

dw=(m+M)^AW surX-/-1^).

S'il existe des courants U et V sitir X vérifiant f~m\f\~2uvv= dU + d/ A V comme
courants sur X—/~ 1 (0) alors f\v définit un élément de torsion dans GM^.

Preuve du lemme. — Commençons par remarquer que, en vertu des assertions
ci-dessus (*) sur GM^, pour qu'une section globale de GM^ soit de torsion il faut et il
suffit que pour chaque 5eD* elle induise 0 dans IP(X(s), C). Fixons SçeD* arbitraire,
et soit Do un disque de centre SQ contenu dans D* assez petit pour l'application

///-'(Do)-Do

admette une trivialisation C°°. Fixons alors un C°°-isomorphisme :

/ - ' (Do) ——L——^ X (so) x Do

Considérons une forme C°° (p à support compact et de degré 2n—p sur X(so), vérifiant
d(p=0, représentant dans îî^n~p(X(so\ C) l'image d'un /?-cycle c(So)eflp(X(so), Z) (6)

via la dualité de Poincaré Hp(X(so), ^^H^'PÇXÇso), C). Alors pratiquement par
définition de la connexion de Gauss-Manin (au sens de l'horizontalité dans le fibre
s-^Hp(X(s), C)) la restriction de F^pr^q))) à X(s) pour se Do (qui est une forme C°°
à support compact dans X(s) et qui est d-fermée) induit dans ^""^^(s), C) l'image
(via la dualité de Poincaré) de c(s)eîîp(X(s\ Z), où c désigne l'unique section horizontale
du fibre s -^ Hp (X (s), C) sur Do qui vaut c (so) en 5o.

Considérons maintenant une fonction ^eC^(Do) vérifiant :

g(s)ds/\ds==l,
JDQ

et posons \|/ =/* (g (s) ds A ds) A F* (/?rf ((p)). Alors \|/ est une forme C00 à support compact
dans f~1 (Do) qui est d-fermée. De plus on a \|/ A df= 0 et \|/ A df= 0 sur / ~1 (Do), et \|/
est de degré 2n+2-p. Montrons que \|̂  représente dans H^'^'^/'^Do), C) l'image

(*) Voir 1 b.

(6) ftp(X(s), Z) désigne ici Fmiage de Hp(X(s), Z) dans Hp(X(s), C).
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(via la dualité de Poincaré) de c(so). En effet si 9 est une 7?-forme C00 d-fermée sur
/^(Do) on aura :

v|/A9= | g ( s ) d s A d s \ F*(pri t((p))A9
Jf~l(Do) JDQ Jx(s)

d'après le théorème de Fubini (pour un produit!). Comme c(s) est homologue à c(so)
dans / ~1 (Do) pour s e D^, on aura

pour tout se Do (puisque dQ=0) et comme F*(prf((p)) représente l'image de c(s) dans
H,2n-p(X(s), C) on aura:

f F*(prî((p))A9= f 9= f 9
Jx(s) Je (s) Jc(so)

pour tout s e Do. On obtient donc finalement :

] v|/A9= | g(s)dsAds | 9= f 9
J/'^DO) JDo Jc(so) Jc(so)

ce qui prouve notre assertion.
rCalculons maintenant / m u. w où l'on suppose que F on a fixé une détermination

Je (so)

de Logs sur Do (ce qui permet de définir/-M sur/'^Do)). Comme l'hypothèse faite
sur w implique que la /?-forme /-m-u. w est ^-fermée sur f~1 (Do), on aura, d'après ce
qui précède :

f /-——.^ f /-w|/|-2uw(7uv|/)=<^U+rf7AV,7Mv|/>.

Je (so) Jf ~l (DO)

et comme on a dv|/=0, v|/Aû[/=9 et v|/Aû[/'=9 sur /^(Do) on en déduit que w induit 0
dans HP(X(so), C). Ceci achève la preuve du lemme D.

LEMME E. — Soit u un nombre complexe donné vérifiant 9^Re(u)<l. Alors il existe
un entier M (u) e Z tel que pour toute p-forme holomorphe w sur X qui vérifie :

d\v = (m + u) — A w où m e Z

avec m < M (u\ la section (globale) du faisceau G1VP définie par /. w soit de torsion.
Démonstration. — Soit SQ^D* fixé, et soit e^ ($0), . . .,e^(so) une base du sous-espace

propre de la monodromie TP:HP(X(5o), C) ^HP(X(so), C) pour la valeur propre
exp(—2inu). Notons par ^ i , . . . , ^ les sections horizontales multiformes de
s->îîp(X(s), C) qui prennent les valeurs e^ (5o), . . .,^(so) respectivement en SQ (cette
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