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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE
ET MICROLOCALISATIONS

D'ORDRE SUPÉRIEUR 1

PAR J.-M. BONY ET N. LERNER (*)

Le but de cet article est d'associer à des classes de symboles sur (des ouverts de) R2 ",
des opérateurs agissant dans IR", de manière à pouvoir utiliser un calcul symbolique
asymptotique. Nos classes de symboles seront définies comme dans [6], chap. 18, à l'aide
de métriques sur l'espace des phases. La différence essentielle avec le calcul de Weyl de
Hôrmander est que celui-ci nécessite une hypothèse de tempérance sur la métrique,
hypothèse que nous ne ferons pas, et qui nous interdit d'utiliser telle quelle la règle de
quantification de Weyl.

Pour les applications que nous avons en vue, la propagation des singularités pour les
équations aux dérivées partielles non linéaires, on est amené à souhaiter l'existence
d'opérateurs dont le symbole ait un comportement singulier au voisinage du conormal
d'une hypersurface S, plus ou moins singulière, de IR". Il se trouve que la condition de
tempérance n'est jamais satisfaite pour ces types de symboles, même dans le cas de la
seconde microlocalisation qui a permis (voir [l], [2]) l'étude de la propagation des singula-
rités dans des cas relativement simples. Par contre, ces classes de symboles, et d'autres
associées à des hypersurfaces S nettement plus singulières (voir le § 9) vérifieront les
conditions de notre calcul.

Bien que le lecteur puisse trouver cet article un peu technique, nous voudrions le
convaincre du fait que l'utilisation du calcul fe-microdifférentiel est aussi facile que celle
du calcul pseudo-différentiel usuel. On doit introduire une famille de métriques dans
l'espace des phases

gl^g2^'"^gk

et vérifier les conditions 5.1.1 à 5.1.3 (tempérance symétrique relative, comparabilité,
lenteur et principe d'incertitude), vérifications qui dans la pratique (voir § 9) ne sont pas
très difficiles.

Cela fait, le calcul s'utilise exactement comme le calcul symbolique (asymptotique)
d'opérateurs pseudo-différentiels associé à une seule métrique g^ et permet de définir des

(*) Travail réalisé en partie avec le soutien du NSF-Grant DMS 8601755.
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378 J.-M. BONY ET N. LERNER

régularités k-microlocales dans des « espaces de Sobolev » associés. La seule différence
est la nécessité de quantifier un symbole non par un seul opérateur, mais par une famille
d'opérateurs Ag dépendant d'un paramètre, ce qui n'est pas plus contraignant (et en fait
de même nature) que l'obligation de choisir un opérateur proprement supporté lorsque
l'on veut travailler localement dans un ouvert de IR".

Enfin, les résultats du paragraphe 8 sur les rapports entre (fe — iy et fe^-microlocalisation
assurent de la possibilité de passer à une microlocalisation supérieure, lorsqu'il est
nécessaire de faire une analyse plus fine dans l'espace des phases, puis de revenir aux
régularités microlocales usuelles.

L'organisation de l'article est la suivante. Après quelques rappels sur le calcul de Weyl
au paragraphe 1, on introduit au paragraphe 2 le concept essentiel de symbole confiné
dans une boule de l'espace des phases, concept plus général, mais plus stable, que le
concept de symbole supporté dans une boule. Les estimations du composé de deux
symboles confinés dans deux boules différentes joueront un rôle crucial dans la suite.

Les paragraphes 3 et 4 sont consacrés à la première microlocalisation et à la quantifica-
tion de Weyl usuelle, lorsque la métrique g n'est définie que dans un ouvert iï de l'espace
des phases. On introduit au paragraphe 3 la condition de température symétrique, qui
doit remplacer dans ce cas la condition de tempérance de Hôrmander. Elle garantit que
le composé de deux symboles confinés dans des ^-boules est encore confiné dans celles-ci,
avec des semi-normes qui décroissent de manière contrôlée lorsque les boules s'éloignent.

Le paragraphe 4 décrit alors le calcul symbolique associé à cette première microlocalisa-
tion, calcul très voisin de celui développé par Hôrmander dans 1R2 ". Il y a lieu toutefois
de distinguer entre opérateurs internes, associés à des symboles à support fortement inclus
dans 0, et les opérateurs externes (essentiellement ceux qui opèrent sur les précédents par
composition), dont les symboles peuvent croître à la frontière de Q.

Le paragraphe 5 décrit les conditions sous lesquelles une suite de k -métriques
g i ^ ' - ' ^ g k pourra donner lieu à un calcul k-microlocal. L'hypothèse essentielle
(hypothèse 5.1.1) est une condition de tempérance relative, exprimant que chaque
métrique est symétriquement tempérée dans les boules de la métrique précédente. Le
point crucial est alors l'introduction au paragraphe 6 des symboles k-confinés. Ceux-ci,
construits comme des « sandwiches » de symboles confinés pour les métriques g^ . . ., g^
et qui cumuleront les propriétés de presque orthogonalité dues aux diverses tempérances
relatives, auront un composé suffisamment petit lorsqu'ils sont confinés dans des boules
éloignées (théorème 6.6.6).

Il devient alors facile de définir les opérateurs k-microdifférentiels comme des intégrales
sur l'espace des phases d'opérateurs associés à des symboles fc-confinés et de prouver,
par exemple, des résultats de continuité sur L2 à l'aide du lemme de Cotlar. Ces opérateurs
constituent une algèbre, et le calcul symbolique asymptotique est valide.

Au paragraphe 9, nous donnons un certain nombre d'exemples de microlocalisations
d'ordre supérieur associées à des données géométriques simples : une sous-variété isotrope,
deux sous-variétés lagrangiennes se coupant franchement, plusieurs branches des courbes
dans le plan ayant un contact d'ordre p (non nécessairement entier) avec l'axe des x.
Nous en déduisons, dans ce dernier cas, la bonne définition des distributions conormales.
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 379

Des articles ultérieurs seront — nous l'espérons — consacrés à l'action des transforma-
tions canoniques, aux propriétés multiplicatives, et aux applications à la propagation des
singularités non linéaires.

Une partie de ce travail a été réalisée au cours de deux séjours de l'un des auteurs
(J.-M. B.) d'une part à l'Institut Mittag-Leffler, d'autre part à l'Université Purdue.
Il tient à remercier chaleureusement ces deux institutions ainsi que L. Hôrmander et
M. S. Baouendi.

TABLE DES MATIÈRES

1. Notations et rappels

1.1. Quantification de Weyl
1.2. Classes de symboles définies par des métriques
1.3. Principe d'incertitude et calcul asymptotique
1.4. Position du problème

2. Estimations de confinement

2.1. Confinement
2.2. Estimations de biconfinement
2.3. Calcul de Weyl et calcul standard
2.4. Estimation de la norme SC (L2)

3. Tempérance symétrique et confinement

3.1. Préliminaires
3.2. Confinement

4. Calcul symbolique

4.1. Poids admissibles
4.2. Opérateurs internes
4.3. Quantification exacte
4.4. Quantification asymptotique
4.5. Régularité microlocale
4.6. Opérateurs externes

5. Données géométriques

5.1. Hypothèses
5.2. Fonctions d'orthogonalité
5.3. Poids admissibles

6. Confinement d'ordre supérieur

6.1. Espaces Sï^
6.2. Définition récurrente des symboles fc-confinés
6.3. Propriétés élémentaires
6.4. Existence de projecteurs
6.5. Biconfinement
6.6. Confinement large
6.7. Continuité

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



380 J.-M. BONY ET N. LERNER

7. Calcul symbolique k-microlocal

7.1. Opérateurs fe-microdifférentiels
7.2. Quantification
7. 3. Opérateurs fc-microdifférentiels avec paramètre
7.4. Régularité fe-microlocale
7. 5. Opérateurs externes

8. D'une microlocalisation à l'autre

8.1. Transfert des opérateurs
8.2. Transfert des régularités microlocales
8.3. Notations simplifiées
8.4. Quantification de Weyl et quantification standard

9. Exemples

9.1. Seconde microlocalisation le long d'une variété lagrangienne A
9.2. Seconde microlocalisation de Lebeau
9.3. Troisième microlocalisation associée à deux variétés lagrangiennes se coupant franchement
9.4. Microlocalisations d'ordre supérieur de Sjôstrand
9. 5. Troisième microlocalisation associée à un élément de contact d'ordre p— 1
9.6. Distributions conormales associées à la réunion de plusieurs courbes ayant un contact d'ordre (p— 1).

Index des notations

Bibliographie

1. Notations et rappels

1.1. QUANTIFICATION DE WEYL. — La quantification de Weyl associe à une distribution
ae^lRx"), avec Rl^^x IR^, un opérateur c^ de ^(IR^) dans ^'(R;) défini par
(voir [13])

(1.1.1) a^= a(X) Sx2"rfX,

où (2:̂  ^u)(y)=u(2x-y)e2i<y~x^\ avec i=2n/^î (1).
L'opérateur Sx est unitaire et autoadjoint sur L^R") et Fy y(X)=(Sx^, t;) est une
fonction de ^(R2 ") si u et v sont dans ^(IR"), ce qui donne un sens à (1.1.1).

La formule (1.1.1) fournit également

(1.1.2) (^)(x)= fp<^ ^ > ^(x±z, ç} u(y)dyd^
J J \ — /

(1) ï = 2 7 i / — l . On s'est efforcé de ne jamais s'écarter de la terminologie reçue sans de très sérieuses raisons.
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 381

ainsi que la formule originale de Weyl [15]

r
( 1 . 1 . 3 ) a"= â^e^^dQ, 9=(x, QeR2",

où 9. M est l'opérateur autoadjoint x .x+Ç. D^.
Pour de bonnes fonctions [dans ^(R2") par exemple], on définit la loi de

composition # par

(1.1.4) (a#b)'v=awobw,

et l'on a

(1.1.5) (a#b)(X)=22nfSe-2i^-xfz-^a(Y)b(Z)d\dZ,

où [., . ] est la forme symplectique définie par

( l - l - S O [(^),(v,îl)]=<^>-<î1,x>.

On a également

(1.1.6) (a#fc)(X)=exp ̂  [Dx,, Dxjl a(X^) b(X2) ,x ,=x=X2

où exp i/2 [DX^, DxJ est l'opérateur de convolution dans R4 " correspondant à la multipli-
cation par exp f/2 [S^, S^] en transformée de Fourier.

La loi # n'est pas locale, et, pour de bonnes classes de symboles, on pourra donner
un sens asymptotique à la loi #, locale mais pour le moment purement formelle, obtenue
en remplaçant l'exponentielle de (1.1.6) par son développement en série. On obtient

(1.1.7) (a#fc)(X)= ^-('iIP^Y^x^Y),^,
fc=0 K\ \ 2 /

c'est-à-dire a#b=ab+(l/2i) {a, b } + . . . , en notant { ., . } le crochet de Poisson. On
notera

( 1 . 1 . 8 ) œ,(a,fc)(X)= ^ l(i^D^\ja(X)bm^^.
o ^ j < v j ] \ 2 /

1. 2. CLASSES DE SYMBOLES DÉFINIES PAR DES MÉTRIQUES

Soit Q un ouvert de R2 n muni d'une métrique g (f. e. à tout point X de Q on associe
mesurablement une forme quadratique définitive positive g^ sur R2").

On supposera que celle-ci est lentement variable, i.e. il existe Co>0 tel que pour tous
les X, Y dans 0, pour tout T dans R2 ",

(1.2.1) ^(X-Y)^Co-1 ^ Co-^Yffî^^T^Co^Cr).
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382 J.-M. BONY ET N. LERNER

On réservera le nom de poids à des fonctions m : 0 -> ] 0, + oo [ telles que l'on ait, pour
une constante C>0,

(1.2.2) ^(X-Y)^Co1 => C-^mC^MY^C.

DÉFINITION 1.2.1. — Pour Q, g, m comme ci-dessus, on notera S(w, g, Q) l'espace des
aeC^Çfi) ^b ( ,̂ /w^r îoMt feel^J, i7 exista im^ constante C^ telle que Ton ait, quels que
soient X dans Q et T^, . . ., T\ dans tR",

k

(1.2.3) Ka^X), T\®. . .®T,>| ^Qm(X) ]-[ ^(T,)172,
j=i

OM a^ (X) est le tenseur k-dérivé de a au point X pour la structure affine de IR2 n.
Rappelons en outre que la métrique duale de g^ s'identifie via l'isomorphisme symplecti-

que à la métrique g^ sur l'espace des phases,

(1.2.4) ^(^sup11^.
w^o ^x(W)

On notera également Kg (ou À,) la fonction définie par

(1.2.5) X,(X). in, (^r.
T^O \gx(T)^

1.3. PRINCIPE D'INCERTITUDE ET CALCUL ASYMPTOTIQUE. — NOUS Supposerons tOUJOUrS,

dans la suite, que pour tout X de 0

(1.3.1) gx^gï,

cette condition affirmant que la localisation dans la boule {X'\g^(X'—X)^r2} n'est
pas « interdite » par le principe d'incertitude. On a alors le résultat suivant, qui n'a
d'intérêt que si la fonction À, ci-dessus n'est pas bornée supérieurement.

THÉORÈME 1.3.1. — Sous les hypothèses précédentes, pour tout couple de poids m^, m^
(1.2.2), la série formelle (1.1.7) définit une application bilinéaire # de
S(m^g)/S(m^-co,g)x(S(m^g)|S(m^-œ,g) dans S(m,m^ g^SÇm.m^-^.g), où
S(m5i-00, ̂ =08^-^).

N

On a noté ici S (m, g) l'espace S (m, g, Q) de la définition 1.2.1. En fait, dans la série
(1.1.7), les termes successifs sont dans S (m, g), S(mÀ,~1 , g), . . . et un argument « à la
Borel » assure qu'il existe un élément de S (m, g), uniquement défini modulo S (m À,"00, g),
tel que ses différences avec les sommes partielles d'ordre N de (1.1.7) appartiennent à
S(mK-^g).

Remarque 1.3.2. — Les classes de symboles introduits par l'un des auteurs [1] pour
la seconde microlocalisation le long d'une variété lagrangienne A rentrent dans ce cadre
lorsque A est le conormal d'une sous-variété linéaire de R". Si celle-ci a pour équation
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 383

x'^0 (dans R",= R^ x IR^), on définit la métrique g par(1.3.2) g^d^^^d^^-d^^—d^2,
A À <Ç>

avec<Ç> 2 =l+ |Ç | 2 , ^= l+ [Ç / [ 2 + |x / / | 2 [Ç | 2 .
La fonction ^ est alors précisément celle définie en (1.2.5). Les classes de symboles

S^ ml de [1] sont exactement les classes S^)"*^, g). Par contre, si A est une sous-
variété lagrangienne quelconque, ou même le conormal d'une sous-variété courbée, les
classes de symboles 5 '̂ w ne se laissent plus décrire à l'aide d'une métrique comme au
paragraphe 1.2. Dans une publication ultérieure, l'étude de l'invariance par transforma-
tion canonique nous permettra notamment de quantifier de tels symboles.

1. 4. POSITION DU PROBLÈME

Lorsque t2=[R2", et lorsque g vérifie en outre la propriété (tempérance) suivante :

(1-4.1) ^C^l+^X-Y))^

pour C et N fixés, si le poids m vérifie une condition analogue, la théorie de Hôrmander [6]
permet d'associer [e. g. par la formule (1.1.2)] à tout élément a de S (m, g) un opérateur
a^ continu de ^(UT) dans lui-même, de ^'(UT) dans lui-même et, lorsque m=l , de
L^IR") dans lui-même. Les formules (1.1.4) (1.1.5) (1.1.6) restent valables,
l'opération # appliquant S(m^ g)xS(m^ g) dans S(m^m^ g). On peut vérifier facile-
ment que les métriques (1.3.2), même pour ^=0 (seconde microlocalisation par rapport
à l'origine), ne satisfont pas à (1.4.1), et que les formules (équivalentes) (1.1.1) (1.1.2)
(1.1.3) ne permettent pas de quantifier des symboles de S (m, g) en opérateurs définis
sur^liT).

Notre objectif est de définir, sous des hypothèses plus faibles que la tempérance (1.4.1)
— et vérifiées dans les applications que nous avons en vue — un calcul symbolique
compatible avec la loi #. Nous introduirons des classes d'opérateurs 0(m, g) et une
application symbole a de 0 (m, g)/0 (m X~ °°, g) dans S (m, g)/S (m À." °°, g) telles que

(a) a(A°B)=a(A)#a(B),
(b) le symbole d'un bon opérateur (différentiel, pseudo-différentiel classique, . . . ) est

(la classe de) son symbole usuel.
(c) <j est bijectif (à quelques restrictions de support près lorsque O^IR2").

2. Estimations de confinement

Le but de ce paragraphe est d'obtenir des estimations pour le composé a#b défini
par (1.1. 5) de deux éléments de y.

2.1. CONFINEMENT.

DÉFINITION 2.1.1. — Soit g une forme quadratique définie positive sur IR2" vérifiant
g^g° soient aeC°°(R2") et UcR2". On dit que a est g-confiné dans U si, pour tout entier
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384 J.-M. BONY ET N. LERNER

k et pour tout N, il existe C^ N te^ q^ quels que soient X, T\, . . ., T\, on ait
k

( 2 . 1 . 1 ) | <a< fc)(X), T, ®. . . (g)T,> |^C,, ^ n gCr^l+^X-U))-^2,
j= i

a^c g°(X-V) = inf ^(X -Y) (^ défini en 1.2.4).
Y e U

Notons que, ici comme dans tout le paragraphe 2, la métrique g est constante. L'espace
des symboles ^-confinés coïncide avec ̂ , mais il sera muni des semi-normes suivantes

(2.1.2) I I a ||^; ̂ = sup KO^X), I\®. . .^T^IO+^X-U))^2,
X, TI, . . . , Tfc'

fc ' ^ fc
sr(Ti), . . ., »(Tfe')^l

et

( 2 . 1 . 3 ) I I a ||^ ^max || a ||̂ .
fc^p
N^p

Pour les applications ultérieures au cas de métriques variables, il sera important
d'obtenir des estimations avec des constantes indépendantes de g.

Lorsque g^ et g^ sont deux formes quadratiques définies positives sur V=1R2", on
définit ^?A^ (moyenne harmonique), forme quadratique définie positive sur V, par la
formule(2.1.4) ^=(^y.

On vérifie facilement que l'on a

(2.1.5) (^ÎA^)(T)=2 inf (^(T^+^CT^)).
Ti+T2=T

On a en outre les propriétés élémentaires suivantes :

(2.1.6) { SÏ^gWgl, 7=1,2
I^A^=^ si g\^g^

ainsi que la « formule de la médiane »

(2.1.7) 2^(X-X,)+2^(X-X2)=(^A^)(X,-X2)+2(^+^)(X-X^),

où le point X^ ne dépend pas de X. C'est en fait le point où la fonction quadratique
figurant au membre de gauche atteint son minimum.

LEMME 2.1. Z — Soit a un symbole g-confîné dans la g-boule Uo, i de centre 0 et de
rayon 1. Alors, pour tout ee]0, 1[, on a

(2.1.8) a = f a^g^dZ,
•/Un i + c^ 1+E
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 385

où a^ est g-confîné dans la g-boule Uz e ^e centre Z et de rayon s et vérifie les estimations
suivantes [en utilisant la notation (2.1.3)]

(2.1.9) II^II^^^C^^eîllâlI^o.i.

On a noté \g\ le déterminant de g. Il est important de noter son invariance par les
transformations symplectiques de R2".

Preuve. - Soit 7eC^(IR), à support dans l'intervalle [-1,1] et telle que

7 ( | Z |2) dZ = 1. On peut alors écrire
Jus2"

(2.1.10) a(X)=!a^(X)\g\^d\,

où on a posé

^(^e-^-^X-Y))^).

La fonction a a son support dans Uy, e et on obtient aisément, quels que soient k, N, N',
les estimations

(2.1.11) | |ûY||^^i^c(fc,n,E)| |a| |^^(i+ min ^(S-T))-^
S e U o , i , T e U Y , e

Introduisons maintenant, pour tout point YetR" le point 7ig(Y)€Uo, i+g qui réalise le
minimum de la ^-distance de Y à Uo,i+g. On voit d'abord que le minimum figurant
dans la relation ci-dessus est égal à ^°(Y—7te(Y)).

D'autre part, pour tout point X du support de Oy, qui appartient donc à Uy. e» on a

^(X—U^Y), ^^^(X—Uo,!). On peut donc majorer les semi-normes de confinement
de ay dans U^(Y),S P^ ^es semi-normes correspondantes relatives à Uo. i. On déduit
donc de (2.1.11) l'estimation

(2.1.12) ||aY||^île(v).^C(fe,n,E)||a||^o^(l+^(Y-Uo,,^))-N'.

Nous pouvons maintenant obtenir la décomposition (2.1.8), où e sera remplacé par
2 e. Posons

(2.1.23) ^(X)=faY(X)e-2nx(£-2^(Z-^(Y)))|^| l/2dY.

On a bien a= ̂ a^g^12 dZ et il est clair que a^ est identiquement nulle si Z n'appartient

pas à Uo i+2g. D'autre part, pour ^(Z—7ie(Y))^e les semi-normes de confinement dans
U^ 2e sont majorées par les semi-normes correspondantes dans la boule U^(Y), e Ç1111 GSt
incluse dans la précédente. On déduit donc de (2.1.12) et de (2.1.13), en minorant g°
par^,

KII^^CQî, fe, 6)||a|[^o^ f(i+^Y-Uo. i^s))"1^!1^.
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386 J.-M. BONY ET N. LERNER

En choisissant N' supérieur à 2n, l'intégrale précédente est finie et indépendante de g.
On a donc obtenu l'estimation (2.1.9), ce qui achève la démonstration du lemme.

LEMME 2.1.3. — Soit a un symbole g-confîné dans une g-boule U et soit G une forme
quadratique définie positive telle que G^g. Posons p=max(^(T)/G(T))l/2. Alors a est

T
G-confiné dans la G-boule V de même centre et de même rayon, et on a

(2.1.14) Hal l^^^p^l lal l^ .

Il suffit en effet de remarquer que g^, p2 G, g°^ p~ 2 G° et que l'on a Uc=V.

2.2. ESTIMATIONS DE BICONFINEMENT. — Le théorème suivant constitue le résultat princi-
pal du paragraphe 2 et signifie essentiellement que a^#a^ jouit simultanément des
propriétés de confinement de a^ et de a^.

THÉORÈME 2.2.1. — Soient g^ et g^ deux formes quadratiques définies positives sur R2"
vérifiant gj^g] et soient a^ et a^ respectivement confinés dans des gj-boules \Jj de rayon ^ 1.
On a alors, quels que soient k et l

(2.2.1) Ka^a^WT^A,, ^g^g,)^)112

xa+teÎA^HX-UO+^A^KX-U^)-^
avec

Ajk, j=C(n, fe, Ollaj^+i+fc+d^l^n+i+fc+c

On a noté ici ||a,||,=||a,||^ u. [cf. (2.1.3)].
Nous utiliserons fréquemment le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2.2. — Pour tout (p, N), il existe q=q(p, N), C=C(p, N) tels que pour
ai, a^ vérifiant les hypothèses du théorème 2.2.1, on ait

(2.2.2) ^a^a^^^^a^a^9^^

^ClIaJI^^II^II^^O+feÎA^)^-^))-^

C'est une conséquence immédiate du théorème, il suffit d'appliquer l'inégalité triangu-
laire YOJi-U^^y (Ui-X^+Y (U^-X)1/2 pour y=^ A^.

COROLLAIRE 2.2.3. — Soient g^ g^ Ui, L^ comme dans le théorème 2.2.1 avec Ui,
U2 de même centre et g^ ̂ 2' Alors pour tout p il existe C, q tels que pour a^ a^ vérifiant
les hypothèses du théorème 2.2.1 on ait

K#^ ̂ +11^1 II;2' ̂ CKH^ ̂ |M^ ̂

On a gi^2 et donc gl^gï^gï [cf. (2.1.6)]. L'estimation (2.2.1) fournit alors le
résultat.
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Preuve du Théorème 2.2.1. — Considérons 9=9y,, x de sorte que g2(9)=l et
[9, YI -X] =^2 (YI -X)172. On a alors, pour k entier,

(ï-<6, DY^> +lYe-2'[Yl-x> Y2-X]^g-2.[Yi-X. ^-^.(.^(Y^-X)1/2)».

Par suite

(ai#a2)(X)=[fai(Yi) ^ a^Y^l+^Yt-X)1/2)-4

J J OSISk

xe-2•IYl-x•Y2-x'22"dYldY2

A\avec ai?^! ja^O', en notant 9' la î-ième puissance tensorielle symétrique de 9. On

obtient, quels que soient k, k^ et N,

Kû^^X^l^fflIaillo.^O+gnX-U^-^O+^KYi-X))-^2

xlM^l+^Y^-U^-^^dYldY,.

On remarque alors que

(l+^^Yi-U^^O+^KYi-X^i^^O+^^Yi-U^+gKYi-X))^2

^2-tl/2(l+gÎA^)(X-Ul))t>/2,

et il en résulte que l'on a, pour k=k^+k^,

(2.2.4) |(al#a2)(X)|^||aJ|o^J|a2||^,N22B+k+^/2)(l+feÎA^)(X-Ul))-t•/2

ffo+^Yi-X^-^O+^Ya-U^-^dYldY,.

D'autre part, si X^ est le centre de la ^-boule L^, on a, pour tout Y^eU;,

l+g2(Y2-X2)^l+2^(Y2-Y,)+2^(Y2-X2)^3+2^(Y2-Yy,

car ^2 ̂ ^2 et 1e ^"^y011 de U; est inférieur à 1. On obtient donc
1+^2(Y2-X2)^3(1+^(Y2-U2)) et (2.2.4) nous fournit l'estimation

|(ai#a2)(X)|^C(n, N, k, fci)||ai||o, kJI^H,, N(l+(g?A^) (X-Ui))-^2

xffo+^Yi-XW-^l+^Y^-X^-^YidY^

Choisissons maintenant k^ et N égaux à 2n+l . En utilisant le fait que le produit des
déterminants de g^ et de g^ est égal à 1, on obtient pour tout entier k^

(2.2.5) |(ûl#a2)(X)|^C(kl,n)||al||o,tJ|a2||2„+l+^,2,+l(l+(5?A^)(X-Ul))-k>/2
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On obtient de manière analogue

(2.2.6) |(ai#a2)(X)|^C(fei,n)||a2||o.^||aJ|2^i^.2^i(l+feÎA^)(X-U2))-^2

En prenant le minimum des membres de droite dans (2.2.5) et (2.2.6), et en remplaçant
fei par k, on obtient

\(a,#a^(X)\^C(k,n)\\a,\\^,^\\a2\\2n+i+k

xO+feÎA^x-uo+^A^Kx-u^))-^

Ceci donne le résultat (2.2.1) pour (=0. Pour ;^1, il suffit de remarquer que pour
toute dérivation D, on a D(a#b)=Da#b-^-a#Db. La preuve du théorème 2.2.1 est
complète.

PROPOSITION 2.2.4. — Soient a^ a^ satisfaisant les hypothèses du théorème 2.2.1. On
pose

(2.2.7) R,(ai, a^)=a,#a^- ̂  -^(-[DX^ Dx^^i^a^lDiagonaie.
J < V J • \^' }

Alors Ry(ûi, a^) vérifie les estimations suivantes quels que soient k et l

(2.2.8) |R,(a,, ̂ (X)^!^ ,, vAr^i+^W2

x(l+feÎAg5)(X-Ul)+(gÎA^)(X-U,))-k/2,

où Ton a posé

(2.2.9) A^inff^Y^inff^V'
T \gz{T}) T \g,(T)}

et

(2.2.10) A,, i, ,=C(fe, n, ;, v)||al||îî,•At+l+v||a2||î2n'+ul2+k+l+v

Preuve. — Notons tout d'abord que la proposition 2.2.4 fournit l'analogue suivant
du Corollaire 2.2.2. Quels que soient p, v et N, on a une estimation

(2.2.11) ||R,(ai, û^H^- "I+HR^OI, a^H^- ̂

^llûi H^v1, N)!!̂ !!̂ 2, N)Ai7C(p, v, ̂ (l+^A^^-U^))-^

Désignons par CT l'isomorphisme symplectique de IR2" sur son dual défini par
[Y, Z]=<Z, (TY>. Pour ûi et a^ dans ^"(IR2"), la formule suivante résulte de (1.1.5)

(2.2.12) (a^#a^(X)=ïa^(x+la-lS\ei<x'a>a^S)dS
J \ — /
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Par suite, on a

(a,#a,)(X)= ^ a^(X)!(la-lE\Jl-ei<xf2>â,(E)dE
o^<v J\2 ) ]\

r 1 (\ Av~1 r / A<-^-l'5'\ /i \v
+I ̂ H^XI'̂ ) ̂ "^m

et donc

R,(ai, a2)(X)= r ̂ ,^ ,1 f (^(x +e(Yi -x)) (Yi -xr

e-2•lYl-x•Y2-x^a2(Y2)22••dYldY^e.

Considérons T=TY^ x tel que ^2(T)=1 et [T, Yi-X]=^(Yi-X)1/2.
On a alors, pour fe entier

(' l-<T,DY,>+lYe-2i[Yt-x•Y2-x]=e-2'[Yl-x•Y2-x](l+^(Yl-X) l/2)t.

II vient donc, en réutilisant la notation (2.1.2), les métriques et les boules étant sous-
entendues

|R,(ûi,a2)(X)|

^rrrd-er ^^^^^^^^^^^^y^^^^^^
J J Jo \v~ L) •

^(Y,-X)v/2||a2||,.N(l+^(Yl-X))-k/2(l+^(Y2-U2))-N/2dY^Y^e.

Comme 9e[0, 1], on a ^(Yi-X)^(9(Yi-X)), et on a, pour k=k,+k^v et
N=2n+l=fe2,

|R,(a,, a,)(X)|^JJ^l(^^22n+fc2^3^^^

x(l+(^A^)(X-U,))-^2A^2v||^||.,^^v.2n+l

x(l+^(Yl-X))-k2/2(l+^(y2-U2))-(2"+l)/2dY^Y2d9.

Comme dans la preuve du théorème 2.2.1, on obtient le résultat (2.2.8) pour /==0 qui
se généralise facilement au cas 1^1.

2.3. CALCUL DE WEYL ET CALCUL STANDARD. — Nous allons étudier le groupe d'opéra-
teurs F, défini (par exemple) sur y^R2") par

raOc.i;)^^1^1^^).
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Ces opérateurs jouent un rôle important pour le passage du calcul de Weyl au calcul
symbolique classique. On a en effet (voir[6], [14])

aw=(31'2a)(x, D), a(x, D)^-1/2^,

ainsi que la formule pour l'adjoint

(^x.D^^aKx.D).

PROPOSITION 2.3.1. — Soit g une forme quadratique définie positive sur R2"^^ x IR{?
telle que g^g0 et g(x, !,)=g(x, -^). Soit aeC^ÇR2") g-confînée dans une g-boule U de
rayon r^ 1 (définition 2.1.1). Quels que soient les entiers p et v, il existe C(p, v), q(p, v)
et p,(p, v) tels que l'on ait

(2.3.1) ra- ^ (itD^)^ ' ^^Hal l^^X-^ l+ l t l ^^^C^v)
0^j<v J ' p

OÙ

,.i4<-roy".
T ^(T)/

Nous nous bornerons à donner la démonstration (beaucoup moins technique) d'un
résultat un peu plus faible, qui est par ailleurs celui que nous utiliserons : le théorème est
valable en remplaçant, dans le membre de gauche de (2.3.1), la boule U par toute boule
U' de même centre (qu'on prendra égal à l'origine), et de rayon r'>r. Compte tenu du
lemme de découpage 2.1.2, il suffit de le prouver avec r " = r / 2 .

Comme g(x, Q=g(x, —Q, on peut se ramener, par une transformation linéaire de
R", au cas où

g=^h,(dx^d^\ 0<h^L

On notera y la forme quadratique ^.hjdx^ dans R", et, très abusivement, y° la forme
quadratique ̂  h] 1 dx]. On a

ra(x, Q= (L-^^-^-^aO, r})dydr}\t\-\

Des intégrations par parties en T|, fondées sur l'identité suivante

{l+ S t^h^^-y^D^ÏÇe-^1^^)
L j'=i )

=pit~l<y-x^-!'> (l+r2^-1^,-^,=e
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donnent immédiatement

\ra(x, Ç)| ^C ff(l+r2Y<y(x-^)-k/2||a||,^(l+^«J, ^-V))-^2 dydr}.

En introduisant les y-boules V et W, de rayon r, dans RÏ et R^ respectivement, pour
f e = N = ? + n + 1, on obtient

\ya(x^)\^c\\a\\^!{(l+t-2r(x-y)rlf2(\+r(y-^)rl/^

x {(l+r^^x-^-^-'^Cl+Y^Cri-W))-^-'^2}^^^.

En reprenant les arguments précédant et suivant (2.2.4), on obtient respectivement le fait
que la première accolade est majorée par [1 +YO(x—V)] - l /2 et le fait que l'intégrale de la
seconde accolade est finie car on peut estimer [1 +y°(r} -W)]"014^2 par [1 +Y(r^)]-(n+l)/2.

On obtient donc, pour tout l,

[ra^^l^Qllall^^iO+Y^x-V))-^

En échangeant les rôles de x et de Ç, on obtient une estimation analogue en
[l+y^—W]"172, et donc, pour v=0, l'estimation voulue de confinement dans la g-
boule de rayon r /2 (le calcul est identique pour les dérivées, F commutant avec les
opérateurs de dérivation).

L'estimation pour v^l s'obtient en utilisant la formule de Taylor pour F et le
confinement déjà obtenu (v=0) de J^a.

2.4. ESTIMATION DE LA NORME J$f(L2)

PROPOSITION 2.4.1. — Soit a un symbole g-confîné dans une g-boule U de rayon ^ 1 (on
suppose toujours g^g°). Il existe alors des constantes €„ et d^ ne dépendant que de la
dimension telles que

(2.4.1) (a) II ̂  ||̂  ̂ )^n INIî î

(2.4.2) (b) ||^|ko=||^||L^||^|^^)+^X-l||a||^,

I I a |[p et \\a\\^i étant les semi-normes définies par (2.1.3) et (2.1.2)
Preuve. — La formule de Segal ([11], th. 18.5.9 dans [6]) assure que, si ^ est une

transformation symplectique de R2", on a (ao^)w==V*aw^J, où V est un opérateur
unitaire sur L2. Il suffit donc de démontrer le résultat lorsque g^'k~l^Q, en notant Fç
la métrique canonique de R2". On sait en effet que l'on peut se ramener à ce cas par
une transformation symplectique linéaire (voir [6] lemme 18.6.4).

L'opérateur unitaire correspondant à la translation de vecteur Z=(z, Ç) est l'opérateur
TZ défini par ^u(x)=u(x—z)ei(x~zl2f °. On a donc

(a-ïzM, T.^T^TZM, u)=((a(. -Z)ru, u\
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Appliquons ceci à la fonction Uo(x)=2n/4'e~n}x}2. II est facile de calculer le troisième
membre de la relation ci-dessus à l'aide de la formule (1.1.1), un calcul élémentaire
montrant que (Sy^o, UQ)=e~2n{y{2. On obtient

(a-Tz^ ^0^=2" !a(X-Z)e-2nix{2dX=(a^^)(Z),

en posant v | /(Y)=2nÉ?-2" I Y 1 2 .
II suffit maintenant d'écrire la relation

(a^\|/)(Z)=a(Z)+2n || (l-e)a / /(Z+9Y)Y2é^2î l lY '2dYd9,

et on obtient

|a| |Loo^||a^v|/ | |Loo+^ sup ^(Y)||a||2,o.
| Y | =1

Par suite, si g(\)^'k~1 |Y|2, on obtient le résultat (&) de la proposition 2.4.1. Quant à
la première estimation, elle découle immédiatement de la relation Hû^H^L2)^ I I ^ H L ^ (lui
résulte elle-même de (1.1.3).

3. Tempérance symétrique et confinement

3.1. PRÉLIMINAIRES. — On se donne, pour les paragraphes 3 et 4, une métrique g, dans
un ouvert îî de IR2", satisfaisant à (1.2.1) (lenteur) et (1.3.1) (principe d'incertitude). On
notera Ux r la boule

(3.1.1) Ux, .={Y,gx(Y-X)<r 2}.

On dira qu'un ouvert est g-conique s'il est réunion de boules de rayon r pour un r>0
fixé(2). Pour V et V ouverts contenus dans û, on notera

(3.1.2) V,={XeV,Ux,,c=V},

(3.1.3) V'ccV o 3r>0, V c= V,.

(2) Les exemples-types de tels ouverts sont, pour la microlocalisation classique associée à ^=rfJc2+^Ç2/ |Ç|2 ,
les ouverts de la forme ©xF, où œ et F sont respectivement un ouvert et un cône ouvert de IR" dont les
frontières sont lisses.
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DÉFINITION 3.1.1 (Tempérance symétrique). — Nous supposerons que g vérifie la condition
suivante, pour C^ et No fixés:

(3.1.4) ^(.^(.^C^l+^X-Y))^

ou

^ _^ . -a (Sx+g^\
Sxy—gx A gy= [ ——.—— j -

Remarque 3.1.2. - Lorsque Sî=R2n, cette condition est équivalente à la condition de
tempérance (1.4.1) de Hôrmander. Pour Q^IR2", la tempérance symétrique est plus forte
que (1.4.1) sur Q, mais n'est requise que sur Q. Dans le cas 0= (ouvert de R^x tR^ on
pourra consulter Dencker [5].

THÉORÈME 3.1.3 (Partitions de l'unité). —Soit Q un ouvert de R2" et, pour 0<r<r\
soient Qy et Q,^ les ouverts définis par (3.1.2). Il existe alors une famille de fonctions
(^Y e si^ à support dans les boules Uy, r » uniformément bornées dans S ( 1, g) (voir définition
1.2.3), c'est-à-dire vérifiant pour tout k

ksup K^X), T i ® . . . ®T,>[ / n^xW^oo,
X . Y . T I , . . . , T f t j=i

et telle que F on ait

(3.1.5) | (pYl^l^rfY^ sur Q,.
Jn,

Preuve. - Soit s-»-^5) ̂ e fonction réelle décroissante, de classe C°° égale à 1 pour
s^ 1/2 et à 0 pour s^ 1. En désignant toujours par Co la constante de lenteur de (1.2.1),
posons

F(X, §)= f ^(s-^x-Y))!^!1/2^
Jn

pourô^Co1 .
Il est facile de vérifier qu'il existe des constantes Lo>0 et K^, ne dépendant que de

Co, r, r\ 8, telles que l'on ait

(3.1.6) VXeO,, r(X,8)^Lo,

et

k

(3.1.7) VXeQ, K^^X, 8), Ti® . . . ®T,>| ^K, n^x^)^.
j= i
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D'autre part, il résulte immédiatement de la condition de lenteur que, pour Ô suffisam-
ment petit (en fonction de Co, r, r'), on a les relations

(3.1.8) u^no.'^ => Yen,,
(3.1.9) Yeiï,, => Uy.scO,.

Le résultat découle aisément de (3.1.6)-(3.1.9) en posant

cpY(X)=r(X, ôr^o^'^X-Y)).

Notons que le théorème (3.1.3) n'utilise que la lenteur (1.2.1) de g. Ces partitions
continues joueront le même rôle que les partitions discrètes de [6]. Si a € S(l, g, Q)
(1.2.3) est à support dans fî^(r'>0) on peut poser a^=a^ et on a

(3.1.10) a= Ll^l^rfY,

les OY étant uniformément bornées dans S(l, g, Q) et à support dans Uy.r
Toutefois le support de a^#a^ (1.1.5) contiendra en général des points extérieurs à Q,
où l'on ne dispose pas de métrique pour l'évaluer. C'est la raison de l'introduction du
concept de confinement (2.1.1) moins restrictif que la condition de support.

Nous aurons à utiliser le lemme suivant, dont la démonstration est analogue.

LEMME 3.1.4.—Soient 0<r<r/. On peut trouver ô>0 tel que, pour toute famille
(û^Yen uniformément bornée cT éléments de S(l, gy), avec Supp(ûy) c: Uy 5, la fonction a
définie par

a(X)= f a^l^Y
Jsiy'JSïr'

appartienne à S (1, g, D) et soit à support dans Qy.

DÉFINITION 3.1.5. — On notera, pour X, Y dans Q,.,

(3.1.11) 8,(X, ^l+inf^^X'-Y'), X'eUx,,, Y'eU^}.

Pour aeyÇR2") on utilisera la notation suivante pour les semi-normes de confinement
définies en (2.1.3):

(3.1.12) ll̂ Y.-lHir^
3.2. CONFINEMENT. — Les théorèmes qui vont suivre constituent le point essentiel de

la construction d'un calcul de Weyl dans un ouvert 0. Le théorème suivant assure que
le composé de deux symboles confinés en Y et Z est confiné en ces deux points, les semi-
normes de confinement décroissant comme toute puissance de la «distance» 8^ (Y, Z)
définie ci-dessus. Le théorème 3.2.2 assure une croissance suffisante de 5,. pour Y loin de
Z.
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THÉORÈME 3.2.1 (Biconfinement). — Soit g une métrique sur 0 vérifiant les conditions
(1.2.1) (lenteur), (1.3.1) (principe d'incertitude) et (3.1.4) (tempérance symétrique). Quels
que soient p, N, v, il existe un entier q et une constante C, ne dépendant que des constantes
de lenteur (Co) et de tempérance (Ci, No) et de p, N, v, tels que Fon ait l'estimation
suivante, pour a, &e^(IR"), pour r^Co112, et pour Y, ZeO,,

(3.2.1) ^- S -('•P^V Î,
„, , , , Diagonale

0^<v^\ ^ / l lp.Y.r0^k<vK!\ 2 )

^GlI^LY.JIfcILz^^W-Ô^Y.Z)^

[̂  est de/ïm en (1.2.5) et Q, en (3.1.2)].

Preuve. - C'est une conséquence du théorème (2.2.1), de la proposition (2.2.4) et de
la tempérance symétrique. Remarquons d'abord que pour r^Co1 et Y, Z dans Î2,, on
a

(3.2.2) sup^^Y, ̂ oCofo^Ci.
» ^z(0

On a en effet 5, (Y, Z)=(l^mfg^(Y/-Z/)) et en supposant r^Co1, il vient [pour le
No et le Ci de (3.1.4)]

ô,(Y,Z)No^(l+inf^^(Y'-ZO)NoCo-No^C^lCo-Noinf^Y^^c^lCoNo-2^
gz'(t) gz(t)

la première et la dernière inégalité étant des conséquences de la lenteur de g, la deuxième
découlant de (3.1.4).

L'estimation (2.2.11) donne, pour tout entier N',

||Rv(^ b)\^^ llall^^llfclK^S^Y, Zr-supf^y'CO,, v, N').
t \ êz W /

En vertu de (3.2.2), on peut remplacer ^y+^z par gy dans le membre de gauche, et g^
par g^ dans le membre de droite, en perdant des puissances contrôlées de 8 II vient
avecCs^Co^2,

||Rv(^ fr)|L.Y,r^ H^ILY.rll&ILz.r^W'S^Y, Z) -^+^ ̂ ^O v/2) C^)+(v/2).

Il suffit alors de choisir N^N+No^+v)/^ pour conclure.

THÉORÈME 3.2.2. — II existe des constantes Ni, N3, C^ €3, €4, ro ne dépendant que
des constantes de lenteur [Co en (1.2.1)] ̂  de tempérance [C^, No en (3.1.4)] telles que F on
ait

(3fl3) sup f ^(X.Yr^l^l^Y^,
Xeft, J^

r^Co1
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et

(3.2.4) (r^r,etg^(Y-XW,r2) ^ (^(X)+^(Y)^C4r-28,(X, Y)^).

Preuve. — Soient X et Y appartenant à Q^. Il résulte immédiatement de l'inégalité
triangulaire et de (3.2.2) que l'on a, quels que soient X', Y" et T,

l+^Y-X^C^c^X, Y)^

4(l+^x(X-XO+^x(X /-T)+^(T-Y /)+gY(Y'-Y)).

En majorant g par g0, puis en prenant l'infimum de la parenthèse pour X' e Ux, r Y' e Uy, r?
TeR2", on obtient

(3.2.5) (l+^x(Y-X))^ô,(X, ^{gr^ô^X, Y)}C^c,.

D'autre part, l'inégalité (3.2.2) entraîne la relation suivante sur les déterminants

(3.2.6) |^|1/2^ l^xl^X, ̂ "(C^c^.

Les inégalités (3.2.5) et (3.2.6) prouvent que l'intégrale dans (3.2.3) peut être estimée,
pour Ni assez grand, par celle de (l+^x^—X))"2""1 l^xl^ 2 Ç1111 est ^lxe-

Démontrons (3.2.4). On peut trouver des points X", Y", Z tels que

Ô,(X, Y)=1+2^(X /-Z)+2^(Z-Y /).

L'estimation (3.2.2), et la définition (1.2.5) de 'kg donnent alors

^(X)2^x(X/-Y/)^x(X/-Y/)^ô,(X,Y)No+lC?o^^.

En choisissant €3 assez grand devant la constante de lenteur Co, il résulte de l'hypothèse
g^(Y-X)^C^r2 que l'on a

(3.2.7) ^(X'-Y')^2.

L'estimation (3.2.4) pour À<(X) résulte alors de (3.2.7) et celle pour À-(Y) de la conséquence
suivante de (3.2.2) :

(3.2.8) ^^«^(X.Y)^
À-(X) - r v ' /

4. Calcul symbolique

Dans ce paragraphe, comme au paragraphe 3, g est une métrique sur un ouvert Î2 de
R2" satisfaisant à (1.2.1), (1.3.1) et (3.1.4).
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4.1. POIDS ADMISSIBLES.

DÉFINITION 4.1.1. — On appellera poids admissible, un poids m vérifiant (1.2.2) tel qu'il
existe C et N avec

(4.1.1) ^^(l+^X-Y))^
m(X)

pour tous les X, Y dans 0.
Exemples 4.1.2
Les fonctions Xi-^x(To) et À^(X)5 sont des poids admissibles [conséquence de (3.2.2)

et (1.2.1)].

Pour tout To le poids n(X) == | [X, TJ | + g^o)112 est un poids admissible.
En effet, on a

|[X, To]| ̂  |[Y, TJl +^(X-Y)l/2^(To)l/2

^ |[Y, To]| +C(^ A g^ÇX-^g^W^Çl+g^ÇX-Y))^.

On a donc l'estimation

^(X^C^YKI+^X-Y))^1.

On vérifie facilement que la fonction L(X)=[X, T()] appartient à S(\JL, ^, Q) (déf. 1.2.1).
Remarque 4.1.3. — II résulte de (4.1.1) et de (1.2.1) qu'il existe C et N tels que l'on

ait, quels que soient X et Y dans Q,., avec r^Co1,

(4.1.2) m(X)m(Y)- l^CÔ,(X, Y)^

4.2. OPÉRATEURS INTERNES.

DÉFINITION 4.2.1. — Soit m un poids admissible, et V un ouvert de Q. Nous dirons que
l'opérateur A appartient à 0(m, g, V) s'il existe r^C^112, r'>r et une famille (ûy)
mesurable, uniformément bornée de symboles confinés dans Uy^ (i.e. supHûYlLY,^ 0 0

Y

pour tout p) tels que

(4.2.1) A= f m(Y)^|^| l/2^Y.
Jv,'

Remarque (4.2.1)'. — La décomposition (4.2.1) n'est bien entendu pas unique. En
utilisant le lemme (2.1.2) et (1.2.1), on peut supposer r aussi petit que l'on veut. L'intégrale
(4.2.1) a un sens pour la convergence forte, comme l'assure le théorème suivant.

THÉORÈME 4.2.2 (continuité). — (a) Les opérateurs internes sont continus de y(R") dans
^(Br) et de y (R") dans ^([R"), l'intégrale (4.2.1) convergeant fortement.

(b) Si m=l , ils sont continus de L^R") dans L2^"), l'intégrale (4.2.1) convergeant
fortement.
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(c) Les opérateurs internes forment, pour la composition, une algèbre graduée par le
groupe multiplicatif des poids admissibles, stable par adjonction. Plus précisément, si
Ae0(mi, g, V), Be0(m2, g, 0) alors AB et BAçOÇm^m^ g, V).

Remarque. — Dans le cas g^g0, le résultat (b) a été obtenu par Unterberger [14]. Ce
dernier, en utilisant les oscillateurs harmoniques associés aux formes quadratiques gy,
démontre la continuité L2 des opérateurs de poids m = l lorsque
k (Y, Z) =(1 + (gy A g^) (Y —Z)) -N est le noyau d'un opérateur borné sur L2 (R2 n).

Nous donnons ici une version précisée du lemme de Cotlar ([4] [7] [3], lemme 18.6.5
dans [6]). Le point nouveau est l'estimation (4.2.3) qui constitue l'expression optimale de
la presque orthogonalité des Aj.

LEMME 4.2.3. — Soient H un espace de Hilbert, (Aj)^e^ une suite d'opérateurs bornés
sur H, tels que

(4.2.2) sup ^llAfAjI^M; sup ^HA.AÎII^^M.
J k j k

Alors, pour tout u 6 H, on a

(4.2.3) ZZKA^A^Hl^M2!!^
J k

ce qui implique la convergence forte de A=^A^. et ||A [| ^M.
Nous utiliserons et prouverons en fait la version plus générale suivante.

LEMME 4.2.3'. —Soient H un espace de Hilbert, (Q, dv) un espace mesuré avec dv
positive et a-finîe, (Ay)ygn une famille mesurable d'opérateurs bornés sur H, tels que

(4.2.2)' sup | IIA^AJI^^MZ^M; sup [ \\AyAÎ\\112 dv(z)^M.
yeSîJfî yeSiJsi

Alors, pour tout u e H, on a

(4.2.3)' ff \(A,u, A^HirivOO^Mz^M2!!^2,
JJsîxSl

ce qui implique la convergence forte de

A= Aydv(y) et ||A|| ^M.
Jn

En pratique, nous utiliserons ce lemme avec dv(Z)= \g^\l/2dZ dans un ouvert Q
de R291.

Preuve. — La mesure dv étant à-finie, et l'application ^h-^||Ay|| étant partout finie,
l'espace Q est réunion dénombrable d'ensembles mesurables K vérifiant v(K)<oo et
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sup I I Ay I I < oo. Pour un tel K, posons
K

T^e- f Ay*A,9(^,z)dvOOdv(z),
J K X K

9 étant une fonction mesurable, vérifiant [ 91 ̂  1.
On a HT,,, el^llCri eTK. e)^. et par suite

||TK. ell2^! f A^Ay^A, . . . A?, A,, A;, A,,
JK^

@<ji,20...e<j,,z,)dv(z0...dv(z,)|.

On utilise maintenant l'argument classique de Cotlar. Dans le produit d'opérateurs ci-
dessus, on regroupe les termes deux par deux (en commençant par le premier ou par le
second) et on majore la norme du produit de deux opérateurs consécutifs. Cela fournit
deux estimations dont on prend la moyenne géométrique. On obtient alors, en
utilisant (4.2.2)',

llT^ell^M^-S^supIlAjl).
K

En prenant la puissance (1/2 m) de chaque membre et en faisant tendre m vers l'infini,
on obtient ||TK, e||^M2.

Soit alors UQ e H et soit 6 (y, z) de module 1 tel que

(A, Mo, Ay Mo)n 9 (y, z) = | (Ay MO, A, u^ |.

On a donc

(TK. e ̂  Mo)n = f (A? A, Mo, Mo) 9 0, z) dv (y) dv (z),
J K x K

et par suite

[ | (Ay Mo, A, Mo)H 1 dv (y) dv (z) ̂  M21| MQ ||à,
JKXKJ K X K

ceci donnant le résultat (4.2.3)".
Démonstration du théorème 4.2.2 (b). — Le théorème (3.2.1), pour v==0, donne

(4.2.4) K#az||,, y. ,+K#az||,, y, ^C(p, N)K|L Y. ,K||,. ̂  r8.(Y, Z)-^
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où q=q(p,1^). Il résulte alors de (2.4.1), (4.2.4) et de l'uniformité dans la
définition 4.2.1 que l'on a

II (n^* n^ II1/2 7 -1- II /ï^/ï^* II1/2 •î\\\a^} a^ [ [^(L^+II^Y^Z^ ||.s?(L2)
^ IS 2 " - 1 ] 23n(|[^#a^||^^. Y, ,+K^zll^i. Y. r)

^C(sup KIL Y, ,)Ô,(Y, Zr^C^Y, Z)-^2.
Y

Le Théorème 3.2.2 (1) assure alors que la condition (4.2.2)' est vérifiée. On peut
donc conclure en utilisant le lemme (4.2.3)".

LEMME 4.2.4. — Pour tout r' > 0, et pour tout r suffisamment petit devant r\ si (ay)
est une famille uniformément bornée de symboles confinés dans Uy, ^ et sl m est un poids
admissible, l'application

> ! m(Y)||a^||L2|^|l/2rfY
Jv,'

u^\ m(\)\\ayu\\^\
Jv,'

est une semi-norme sur ^(R"). En particulier, l'opérateur A défini par (4.2.1) applique
continûment y dans L2.

Soit YQ un point de V^. Le calcul symbolique (usuel !) pour la métrique fixe g^ç permet
d'écrire, pour chaque v :

^Pv^Yv+^v

où

^(^[I+^X-YO^

MS^^Yo^2")

^(y,-00,^,^").

Pour chaque semi-norme de confinement dans LTyç, r, on a | |yv||p, Yo, r<oo» et on a

également [|Pv||p, YO. r<oo Pollrvu que v soit supérieur à un certain v(p) [comparer les
définitions 1.2. ï et'(3.1.12)].

Pour chaque entier N, il résulte du théorème 3.2.1 et de la Proposition 2.4.1 que
l'on a

K^II^L^C^Yo, Y)-^11,. y, J|PJ|,, ̂  ,

où p ne dépend que de N.
On a donc, pour v choisi assez grand devant N, et C" indépendante de Y (mais pas

d e Y o O :

OY u = (ây ° P )̂ ° Y^ u + OY ° r^ u

\\aîu\\^C-^(\,-Yr^(\\^uy+\\u^2).
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II suffit maintenant de choisir N (puis v) assez grand pour compenser le rapport
M(Y)/M(Yo) [voir (4.1.2)] et rendre sommable l'intégrale [voir (3.2.3)]. On obtient

f m(Y)[|a?î.|[L2|^| l /2rfY^C///M(Yo)(||Y^M|[L2+||M||L2).
Jv,'

Le membre de droite est bien une semi-norme sur y(W).

LEMME 4.2.5. — Pour toute forme linéaire L sur IR2", il existe un poids admissible m
tel que les applications

a\->m(Y)~lL#a

ai-^Y^a^L

appliquent continûment, uniformément en Y, T espace des symboles confinés dans Uy r dans
lui-même.

On a a#L=a.L+(l /2f ) {a, L}. Si L(X)=[X, To], nous avons vu (exemple 4.1.2)
que LeS(p,, g, Q) où H==[L(X) l+^To)^2 est un poids admissible. Il suffit de choisir
m = H et le résultat découle de la formule de Leibniz.

Démonstration du théorème 4.2.2 (a). — Soit donc

A^fmWaîl^l^Y.

Il suffit de démontrer que A applique <97 dans L2. En effet, en utilisant ceci pour les
opérateurs (L^ # . . . #^#0)^ qui sont du même type d'après le lemme 4.2. 5, on obtient
la continuité sur y.

D'après le lemme 4.2.4, on a

.u\\,i< [mAu\^2^Smm\\afu\\^\g^l/2dY<ao

dès que u e y, et donc le résultat.
Démonstration du théorème 4.2.2 (c). — La stabilité par adjonction est triviale, les

symboles confinés étant (uniformément) stables par conjugaison complexe. Soient mainte-

nant A= m^Y)^!^!^2^ et B= m^(Z)b^\g^\1!2 dZ deux opérateurs internes
Jv,/ Jn,/

du type 4.2.1. En utilisant la remarque (4.2.1)' on peut supposer que les rayons de
confinement des ûy et &z sont les mêmes.

Grâce au théorème 3.2.1 pour v = 0, le symbole ûy # &z es^ biconfiné de même rayon
avec un « gain » de §,. (Y, Z)~^ avec N aussi grand que l'on veut, ce qui permet, en
particulier, « d'absorber » le rapport m^(Z)lm^(Y) grâce à (4.1.2). Le résultat (3.2.3)
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prouve alors que les symboles

'-Î h^ "̂̂
sont uniformément confinés en Y et on a

AB=fml(Y)m2(Y)cî|^| l/2rfY.

Remarque 4.2.6. — La démonstration précédente montre que, pour Ae0(m, g, V),
les applications a i-̂  b définies par bw = m (Y) ~1 a^ A [ou b^ = m (Y) ~1 A a^] sont uniformé-
ment continues de l'espace des symboles gy-confmés dans Uy,,. dans lui-même.

4.3. QUANTIFICATION EXACTE. — On peut définir l'espace des « symboles internes » de
poids m comme l'espace des a de la forme

(4.3.1) û(X)==f mCY)^)!^!1/2^,
Jv,'

sous les conditions du paragraphe 4.2. On peut démontrer que ce sont des fonctions C00

dans IR2", à croissance lente, ainsi que chacune de leurs dérivées. L'opération # s'étend
à ces espaces, qui forment une algèbre graduée, isomorphe (par a^a^) à celle des
opérateurs internes. Les caractérisations que l'on peut donner de ces espaces ne sont
toutefois guère plus explicites que (4.3.1). Par contre, modulo des symboles négligeables,
ils coïncident avec les espaces de symboles à support dans V, ce qui rend le calcul
asymptotique beaucoup plus maniable.

4.4. QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE

DÉFINITION 4.4.1. — (a) On note So(m, g, V) l'espace des aeS(m, g, V) qui vérifient
Supp a ce V [voir (3.1. 3)].

(fc) On note S^(m, g, V) l'espace des aeC°°(V) tel que, pour tout V'crcV, il existe
b G S (m, g, V) tel que a=b dans V.

Si aeSo(w, g, V), l'opérateur a^ est a priori défini de y dans V'. On peut le mettre
sous la forme

a^Lm^m-'^arWd^

où (PY est une ^-partition de l'unité (théorème 3.1.3), ce qui assure que a^eOÇm, g, V).
Réciproquement, si Ae0(m, g, V) est mis sous la forme (4.2.1), on peut lui associer

un élément o^(X) de So(m, g, V), dépendant en fait de l'écriture (4.2.1), par

(4.4.1) ^A(X)=f ^(Y^X^X)!^!1^,
Jv.'
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où les ^Y forment une famille uniformément bornée d'éléments de S(l, g, V), à support
dans UY, r ' et égaux à 1 dans Uy. r"-> avec r<r//<r/.

THÉORÈME 4.4.2. — Soient o,eSo(yn,, g, V),7=l, 2, ators

R=a^o^-[œ,(ai, a^reO^im^-^ ̂  V).

Rappelons (1.1.8), que o\( , ) désigne la somme des v premiers termes de la série
définissant a^#a^ En posant O,Y=Û/(PY, où (py est une partition de l'unité, on a

R= jjmi(Y)m,(Z)[âiY#a2z-œ,(aiY, a^rl^l172 l^l172^^.

En reprenant mot pour mot la démonstration du théorème 4.2.2 (c), et en utilisant
l'estimation (3.2.1), on obtient

R= fmi(Y)m2(Y) W^^g^dY

avec les Cy uniformément confinés, et donc le résultat
Remarque 4.4.3. — Comme dans la remarque 4.2.6, on obtient également le résultat

suivant. Si aeSo(m, g, V), l'application

fc^m(Y)-1 ^Y)v[a#&-œ,(a, b)]

est continue, uniformément en Y, de l'espace des symboles confinés dans Uy, r dans lui-
même.

THÉORÈME 4 . 4 . 4 . — S i A appartient à 0 (m, g, V), la classe de a^ dans
SoO^ g, V)/So(w ^~°°, g, V) né? rf^nri ̂ ? de A, <?t non dé? récriture (4.2.1) ou du choix
des 5CY.

La quantification de Weyl et l'application A \-> a^ induisent des isomorphismes, inverses
Fun de F autre, entre les algèbres graduées So(m, g, V)/So(wÀ,~00, g, V) muni de la loi #
[voir (1.1.7)] et 0 (m, g, V)/0 (m X~00, g, V) muni de la composition.

Montrons d'abord que, si Ae0(m, g, V), on a A-o^eOOn^"00, ,̂ V). Cela résulte
du fait que, avec les notations précédentes, MY)^^-^^) ^t une famille uniformé-
ment bornée de symboles confinés pour tout N. En effet, l'estimation de
confinement (2.1.1) dans Uy,,, et l'inégalité ^^(Y)2^, permettent de gagner une
puissance arbitraire de À, (Y) hors de Uy y " .

Il reste à prouver que, si aeSo(m,^,V) et si û^eC^mÀ,"00, g, V), on a
aeSo(mÀ-~0 0 , ,̂ V). Pour chaque N, il résulte de la remarque 4.2.6 que les symboles
À,(Z)Nm(Z) - l (a#^z) constituent une famille uniformément bornée de symboles confinés
dans U^,.». D'autre part, en remarquant que œ^(a, Xz)=û dans Uz^ il résulte de
la remarque 4.4.3 que les symboles fk(Z)Nm(Z)~l(a#^-a) restreints à Uz., sont
uniformément bornés dans S(l, g^ U^ ,). Les semi-normes de a dans S^À,"^, g, V)
sont donc finies, ce qui achève la démonstration du théorème.
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4.5. RÉGULARITÉ MICROLOCALE.

DÉFINITION 4.5.1. — Soient ue^'ÇR"), m un poids admissible, et V un ouvert g-conique
contenu dans Q. On dit que Me H (m, g, V) [ou est dans H (m) microlocalement dans V] si,
pour tout A e 0 (m, g, \), on a Aue L2 (R").

THÉORÈME 4.5.2. — (a) Si B appartient à 0 (m, ^, 0), alors pour tout Vc=Q, B applique
ÏÎÇm'.g.^dansîî^m-^g.y).

(b) Si B appartient à 0 (m, ^, V) ^ s'il applique îî(m\ g, V) dans ïî(m'm~1 ̂ -00, ,̂ V)
/wur MU Twids admissible m', ators BeO (m À-"00, g, V).

Le point (a) résulte immédiatement du fait que, pour AeC^m'm"1, g, V), on a
ABeO^^V).

Nous nous bornons ici à décrire brièvement la preuve de la partie (fc). En effet, cette
démonstration sera faite dans un cadre plus général au lemme 7.4.4.

On se ramène par calcul symbolique au cas où m'=1 [on a alors L^F^m, g, V)]
Grâce à une récurrence et à un argument d'interpolation classique, on peut se borner à
prouver que À,(Z) m (Z)~1 b(Z) est borné. Une application du théorème du graphe fermé
permet de montrer que les À-(Z) m(Z) - l(^z#b)w constituent une famille uniformément
bornée dans ^f(L2). D'autre part, les m(Z)~l(^#b) constituent une famille bornée de
symboles confinés dans U^ ,.-, d'après la remarque 4.2.6. La proposition 2.4.1 (b)
montre alors que les À-(Z) mÇZ)'1^^^ sont uniformément bornés dans L°°, et donc
le résultat.

4.6. OPÉRATEURS EXTERNES. — Les opérateurs différentiels à coefficients constants ou
modérés, et notamment l'identité, ne sont pas en général des opérateurs internes, mais
ils opèrent sur ces derniers par composition. Ils appartiennent aux classes suivantes qui
jouissent encore d'un calcul symbolique, associé aux espaces S^ç(m, g, V)
[cf. Déf. 4.4.1 (b)].

DÉFINITION 4.6.1. — On note Oext(m, g, V) l'espace des opérateurs A continus de
yÇR") dans lui-même, de ^'(IR") dans lui-même, et tel que, pour tout be^ÇR2") il existe
b^ et b^ dans y(R2"), avec

Aofc^^, bwoA=b^

||&,||,^,^Km(Y)||fc|L^,

pour tout p e ̂  avec q = q (p) et où K = K (p, r, V) est indépendant de Y lorsque Y parcourt
un ouvert V c V^/, r ' > r.

Les opérateurs externes forment une algèbre graduée pour la composition (conséquence
immédiate de la définition), et les opérateurs internes en constituent un idéal gradué
(idem). Les 0 ext croissent quand V décroît.

THÉORÈME 4.6.2 ( a ) . — I I existe un et un seul homomorphisme d'algèbre injectif
a : 0 ext (m, g, V)/0 ext (m^~°°, g, V) -> S^ (m, g, V)/S^ (m À-00, g, V) qui prolonge
Pisomorphisme du théorème 4.4.4.

(b) Les éléments de 0 ext (m, g, V) appliquent H(w', g, V) dans H (m" m~1, g, V).
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La partie (b) est une conséquence immédiate des définitions, et du fait que le composé
d'un opérateur externe avec un interne est un opérateur interne.

Pour construire le symbole d'un élément B de 0 ext (m, g, V), on considère, pour tout
V'ccV, des éléments ̂  appartenant à So(m, g, V) et valant 1 sur V. Les symboles
(fournis par le théorème 4.4.4) des opérateurs internes Bo^y, restreints à V constituent
une famille filtrante qui définit un élément unique de S^(w, g, V)/Si^(mÀ,~°°, g, V).

5. — Données géométriques

5.1. HYPOTHÈSES. — Dans tout ce qui suit, on se donne une suite décroissante
Q^^Q^^. . . =)QW=Q d'ouverts de R2", et une suite croissante de métriques
g^g^. . . 5 ,̂ définies respectivement dans les û^. On a donc, pour YeQ^

Si, Y^+1,Y^+1,Y^ Y.

On utilisera les notations géométriques du paragraphe 3, avec un indice / (H y ,; Si ,;
^ pour À,^; ,̂ XY • • • ) pour les notions relatives à (Q^, gi) et éventuellement sans indice
(Q,, V'ccV, . . .) pour (fî^, ^). On supposera également Q^^ccr^0 (au sens de gi
bien entendu). Lorsque l croît, le calcul symbolique est de plus en plus fin, mais le
« gain » de ce calcul, donné par ^, décroît. Pour quantifier le calcul asymptotique, nous
n'aurons besoin que des trois hypothèses suivantes.

HYPOTHÈSE 5.1.1. — Tempérance symétrique relative.
Dans chaque ^,-boule de rayon assez petit, la métrique gi+^ est symétriquement

tempérée, avec des constantes uniformes. Plus précisément, g^ vérifie (3.1.4) dans Q^
et il existe C, N avec

(5.1.1) ^x(X-Y)^C-1 => ^1-Y^C(1+^ xY(X-Y))N

êi+i,x
pour;=l, . . . , fe-1, etX, Yeîy-^.

HYPOTHÈSE 5.1.2. - Comparabilité.
Il existe C et N tels que

( 5- 1- 2) ^I^CMX)^,^

pour;=l, . . . , k-1, XeQ^

HYPOTHÈSE 5.1.3. — Lenteur et principe d'incertitude.
On suppose que chacune des métriques gi vérifie les propriétés (1.2.1) et (1.3.1).

Remarque 5.1.4. - Les hypothèses 5.1.1 et 5.1.3 joueront évidemment un rôle
crucial. L'hypothèse 5.1.2 qui peut sembler moins naturelle est heureusement presque
toujours réalisée dans la pratique. En effet, dans les applications d'origine géométrique,
on a fréquemment g^ x=^ÎWgi, x- C'est notamment le cas pour tous les exemples
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donnés au paragraphe 9. Dans ces conditions, l'hypothèse gi^gi+i implique

gi^gi+i^+i^gî^gi,

et donc (5.1.2) est automatiquement vérifiée.
Une partie de la théorie reste valable sans l'hypothèse 5.1.2, notamment l'existence

d'une quantification globale associant aux éléments de So(l,^k, ti^) des opérateurs
bornés sur L2^"). Par contre, cette hypothèse de comparabilité semble indispensable
pour avoir une bonne théorie des régularités k-microlocales.

5.2. FONCTION D'ORTHOGONALITÉ. — Cette fonction, qui servira à contrôler la presque
orthogonalité est définie par récurrence de la façon suivante, avec K fixé assez grand et
r<ro assez petit. On pose

(5.2.1) A^(Y,Z)=ôi,,(Y,Z) (voir 3.1.11),

^(Y)^(Z)A^(Y,Z)
(5.2.2) A^,,(Y,Z)= si ^(Y-Z)>Kr2 ou ^z(Y-Z)>Kr2

Min{^(Y)^(Z)A^ ,(Y, Z); 8^, ,(Y, Z)} sinon.

La constante K est supposée assez grande pour que (cf. 3.2.4)

(5.2.3) Max{^y(Y-Z),^z(Y-Z)}^Kr 2 => ^(Y)^C,8^(Y, Z)^

On choisit enfin y-o tel que Kro soit inférieur à la constante C~1 de (5.1.1) et que
O^^cQ^. Quels que soient l. Y, Z, l'une au moins des implications (5.1.1) ou (5.2.3)
est utilisable.

On prouve par récurrence le théorème suivant.

THÉORÈME 5.2.1. — (a) La fonction A^ ,. est décroissante en r, et il existe N tel que,
pour 0<r<rQ,

sup f A^Y.Zr^zl^^oo.
Yetî^Jft^Yetî^Jft^

(b) II existe C, N tels que g^ y(Y-Z)^Cr2 implique ^(Y)^A^ ,(Y, Z)^
Preuve. — Le théorème 5.2.1 (a) est vérifié par ô^ y d'après le théorème 3.2.2, la

définition 3.1.11 impliquant directement la décroissance en r. Celle-ci est alors clairement
vérifiée pour A^ ,..

Considérons alors

et posons

UY, Z)=A^,,(Y, Z)-^^!1/2,

Ei={Z; ZeQ^^ max(^ y(Y-Z), ̂  z(Y-Z))>Kr2},

Ë2={Z; Zeû^^ max(^ v(Y-Z), ̂  z(Y-Z))^Kr2,
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5i,(Y)X,(Z)A,, ,(Y, Z)^ô,^, ,(Y, Z)},

E3={Z; Zetî^^ max(^, y(Y-Z), ̂  z(Y-Z))^Kr2,

MY)^(Z)A,. ,(Y, Z)>8,+i, ,(Y, Z)}.

Comme (5.1.2) implique

(5.2.4) l^i.zr^CoM^kzl^

l'intégrale

f UY, Z)rfZ^2 f CoMZr^A, .(Y, Z)-^ ^dZ
JEi u E2 Jtî%

est bornée par hypothèse de récurrence pour N assez grand. En outre, l'intégrale

f UY,Z)dZ=f ^^(Y.Zr^^l^Z,
JES JES

est bornée d'après (5.1.1) et le théorème (3.2.2) (1), ce qui achève la preuve de la
partie (a).

Prouvons (fc). Comme X^À^.i, le seul cas à envisager est le cas où gkv(Y—Z)^Kr2

et où le minimum dans (5.2.2) est atteint par 8^ ,.(Y, Z). C'est alors une conséquence
immédiate de (5.2. 3).

5 . 3. POIDS ADMISSIBLES

Ils sont définis par récurrence sur k de la façon suivante. Pour k= 1, ce sont les poids
admissibles pour g au sens du n° 4.1. Les poids admissibles d'ordre k sont les fonctions
de la forme M (Y) m (Y), où M est admissible d'ordre k—1, où m vérifie (1.2.2) pour
gk, et où l'on a, pour X, Y dans îî^, les relations suivantes

( 5 3 1 ) f C-^.^Yr^mW^C^.^Y)^
l ̂ -i.x(X-Y)^C-1 => y^Y^Xr^CO+^^X-Y^

On obtient alors facilement, par récurrence, la propriété suivante

(5.3.2) m(Y)m(X)- l^CA^(X,Y)N

où la constante est uniforme pour X, YeQ^. Les poids admissibles les plus importants
sont les fonctions

(5.3.3) ^(Y)=UY)sl...W)sfc.
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6. Confinement d'ordre supérieur

6.1. ESPACES E#¥
Soient S et 3F deux sous-espaces de ^"(IR2"), dont chacun est muni d'une suite (indexée

par f^l) de semi-normes qui en fait un espace de Fréchet. On suppose que l'application
#(1.1.5) envoie continûment ^ x 3F dans y (R2"). Le produit tensoriel projectif complété
^ ® 3F est alors muni canoniquement d'une suite de semi-normes, et il existe une unique
application linéaire rendant commutatif le diagramme ci-dessous.

s^y^s^y

y^02n\t7 ^iro )

Nous noterons S#3F l'image de TI, muni de la suite canonique de semi-normes de
S ® ̂ /Ker 7i. C'est un espace de Fréchet. En fait, tous les espaces de symboles confinés
que nous considérerons seront égaux à ^((R2") en vertu de la proposition suivante, mais
ce qui nous importe ici n'est pas seulement la structure de Fréchet, c'est la suite indexée
des semi-normes.

PROPOSITION 6.1.1. — Avec les notations précédentes,

y(R2n)#y(R2n)=y(R2n).

Preuve. - On a y(R2n)<sy(R2n)=y(^n) et l'application n ci-dessous est définie
par

(7ia)(X)=exp(-[Dxi, DxJ)a|xi=x=x2-

Soit maintenant a e y ( R2"). Pour cp e ̂ ( R2"), cp (0) = 1, et P définie par
P(Xi, X2)=a((Xi+X2)/2)(p(Xi-X2), on a, en utilisant la notation (1 .1 .6 ) ,

P = exp ( - [Dx,, D^]\ exp ( - - [D^, D^]\ P.

On a donc

^Tr^-072^^1^]?),

ce qui donne le résultat de la proposition.
Nous utiliserons systématiquement (pour des applications multilinéaires) la conséquence

suivante des propriétés universelle du produit tensoriel et du quotient, que nous n'énon-
çons ici que pour des applications bilinéaires.

THÉORÈME 6.1.2. — Soient ê^ SF^ ^y? trols familles dépendant de Y d'espaces de
Fréchet munis de suites de semi-normes (indexées par pe^ et par Y). Pour que les

4e SÉRIE - TOME 22 - 1989 - N° 3



QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 409

applications linéaires Ty de EY#^"Y dans ^y soient continues uniformément en Y, il faut
et il suffît que les applications bilinéaires (e, /) 1-̂  Ty (^ #/) soient continues uniformément,
Le.

V^, 3q, 3C, VY, V^, V/, ||TY(^/)||^ y^C|H|,, Y||/||,, ^

OM I I . ||p Y ^5t la p-ième semi-norme dans l'espace adéquat.
6. 2. DÉFINITION RÉCURRENTE DES SYMBOLES fe-CONFINÉS.

DÉFINITION 6.2.1. — On notera W-Conf (g^ Y, r) l'espace [muni de sa suite de semi-
normes (2.1.3)] défini en (2.1.1) des symboles confinés dans la boule Uj y, r P0^ ^
métrique giy.

DÉFINITION 6.2.2 [Symboles k-confinés (au sens strict)]. —Les espaces Conf(f, Y, r)
sont définis par récurrence comme suit :

Conf(l, Y, r)=W-Conf(^, Y, r),

Conf (?, Y, r)=Conf(;-l, V, r)#W-Conf(^, 7, r)#Conf(/-l, 7, r).

Notons que ces espaces sont stables par conjugaison complexe. Les symboles k-
confinés peuvent donc s'écrire (avec des semi-normes contrôlées) comme des (séries de)
« sandwiches » de symboles W-confinés pour les diverses métriques gi. L'idée essentielle
est que l'on pourra cumuler, pour le composé de deux tels symboles, les propriétés de
presque orthogonalité (type théorème 3.2.1) dues aux propriétés de tempérance de toutes
les gi. Ce cumul sera précisément exprimé par la fonction A^ y introduite au paragraphe
5.2.

6. 3. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES SYMBOLES fc-CONFINÉS. — Les trois propriétés suivan-
tes expriment (avec uniformité) que

(a) les symboles fe-confinés sont confinés pour le ^-calcul de Weyl,
(b) un symbole fe-confiné dans une boule centrée en Y est fe-confiné dans des boules

(de rayon un peu plus grand) centrées aux points voisins,
(c) si on place un symbole borné entre deux sandwiches, et si on remplace les termes

du milieu par leur composé, on obtient encore un sandwich.

PROPOSITION 6 .3 .1 . — (a) Inapplication identique est continue, uniformément en Y, de
Conf (fe, Y, r) dans W-Conf (̂ , Y, r).

(b) Pour tout K, il existe K' tel que, si r est assez petit devant K~1, l'application
identique est continue (uniformément en Y et en Z) de Conf(k, Y, r) dans Conî(k, Z, K/r)
dèsqueg^Y-Z^Y^r2.

(c) U application (a, b, c)^a#b#c est continue uniformément en Y, de Conf (k, Y,
r) x S (1, ^y) x Conf(fe, Y, r) dans Conf(fe, Y, r).

Preuve. — La partie (a) est triviale pour f e = = l . Supposons la propriété vérifiée pour
f e — 1 ^ 1 et examinons Ay#bY#C^ avec Ay, CyeConnfe—l, Y, r) et fcy6 W-Conf (^,
Y, r). Par hypothèse de récurrence les symboles Ay et Cy appartiennent à W-Conf (g^-i,
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Y, r) (avec contrôle des semi-normes). Le Corollaire 2.2.3 appliqué d'abord au couple
(Ay, by) puis à (AY^^Y? ^v) donne le résultat (avec contrôle des semi-normes).

Montrons (&). Soit (gy) une métrique lente sur un ouvert 0 et soit Uy, r ^a ^-boule de
rayon r centrée en Y. On obtient facilement, pour gy(Z—\)^K2r2^CQl, l'inégalité
g^ÇX-Uy^ .^Co^CX-Uz, K'r) avec K^C^+K. Ceci prouve l'assertion (b) pour
les symboles W-confinés, au vu de la définition 2.1.1 et en particulier pour k= 1. Une
récurrence permet de conclure.

Pour prouver la partie (c), remarquons d'abord que les applications a, b^->a#b ou
b#a sont continues, uniformément en Y, de W-Conf (^, Y, r)xS(l, giy, R2") dans W-
Conf (gi. Y, r) (voir la remarque 4.2.6 pour les métriques constantes ^y)- Cela prouve
le résultat pour k = 1. Pour k > 1, il suffit (théorème 6.1.2) de prouver que les applications
multilinéaires

AY, by, Cy, Sy, Dy, É?Y, FY^AY#&Y#CY#SY#DY#^Y#FY

sont continues, uniformément en Y, à valeurs dans Conf(k, Y, r), pour A y, Cy, Dy,
FY£Conf(k-l, Y, r); b^ ^eW-Conf^, Y, r) et SyCS^, g^).

D'après la partie (a), Conf (fe—1, Y, r) s'injecte dans W-Conf (^_i, Y, r), donc dans
S ( I , ^ _ ^ Y » ^2") et donc dans S(l, g^ ^2n)- Le composé des 5 termes du milieu
appartient ainsi (avec uniformité en Y) à W-Conf (g^ Y, r), d'où le résultat.

LEMME 6.3.2. — Pour tout entier p, il existe C(p), N(/Q tels que pour aeS on ait la
relation suivante entre les semi-normes de a dans Conf(fe, Y, r) et Conf(fe—l, Y, r)

N|fc-i. ,. y. ̂ C(^)(^_,(Y))N^||a||,.,,Y,.

Preuve. — Notons tout d'abord que le même résultat est vrai pour les espaces W-
Conf (g^. Y, r) et W-Conf Q^-i, Y, r), comme conséquence directe du lemme 2.1.3 et
de l'hypothèse de comparabilité 5.1.2.

Pour k quelconque, il suffit d'estimer les semi-normes dans Conf (k—1, Y, r) de
AV^CY- Grâce à l'hypothèse 5.1.2, on peut considérer by6 W-Conf (g^ Y, r) comme
un élément de S(l, gk-i, \, ̂ 2n) dont les semi-normes sont à croissance lente en À^_i (Y).
Le résultat découle alors de la proposition 6.3.1 (c).

6. 4. EXISTENCE DE PROJECTEURS

THÉORÈME 6.4.1 (projecteurs de type r, r').—Soient 0<r<r'. Il existe alors une
famille nY6Conf(k, Y, r ' ) pour YeQ^/, uniformément bornée en Y telle que

(a) Pour tout N, les applications a-^(Y)N(a-^Y#a) et ai-^JY)^-^!^) sont
continues, uniformément en Y, de Conf(k, Y, r) dans Conf(fc, Y, r').

(b) On a IIy^Y+^Yî ou XY appartient uniformément à S(l, ̂ ), vaut 1 dans U^ y, r
et Q hors de Vj, y r'? et ou^ P01^ tout N, ^(Y)1^^ appartient uniformément à W-
Confte,, Y, r').

Preuve. — Prouvons (a) : Pour f e = = l , il suffit de prendre les IIy égaux aux fonctions
ÎCy décrites ci-dessus. Sinon, on prend nç^n^"1^^^]'!^"^ où les nç"^ sont des
projecteurs relatifs à (k— 1).
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II suffit d'étudier la différence

B=nÏ-l)#^#n^-l)#AY#by#CY-^#bY#Cy.

On a

D=(^yk- l )#AY)#(bY#XY)#(^ (yk- l )#Cy)-AY#fcY#CY+^Y fc- l )#^Y#CY,

avecé^XY^nY^^AY^Y-AY^Y^XY^nç"^

Le calcul de Weyl assure que ^(Y)1^^ es^ uniformément borné dans W-Conf(^, Y, r")
et le dernier terme de D est donc du type voulu. Il en est de même de la différence des
deux premiers termes, IÏY'^AY—AY, ^Y^XY^Y? nç'^Cy—CY restant bornés
après multiplication par ^(Y)1^ dans leurs espaces respectifs. La preuve de (a) est
complète, et celle de (b) est immédiate.

6.5. BïCONFINEMENT.

THÉORÈME 6.5.1. — II existe C>1 et ro>0 tels que pour r<ro, pour Y, ZeOo., et
pour tout N, l'application

(a.^A^crO^Z)1^^,

de Conf(k, Y, r) x Conf(k, Z, r) dans Conf(k, Y, Cr) H Conf(k, Z, Cr), est continue, uni-
formément en Y et en Z.

En vertu du théorème 6.1.2, il suffit de prouver la continuité, uniforme en Y et en Z,
du produit par Aj^ cr(Y, Z)1^ de l'application multilinéaire

(Av. b^ Cy, AZ, &z, Cz) ^T=AY#&Y#CY#Az#fcz#Cz

de Conf(fe-l, Y, r)xW-Conf(^, Y, r)xConf(fe-l , Y, r)xConf(k-l, Z, r)xW-
Conf(^Z, r )xConf(k—l, Z, r) dans Conf(fc, Y, Cr). On procède par récurrence, en
notant y la constante C relative au théorème supposé établi au rang (k — 1). On distinguera
deux cas.

1er Cas :

max{^_i, y(Y-Z), ̂ -i, z(Y-Z)}<Kr2,

où K est la constante de (5.2.2). On a dans ce cas

A,. cr(Y, Z)^,(Y, Z)^,(Y, Z).

On peut écrire T=Ay#P#Cz et on a CzeConf(fe—l, Y, K'r) avec des semi-normes
contrôlées, en vertu de la proposition 6.3.1 (b). Quant aux semi-normes de
^=(b^#Cy)#(A^#b^), le théorème 3.2.1 permet de les estimer uniformément, en
« gagnant » des puissances arbitraires de 8^ ^(Y, Z) et donc de \ cr(Y? Z)'

2e cas :

max{^_,, y(Y-Z), ̂ -i. z(Y-Z)}^Kr2.
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On a dans ce cas A^ ^(Y, Z) =À^_i (Y) ̂ -i (Z) A^_i (Y, Z), et donc, d'après le théorème
5.2.1(fc) ,

A^Y.Z^CA^^Y.Z)^.

On introduit une famille de projecteurs Tly du ( k — 1 ) calcul (cf. § 6.4) relatifs aux
rayons r et 2r par exemple, et on décompose T=T"\ +T^ comme suit.

(a) Ti=AY#&Y#{(CY#nz)#(Az#f tz#Cz)} .

La seconde parenthèse peut être considérée comme un élément de Conf((fe—l), Z, r)
d'après la proposition 6.3.1 (c) et le lemme 6.3.2, avec des semi-normes croissant
comme des puissances de À,^_i(Z). Par contre, la première parenthèse est, d'après
l'hypothèse de récurrence, un élément de Conf(k—l, Y, 2yr) dont les semi-normes
décroissent comme toute puissance de A^.i ^(Y, Z) et donc [d'après le théorème (5.2.1)
(&)] comme toute puissance de À^_i(Z). Une nouvelle application de l'hypothèse de
récurrence montre que l'accolade appartient à Conf(k—l, Y, 2y2r), avec gain d'une
puissance arbitraire de A^_ i 2y2r(Y, Z) et donc de A^ ^(\, Z) pourvu que C>2y2.

(b) rT2=:^y#bY#{Cy#([A^-^^A^#b^#C^}.

Les semi-normes de la parenthèse dans Conf(k—l, Z, 2r) s'estiment à l'aide de la
proposition 6.3.1 (c), les pertes à croissance lente en ^fc-i(Z) sur b^ étant compensées
par le gain à décroissance rapide sur (Az—FlzAz) [théorème 6.4.1 (a)]. L'hypothèse de
récurrence montre que les semi-normes de l'accolade dans Conf(fc— 1, Y, 2yr) décroissent
comme toute puissance de A^_i 2yr(^? ^) et donc de A^ cr(Y» ^) sl C>2y. La preuve
est complète.

6.6. CONFINEMENT LARGE. — II sera commode d'adjoindre aux symboles k-confinés
(stricts) les symboles confinés « négligeables » des calculs précédents.

DÉFINITION 6.6.1. — On appellera Neg((, Y, r) [resp. W-Neg(gf, Y, r)] l'espace Conf(<,
Y, r) [resp. W-Conf(^, Y, r)] muni de la famille de semi-normes

\\a\\p ^^(Y)^ I I a ||^, où I I a \\q est la q-ième semi-norme de Conf((, Y, r) [resp. W-
Neg(^,'Y,r)].

Notons qu'une famille uniformément bornée (ay) dans Neg((, Y, r) est une famille
telle que pour tout N, Cki(Y)^a^) soit une famille uniformément bornée de symboles
confinés.

DÉFINITION 6.6.2. — On appellera Conf (k, Y, r) l'espace somme

k-l

Conf(k,Y,r)+^NegaY,r)
i

avec les semi-normes canoniques (réindexées par N) de l'espace somme.
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LEMME 6 . 6 . 3 . — I I existe C>0 tel que pour Cr<ro, l'application
(a, b)^^-i, cr(Y, Z)N(a#&), de Conf(k, Y, r)xNeg[fe-l, Z, r] dans Neg (fe-1, Z,
Cr) 0 Neg(fe—1, Y, 0) est continue uniformément en (Y, Z).

Preuve. - Considérons Ay#bY#Cy#Dz avec A y, CYeConf(k-l, Y, r),
DzeNeg(k-1, Z, r) et by€W-Conf(k, Y, r). Chaque semi-norme de b dans Conf(k-1,
Y, r) est majorée par une semi-norme de b dans Conf(k, Y, r) multipliée par une
puissance fixe de À^_i (Y) (cf. Lemma 6.3.2). Le théorème de biconfinement 6.5.1
montre que Cy#DzAfc_^ ç,(Y, Z)1^ est biconfiné (au sens k-1). Comme
DzeNeg(k—l, Z, r) les semi-normes de CY#DzA^_i^ (Y, Z)1^ sont à décroissance
rapide en ^_i(Z) et donc d'après (5.3.2) en ^_i(Y). Comme les semi-normes de
AY#&Y dans Conf(k—l, Y, r) sont à croissance lente en À^_i(Y), on obtient le résultat
par une nouvelle application du théorème 6.5.1 (avec N=0 cette fois-ci).

PROPOSITION 6.6.4. — (a) L'application identique et la conjugaison complexe sont conti-
nues, uniformément en Y de Conf (k, Y, r) dans

W-Conf(^,Y,r)+ ^ W-Neg^, Y, r).
i ^ f ^ f c - i

(b) Pour tout K, il existe K tel que si r2 K est assez petit, l'application identique est
continue de Conf (k, Y, r) dans Conf(k, Z, K/r) dès que g^y (Y — Z) ̂  K r2.

(c) L'application (a, b, c)-> a#b # c est continue, uniformément en Y, de
Conf (fe, Y, r) x S(l, ^y) xCoiif (k, Y, r) Ams Conf (fe, Y, r).

Preuve. — Le point (a) [resp. (b)} découle immédiatement de la définition 6.6.2 et de
la propriété (a) [resp. (h)] dans la proposition 6.3.1.

Démontrons (c). Compte tenu de la proposition 6.3.1 (c) il suffit d'examiner les
termes du type

( 6 . 6 . 1 ) v# P # C

avec V£Neg.(;, Y, r), peS(l, ^y). CeConf(Â;, Y, r), et les termes

V^ # ? # V2

avec Vie Neg (Ji, Y, r), peS(l, ̂ y) et v^Neg^, Y, r).
Pour ce dernier terme, on peut remarquer que l'on a PeS(l, g^y) avec des semi-

normes à croissance lente en À-^(Y), d'après l'hypothèse 5.1.2. En supposant l^^li, on
peut, en utilisant le lemme 6.3.2 considérer v^, comme un élément de Conf (4, Y, r)
dont les semi-normes sont à croissance lente en ^(Y). En appliquant la
proposition 6.3.1 (c), il vient v^ # P # v^eConf^, Y, r) avec des semi-normes à
décroissance rapide en À-^ (Y), ce qui donne le résultat.

Pour le terme (6.6.1), le Lemme 6.3.2 implique que Ce Conf (f, Y, r) avec des semi-
normes à croissance lente en À,j(Y) et la propriété (5.1.2) montre que peS(l, gi) avec
des semi-normes à croissance lente en À-^(Y). Il suffit d'appliquer la propriété (c) de la
proposition 6.3.1 (avec k=l\ pour obtenir le résultat.
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PROPOSITION 6.6.5. — Soit IIy des k-projecteurs de type (r, r') (cf. Th. 6.4.1). Pour
tout N, les applications al-)>^(Y)N(a-^Y#fl) et a^->À,fc(Y)N(fl-a#^Y) sont continues
uniformément en Y, de Conf (k, Y, r) des Conf(k, Y, r').

Preuve. - II suffit d'examiner \W^{a-a # IIy) pour aeNeg(î, Y, r), l^ î<k. On
a VY)^(Y) et donc À^^eNeg^, Y, r). D'autre part, on a 1^6 Conf (k, Y, r')
et il résulte du lemme 6.3.2 que IÏY appartient à Conf(f, Y, r') avec des semi-normes à
croissance lente en ^(Y). Par suite, a # IlyeNeg^, Y, r") ce qui donne le résultat.

THÉORÈME 6.6.6. — I I existe K>1 et ro>0 tels que pour r<ro, pour Y, ZeO^r et

pour tout N, Tapplication

(a,b)^\^(\,Z^a#b

de Conf (k, Y, r) x Conf (k, Z, r) dans Conf (fc. Y, K r) 0 Conf (k, Z, K r), ^st continue uni-
formément en Y ^t en Z.

On obtient le résultat en utilisant le théorème 6.5.1, et le lemme 6.6.3 pour
f c , f e - l , . . . , î .

6.7. CONTINUITÉ.

THÉORÈME 6.7.1.—(a) Inapplication a^a^ est continue, uniformément en Y, de
Coiif(fc, Y, r)dans^f(L2).

(b) Si M (Y) est un poids admissible et si (ûy) est uniformément bornée dans
Conf (k. Y, r) (et mesurable en Y), Inapplication

u^[ M(Y)||a^||L2|^|l/2dY
Jn,

^st une semi-norme sur y(W1).
(c) Pour toute forme linéaire L sur IR2", il existe un poids admissible M tel que les

applications a \—> M (Y) ~1 L # a, M (Y) ~1 a # L soient continues, uniformément en Y, de
Conf (fe, Y, r) dans lui-même.

Preuve. — Soit aeConf (fe, Y, r). Il résulte de la proposition 6.6.4 (a) que l'on a
a e W — Conf (^, Y, r) + ^ W — Neg (gi. Y, r) (avec contrôle uniforme des semi-normes).

l^Kk

L'estimation (2.4.1) fournit alors le résultat (a).
Prouvons (b). La propriété est vérifiée pour f e = = l (lemme 4.2.4). Pour fc^ l , il suffit

d'examiner, pour ae^(R"),

(6.7.1) ^W^WC^u^g^d^

et

(6.7.2) (MW^u^g^d^,
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avec Ay, Cy uniformément bornés dans Conf(k—l, Y, r), Dy dans Neg(f, Y, r) (l^k— 1)
et by dans W—Conf(^, Y, r). Les opérateurs A y, b^ étant uniformément bornés sur L2

[proposition 6.3.1 (a)], on peut estimer (6.7.1) par

Sum^^u^g^^d^

ce qui donne le résultat par récurrence car il résulte de (5.3.1) que M(Y)X^J.i(Y) est
majoré par un poids (k— Inadmissible. On estime de même (6.7.2) en remarquant que
M (Y) ^(Y)1^ est majoré par un poids /-admissible. Ceci achève la preuve de (b).

La partie (c) est vraie pour k = l (lemme 4.2. 5) avec un poids 1-admissible M ne
dépendant que de L. On obtient le résultat pour k ̂  1 par une récurrence évidente avec
le même poids M. La preuve du théorème 6.7.1 est complète.

7. Calcul symbolique k-microlocal

7. 1 OPÉRATEURS k-MICRODIFFÉRENTIELS.

DÉFINITION 7.1.1. — Soient M un poids admissible, V un ouvert de Q^ et r inférieur
au YQ du théorème 6.6.6. On dit que A est un opérateur k-microdifférentiel de poids M,
interne à V, de rayon de confinement r, ce qu'on notera A e Oy (M, k, V) si on a

(7.1.1) A= f N^Y^Ig^l^Y
Jv,'

où ÛY est une famille mesurable uniformément bornée d'éléments de Conf (k. Y, r), avec
r'>r.

Contrairement à ce qui se passe en première microlocalisation, il n'est pas possible en
général d'avoir des décompositions (7.1.1) d'un même opérateur A avec des rayons de
confinement arbitrairement petits. Les inconvénients qui en résultent, notamment pour
la composition, seront levés par l'introduction des opérateurs à paramètre (§ 7.3).

Lorsque Q^^IR2", ni les opérateurs différentiels, ni même l'identité n'appartiennent
aux 0,. (M, k, O^). Nous introduirons au (§ 7.5) des opérateurs dits externes pour
combler cette lacune.

THÉORÈME 7 .1 .2 .— (a ) Les éléments de 0^(M, k, V) sont continus sur ^(R") et
^(W)

(b) Les éléments de 0^(l,k,V) sont continus sur L^IR").
Pour démontrer (b), d'après le théorème de Cotlar (lemme 4.2.3Q, il suffit de démon-

trer (à des conjugaisons complexes près)

(7.1.2) Supf||(aY#ûz)w||^)|^z|l/2^<a).
Y J
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D'après le théorème 6.7.1, cette norme s'estime par une semi-norme de ay#a^ dans
Conf(k, Z, C r) et (7.1.2) résulte du théorème 5.2.1 et du théorème 6.6.6.

Soit maintenant u e y. Pour démontrer que l'intégrale définissant A u converge dans
y, il suffit de montrer que

(7.1.3) f M(Y) f[LJoa^u ' \g^\l/2dY<oo
J\r' 1 L2

pour LI, . . .,Lp formes linéaires sur R2". D'après le théorème 6.7. l(c), le membre de
gauche de 7.1.3 peut se réécrire

f MWlI^II^I^I1/2^
Jv,'

où M' est un poids admissible, et by une famille bornée dans Conf (fc, Y, r). Le théo-
rème 6.7.1 (fc) entraîne immédiatement (7.1. 3).

THÉORÈME 7.1.3. — Soit r< y-o/K (constantes du Théorème 6.6.6), et soient
A, G 0, (M,, fe, V) ; i = 1,2, avec r ' > K r dans (7.1.1). On a alors

AloA^O^MiM^fe.V),

AîeO,(Mi,fe,V).

On a, avec des notations évidentes,

A,oA,=JM,(Y)M,(Y)|^^[ l/2f^2(^(a^#a^)w |^, | l/2dZ.

D'après le théorème 6.6.6, ûi y # ̂ 2 z appartient à Conf (Y, fe, K r) avec des semi-
normes décroissant comme A^rC^ ̂  pour tout N. L'intégrale de droite définit donc
une famille uniformément bornée d'éléments de Conf (Y, fe, Kr) : il suffit de choisir N
assez grand pour, d'une part absorber le rapport M2(Z)/M2(Y) d'après (5.3.2) et,
d'autre part, rendre l'intégrale convergente d'après le théorème 5.2.1.

La seconde propriété résulte immédiatement de la stabilité de Conf (k. Y, r) par
conjugaison complexe.

Remarque 7.1.4. — La même démonstration assure que, pour A eO,.(M, k, V), l'appli-
cation <?Y t—^ CY avec

C^N^Y^Aofcy

est continue, uniformément en Y, de Conf (k, Y, r) dans Conf(k, Y, Kr).

7.2. QUANTIFICATION. — C'est dans la définition suivante qu'apparaît l'idée essentielle
des microlocalisations d'ordre supérieur. Un symbole a étant écrit comme somme de
morceaux a(. ) (py(. ), chacun de ceux-ci sera quantifié, non par la formule de Weyl brute,
mais à l'aide d'un « sandwich » entre deux projecteurs, pour accroître l'orthogonalité.
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Le contrôle des rayons de confinement peut paraître un peu pénible, mais disparaîtra
heureusement en paragraphe 7.3. Pour rendre plus parlants les énoncés, nous utiliserons
systématiquement les deux conventions suivantes.

Une propriété (P) dépendant de a sera dite vérifiée « pour a assez petit » s'il existe
une constante S ne dépendant que des constantes de lenteur, tempérance et comparabilité
du n° 5.1. (via notamment les constantes K et r^ du théorème 6.6.6) et éventuellement
des constantes du n° 5.3 relatives aux poids considérés, telle que la propriété (P) soit
vérifiée pour a ̂ ô.

Nous dirons qu'une famille (fcy) ost uniformément négligeable dans une famille d'espa-
ces ((^y)? munis de suites de semi-normes, si pour tout N, la famille ((^(Y^&y) est
uniformément bornée dans (^y)-

Par exemple, nous utiliserons fréquemment la conséquence suivante du théorème 6.6.6
et de (5.2.2) : si (ûy) et (fcy) sont uniformément bornés dans Conf(k, Y, r^), alors, pour
Y, ZeQ^, les (a^#b^) sont uniformément négligeables dans Conf(fe,Y,r) pourvu que r,
r ^ / r , r ^ / r ^ et r ^ / g ^ y(Y —Z) soient assez petits.

DÉFINITION 7.2.1. —Soient 0<e<r<r/^ro. Soit riy une famille de projecteurs, de
type (r—2e, r—s), du k-calcul, et soit ((py) une g^ partition de T unité, avec (py à support
dans Uy^g (voir théorème 3.1.3). Si e/r et r / r ' sont assez petits, on associe à toutes ces
données une application Q (quantification) de So(M,^,V^.) dans Oy(M, k, V) par

(7.2.1) aQ=S ^"((pY^onWY),
Jv,

avecd[i(\)=\g^2dy.

II est en effet clair que M (Y)"1 HY#(^^)#^Y est une famille uniformément bornée
d'éléments de Conf(fe, Y, r-e).

DÉFINITION (provisoire) 7.2.2. —Soient 0<r<r^<r/<ro, et AeO^(M,fe,V). On dit
que a e SQ (M, k, V) est un symbole de A s'il existe une écriture (7.1.1) de A, et une famille
((py) uniformément bornée dans S(l.gk^), à support dans Uy,^, valant 1 dans UY,^» telles
que

(7.2.2) a(X)= f M(Y)aY(X)d)Y(X)4i(Y).
Jv,'

L'appartenance de a à So(M, g^, V) résulte du lemme 3.1.4. Le calcul de a dépend
non seulement du choix des Oy? mals encore de l'écriture (7.1.1) de A.

LEMME 7.2.3. — Soit AeO^(M,fe,V^) et soit a un symbole de A. Si r\ p, r/r', r/p
sont assez petits, on a

A-aQeOp(M^-oo,fe,V).
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En supposant, pour simplifier, M = 1, on a avec les notations des définitions précédentes

(7.2.3) A= faz^(Z),

(7.2.4) 0^= (]^îo[cpYaz<Dz]wo^îd^(Y)rf^(Z).

Dans (7.2.3), modulo des éléments de O^^'^.k.V), on peut remplacer à^ par
II^°ûÇon^ en vertu du théorème 6.4.1 (a), puis par Tl^o^a^oTl^ en vertu de la
proposition 2.2.4. On a donc

-JI(7.2.5) As n^°[<I)zaz<pYr°nï<4i(Y)4i(Z).
J J

Dès que r/pi est assez petit, l'intégration est limitée à { (Y,Z) [^(Y—Z)172^?!}, le
produit OZ^Y étant nul sinon. Soit maintenant fîy une famille de projecteurs de type
(p-e, p-28), de telle sorte que ^(Y)^]^!^-!!^) et ^(^(nYnz-fty) soient
uniformément bornés dans Conf(k,Y, p) sur le domaine d'intégration. Cela est réalisable
pourvu que pi/p soit assez petit. On a donc, modulo Op^^^V),

A = iïftî°%oft^(Y)^(Z)

où &YZ = lîz # [^z ̂ z ̂ v] # ïîz diffère de Oz ̂ z ^Y Par une famille uniformément négligeable
d'éléments de W-Conf(^,Y,r).

Le même argument s'appliquant à l'expression (7.2.4) de cfi, on obtient

A= ffflYo^zCpYr0!!^

modulo Op(^-°°, k,V).

LEMME 7.2.4. — Avec les notations de la définition 7.2.1, soit aeSo(M, g^ V^) tel
que û^eO^M^-00, k, V). Alors aeSo(M^-°°, ̂ , V).

Nous supposerons encore M= 1. On a d'après la remarque 7.1.4.

riz^a^IIz^foz.

avec fcz uniformément négligeable dans Conf(k, Z, K^r), et

frz= ]nz#nY#((pYa)#nY#riz^(Y).

Si on n'intègre que sur Uz, p, l'erreur commise est uniformément négligeable pourvu que
r/p soit assez petit. D'autre part,

nY#(cpYû)#riY-(pYû
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est uniformément négligeable dans W-Conf(^, Y, r) d'après le théorème 6.4. l(b). Il
en résulte que, en posant

Cz=riz#Lf <pY^(Y)1#nz,
L Juz.p J

la famille Cz est uniformément négligeable dans Conf(fc, Z, p). Le fait que

(pYdn(Y)=l dans Uz,,, joint au théorème 6.4.1 (b) assure que Cz coïncide avec a
•^z.p
dans Uz ̂ , module une erreur uniformément négligeable dans S(1,^,U^,.), et donc le
résultat.

Remarque 7.2.5. — Si a^ et 03 sont deux symboles d'un même opérateur A de poids
M, l'opérateur (a^-a^ est de poids MÀ^00 (Lemme 7.2.3), et donc
ai-a2eS(M^-°°,^,V) (lemme 7.2.4).

Si fc est un symbole de cft, on a (fc-^ de poids MÀ^"00 (lemme 7.2.3) et donc
&-aeS(M^-oo,^,V).

Si Q' est une autre quantification du type de la définition 7.2.1, le Lemme 7.2.3
(pour Q') s'applique à l'opérateur a^. On obtient û^-fc^eO^MÀ^00, fc, V), et donc
û^-fl^eO^M^-00, fc.V).

Remarque 7.2.6. - Soit A e 0, (M À^-°°, k, V). Par définition, pour chaque v, l'opéra-
teur A possède une écriture (7.1.1) dépendant de v, avec ^(Y)^^ y uniformément borné
dans Conf (fc, Y, r). En fait, A possède aussi une écriture (7.1.1) fixe, avec pour chaque
v, ^(Y^ûyeCon^fc, Y, p). En effet, si a est un symbole de A, l'opérateur a^ est de ce
type, et les termes d'erreur apparaissant dans le lemme 7.2.3 sont également de ce type.

THÉORÈME 7.2 .7 .— Soient a, e So (M^., g^ V,), i = 1,2. Avec les notations des
définitions 7.2.1 et 7.2.2, soit b un symbole de a^oa^. On a alors pour tout v :

^i r i T(7.2.6) b- ̂ -\ ^[DX,DY] ai(X)a,(Y),^eS(MiM^-\^,V).

On prendra encore Mi=M2=l pour simplifier, et on notera o\(ûi, û^) la somme
figurant dans (7.2.6). Le lecteur pourra vérifier que les constantes p, p', p", ô peuvent
être choisies proportionnelles au r de la définition 7.2.1, avec des facteurs ne dépendant
que des données du n° 5.1, pourvu que r et r / r ' soient assez petits.

En choisissant p assez grand devant r, en vertu du théorème 6.6.6 et de (5.2.2), on
a module un élément de 0(^~00, fc, V)

a? o ̂  = n^ o (^ a,r ° ny, o n^ o (q>y, ̂ w o n^ ̂  (Y^) ̂  (Y^),
J J Y 2 6 U Y i , p

et, d'après le théorème 6.4.1 (fo)

a?o^=B= ( | ^^o((p^a)wo((p^û)wo^î^^(Yl)d^l(Y2).
J JY26UYi .p
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En choisissant des Oy valant 1 dans Uy, p', avec p' assez grand devant p, comme dans la
Définition 7.2.2, on obtient un symbole b de B par

b= I I (D^. [nY,#(cpY^o#((pY,â2)#nYjdn(Yi)^(Y2).
J j Y z e U Y i . p

Choisissons maintenant ô assez petit devant r. Pour XeUz^g, l'intégration ci-dessus
est limitée à une boule de rayon p" centrée en Z, où on peut supposer que ^ est
symétriquement tempérée. On peut alors appliquer le calcul de Weyl relatif à g^ et
modulo un terme uniformément négligeable dans S(l, g^z, U^g), on a b=d^#^ dans
Uz 5 avec

a,=a, (pYdu(Y).
JU(Z,p)

La fonction oc^ coïncidant avec a^ dans Uz 5, on a o\,(û4, a2)=o)y(ai, o^) dans cette
boule, et le résultat est une conséquence immédiate de la proposition 2.2.5.

7.3. OPÉRATEURS fe-MICRODIFFÉRENTIELS AVEC PARAMÈTRE. — Dans la quantification
définie en 7.2.1, on doit faire le choix, par ailleurs arbitraire, d'un rayon de confinement.
La composition des opérateurs accroît ces rayons de confinement qui doivent néanmoins
rester inférieurs à la constante y-o. Cette difficulté, et le moyen de la résoudre, apparaîtront
peut-être plus clairement sur un exemple simple.

Exemple 7.3.1. — On prend pour métrique g^ la métrique usuelle dx2+di2/ (!y)2, et
pour g^ la métrique dx2+d!:2/(l-^-Ï,2). Le symbole Ci"1, tronqué près de Çi=0, définit
un élément de S(À^1, g^ R2"), que l'on peut quantifier par

^ir^A u (x) = ̂  <t\ (x) (p, (5, x') u (s, x ' ) as
J - 00

où les (pf sont une partition de l'unité de IR", et les O^ valent 1 près du support de (p,.
Cet opérateur ne préserve ni le front d'onde (usuel), ni même le support singulier. Cela

dit, il les augmente d'autant moins que les supports des 0, sont petits. Si les (D^, (pp A
dépendent d'un paramètre 5, et si le diamètre du support des O, tend vers 0 avec 8, on
aura la propriété suivante : si MGC°° près de XQ, alors AgMGC 0 0 près de XQ pour 5 petit.

Dans le cas général, nous associerons à un symbole toute une famille A§ d'opérateurs
dont les rayons de confinement tendent vers 0 avec 8. On disposera d'un calcul symbolique
asymptotique jouissant des mêmes propriétés que les calculs usuels, pourvu que le nombre
d'opérations sur les opérateurs reste fini.

DÉFINITION 7.3.2. — On notera (9 (M, fe, V) l'espace des (germes de) familles J^=(A§),
ôe]0, §o[ telles que

(a) chaque A§ appartient à O^(^(M, fe, V), avec r ( 8 ) -> 0 pour 5 -> 0.
(b) Le nombre r ' intervenant dans (7.1.1) est indépendant de ô.
(c) Pour tout N, As-A5/(=0,(M^-00, fe, V) avec r=Max(r(8), y^S')).
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Soient n^, ç4 vérifiant les conditions de la définition 7.2.1, pour des valeurs r=r(8),
£=£(5) tendant vers 0 avec ô. On a, pour chaque ô assez petit, une quantification Qg de
So(M, êk. ^(ô)) ̂ s (^(M, g^ V), et donc l'application

(7.3.1) a^^=(a^).

Si se et ^ sont deux opérateurs à paramètre, nous noterons j^o^ la famille des
(Ag o B§), qui est bien définie (théorème 7.1.3) pour 5 assez petit.

THÉORÈME 7.3.3.— (a) L'application de quantification (7.3.1) envoie S()(M,^,V)
dans ^(M,fe,V) et induit une bijection, indépendante du choix des 11^, q4, de
So(M, ̂ , V)/So(M^-°°, ̂ , V) sur ^(M, fe, V)/^(M^-00, fe, V). On notera ^^a(^)
l'application (symbole) « inverse » :

a : ^ (M, fe, V) ̂  So (M, ̂ , V)/So (M X,-00, ̂ , V).

(fc) L'ensemble des ^(M, fe, V), indexé par le groupe des poids admissibles M, constitue
une algèbre graduée, stable par adjoint.

(c) On a

a(^o^)=(j(^) #a(^)

o(^*)=a(^).

fe symbole # étant déjà défini au théorème 1.3.1.
Si ae^o(M, ̂ , V), on a aeSo(M, ̂ , Vp) pour un p>0, et les a^ sont du type (7.1.1)

avec r^p/2 dès que r(ô)^p/4C. Compte tenu de la remarque 7.2.5, on a
j^e^(M, A;, V), et le résultat est indépendant des choix des n^, q4 module
^(M^-°°, k, V).

Si j^e^(M,fe,V), il résulte du lemme7.2.3 qu'il est, module ^(MÀ,^00, fe, V),
l'image d'un élément a de So(M, k, V) : il suffit de prendre pour a l'un des symboles de
l'un des A§. De même, le lemme 7.2.4 garantit l'injectivité, après passage au quotient,
de l'application (7.3.1).

Si

<.G^(M,,fe,V), i=l,2,

il résulte du théorème 7.1. 3 que ̂  o^e^(Mi M^, fe, V), avec r^MinÇr^r^) et
8(r)=KMax(ôi(r), 62 (r)). La partie (c) du théorème résulte immédiatement du
théorème 7.2.7 pour le produit. Pour l'adjoint, elle résulte du fait que l'adjoint de
l'opérateur (7.1.1) est

A^ ]M(Y)^^(Y)

et qu'on peut calculer a(^*) par la formule (7.2.2) appliquée à l'un des ja^.
7. 4. RÉGULARITÉ fe-MICROLOCALE.
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DÉFINITION 7.4.1. — Soient uey'ÇV), M un poids admissible et V un ouvert de Q .̂ On
dit que u appartient k-microlocalement à H (M) dans V, ce que l'on notera ueH(M, fe, V) 51
pour tout V'ccV, il existe r(V') t^ que F on ait AueL2 pour tout opérateur

A= | M(Y)fly^(Y)
Jv

ût^c ÛY uniformément borné dans Conf(fc, Y, r(V)).
La quantification avec paramètre nous amène à considérer également des germes de

familles M§ de distributions, pour ô -^ 0.

DÉFINITION 7.4.2. — Soit ^=(Ms), ôe]0, ôo[, une famille d'éléments de ^(V). On dit
que ^eJf(M, fe, V) si pour tout V'ccV, il existe r(V') et SÇV') tels que At^eL2 pour
A comme ci-dessus, et 8<8(V).

On notera que, en général, aucun des u§ n'appartient à H (M, fe, V), mais que, pour
V'ccV, on a MseH(M, fe, VQ pour S^VQ.

On a ^eJf(M, fe, V) si et seulement si on a, pour tout V'CŒV, ^e^f(M, fe, VQ.
Enfin, une famille constante u^==u appartient à J^(M, fe, V) si et seulement si
ueH(M, fe, V).

THÉORÈME 7.4.3. — (a) Si ^e^(M, fe, 0) ^ ^€Jf(Mi, fe, V), on a

^eJf(Mi/M, fe, V).

(b) Soit ^eO(M, fe, V) fôî ^^, ^our rout ^eJf(Mi, fe, V), on ait

^e^f(Mi^-°°/M,fe,V).

On a alors ^6<P(MÀ-fc-00, fe, V).
(a) Nous noterons ^(V), Ô^V') les fonctions de la définition 7.4.2, relative à

^€^f(Mi,fe ,V). Nous noterons r^(S) la fonction de la définition 7.3.2 relative à
^e6?(M, fe,0).

Soit maintenant

A= f Mi(Y)/M(Y)aîdn(Y)
Jw

avec OY uniformément borné dans Conf(fe, Y, p). On a

A B ^ = f Mi(Y)Cîs^(Y)
Jw

d'après le théorème 7.1.3, où les Cy & sont uniformément bornés dans Conf(fe, Y, p'),
p^^p+r^ô)).

On a donc ABs^eL2 pourvu que

K(p+r^))<r,(W) et Ô<8(W/).
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II suffit donc de prendre p<ri(W')/2K, puis ô assez petit pour rendre r^(S) inférieur à
r! (W')/2 K pour conclure.

(b) Par une récurrence évidente, on se ramène à prouver que, si ^e(P(M'k^ k, V), et
s'il applique Jf(Mi, fe, V) dans ^(MJM, fe, V), alors ^(=^(M^, fe, V) pour tout s>0.

En prenant M=Mi=l pour simplifier les notations, l'opérateur B§ appliquant
H(l, fe, V) dans H(l, fe, V) pour Ô<8(V), c'est une conséquence immédiate du lemme
suivant.

LEMME 7.4.4. — Soit V'ccV et soit BeO^, fe, V) tel que, pour tout MeH(l , fe, V)
on ait BueH(l , fe, VQ. Si b est un symbole de B, on a &eS(^, fe, V) nL^V') /wur
ÎOMt £>0.

On a (théorème 7.1. 2b) L2 c= H(l, fe, V), et il résulte de l'hypothèse, que pour V c V,
l'application

ai-^û^B

envoie {aeS( l , ̂ , V)|Suppa c= V'} dans J^(L2, L2), et envoie continûment ce même
espace dans oSf(L2, ^/). En vertu du théorème du graphe fermé, la famille des <D?oB,
où Oy Gst uniformément borné dans So(l, ^y» ^.r) et ^ut 1 sur Uy^/2, est uniformé-
ment bornée dans Jêf(L2).

Il résulte de la proposition 2.4. l(b) que le symbole de Weyl de 0>?oB, qui coïncide
avec b dans Vy,^ modulo une famille uniformément négligeable dans S(l, g^ Uy r/2\
est uniformément borné dans L00. On a donc

a(B)eSo(^, ̂ , V) HL00 c So(^, ̂ , VQ.

7.5. OPÉRATEURS EXTERNES. - Ce concept sera de peu d'intérêt lorsque O^IR2" (on
a [R^ŒC R2" et So(M, g^ R2") =S(M, ̂ , R2")) auquel cas on peut se limiter à considérer
des opérateurs de (9 (M, fe, R2"). Pour Q^R2", il est d'ailleurs difficile d'exhiber des
opérateurs externes, à l'exception des opérateurs différentiels et des opérateurs qui sont
internes dans un ouvert plus grand pour les g^ . . ., g^ (voir théorème 8.1.3).

DÉFINITION 7. 5.1. — On dit qu'une famille ^=(Bg) d'opérateurs appliquant y et y
dans eux-mêmes, est un élément de ^ext(M, fe, V) s'il existe, pour tout V'ccV, des
constantes S^'), y^V), et une fonction py'(8, r) définie pour 5<Ô(V) et r<r(V'), tendant
vers 0 lorsque S et r tendent vers 0, telles que Ton ait les deux propriétés suivantes, en
posant

B^^; a-oB^û^.

_(a) Les applications a i-» M (Y) ~1 a,g sont continues, uniformément pour YeV, de
Conf (fe, Y, r) dans Conf(fe, Y, pv-(8, r)) lorsque 8<5(V) et r<r(V).

(b) Pour S^Ô^V), r<r(V), Ne^J, les applications ûi^l^Yr^Y)^^--^)
vérifient la même propriété.

THÉORÈME 7.5.2. — (a) Les <Pext(M, fe, V) forment une algèbre graduée stable par
adjonction, et les ^(M, fe, V) en constituent un idéal.

(b) Pour Vi c= V^, on a Oext(M, fe, V^) c ffext(M, fe, Vi)
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(c) Pour tout ^e^ext(M, k, V), et tout V'ccV, il existe j^e^(M, k, V) tel que

^-^e^ext(M^~00, fe, V).

Il est évident, au vu de la définition, que le composé de deux opérateurs externes, en
est un. Si ^ est un opérateur interne, on a, avec des notations évidentes, et en prenant
les poids égaux à 1 pour simplifier,

BsA^ [ Bgoa^^Y)
Jv

et les B^aÇô sont confinés, avec un rayon de confinement pv'(8? r(S)) qui tend vers 0
avec 5. En outre, la propriété 7.5.1(&) garantit que DgAg-B^A^ est régularisant.
L'inclusion (b) étant évidente, il reste à prouver la partie (c).

Soit ^ un élément de ^(1, fe, V^), dont le symbole est égal a i sur Vi, avec
V'ccViCcV^ccV. En posant ^=^f, on a bien ^ed9(M, k, V), et il reste à
examiner Faction de ̂ -^ sur un Cy, avec CyeConf (k, Y, r) et Y eV.

Il résulte facilement de la démonstration du théorème 7.2.6 que, en posant pour
chaque 8

L,oc^=d^

l'application c^^K^^Çc^—d^) est continue, uniformément en Y, de Conf (k, Y, r)
dans Conf(k, Y, C(r+r(8))). On a donc

(As-B^oc^Bgo^-cï)

et (e^-^) vérifie les propriétés (a) (et donc (b)) de la définition 7.5.1 avec le poids
M ̂ -N pour tout N.

THÉORÈME 7 . 5 . 3 . — I I existe une application a de ^ext(M, k, V) dans
SioJ^^ VVSio^^k"00^ v) (lui prolonge l'application symbole définie sur
0 (M, k, V) et qui induit un isomorphisme (d'algèbres graduées avec adjoint)

^Pext(M, k, V)/^ext(M^-°°, k, V) ^S^(M, ̂ , V)/S^(M^-°°, g,, V).

A l'exception peut-être de la surjectivité, c'est une conséquence évidente du
théorème 7.5.2 (c) et des propriétés correspondantes des opérateurs internes
(théorème 7.3.3). Pour ^e^ext(M, k, V) et tout V'ccV, on écrit ^=j^+(^-e^),
avec j^e^(M, k, V) et (^-^)e^ext(M^~00, k, VQ, et o(^) est défini par

a(^)|v'=CT(^)|v-.

Si maintenant b appartient à SioJM, k, V), on choisit une famille (Vg) tendant vers V,
avec VgccV, on choisit une quantification Qg de rayon de confinement tendant vers 0
avec ô, et une famille X5eSo(l, ̂  V) valant 1 sur Vg. En posant Bg^^)^ on a bien
^e^Pext(M, k, V) et o(^)=b.
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THÉORÈME 7.5.4. — (a) Si ^ç=(9 ext (M, fe, V) et ^ e Jf (Mi, fe, V), on a
We.T(Mi/M, fe, V).

(b) Si ^e (9 ext (M, fe, V), ^ sf/wMr tout ^eJf(M, fe, V) on a

We^MiÀ^00, fc, V),

a;or5 ^e^ext(M;^r00, k, V).
Il suffit de montrer que, pour tout V'crcV, les conclusions sont vraies en remplaçant

V par V. On se ramène alors immédiatement au cas des opérateurs internes
(théorème 7.4. 3), à l'aide de la décomposition du théorème 7.5.2e).

8. D'une microlocalisation à l'autre

Dans les applications, la métrique g^ sera le plus souvent la métrique usuelle
dx2-\-dî,21 (î,')2. Le but essentiel du /^-calcul étant de prouver la régularité microlocale
de solutions d'équations (pseudo)-différentielles usuelles, il est d'une importance capitale
que, d'une part, les opérateurs usuels soient des opérateurs fe-microdifférentiels et que,
d'autre part, on puisse remonter des régularités ^f(M, fe, V) aux régularités microlocales
usuelles.

On rappelle que V'ccV au sens .de gi signifie que V et V sont des ouverts contenus
dans Q(, et que toute ^-boule de rayon assez petit, centrée en un point de V, est contenue
dans V.

8.1. TRANSFERT DES OPÉRATEURS.

PROPOSITION 8.1.1. — Soient V'CŒV au sens de ̂ -i, et M un (k—\)-poids admissible.
Alors il existe C>0 tel que Ton ait

O^M^, fe-1, VQ c= 0,(M^-_°°i, fe, VQ c Oc,(M^, fe-1, V)

pour r assez petit.

La première inclusion résulte simplement du fait qu'un élément A de
O^M^"00!, k— 1, V) se met sous la forme {voir remarque 7.2.6)

A= ̂ MWa^.^^dY

avec ÛY uniformément borné dans Negl(fe—l, Y, r). Il suffit de remarquer que
Negl(k-l,Y, r) c Conf (k, Y, r), et que l^-i .yl ^ \gkv\-

Pour démontrer la seconde inclusion, avec pour simplifier M==l, remarquons d'abord
que si un opérateur A est de la forme

^f^lrf^Y(8.1.1) A= a^l^l
j
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où pour tout v, la famille (^_i CO^ûy est bornée dans Conf (fe, Y, r), il appartient
alors à Oo.̂ "-00!, fe-1, V). En effet, d'une part, chaque semi-norme de ûy dans
Conf (fe-1, Y, Cr) est majorée par une semi-norme de ûy dans Conf (fe. Y, r), multipliée
par une puissance fixe de ^-i(Y) (voir lemme6.3.2), d'autre part, on a
\gkY\^-iW°\gk-i^

Soit AeO^-00!, fe, V), et soit

I=P,+R,-i-s-rivs

avec ^e^( l , fe - l ,V) et ^eOexi^^ k-1, V) la décomposition fournie par le
théorème 7.5.2(c). En supprimant l'indice ô et en utilisant seulement A e 0^(1, fe, V),
on obtient

RA= Sp^a^g^dV

où R °ûÇ=^, avec ̂ -i (Y^fcy uniformément borné dans Conf (fe, Y, r). L'opérateur
RA est donc du type (8.1.1).

On a d'autre part

PA=Ifp?o<vl^- l•zl l /21^Yll/2dzdY

pour chaque v, avec ^_i (Y^ûy, y bornés dans Conf (fe, Y, r). Si on pose

QZ= fPz^Y.vM^Y,

II résulte du théorème 6.6.6 que le produit de chaque semi-norme de Qz dans
Conf(fe-l, Z, Cr) par chaque puissance de ^_i(Z) est uniformément borné, ce qui
donne le résultat.

PROPOSITION 8.1.2. — Soient V un ouvert de Q00, et M un (k-\)-poids admissible. Il
existe C tel que, pour A eO,(M, fe-1, V), on a A eOc,(M, fe, V). Si, en outre un symbole
de A appartient à So(M'kkpl^ ̂  V), a^c /?,^eR, ators A appartient à
Oo(M^-J\^,fe,V).

Si a est un symbole de A, on peut écrire, module un opérateur de
Oc,(M5^, fe-1, V) c Oc,(M^, fe, V),

A= fnîo^^-onîl^.^Yl^^Y,

où les IlY sont des (fe-l)-projecteurs, et (py une ^_i-partition de l'unité. Soit v|/z une
^-partition de l'unité. On a

A^iïnîo^.^aronîl^.^Yl^l^zl^rfYdz.

4e SÉRIE — TOME 22 — 1989 — N° 3



QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 427

Les intégrales en Y (qui sont limités aux boules ̂ .^(Y-Z^^Cte r) fournissent des
éléments de Conf(k, Z, r) qui, multipliés par M(Y) - l^_l(Y)PÀ^(Y) - < ^ constituent une
famille bornée, ce qui entraîne le résultat.

THÉORÈME 8.1.3. — Soit V <= Q,^ et soit M un g^-^-poids admissible.
(a) Si j^e^(M,k-l ,V) on a j^e^(M, k, V). Si de plus

o^eS^^M^-^, ̂ , V) (modulo So(MK^ ^-i, V)), on a ^e^(M^-J\^, k, V).
(b) Si V'ccV^oMr^.i et si ^e^ext(M, k-1, V), on a ^e^ext(M, k, V) ai^c fa

m^m^ amélioration lorsque <7(^)eSloc(M^'_plÀ^, ̂ , V).
La partie (a) résulte immédiatement de la proposition 8.1.2 appliquée à chacun des

A§ constituant j^.
Soit maintenant ^e^ext(M, k — 1 , V). On peut alors écrire (théorème 7.5.2(c)).

avec ^e0(U, k-1, V) et âîe^extÇU^^i, k-1, VQ. En outre, o(^) [qui vaut
o(^) # CT(J^) dans la preuve du théorème 7.5.2(c)] appartient à SoÇM^^i^l ̂  V)
sous la seconde hypothèse, et l'opérateur A appartient donc à ^(MÀ^~J\ ̂ , ̂ , V) d'après
la partie (a) du théorème.

Il est d'autre part clair que ^e^exHMfc.00!, k, V).
En effet, les applications ûy i—^ by, s définies par

^00?=^

sont uniformément bornées de Conf (fc. Y, r) dans Neg(fc—l, Y, Cr) pour YeV. La
preuve est complète.

8.2. TRANSFERT DES RÉGULARITÉS MICROLOCALES.

THÉORÈME 8.2.1. — Soient V'ccV pour g^-i. ̂  M un (k-\)-poids admissible. On a
(a) H(M, k-1, V) c H(M, k, r) c: H(M, k-1, V)
(&) Jf(M, k-1, V) c= jf(M, k, V) <= ^(M, k-1, V).
Les inclusions de droite sont évidentes, compte tenu du fait que

0,(M, k-1, V) <= Oc,(M, k, V) (proposition 8.1.2).
Pour prouver les inclusions de gauche, soient peSo (M-1, ^_i, V), ^eSo(M, ^_i, V)

avec/?ç=l sur V^V'ccVi c=c V). En quantifiant/? et <?, on obtient

i=P8°Qô+Rô

avec^e^(M-1, k-1, V), ^e^(M, k-1, V), ^e^ext^-^, k-1, V).
Soit maintenant ^e^f(M, k-1, V). On veut prouver que, pour AeO^(M, k, V),

avec r assez petit dépendant de V mais pas de 8, on a

A u, = (APg) Q, u, + (ARg) ̂  e L2.
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L'opérateur AP§ appartient à 0^/(1, fe, V), avec r" tendant vers 0 avec r et ô, et est
borné sur L2. Les QgMg appartenant à L2 par hypothèse, il reste à prouver que (AR§)M§
appartient à L2.
On a

AR^O^M^, k, V) Œ Oc,(M^-_°°i, k-1, Vi)

d'après la proposition 8.1.1, avec r" tendant vers 0 avec r et 8.
En choisissant rÇV) et S ( V ' ) assez petits, l'hypothèse ^eJf(M, fc-1, V) entraîne que
(AR^î^eL2 pour r<r(V /) et ô^^'). Cela termine la démonstration de la partie (b)
du théorème, celle de la partie (a) étant analogue (et plus simple).

8.3. NOTATIONS SIMPLIFIÉES. — Lorsque le poids M est de la forme ^1, . . . À,̂ , on
parlera d'opérateurs de (multi)-ordre (.s ,̂ . . ., 5^) au lieu d'opérateurs de poids M. De
même, on notera H'r • • -'^(V) l'espace H (M, fe, V).

Quitte éventuellement à réduire V, le théorème 8.1.1 assure qu'un opérateur d'ordre
(m^, . . ., m^-i) est aussi un opérateur d'ordre (m^, . . ., m^-^ 0). Il peut éventuellement
être d'un ordre meilleur, par exemple (m^, . . ., m ^ i — l , 1), et cela se lit sur le symbole.

Le théorème 8.2.1 assure que l'appartenance à H5!' • • - '^- i est (presque) équivalente à
l'appartenance à H'r • • -^-r0.

La restriction éventuelle sur V est inévitable. Les définitions font appel, soit à l'ensemble
filtrant croissant des V'ccV pour g^_^ soit à l'ensemble (strictement plus fin) des
V'ccV pour gk.

8.4. QUANTIFICATION DE WEYL ET QUANTIFICATION STANDARD

Sous l'hypothèse

(8.4.1) gkY^^=gkY^ -T),

on peut définir l'opérateur formel î^^exp^f^D^.Dç) comme un opérateur bijectif
de Sioe(M, gfe, Q^/S^MÀ^00, g^ Q^) dans lui-même, et on a la propriété analogue en
remplaçant S^ par So. On vérifie en effet facilement que le p6 terme de la série,
(l/^/)((i72)D,.D^ applique S^(M, g,) dans S^(M5^, ̂ ).

L'isomorphisme J172 transforme la loi # en la loi de composition asymptotique
«classique» ou «standard», correspondant à la règle de quantification mettant les
multiplications «à gauche des dérivations». Tout ceci n'utilise que la lenteur, le principe
d'incertitude et (8.4.1), et serait valable sans aucune hypothèse de tempérance sur ̂ .

II en résulte que, en adjoignant (8.4.1) aux hypothèses du n° 5.1, on dispose d'un calcul
symbolique asymptotique standard pour les mêmes classes d'opérateurs, en associant à
tout opérateur ^ le symbole J^2 a(^).

Si on suppose maintenant que toutes les métriques gi vérifient gi^{t, T)=^Y(^ —T)» ^
résulte de la proposition 2.3.1 que les Conf (fe, Y, r) sont invariants par les (vrais)
opérateurs J ± l / 2 définis au n° 2.3. On peut donc, à tous les stades du calcul, utiliser la
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quantification standard

a(x,D)u(x)= p<^>a(x,Ç) ï2(Ç)rfç

des symboles confinés, et la loi de composition classique de ces symboles.

9. Exemples

Dans tous les exemples qui vont suivre, nous partirons d'une donnée géométrique qui
sera plus précisément un sous-module M [sur S(l,^_i)] de fonctions sur R2". Ce
module, dont les éléments auront vocation à être des symboles d'ordre \ pour une
métrique g^ à construire, sera involutif (stable par le crochet de Poisson) et de type fini,
engendré par une famille (nij).

Le lecteur vérifiera dans chaque cas que la métrique que nous exhiberons est bien
Punique métrique (à équivalence près), pour laquelle on ait ^=(1 ̂ -^m^)172; gî='kîg;
les nij sont des symboles d'ordre ;̂ ̂  est supérieure à la métrique ^_i imposée. Toutes
ces métriques vérifient les hypothèses (5.1.1), (5.1.2) et (5.1.3), si bien que l'on peut
quantifier les symboles associés, et notamment les fonctions homogènes de l'ensemble
des m^.(X).

Faute d'avoir développé l'invariance par transformations canoniques (voir
remarque 1.3.2), nous choisirons des coordonnées dans lesquelle la géométrie conduisant
à M est «plate». Enfin, la première métrique sera toujours la métrique usuelle:

dy
wgi-dx2^——; ^=<^>.

9.1. SECONDE MICROLOCALISATION LE LONG D'UNE VARIÉTÉ LAGRANGIENNE A. — Si la

variété A a pour équation x" = î, = 0 dans R^ x IRj^, le module J( est formé des symboles
d'ordre 1 qui, modulo ceux d'ordre 0, s'annulent sur A. Il est engendré par les îyj et les
x^À-i. On obtient la métrique (1.3.2) où la fonction ̂  est donnée en (1.2.5).

Il n'est pas trop difficile de démontrer que la quantification décrite ici coïncide avec
celle décrite dans [l], [2] (au problème de la quantification avec paramètre près, voir [2]
remarque 1.7). Le rôle des sandwiches [^#^#1^]^ de (7.2.1) était tenu par des
expressions ^>(2~PD)apq(x, D)^(2~PD) en théorie de Littlewood-Paley.

Par contre, il est moins évident d'établir des liens précis entre notre théorie et les
secondes microlocalisations analytiques développées par Kashiwara et Laurent (par voie
cohomologique, voir [8]) et par Sjôstrand (par transformation de FBI, voir [12]). Le
problème est le même pour la seconde microlocalisation de Lebeau [9] et les microlocalisa-
tions itérées de Sjôstrand [12] que nous définissons en 9.2 et 9.4. Nous disons qu'il s'agit
de la même microlocalisation parce que les ouverts dans lesquels on peut parler de
régularité microlocale (analytique pour ces auteurs, Sobolev pour nous) sont les mêmes,
mais il serait intéressant d'avoir des liens plus étroits entre ces théories.
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9.2. SECONDE MICROLOCALISATION DE LEBEAU. — Celle-ci est associée à une variété
isotrope S, et plus précisément au module des fonctions s'annulant à l'ordre 1 sur
l'orthogonal (symplectique) de TxS en chaque point X de 2. Si IR^IR^x R^, et si S a
pour équation ^=x=Ç=0, le module M est engendré par À,̂ ., ̂  x^Xp x^p Ç;ÇyÀ.i. La
métrique est donnée par

^[i+^W+^+^/W2

?4. 2 ^ , 2 ^2 ^T12
^ = -Arfx2 + -^dy2 + —î- + —^-.

A^ À»^ Â<^ Â<^ A^

9.3. TROISIÈME MICROLOCALISATION ASSOCIÉE À DEUX VARIÉTÉS LAGRANGIENNES SE COUPANT

FRANCHEMENT (Cleanly). — Une tranformation canonique permet de mettre ces deux
variétés A et A' sous la forme suivante (et même sous une forme plus simple mais moins
symétrique, voir [6] théorème 21.2.10) : R"1 == R^ x ff^ x ̂ ï x (R?, A est définie par
X=^=Ç=T=O, et A" par X=Î=T|=Ç=O. La seconde microlocalisation utilisée sera celle
relative à A. On a donc À,^ | Ç | + [ T [ + ^ i ( [ x | + | y [ ) et

^=^(^2+^2)+^2+^2+,12(rf^+rf^^2)+,12^Ç2+^^)
Â-2 A'1 ^2

La troisième microlocalisation sera associée au module des symboles [d'ordre (0,1)]
s'annulant sur A U A". Il est engendré par les Ç, XÊ,, yr\, ÎT, yt!,, rjT/^i. On définit À.3
comme la racine carrée de la somme des carrés de ces fonctions augmentée de 1, et la
métrique ^3 est donnée par

(9.3.1) g3= ̂ dx^ ^dy2+d.2+1-2dt2+ -d^+ -^d^+ -d^+ -à.2.
A-3 A^ /^3 ^l ^1 '^3 ^S ^2

On remarquera la dissymétrie des rôles joués par A et A" dans la métrique, bien qu'elles
jouent des rôles symétriques dans la définition de Ji.

9.4. MICROLOCALISATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR DE SJÔSTRAND. — Nous ne décrirons ici
que la troisième. La situation géométrique étant exactement celle du n° 9.3, on prend
comme module M l'espace des symboles s'annulant sur A, et s'annulant à l'ordre 1 sur
A' le long de A C\ A". Ce module ne dépend bien sûr que de l'image de T A', restreint à
A H A', dans le fibre normal T\ R2 n, image qui s'identifie à une sous-variété lagrangienne
de T* A par l'isomorphisme symplectique. On retrouve les données géométriques introdui-
tes par Sjôstrand ([12], n° 16).

Le module J( est engendré par Ç, x'k^ (y)2^^ y^ OO2/^!, yr}, ty'k^ r|TAi, ÎT. Si on
définit ^3 comme la racine carrée de la somme de ces fonctions augmentée de 1, la
métrique ^3 est exactement donnée par l'expression (9.3.1).

9.5. TROISIÈME MICROLOCALISATION ASSOCIÉE À UN ÉLÉMENT DE CONTACT D'ORDRE/?— 1. —

On se place pour simplifier dans (R2, avec la seconde microlocalisation relative au
conormal de l'origine: À,2=À,i (x^y2)172 et

^=^(^ 2 +^ 2 )+ l ( r f^+dT^ 2 )
AI AI
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Le module M sera constitué des symboles d'ordre (0,1) dont la restriction au conormal
de l'axe des x s'annule d'ordre p à l'origine, où p>\ est un nombre réel donné. Il est
engendré par x Ç, y ̂  y T|, X19 r\. On a

^3=(^x2y+y2^2^y2r}2+x2pr}2)l/2

^^^+^^^^^^.
A-2 A-3 A-i A,3 A^

En fait, lorsque À^ol, les métriques g^ et ^3 sont équivalentes en dehors d'une
zone \y \ < \ x | et [ î, \ < \ T| |, et on a dans cette zone

dx2 dy2 àî1 dr\2
?, ̂  —— + —— + —-— + _L
03 X2 S2X2 52T^2 T12

avec5=|x|p- l+|^|/|4+|Ç[/|r| |;^5|;c||r| |.
9.6. DISTRIBUTIONS CONORMALES ASSOCIÉES À LA RÉUNION DE PLUSIEURS COURBES AYANT UN

CONTACT D'ORDRE (p—l). — Soit C la réunion d'un nombre fini de (demi)-courbes
Ci, . . . , CN, d'équations y=fj(x) (pour x>0 ou x<0). On suppose/) (x) = a, x^C^)
et (d|dx)lfj(x)=0(xp~l). On suppose en outre que les a, relatifs à x>0 (resp. x<0) sont
distincts et, pour simplifier, que si o,=0, alors Ç, est l'axe des x.

On définit les espaces H^'^^c, fe) par la propriété:

(9.6.2) Z ioZ2 . . . oZ^eïTr^s; ;=o, . . ., k

où les Zi parcourent l'espace des opérateurs 3-microdifférentiels de poids K^ [i. e. de tri-
ordre (0,0,1)] dont le symbole s'annule sur le conormal des Cj. Les exemples typiques de
tels opérateurs sont ceux de symbole x^+ xfj(x)/fj(x)yr\ ou [y-/,(x)]r|, tronqués hors
d'un petit voisinage ^-conique du conormal de C,.

Dans le cas particulier où C est la cubique d'équation y2—x3=Q, (p=3/2), on peut
définir cet espace par la condition (9.6.2) où les Z, sont l'un des deux opérateurs de
symbole (2x^+3^r|) et (^3) (2^+3;c2T^). C'est ce facteur (^3) qui fait que la
définition ci-dessus est strictement plus forte qu'une définition fondée sur une formule
(9.6.2) pour les Z, champs de vecteurs C°° tangents à C (ou, ce qui est équivalent, pour
les Zi pseudo-différentiels d'ordre 1, dont le symbole principal s'annule sur les conormaux
de C et de 0). Le champ de vecteurs 2yD^+3x2Dy, est «trop plat» à l'origine, et ce
n'est qu'en 3e microlocalisation que l'on peut le remplacer par un opérateur de symbole
moins plat.

La situation est analogue dans le cas particulier où C est constitué de plusieurs courbes
lisses simplement tangentes (p=2). Pour 51=52=53=0, la définition 9.6.2 redonne les
espaces introduits par Meirose et Ritter [10] et pour lesquels ils démontrent un théorème
de propagation non linéaire.

Plus généralement, lorsque des courbes Ç, sont tangentes à l'axe des x à des ordres
pouvant être différents: p^<. . . <p^ on définit les espaces de distributions conormales
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par le même procédé, en utilisant la (k+2)e microlocalisation associée
gi ̂ 2 ̂ 83,i ̂  • • • ^83. k °ù 83. i est ̂  métrique notée ^3 ci-dessus, pour p=pi.

Index des notations

Dans l'ordre du papier :

a"
a#b
a#b
û\(a, b)
S(m,g,SÏ)
8°
^

II "II?
g1^8"2

RV (a!' "2)

V'ccV

^Y

8r(X, Y)
II^ILv,,
0(w,g,V)
So(m,g,V)

Sioc("i>^V)
H(?n,^,V)
Oext(w,g,V)
At,,(Y, Z)
^#.^
W-Conf^, Y, r)
Conf(fe, Y, r)
ny
W-Negfe, Y, r)
NegQ, Y, r)
Conf (fe, Y, r)
0,(m, k, V)
a0

<9(m, fe, V)
H (M, fe, V)
^f(M, k, V)

(1.1.1) (1.1.2) (1.1.3)
(1.1.5) (1.1.6)
(1.1.7) Théorème 1.3.1
(1.1.8)
Définition 1.2.1
(1.2.4)
(1.2.5)
(2.1.2)
(2.1.3)
(2.1.4)
Proposition 2.2.4
(3.1.3)
Définition 3.1.1
Définition 3.1.5
(3.1.12)
Définition 4.2.1
Définition 4.4.1
Définition 4.4.1
Définition 4.5.1
Définition 4.6.1
(5.2.1) (5.2.2)
(6.1.1)
Définition 6.2.1
Définition 6.2.2
Théorème 6.4.1
Définition 6.6.1
Définition 6.6.1
Définition 6.6.2
Définition 7.1.1
Définition 7.2.1
Définition 7.3.2
Définition 7.4.1
Définition 7.4.2
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