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FONCTIONS GÉNÉRALISÉES SPHÉRIQUES SUR G /G
C' [R

PAR PASCALE HARINCK

Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe d'algèbre de Lie g. Soit (^
une forme réelle de g et soit G^ le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie c^. On
a alors 9=Ï)+^ avec î)=^ et q=i^.

Dans cet article, nous étudions les fonctions généralisées sur
G/G(R qui sont G^-invariantes et solutions propres des opérateurs différentiels G-inva-
riants sur G/G^. De telles fonctions seront dites sphériques.

Les espaces symétriques du type G/Gy^ présentent une analogie avec les groupes de
Lie semi-simples réels. En effet, l'espace tangent en Gy^ de G/Gy^ s'identifie naturellement
à l'espace i^ et l'algèbre D(G/G[^) des opérateurs différentiels G-invariants sur G/G^
est isomorphe (par un isomorphisme noté u) à l'algèbre S^c^c)005 des opérateurs
différentiels Gnç-invariants à coefficients constants sur c^. La multiplication par i induit
un isomorphisme de l'ensemble des sous-algèbres de Cartan de c^ dans l'ensemble des
sous-espaces de Cartan de ;c .̂ Remarquons que par cet isomorphisme, une sous-algèbre
de Cartan compacte correspond à un sous-espace de Cartan déployé de q et donc, dans
cette analogie, les notions de séries discrètes et de séries continues sont inversées.

Le but de cet article est de construire, lorsque le groupe G^ a une série discrète, c'est-
à-dire lorsque l'algèbre 9^ admet une sous-algèbre de Cartan compacte, une série continue
de fonctions généralisées sphériques sur G/G^g.

On sait décrire les caractères de la série discrète de G^ en termes de transformées de
Fourier d'orbites de la représentation coadjointe de G^ dans c^ (formule de Rossmann
[R]). Nous allons de manière analogue, construire une série continue (T\) de fonctions
généralisées sphériques pour G/Gy^ à partir des transformées de Fourier d'orbites T^ de
la représentation coadjointe de G^ dans c^. Ceci donne un lien entre la «méthode des
orbites » et l'analyse harmonique sur G/Gy^.

Les fonctions sphériques sur G/Ggç ont été étudiées dans divers cas. Des séries discrètes
de fonctions sphériques pour un espace symétrique G/Gy^ ont été décrites par S. Sano
[S 4]. Elles sont concentrées sur une classe de conjugaison d'un seul sous-ensemble de
Cartan et leurs formules sont l'analogue des formules de caractères de la série principale
de Gy^. Des formules d'inversion ont été prouvées sur un certain nombre d'exemples : on
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peut citer les travaux de S. Sano et S. Sekiguchi pour SI (2, C)/S1 (2, R) [S.l], de
S. Sano pour Sp (2, C)/Sp (2, R) et Gl (n, C)/G1 (n, R) ([S. 2] et [S. 3]) et de N. Bopp pour
G1(3,C)/U(2,1) [B]. Le calcul de fonctions généralisées fait sur ces exemples a inspiré la
construction de la série continue (T\) de fonctions généralisées sphériques que nous
donnons ici. Pour les espaces G1(3,C)/U(2,1) et SI (2, C)/S1 (2, R), les travaux de N. Bopp
[B] et de J. Faraut [FI] montrent que les fonctions T\ sont proportionnelles à des
coefficients de séries principales de G. On pense que ce résultat se généralise. Ceci reste
un problème ouvert qu'il serait important de résoudre.

Décrivons maintenant d'une façon plus détaillée le contenu de cet article.
Dans le premier paragraphe, nous fixons les notations et nous donnons des résultats

préliminaires concernant les éléments semi-simples de G/Gy^. Dans le deuxième paragra-
phe, nous rappelons des résultats généraux sur les fonctions généralisées sphériques
annoncés par S. Sano [S.4]. Une fonction généralisée sphérique © sur un ouvert Gy^-
invariant 0 de G/Gy^ est une fonction localement intégrable sur 0 et analytique sur
l'ouvert 0.' des éléments réguliers de Q (théorème 2.3).

La suite de l'article consiste en la construction d'une série continue de fonctions
généralisées sphériques.

On notera a la conjugaison de 9 relativement à c^. On fixe 9 une involution de Cartan
de 9 commutant à a et on note g = t + p la décomposition de Cartan correspondante.
On note p la projection canonique de G sur G/Gy^ et (p l'application de G/Gy^ dans G
qui à p (g) associe ga (g) ~1.

Du paragraphe 3 jusqu'à la fin de l'article, on suppose que l'on a rang c^ = rang (ggç n î)
et on fixe t une sous-algèbre de Cartan de c^ 0 ï. On note T le sous-ensemble de Cartan
associé à ii, c'est-à-dire l'ensemble des x e G/G^ tels que (p (x) centralise rt. L'ensemble T
est déployé et non connexe en général.

Le premier résultat obtenu permet de caractériser les fonctions généralisées sphériques
par leur restriction à T.

THÉORÈME 4.1. — Soit Yo6tg tel que, pour toute racine a de la paire (9iR,t), l'on ait
<(Yo,H^)^2;Z. Soit © une fonction généralisée G^-invariante sur G/G^ telle que'.

(1) pour tout DeD(G/Ggç), l'on ait D©=a(D)(Yo)©,
(2) © = 0 sur l'ouvert T des éléments réguliers de T.
Alors la fonction généralisée © est nulle sur G/Ggç.
On peut remarquer que, contrairement au théorème d'unicité obtenu par Harish-

Chandra lors de la construction de la série discrète dans le cas du groupe ([Ha4], lemme
44), il n'y a pas de conditions de croissance sur la fonction généralisée ©. Ceci est
remplacé par la structure topologique particulière des sous-ensembles de Cartan de G/Ggç.
En particulier, la condition de nullité à l'infini est remplacée par une condition de nullité
sur les murs d'alcôves relativement au groupe de Weyl affine. La structure des sous-
ensembles de Cartan est étudiée dans le paragraphe 3 et la preuve du théorème 4.1 fait
l'objet du paragraphe 4.

Les paragraphes 5 et 6 consistent en la construction de fonctions généralisées
sphériques.
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On note Exp l'application de 9^ dans G/G^ qui à X associe p (exp iX) et J le jacobien
de l'application Exp. Soit œ la composante connexe de 0 de l'ensemble des Xec^ tels
queJ(X)^0.

On fixe un élément régulier Y() de rt* et soit © une fonction généralisée G^-invariante
sur 9ijç telle que :

(1) © est tempérée,
(2) pour tout PeS^Jc)005, l'on ait P©==P(Yo)©.
On a alors les deux résultats suivants :

THÉORÈME 5.2. — On définit la fonction © sur G/ par

@W\](Z)\-^= ^ ©(X)|J(X)|-1/2.
Xeg iR

ExpX=ExpZ

alors © définit une fonction généralisée G^-invariante sur © telle que, pour tout
PeS((9n,)c)^ l'on ait P©=P(Yo)©.

THÉORÈME 6.3. — Soit © la fonction définie sur (G/G^y par :
si x ̂  (Exp œy alors © (x) = 0,
si X e G/ alors © (Exp X) == | J (X) | -1/2 © (X),

ûtor^ © définit une fonction généralisée sphérique sur G/G^.
Le théorème 5.2 a été annoncé dans [H.l] et il fait l'objet du paragraphe 5. Le

théorème 6.3 est démontré dans le paragraphe 6.
Considérons la fonction généralisée Gnç-invariante (tempérée et solution propre des

opérateurs G^-invariants à coefficients constants sur 9^) donnée par la transformée de
Fourier T^ d'une orbite G^.'k d'un élément régulier 'k de t*. La famille (T\) est alors une
série continue de fonctions généralisées sphériques.

Précisons ces résultats pour SI (2, C)/S1 (2, IR). Dans ce cas, la partie continue de la
formule de Plancherel démontrée par S. Sano et S. Sekiguchi [S.l] s'écrit
r^ - -<T^+T_^/)À-rfX. D'autre part, les travaux de J. Faraut [FI] prouvent que les
0

fonctions (1/X)T\, (1/X)T_^ s'expriment comme coefficient d'une série principale de
SI (2, C) et donc elles sont de type positif et extrémales.

On pose

t={X,= ° - ^R} et û = { Z e = 9 ° ; 9 e R } .
f U U — 0

L'algèbre t est compacte. Le sous-ensemble de Cartan T a deux composantes connexes

To = { XQ (0 =p (exp ;X,); te R}

et

TI = {x , (0 =p ((exp ;X,) go), te R}
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OU go= . Le sous-ensemble de Cartan A associé à a est formé des éléments

â?(9)=/?(exp;Ze) P0111' QG[-K/2,n/2]. Il est connexe. On a TQ HA={xo(0)=â(0)} et
T,nA={x,(9)=^feo)=^/2)}.

0 X
avec X>0. Soit T^ la transformée de Fourier de l'orbite

. On a alors :

Soit Yo=/

S1(2,R).
-K 0

T.(Ze)=

On obtient alors
pour t e [R,

^9

29

T,<

si

<y \ —
iA^

e>o

e
lit

et

pour

T,(2

reIR,

îe)=-
^9

29
si 6<0.

TJX,)=T,(X,),

pour96]9,7i/2[

^(^-—[Z ^(e+wît)+Z ^(9+nît)]=

29 n^O n<0 49^(7i5i/2)
/^(e-n/2)_F^-î.(e-n/2)\

On en déduit alors :
Pour t e [R, on a

Pour 9e]0,7t/2[, on a

T^ô))-

T,(xo(0)=
^A2^

T,(^(0)=0.

^ ^(9-n/2)_F^-^(8-n/2)

2^(7^/2) sin29

Si Fon pose T^(âf(9))=(a^9-P^-^e)/sin29 pour 9e]9,-n;/2[, les conditions suffisantes
et nécessaires pour que T\ soit sphérique se traduisent alors par les relations a + P = — 1
qui exprime la condition de recollement au point û?(9)eTonA, et a^" / 2+P^~^ / 2=9
qui exprime la condition de recollement au point û(7c/2)eT\ PlA. Ces deux relations
permettent de retrouver l'expression précédente de T\(û(9)).

Dans le paragraphe 7, nous calculons les fonctions généralisées sphériques T\ dans le
cas particulier de Sp (2, C)/Sp (2, [R). Nous montrons que les fonctions T\, pour À-e/t*
coïncident, à une constante près, avec les fonctions intervenant dans la série continue de
la formule d'inversion démontrée par S. Sano [S 2].
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Je remercie vivement M. Vergne et M. Andier qui m'ont suggéré d'entreprendre ce
travail et ont dirigé mes recherches. Je remercie Y. Benoist, A. Bouaziz, M. Dufio et
D. Vogan pour de nombreuses remarques utiles.

1. Notations et rappels

Tout au long de cet article, on utilisera les notations suivantes :
Soit V un espace vectoriel réel. On notera V* l'espace dual de V et V^ son complexifîé.
Soit M une variété différentiable. On notera C°° (M) l'espace des fonctions de classe

C°° sur M, Q0 (M) le sous-espace de C°° (M) formé des fonctions à support compact,
M^(M) l'espace des densités de classe C°° à support compact sur M, F (M) l'espace des
fonctions généralisées sur M, c'est-à-dire le dual de M^ (M). Si N est une partie de M,
pour toute fonction/définie sur M, on notera//N la restriction de/à N.

Soit G un groupe agissant sur M. Si N est une partie de M, on notera Nc(N) le
normalisateur de N dans G, c'est-à-dire l'ensemble des g e G tels que ^.N=N, Zç(N) le
centralisateur de N dans G, c'est-à-dire l'ensemble des geG tels que, pour tout ^eN,
l'on ait g.n=n et G[N] l'ensemble des transformés de N par G, c'est-à-dire
G[N]= U g.N. On notera N l'adhérence de N dans M.

geG

Si X est un ensemble, on notera | X | son cardinal.
Soit m une algèbre de Lie réductive réelle et soit M le groupe adjoint de m.
On note Car (m) l'ensemble des sous-algèbres de Cartan de m et m' l'ensemble des

éléments réguliers de m. Plus généralement, si X ^ m, on notera X'=X H m'.
Pour a e Car (m), on adoptera les notations suivantes :

(1.1) Soit A (m, a) le système de racines de la paire (m^ûc), A^m, a) un système
positif pour A (m, a). Pour aeA(m, a), on désignera par m^ l'espace radiciel de m^
relativement à a. On note H^ la coracine de a et ^ la réflexion de û<c d'hyperplan Ker a.

On pose ÛR==( ^ ^H^) 0 a et û^=(i ^ IRH^) H a de telle sorte que l'on ait
a e A (m, a) a 6 A (m, a)

a = ûi + ÛR.
Une racine a est dite réelle si a/oj==0. Ceci est équivalent à H^GÛR.
Une racine a est dite imaginaire si oc/^=0. Ceci est équivalent à /H^eûi.
Une racine qui n'est ni imaginaire ni réelle sera dite complexe. Si a est une racine

complexe de A (m, û), alors il en est de même de a. De plus, on peut choisir A+ (m, a)
de telle sorte que si aeA'^ (m, a) est une racine complexe alors aeA"^ (m, a).

L'ensemble des racines réelles de A (m, û) forme un sous-système réduit de racines de
A (m, a) que l'on notera 0(m, û). On pose

(^ (m, a) = 0 (m, a) H A'^ (m, a).

(1.2) On note \J(m^) et S(mç) l'algèbre enveloppante et l'algèbre symétrique de m^.
Soit Z (me) le centre de U (m^) et S (m^)1^1 l'ensemble des éléments M-invariants de S (m^).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



6 P. HARINCK

Les algèbres Z(m^) et 8(111̂  sont isomorphes par un isomorphisme À,^ canonique et
elles s'identifient à l'algèbre des opérateurs différentiels M-invariants à coefficients
constants sur m. Pour a e Car (m), on note W(m, a) le groupe de Weyl de la paire
O^c^c) et soit S^c)^"^ l'ensemble des éléments W(m, û)-invariants de S (de).

Rappelons quelques propriétés des fonctions généralisées M-invariantes sur m solutions
propres des opérateurs différentiels de S (m^)1^.

Pour aeCar(m), on note

( i -3) <- n ^
(1.4) Le polynôme < e S (û^ (mt û) ̂  S (û^ (m 'û) définit un opérateur différentiel sur a
que l'on note 8 (œ^).

L'opérateur a(œ^)°7t^ (où n^ agit par multiplication) est indépendant du choix de
^+ (m, a) et il existe un opérateur M-invariant V"" sur m tel que pour toute fonction
différentiable F sur m et tout aeCar(m), l'on ait: (V"" F)/,, = (S (c<) ° <) (F/J ([Ha l],
lemme 24).

Pour a e Car (m), on note <4 l'ensemble des X e a tels que, pour tout a e 0 (m, a), l'on
ait a(X)^0.

Un ouvert de m est dit complètement invariant s'il contient les parties semi-simples de
ses éléments.

THÉORÈME 1.5. — Soit V un ouvert complètement invariant de m. Soit Y() un élément
régulier de m^. Soit © une fonction généralisée ^A-invariante sur V telle que, pour tout
PeSOnJ^, l'on ait P©=P(Yo)©. Alors

(i) la fonction © est localement intégrable sur V et analytique sur V,
(ii) pour tout û e Car (m), la fonction n^ @ se prolonge en une fonction analytique sur

ûn,nv,
(iii) la fonction V""® se prolonge en une fonction continue sur V.
Nous allons donner maintenant des conditions suffisantes pour qu'une fonction

M-invariante sur m soit solution propre des opérateurs différentiels de S (m^ sur m. Ce
résultat nous servira lors de la construction de la série continue de fonctions généralisées
sphériques sur G/H (§ 5).

Rappelons tout d'abord la notion de sous-algèbres de Cartan adjacentes.
Soit a e Car (m). On pose 0=0 (m, û) et d^ =0+ (m, a).
Pour aeO, on note H,, la coracine de a et on choisit des éléments X^ et X_^ de m

appartenant aux espaces radiciels respectifs m^ et m_^ de telle sorte que l'on ait
[X^, X _ J = H^. Il existe un élément ̂  du groupe adjoint de m^ tel que ̂  (HJ =i(X^-X_ ̂ )
et ^ (X) = X pour X e Ker a.

On pose

(1.6) b= [R(X^-X_J © Ker a.

4e SÉRIE - TOME 23 - 1990 - N° 1
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La sous-algèbre b est une sous-algèbre de Cartan de m et on a b+;b=^(û+m). On
dit que l'algèbre b définie en (1.6) est la sous-algèbre de Cartan adjacente à a relativement
à a. On dira plus généralement que b e Car (m) est adjacente à a s'il existe m e M tel que
Ad (m) b soit adjacente à a relativement à une racine de 0.

Pour a e Car (m) et ae<D, on notera a (a) la sous-algèbre de Cartan de m adjacente à a
relativement à a.

Soit ae<I>. On notera Oç, l'ensemble des pe0 othogonales à a et soit <S)^=(5>+ OOa.
Les ensembles c^(^)g) et <^(<D^) ne dépendent pas du choix de c^. Ce sont respectivement
le système de racines réelles de (ntç, û (a)ç) et un système positif. On pose 0 (a) = c^ (0^)
etO^oO^JO;).

THÉORÈME 1.7 ([Hi], thm. 3). — Soit Yo un élément régulier de m^. Soit V un voisinage
ouvert complètement invariant de 0 dans m. Soit F une fonction ̂ A-invariante et localement
intégrable sur V telle que '.

(i) pour tout PeSQuc)^ l'on ait PF=P(Yo)F sur V,
(ii) pour tout a e Car (m), la fonction K^ F se prolonge en une fonction analytique sur

ûn,nv,
(iii) pour tout aeCar(m), on note C+ la chambre de Weyl de û associée au choix de

^+. On écrit pour X e C'^ H V

(VmF)(X)= ^ ^(û.O^Y)^'^
Y e (MC . Yo) n aS

et on suppose que, pour tout Ye (M(C . Yo) F} û^ et pour toute racine simple a de O'1', on a :

^(û,<D+,Y)+^(û,a)+,^Y)=^(û(cx),(D+(a),c,Y)+^(û(a),(D+(oc),c,^Y).

Alors, pour tout P e S (înc)1^, on a PF = P (Yo) F en tant que fonction généralisée sur V.
T. Hiraï démontre ce résultat dans le cas du groupe, mais sa démonstration et les

résultats de ([Va], thm. 29, p. 91 et thm. 9, p. 97) permettent facilement d'obtenir le
théorème 1.7.

On suppose dans toute la suite de cet article que G est un groupe de Lie semi-simple
complexe, connexe et simplement connexe. Soit 9 son algèbre de Lie et soit t) une forme
réelle de 9. On a donc t)c^^- O11 note a ^a conjugaison de g relativement à ï). Soit q
l'ensemble des X de g tels que a(X)= —X. On a donc g = t ) ® q et q==^. Soit H le
sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie t). L'espace symétrique G/H est donc du
type «G/G[R».

Soit 9 une involution de Cartan de g commutant avec cr (pour l'existence de 9 voir
[Be] et [Lo] théorème 2.1, p. 153) et soit g==î © p la décomposition de Cartan correspon-
dante. On note K le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie ï.

On note p la projection canonique de G sur G/H. Soit M l'ensemble des éléments
go(g)~1 lorsque g parcourt G. L'ensemble M est une sous-variété fermée de G ([O.M.l],
§ 1, lemme 1). L'espace symétrique G/H s'identifie naturellement à M par l'application (p
qui à p ( g ) associe g<^(g)~1. Remarquons que si xeM alors on a a(x)=x~1. Le groupe

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



8 P. HARINCK

G agit sur G/H par l'application qui à { g , p ( g ' ) ) associe p ( g g ' ) . Si geG et xeG/H, on
notera g . x l'action de g sur x.

On note (G/H)' l'ensemble des points réguliers de G/H c'est-à-dire l'ensemble des
xeG/îî tels que (p(x) est un élément régulier de G. Plus généralement, si X est une
partie de G/H, on notera X'=X 0 (G/H)' l'ensemble des points réguliers de X.

Pour geG, on note d g p la différentielle de p en g. Pour Xeg, on a
(dgp)(X)=(d/dt)p(gexptX)/t=Q. Par suite, on en déduit que Ï)==Kerdgp et donc l'espace
tangent en xeG/îî à G/H s'identifie à l'espace q.

On note exp l'application exponentielle de 9 dans G et soit Exp l'application de t)
dans G/H qui à X associe/? (exp ;X). On a:

PROPOSITION 1.8 ([He l], chap. 4, thm. 4.1).— Soit J le jacobien de l'application Exp.
Pour X e l), on a J (X) = det [(sh ad ; X)/ad i X]/^.

Soit aeCar(t)). L'espace iû est un sous-espace de Carton de q c'est-à-dire un sous-espace
maximal abélien de q dont tout élément est semi-simple.

DÉFINITION 1.9. — Un sous-ensemble A de G/H est appelé sous-ensemble de Cartan
de G/H s'il existe aeCar(Ï)) tel que l'on ait aeA si et seulement si (p(û) eZ^a). On
dira que A est associé à a. On note Car (G/H) l'ensemble des sous-ensembles de Cartan
de G/H.

Soit A e Car (G/H) associé à aeCar(I)). L'étude des sous-ensembles de Cartan a été
faite dans ([O.M.l], §3, prop. 1). Pour A e Car (G/H), il existe un nombre fini d'éléments
(kj)^j de G/H tels que l'on ait A= (J (expfû).^. Par suite, on peut identifier l'espace

7'eJ

tangent de A en a eA à a.

DÉFINITION 1.10. — Soit S le sous-ensemble de G/H formé des points s tels que
l'élément (p (s) soit semi-simple dans G. Un élément de S est appelé point semi-simple de
G/H.

Soit se S. On note 3, le centralisateur de cp(^) dans 9 et r, l'image de l-Ad(p(^),
Fixons se S et notons 3=3, et r=r,. On a g=3©r . L'algèbre 3 est une sous-algèbre
réductive de 9 de même rang que g.

LEMME 1.11. — Les espaces 3 et r sont (^-stables.

Démonstration. - On a a ((p (s)) = (p (s) ~1. On obtient donc que 3 et r sont
à-stables. D

Soit Z le centralisateur de (p(^) dans G. Le groupe Z est un sous-groupe réductif
à-stable de G. On définit sur Z/Z H H la fonction 6, g par : pour xeZ/Z P| H

(1.12) ô,^(x)=|det(l-Ad(p(x)(p(^)/J1/2.

Soit '(Z/Z H H) l'ensemble des éléments x de Z/Z 0 H tels que ô^ g (x) ̂ 0.

LEMME 1.13.— L'application y de H x Z/Z H H dans G/H qui à (h,p (g)) associe (hg). s
est submersive en tout point de H x '(Z/Z H H).
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Démonstration. — On fixe un représentant de s dans G que l'on note encore par s. Si
À e Z H H alors on a hsa(hs)~l=hs(J(sVl h~l=sçJ(s)~l. Par suite, l'application y est
bien définie.

Soit (h^p (go)) e H x -(Z/Z H H) et soit (X, Y) e t) x 3 n ^. On a :

Y(Aoexp^X,/?(goexp^Y))=7?(/^ogo.yexp^Ad(go.y)~ lXexp^Ad.y - lY).

Pour montrer que y est submersive, il suffit donc de prouver que l'on a :

Ad^r^+Ad^-^n^+l)^,

c'est-à-dire

I)+Adgo(3n^)+Ad(go^)Ï)=9.

Or, on a Adgo3=3 et Ad go (3 H I)) = Ad (go ̂ ) (Ad .T1) (3 01)). Si XesUt ) alors
a(Ad^- l)(X))=Ada(^)- l(X)=Ad^- l(X). Donc (Ad^Xa UÏ)) c Ï).

II faut donc prouver que l'on a t) + 3 0 ̂  + Ad (go s) Ï ) = 9. Si X e Ï ) alors on peut écrire

Ad (go ^) (X) = 1/2 ([Ad (go ^) + Ad a (go s)] (X) + [Ad (go s) - Ad a (go s)] (X)).

L'élément [Ad (go s) + Ad a (go s)] (X) appartenant à Ï), on en déduit que l'on a
I)+Ad(go^)I)==t)+[Ad(go.y)-Ada(go.y)]ï). Comme g=t )+^ et q=ïC^qJr^^\q, pour
avoir le lemme il faut montrer que l'on a

rn^^A+[Ad(go^)-Ada(go^)]Ï) .

Soit Xe rU^ . Comme p (go) € '(Z/Z H H), l'application 1 -Ad go a (go) "^a^)"1 est
bijective de r dans r. Il existe donc Y e 9 tel que l'on ait :

X=(l-Adgoa(go)- l^a(^)- l)(Y)=[Ada(go^-Ad(go^)]Ada(go^)- l(Y).

Comme XerO^, on a X = — a (X) et par suite

X= l[Ada(go^)-Ad(go^)](Ada(go^)- lY+Ad(go^)- la(Y)).

Donc X e (Ad (go s)-Ad a (go s)) t). D
(1.14) Soit 8>0. Pour se S, on note 3, g l'ensemble des X de 3^ tels que toute valeur

propre de adX (considéré comme endomorphisme de 9) soit de module strictement
inférieur à s.

Soit se S. On choisit 8 (s) tel que
(i) la restriction de Exp à 3, g ̂  0 ï) soit un difféomorphisme sur son image,

(ii) Exp(3^ni))^(Z/ZnH).

COROLLAIRE 1.15. — L'ensemble (Hexpf(z^ g^ 0 î))).s est un voisinage ouvert îî-inva-
riant de s dans G/H.

LEMME 1.16. — Soit F un fermé îî-invariant de G/H. Si¥ C\S=0 alors F= 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Démonstration. — Si F ̂ 0, on choisit p (g) e F et on note x==g(j(g)~1. Soit x=x^x^
sa décomposition de Jordan. D'après ([O.M.l], §5, prop.2), il existe So^S et neG/îî
tels que ^=(p(5'o) et x^=(ç(n). De plus, l'élément x, appartient à la clôture de
U hxh~1. Comme F est un fermé H-invariant de G/H, on obtient •s'o^I7? ce clul est

» e HheH

contradictoire avec l'hypothèse F 0 S = 0. D

COROLLAIRE 1.17.— G/H = U (H exp i(^, ̂  H I))). s.
seS

2. Généralités sur les fonctions généralisées sphériques

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats généraux annoncés par S. Sano
concernant les fonctions généralisées sphériques [S 4]. Ces résultats peuvent être obtenus
par la méthode de descente d'Harish-Chandra. On pourra se référer à ([H2], §3 et 4)
pour des démonstrations complètes. Elles sont analogues à celles d'Harish-Chandra dans
le cas du groupe [Ha 4].

Soit D (G/H) l'algèbre des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H. Cette algèbre
s'identifie à U (gc)^/^ (ôc) t)c n U (9c)i»c P^ l'̂ 11011 à droite de 9 sur G ([He2], chap.
II, thm.4.6). Nous allons tout d'abord donner quelques précisions concernant cette
algèbre. On pourra se référer à ([S 3], p. 205).

Soit ^F l'application de g dans (ï(c=9© /"lô définie par: pour tout Xeg,
^(X)= 1/2(X— /— 1 ;X). L'application ^ est injective et linéaire complexe. Elle définit
un isomorphisme de U(g) dans U (gc)/U (g^) t)c- O1' ^es algèbres U(l)c) et U(g) sont
canoniquement isomorphes. Par suite, on en déduit un isomorphisme d'algèbres ^o ̂
Z(Ï)c) dans D (G/H).

(2.1) On obtient donc un isomorphisme À^01?^1 de D(G/H) dans S^c)" que l'on
note j^g.

DÉFINITION 2.2. — Soit Q un ouvert H-invariant de G/H et soit © une fonction
généralisée sur Q. La fonction généralisée © est dite sphérique si elle vérifie les propriétés
suivantes :

(i) © est H-invariante sur Q,
(ii) il existe un caractère ^ de D(G/H) tel que, pour tout DeD(G/H), l'on ait

D©=x(D)©.

THÉORÈME 2.3 ([S4], thm. 4.3). — Soit ^ un caractère de D(G/H). Soit 0 un ouvert
îî-invariant de G/H. Soit © une fonction généralisée ^{-invariante sur Q telle que, pour
tout DeD(G/H), l'on ait D©==^(D)©. Alors © est une fonction localement intégrable
sur û. De plus, © est analytique sur 0.'.

Pour seS, on note S, g, 3 et 3g comme en (1.12) et (1.14).
(2.4) Soit Jg le jacobien de Exp/^ ^ ^
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On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.5. — Soit Q un ouvert îî-invariant de G/H. Soit © une fonction générali-
sée sphérique sur Q. Alors, on peut écrire pour s e S H Q et X e (3^ Pi t))7,

0 ((exp fX). ̂ ) = 8^/2 (Exp X) J,-1/2 (X)/, (X)

où f^ est une fonction localement intégrable Z H ̂ -invariante sur 3g H I), solution propre
des opérateurs différentiels d'un idéal de codimension finie de S ((t) C\ 3)c)7 n H ^Mr 3g n t).

Par ce qui précède, une fonction généralisée sphérique est déterminée par ses restrictions
aux sous-ensembles de Cartan de G/H. Nous donnons maintenant quelques précisions
concernant ces restrictions.

Soit Yo un élément régulier de %. Soit 0 un ouvert H-invariant de G/H et soit © une
fonction généralisée H-invariante sur 0 telle que, pour tout DeD(G/H), l'on ait
D©=^(D)(Yo)©surQ.

Soit a e Car (t)) et soit A le sous-ensemble de Cartan associé à a. On définit A (Ï), a),
A4- (t), a), 0(1), û), ^+ (l), a) comme en (1.1).

Pour P un poids de a, on définit la fonction Çp sur A de la manière suivante: si aeA
alors (p (a) e Zç (a) = exp (a + ; a). On écrit (p (a) == exp X et on pose Çp (a) = e^(x).

Soit p= 1/2 ^ a. On définit la fonction A^ sur A par :
aeA'1' (ï), a)

pour aeA, ^(d)=î,.,(d) ]~[ (1-^)).
aeA '^ (ï),a)

Soit seAC\Çï. On note 3=Zg((pO)). On a alors a e Car (3 Ht)). Soit TC^ comme en
(1.3). On vérifie facilement le lemme suivant.

LEMME 2.6. — // existe une constante non nulle c ne dépendant que de 3 telle que, pour
tout X e û, l'on ait :

^û, „ (X) J, (X)1/2 8,,, (Exp X)1/2 = c AA ((exp iX). s).

Soit Anç l'ensemble des aeA tels que, pour tout ae0(l), û), l'on ait ^(a)^ 1.

THÉORÈME 2.7 ([S 4], thm. 5.1). — La fonction ̂ \ définie sur A H ̂  par ̂  = AA ©
se prolonge en une fonction analytique sur A^ 0 Q.

THÉORÈME 2.8 ([S 4], thm. 5.1).— Soient A et B deux sous-ensembles de Cartan de
G/H associés respectivement aux sous-algèbres û et b de Car(I)).

Alors, la fonction S (œp ̂  ̂  prolonge en une fonction continue sur A 0 Q et on a :

3(0)?^ =8 (œ^ surAnBUQ.

On garde les notations précédentes. En utilisant le corollaire 2.5 et les propriétés de
la fonction fy on obtient l'expression suivante de 8(o)^)^¥^. Notons C'^ni^û) la
chambre de Weyl de a associée au choix de ^+ (3 H I), û). Alors, il existe des constantes
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