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FONCTIONS GENERALISEES SPHERIQUES SUR G_/G,,

PAr PascaALE HARINCK

Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe d’algébre de Lie g. Soit gg
une forme réelle de g et soit Gy le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie gg. On
a alors g=bh+q avec h=gg et g=igg.

Dans cet article, nous étudions les fonctions  généralisées  sur
G/Gpg qui sont Gg-invariantes et solutions propres des opérateurs différentiels G-inva-
riants sur G/Gg. De telles fonctions seront dites sphériques.

Les espaces symétriques du type G/Gy présentent une analogie avec les groupes de
Lie semi-simples réels. En effet, 'espace tangent en Gy de G/Gy s’identifie naturellement
a l’espace igp et I'algébre D (G/Gy) des opérateurs différentiels G-invariants sur G/Gg
est isomorphe (par un isomorphisme noté p) a l'algébre S((ggr)c)®® des opérateurs
difféerentiels Gg-invariants a coefficients constants sur gi. La multiplication par i induit
un isomorphisme de I’ensemble des sous-algébres de Cartan de g dans I’ensemble des
sous-espaces de Cartan de igg. Remarquons que par cet isomorphisme, une sous-algébre
de Cartan compacte correspond a un sous-espace de Cartan déployé de ¢ et donc, dans
cette analogie, les notions de séries discrétes et de séries continues sont inversées.

Le but de cet article est de construire, lorsque le groupe Gy a une série discréte, c’est-
a-dire lorsque I’algébre g admet une sous-algebre de Cartan compacte, une série continue
de fonctions généralisées sphériques sur G/Gpg.

On sait décrire les caracteres de la série discréte de Gy en termes de transformées de
Fourier d’orbites de la représentation coadjointe de Gy dans g (formule de Rossmann
[R]). Nous allons de maniére analogue, construire une série continue (T,) de fonctions
géneéralisées sphériques pour G/Gg a partir des transformées de Fourier d’orbites T, de
la représentation coadjointe de Gy dans gf. Ceci donne un lien entre la « méthode des
orbites » et ’analyse harmonique sur G/Gyg.

Les fonctions sphériques sur G/Gy ont été étudiées dans divers cas. Des séries discretes
de fonctions sphériques pour un espace symétrique G/Gy ont été décrites par S. Sano
[S4]. Elles sont concentrées sur une classe de conjugaison d’un seul sous-ensemble de
Cartan et leurs formules sont ’analogue des formules de caractéres de la série principale
de Gg. Des formules d’inversion ont €té prouvées sur un certain nombre d’exemples: on
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2 P. HARINCK

peut citer les travaux de S. Sano et S. Sekiguchi pour SI(2,C)/SI(2,R) [S.1], de
S. Sano pour Sp (2,C)/Sp (2, R) et Gl(n, C)/Gl(n, R) ([S.2] et [S.3]) et de N. Bopp pour
GI(3,C)/U(2,1) [B]. Le calcul de fonctions généralisées fait sur ces exemples a inspiré la
construction de la série continue (T,) de fonctions généralisées sphériques que nous
donnons ici. Pour les espaces G1(3, C)/U (2,1) et SI(2, C)/S1(2, R), les travaux de N. Bopp
[B] et de J. Faraut [F1] montrent que les fonctions T, sont proportionnelles a des
coefficients de séries principales de G. On pense que ce résultat se généralise. Ceci reste
un probléme ouvert qu’il serait important de résoudre.

Décrivons maintenant d’une fagon plus détaillée le contenu de cet article.

Dans le premier paragraphe, nous fixons les notations et nous donnons des résultats
préliminaires concernant les éléments semi-simples de G/Gg. Dans le deuxieme paragra-
phe, nous rappelons des résultats généraux sur les fonctions généralisées sphériques
annoncés par S. Sano [S.4]. Une fonction généralisée sphérique ® sur un ouvert Gg-
invariant Q de G/Gp est une fonction localement intégrable sur Q et analytique sur
Pouvert Q' des éléments réguliers de Q (théoréme 2. 3).

La suite de larticle consiste en la construction d’une série continue de fonctions
généralisées sphériques.

On notera o la conjugaison de g relativement a gi. On fixe 0 une involution de Cartan
de g commutant & ¢ et on note g=f+p la décomposition de Cartan correspondante.
On note p la projection canonique de G sur G/Gg et @ I'application de G/Gg dans G
qui a p(g) associe go (g) .

Du paragraphe 3 jusqu’a la fin de I’article, on suppose que ’on a rang gg=rang (gz N T)
et on fixe t une sous-algébre de Cartan de gz (M . On note T le sous-ensemble de Cartan
associé a it, c’est-a-dire ’ensemble des x € G/Gy, tels que ¢ (x) centralise it. L’ensemble T
est déployé et non connexe en général.

Le premier résultat obtenu permet de caractériser les fonctions généralisées sphériques
par leur restriction a T.

THEOREME 4.1. — Soit Y, et tel que, pour toute racine o de la paire (gg,t), I'on ait
(Yo, H,)¢2iZ. Soit ® une fonction généralisée Gg-invariante sur G/Gy, telle que :

(1) pour tout D eD (G/Gg), l'on ait DO=p (D) (Y,) O,

(2) ®=0 sur louvert T' des éléments réguliers de T.

Alors la fonction généralisée © est nulle sur G/Gg,.

On peut remarquer que, contrairement au théoréme d’unicité obtenu par Harish-
Chandra lors de la construction de la série discréte dans le cas du groupe ([Ha 4], lemme
44), il n’y a pas de conditions de croissance sur la fonction généralisée ®. Ceci est
remplacé par la structure topologique particuliére des sous-ensembles de Cartan de G/Gg,
En particulier, la condition de nullité a P'infini est remplacée par une condition de nullité
sur les murs d’alcoves relativement au groupe de Weyl affine. La structure des sous-
ensembles de Cartan est étudiée dans le paragraphe 3 et la preuve du théoréme 4.1 fait
I’objet du paragraphe 4.

Les paragraphes 5 et 6 consistent en la construction de fonctions généralisées
sphériques.
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FONCTIONS GENERALISEES SPHERIQUES SUR G¢/Gg 3

On note Exp l'application de g dans G/Gg qui 4 X associe p (exp iX) et J le jacobien
de I'application Exp. Soit ® la composante connexe de 0 de I’ensemble des X egy tels
que J (X)#0.

On fixe un élément régulier Y, de it* et soit ® une fonction généralisée Gg-invariante
sur g telle que:

(1) © est tempéree,
(2) pour tout PeS(gg)c)®®, I'on ait PO=P(Y,)O.
On a alors les deux résultats suivants:

THEOREME 5.2. — On définit la fonction ® sur o' par

6D|I@D| = Yy eX[IX|
Exp);igg(pz

alors ® définit une fonction généralisée Ggrinvariante sur ® telle que, pour tout
PeS((gp)c)®®, l'on ait PO=P(Y,)0O.

THEOREME 6.3. — Soit © la fonction définie sur (G/Gyg)' par:

si x¢ (Exp ) alors © (x)=0,

si Xew' alors ® (ExpX)=|J(X)| > © (X),
alors © définit une fonction généralisée sphérique sur G/Gy.

Le théoréme 5.2 a été annoncé dans [H.1] et il fait 'objet du paragraphe 5. Le
théoréme 6.3 est démontré dans le paragraphe 6.

Considérons la fonction généralisée Gg-invariante (tempérée et solution propre des
opérateurs Gp-invariants a coefficients constants sur gp) donnée par la transformée de
Fourier T, d’une orbite Gg.A d’un élément régulier A de t*. La famille (T,) est alors une
série continue de fonctions généralisées sphériques.

Précisons ces résultats pour SI(2,C)/S1(2,R). Dans ce cas, la partie continue de la
formule de Plancherel démontrée par S. Sano et S. Sekiguchi [S.1] s’écrit

J (T, +T_,,f>Ad\ D’autre part, les travaux de J. Faraut [F1] prouvent que les

0
fonctions (1/A)T,, (1/A)T_, s’expriment comme coefficient d’une série principale de
S1(2, C) et donc elles sont de type positif et extrémales.

On pose
0

6 0

t={X,=‘ (t);teR} et a={Ze=| e},

L’algebre t est compacte. Le sous-ensemble de Cartan T a deux composantes connexes
To={xo()=p(expiX);teR}

et
T, ={x; ()=p((expiX)) go);teR}

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



4 P. HARINCK

\ 0 1 o ; 212
ou g0=1 ol Le sous-ensemble de Cartan A associ¢ a a est formé des éléments
i

a(®)=p(expiZy) pour Oe[—m/2,m/2]. Il est connexe. On a T, N A={x, (0)=a(0)} et
T NA={x,0)=p(go)=a(n/2)}.

Soit Yy=1i avec A>0. Soit T, la transformée de Fourier de lorbite

S1(2, R).‘ OX z;{ On a alors :

—iAt

T, X)=— pour teR,
e—xe eM)
T, (Zy)= — si 0>0 et T, (Zy)= — — si 0<0.
v (Ze) Y 2 (Zo) Y
On obtient alors
pour ¢ € R,
Tk (Xt) = T)v (Xt)9
pour 8€10, nt/2[
1 1
T 7 )= e—l(0+mt)_+_ ek(9+nn) — el(o—n/2)+e—k(0—n/2) .
+(Zo) e[,,;, ,,;0 1= o (nx/z)( )
On en déduit alors:
Pour teR, on a
_ e_“‘
T, (xo ()=
2 (X0 (1) ry
T, (x; ()=0.
Pour 6€]0,7/2[, on a
_ 1 el(e—n/2)+e—l(6—n/2)
T, (a(0))= -
2 sh(nA/2) sin20

Si ’on pose T, (a(0))=(a.e*®—Be%)/sin20 pour 0€]0,n/2[, les conditions suffisantes
et nécessaires pour que T, soit sphérique se traduisent alors par les relations a+f= —1
qui exprime la condition de recollement au point a(0)e T, N A, et ae™?+Be *2=(
qui exprime la condition de recollement au point a(n/2)e T, N A. Ces deux relations
permettent de retrouver expression précédente de T, (a(0)).

Dans le paragraphe 7, nous calculons les fonctions généralisées sphériques T, dans le
cas particulier de Sp(2,C)/Sp (2, R). Nous montrons que les fonctions T,, pour Aeit*
coincident, & une constante prés, avec les fonctions intervenant dans la série continue de

la formule d’inversion démontrée par S. Sano [S2].
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Je remercie vivement M. Vergne et M. Andler qui m’ont suggéré d’entreprendre ce
travail et ont dirigé mes recherches. Je remercie Y. Benoist, A. Bouaziz, M. Duflo et
D. Vogan pour de nombreuses remarques utiles.

1. Notations et rappels

Tout au long de cet article, on utilisera les notations suivantes:
Soit V un espace vectoriel réel. On notera V* I’espace dual de V et V. son complexifié.

Soit M une variété différentiable. On notera C® (M) I’espace des fonctions de classe
C® sur M, C® (M) le sous-espace de C* (M) formé des fonctions a support compact,
M2 (M) I’espace des densités de classe C* a support compact sur M, F (M) I’espace des
fonctions généralisées sur M, c’est-a-dire le dual de MP (M). Si N est une partie de M,
pour toute fonction f définie sur M, on notera f)y la restriction de f'a N.

Soit G un groupe agissant sur M. Si N est une partie de M, on notera Ng(N) le
normalisateur de N dans G, c’est-a-dire ’ensemble des ge G tels que g. N=N, Z;(N) le
centralisateur de N dans G, c’est-a-dire I’ensemble des ge G tels que, pour tout ne N,
I'on ait g.n=n et G[N] lensemble des transformés de N par G, c’est-a-dire
G[N]= U g.N. On notera N I’adhérence de N dans M.

geG
Si X est un ensemble, on notera | X | son cardinal.
Soit m une algeébre de Lie réductive réelle et soit M le groupe adjoint de m.

On note Car(m) I’ensemble des sous-algebres de Cartan de m et m’ I’ensemble des
¢éléments réguliers de m. Plus généralement, si X = m, on notera X'=X N\ m'.

Pour aeCar (m), on adoptera les notations suivantes:
(1.1) Soit A(m, a) le systtme de racines de la paire (mg,ac), A" (m, a) un systéme
positif pour A(m, a). Pour aeA(m, a), on désignera par m, ’espace radiciel de m
relativement & o. On note H, la coracine de a et s, la réflexion de ae d’hyperplan Ker a.

On pose azg=( > RH)Naeta=3G Y RH,)Na de telle sorte que I'on ait

aeA(m,a) aeA(m,a)
a=a;+ ag.
Une racine o est dite réelle si oe =0. Ceci est équivalent a H, € ag.
Une racine o est dite imaginaire si o, =0. Ceci est €équivalent 4 iH, e q;.

Une racine qui n’est ni imaginaire ni réelle sera dite complexe. Si o est une racine
complexe de A (m, a), alors il en est de méme de a. De plus, on peut choisir A* (m, a)
de telle sorte que si e A* (m, a) est une racine complexe alors xeA* (m, a).

L’ensemble des racines réelles de A (m, a) forme un sous-systéme réduit de racines de
A (m, a) que I’on notera @ (m, a). On pose

Ot (m, Q)=®(m, Q) VA" (m, a).

(1.2) On note U(mg) et S(mg) l'algébre enveloppante et ’algébre symétrique de mg.
Soit Z (mg) le centre de U (mg) et S (m)™ I'ensemble des éléments M-invariants de S (mg).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



6 P. HARINCK

Les algebres Z (mg) et S(mg)™ sont isomorphes par un isomorphisme A,, canonique et
elles s’identifient & l’algébre des opérateurs différentiels M-invariants a coefficients
constants sur m. Pour aeCar (m), on note W(m, a) le groupe de Weyl de la paire
(Mg, ag) et soit S(ag)V ™ I'ensemble des éléments W (m, a)-invariants de S (ag).

Rappelons quelques propriétés des fonctions généralisées M-invariantes sur m solutions
propres des opérateurs différentiels de S (mg)™.

Pour aeCar (m), on note

(1.3) = J] «

ueA+ (m, a)

(1.4) Le polynéme n% €S (a)V ™ d~S (a)V ™ définit un opérateur différentiel sur a
que ’on note 0 (®f,).

L’opérateur 0 (o) n:, (ou m&, agit par multiplication) est indépendant du choix de
A" (m, a) et il existe un opérateur M-invariant V™ sur m tel que pour toute fonction
différentiable F sur m et tout aeCar(m), on ait: (V"F),=(0 (w})°ny) (F,) (Ha 1],
lemme 24).

Pour aeCar(m), on note ag ’ensemble des Xea tels que, pour tout ae® (m, a), 'on
ait o (X) #0.

Un ouvert de m est dit complétement invariant s’il contient les parties semi-simples de
ses €léments.

THEOREME 1.5. — Soit V un ouvert complétement invariant de m. Soit Y, un élément
régulier de mg. Soit © une fonction généralisée M-invariante sur V telle que, pour tout
PeS(mM, l'on ait PO=P(Y,)®. Alors

(1) la fonction © est localement intégrable sur V et analytique sur V',

(ii) pour tout aeCar(m), la fonction w5, © se prolonge en une fonction analytique sur
ag NV,
(iii) la fonction V™ ® se prolonge en une fonction continue sur V.

Nous allons donner maintenant des conditions suffisantes pour qu’une fonction
M-invariante sur m soit solution propre des opérateurs différentiels de S (mg)™ sur m. Ce
résultat nous servira lors de la construction de la série continue de fonctions généralisées
sphériques sur G/H (§ 5).

Rappelons tout d’abord la notion de sous-algébres de Cartan adjacentes.

Soit ae Car (m). On pose ®=® (m, a) et D* =0+ (m, a).

Pour ae®, on note H, la coracine de a et on choisit des éléments X, et X_, de m
appartenant aux espaces radiciels respectifs m, et m_, de telle sorte que l'on ait
Xy X _]=H,. Il existe un élément c, du groupe adjoint de m¢ tel que ¢, (H)=i(X,—X_,)
et ¢, X)=X pour XeKera.

On pose
(1.6) b=RX,—X_,) ®Kera.

4° SERIE — TOME23 — 1990 — N° 1



FONCTIONS GENERALISEES SPHERIQUES SUR G¢/Gg 7

La sous-algébre b est une sous-algébre de Cartan de m et on a b+ib=c,(a+ia). On
dit que I’algebre b définie en (1. 6) est la sous-algebre de Cartan adjacente a a relativement
a o. On dira plus généralement que b e Car (m) est adjacente a a s’il existe me M tel que
Ad (m)b soit adjacente & a relativement a une racine de ®.

Pour aeCar(m) et a e ®, on notera a(a) la sous-algébre de Cartan de m adjacente a a
relativement a o.

Soit ae®. On notera @, 'ensemble des Be® othogonales & o et soit O =0 N @,.
Les ensembles ¢, (®,) et ¢, (®,;) ne dépendent pas du choix de ¢,. Ce sont respectivement
le systéme de racines réelles de (g, a (o)) et un systeme positif. On pose @ (o) =c, (D,)
et ®F (o) =c, (®;).

THEorREME 1.7 ([Hi], thm. 3). — Soit Y, un élément régulier de m&. Soit V un voisinage
ouvert complétement invariant de 0 dans m. Soit F une fonction M-invariante et localement
intégrable sur V telle que:

(i) pour tout PeS (mp)™, l'on ait PE=P(Y,)F sur V',

(ii) pour tout aeCar(m), la fonction 15, F se prolonge en une fonction analytique sur
ag MV,

(iii) pour tout aeCar(m), on note C* la chambre de Weyl de a associée au choix de
®*. On écrit pour XeC* NV

(V"F) (X)= y d(a,®*,Y)e Y- X0

*
YeMc.Yg) nag

et on suppose que, pour tout Y e Mc.Y,) N a et pour toute racine simple o. de ®*, on a:
d(a,®",Y)+d(a,®*,s,Y)=d(a(a),®" (), c, Y)+d(a(a), D" (), ¢, 5, Y).

Alors, pour tout PeS(mc)™, on a PF=P(Y,)F en tant que fonction généralisée sur V.

T. Hirai démontre ce résultat dans le cas du groupe, mais sa démonstration et les
résultats de ([Va], thm. 29, p. 91 et thm. 9, p.97) permettent facilement d’obtenir le
théoréme 1.7.

On suppose dans toute la suite de cet article que G est un groupe de Lie semi-simple
complexe, connexe et simplement connexe. Soit g son algébre de Lie et soit ) une forme
réelle de g. On a donc he~g. On note ¢ la conjugaison de g relativement a §. Soit q
I’ensemble des X de g tels que o (X)=—X. On a donc g=h P q et q=ih. Soit H le
sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie ). L’espace symétrique G/H est donc du
type « G/Gg».

Soit 8 une involution de Cartan de g commutant avec o (pour l’existence de 0 voir
[Be] et [Lo] théoréme 2.1, p. 153) et soit g=f @ p la décomposition de Cartan correspon-
dante. On note K le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie .

On note p la projection canonique de G sur G/H. Soit M I’ensemble des éléments
g0 (g)” ! lorsque g parcourt G. L’ensemble M est une sous-variété fermée de G ([O.M.1],
§1, lemme 1). L’espace symétrique G/H s’identifie naturellement & M par I’application ¢
qui & p(g) associe go (g)~'. Remarquons que si xe M alors on a o (x)=x"1. Le groupe

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



8 P. HARINCK

G agit sur G/H par I’application qui a (g,p(g")) associe p(gg’). Si geG et xe G/H, on
notera g.x ’action de g sur x.

On note (G/H)' l'ensemble des points réguliers de G/H c’est-a-dire I'ensemble des
xeG/H tels que @(x) est un élément régulier de G. Plus généralement, si X est une
partie de G/H, on notera X'=X N (G/H)' I’ensemble des points réguliers de X.

Pour geG, on note d,p la différenticlle de p en g. Pour Xeg, on a
(d, p) (X)=(d/dt) p (g exp tX)/t=0. Par suite, on en déduit que h=Kerd, p et donc ’espace
tangent en xe G/H a G/H s’identifie a I’espace q. '

On note exp I’application exponentielle de g dans G et soit Exp ’application de [
dans G/H qui a X associe p(expiX). On a:

ProrosiTioN 1.8 ([He 1], chap. 4, thm. 4.1). — Soit J le jacobien de I'application Exp.
Pour Xeb, on a J(X)=det[(sh ad iX)/ad iX];.

Soit aeCar (h). L’espace ia est un sous-espace de Cartan de q c’est-a-dire un sous-espace
maximal abélien de q dont tout élément est semi-simple.

DerFmNITION 1.9. — Un sous-ensemble A de G/H est appelé sous-ensemble de Cartan
de G/H s’il existe aeCar(h) tel que I'on ait ae A si et seulement si ¢ (a)eZg(a). On
dira que A est associé¢ a a. On note Car (G/H) ’ensemble des sous-ensembles de Cartan
de G/H.

Soit A eCar(G/H) associé¢ a aeCar(h). L’étude des sous-ensembles de Cartan a été
faite dans ([O.M.1], §3, prop. 1). Pour A e Car (G/H), il existe un nombre fini d’éléments
(kj)je; de G/H tels que l'on ait A=\ (expia).k;. Par suite, on peut identifier I'espace

jel
tangent de A en a€A a a.

DerFmNiTION 1.10. — Soit S le sous-ensemble de G/H formé des points s tels que
I’élément o (s) soit semi-simple dans G. Un élément de S est appelé point semi-simple de
G/H.

Soit seS. On note 3, le centralisateur de @ (s) dans g et r; I'image de 1—Ado/(s),
Fixons s€S et notons 3=3, et r=r,. On a g=3 @ r. L’algébre 3 est une sous-algebre
réductive de g de méme rang que g.

LeMME 1.11. — Les espaces 3 et t sont c-stables.

Démonstration. — On a o(p(s))=@(s)”!. On obtient donc que 3 et r sont
o-stables. O

Soit Z le centralisateur de ¢ (s) dans G. Le groupe Z est un sous-groupe réductif
o-stable de G. On définit sur Z/Z N H la fonction &, , par: pour xeZ/ZNH

(1.12) 8, 4 (x)=|det(1-Ad o (x) @ (s)/,|"*.

Soit '(Z/Z N H) 'ensemble des €léments x de Z/Z N\ H tels que J; ,(x) #0.

LeMME 1.13. — L’application v de HX Z|Z N\ H dans G/H qui a (h, p (g)) associe (hg).s
est submersive en tout point de H x '(Z/Z N H).
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Démonstration. — On fixe un représentant de s dans G que ’on note encore par s. Si
heZ N H alors on a hso(hs) '=hso(s)"th =sc(s)"!. Par suite, Papplication y est
bien définie.

Soit (hy, p(go))eHX'(Z/Z N H) et soit (X,Y)ehx3MNg.Ona:
y(hoexptX,p(goexptY))=p(hogosexptAd(g,s) ! XexptAds~1Y).
Pour montrer que vy est submersive, il suffit donc de prouver que I'on a:
Ad(gos) 'h+Ads ' GNg)+h=g,
c’est-a-dire
h+Adg,3Mg)+Ad(gs)h=g.

Or, on a Adg,3=3 et Adgo,GNH)=Ad(g,s)(Ads )GENDH). Si Xe3zNh alors
c(Ad(s™H(X)=Ado(s) ! (X)=Ads ! (X). Donc (Ads~})3Nbh) <h.
11 faut donc prouver que 'on a h+3MN g+ Ad(g,s)h=g. Si X e} alors on peut écrire

Ad (809) (X)=1/2([Ad (g0 5) T Ad 5 (g0 9)] (X) + [Ad (g0 5) — Ad 5 (g9 5)] (X))

L’élément [Ad(gos)+Ado(g,5)](X) appartenant a b, on en déduit que l'on a
h+Ad(gos)h=b+[Ad(go5) ~Ad o (g5)]h. Comme g=bh+g et g=3MNg+rNg, pour
avoir le lemme il faut montrer que I'on a

tNgq S h+[Ad(gos)—Ad o (go9)]b.

Soit Xer (N g. Comme p(g,)€’(Z/Z N H), I'application 1—Adg,c(g,) 'so(s)~! est
bijective de r dans r. Il existe donc Y e g tel que ’on ait:

X=(1-Adg,5(g0) ' 50(s)")(Y)=[Ad 5 (g 5) ~Ad (g, 5)] Ad 5 (g55) " (Y).

Comme Xer( g, on a X=—oc (X) et par suite

X= %[Adc(goS)—Ad(goS)] (Adc(gos) ' Y+Ad(go5) ™' o (Y)).

Donc Xe(Ad(gys)—Ado(gys)h. O

(1.14) Soit £>0. Pour seS, on note 3, , 'ensemble des X de 3, tels que toute valeur
propre de ad X (considéré comme endomorphisme de g) soit de module strictement
inférieur a e.

Soit seS. On choisit €(s) tel que

() la restriction de Exp a 3 . M b soit un diffeomorphisme sur son image,

(i) Exp@s,.9 Nb) €' (Z/ZNH).

COROLLAIRE 1.15. — L’ensemble (Hexpi(z, . Mb)).s est un voisinage ouvert H-inva-
riant de s dans G/H. :

LemMME 1.16. — Soit F un fermé H-invariant de G/H. Si F N\S= alors F= .

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



10 P. HARINCK

Démonstration. — Si F+# ¥, on choisit p(g)€F et on note x=go(g)~*. Soit x=x,x,
sa décomposition de Jordan. D’aprés ([O.M.1], §5, prop.2), il existe soeS et ne G/H
tels que x,=o@(sy) et x,=¢@(n). De plus, I’élément x, appartient & la cloture de

U hxh~!. Comme F est un fermé H-invariant de G/H, on obtient s,€F, ce qui est
heH

contradictoire avec ’hypothése FN\S=¢. O

CoroLLAIRE 1.17. — G/H= U (Hexpi(3; . MD)).s.

seS

2. Généralités sur les fonctions généralisées sphériques

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats généraux annoncés par S. Sano
concernant les fonctions généralisées sphériques [S4]. Ces résultats peuvent étre obtenus
par la méthode de descente d’Harish-Chandra. On pourra se référer a ((H2], §3 et 4)
pour des démonstrations complétes. Elles sont analogues a celles d’Harish-Chandra dans
le cas du groupe [Ha4].

Soit D (G/H) l'algeébre des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H. Cette algebre
s’identifie 4 U (g¢)"¢/U (g¢) be N U (g¢)y par l'action a droite de g sur G ([He 2], chap.
II, thm.4.6). Nous allons tout d’abord donner quelques précisions concernant cette
algébre. On pourra se référer a ([S 3], p. 205).

Soit W P’application de g dans g.=g® \/:.1 g définie par: pour tout Xeg,
YX)=1/2(X— \/ —1iX). L’application ¥ est injective et linéaire complexe. Elle définit
un isomorphisme de U(g) dans U (g¢)/U(gc) he. Or les algébres U (he) et U(g) sont
canoniquement isomorphes. Par suite, on en déduit un isomorphisme d’algébres ¥, de
Z (hc) dans D (G/H).

(2.1) On obtient donc un isomorphisme Ay°¥; ' de D (G/H) dans S(ho)" que I'on
note p,.

DerINITION 2.2, — Soit Q un ouvert H-invariant de G/H et soit ® une fonction
généralisée sur Q. La fonction généralisée © est dite sphérique si elle vérifie les propriétés
suivantes :

(i) O est H-invariante sur Q,
(i) il existe un caractére y de D(G/H) tel que, pour tout DeD(G/H), I'on ait
DO=y(D)0.

TuEOREME 2.3 ([S4], thm. 4.3). — Soit y un caractére de D (G/H). Soit Q un ouvert
H-invariant de G/H. Soit © une fonction généralisée H-invariante sur Q telle que, pour
tout De D (G/H), l'on ait DO®=y(D)®. Alors © est une fonction localement intégrable
sur Q. De plus, © est analytique sur Q'.

Pour seS, on note §; , 3 et 3. comme en (1.12) et (1.14).

(2.4) Soit J; le jacobien de Exp,,

4° SERIE — TOME 23 — 1990 — N° 1






